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Ubi materia, ibi geometria
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Prefacio

Las secciones cénicas se encuentran entre los elementos mis fascinantes de la geometria. Sus
miltiples propiedades las hacen importantisimas en areas como la Optica, la arquitectura y la
astronomfa. Sin embargo su uso muchas veces se restringe a su utilidad y su estudio se realiza
desde un punto de vista puramente analitico.

La excusa que ha hecho surgir a la luz este breve estudio de las cénicas ha sido la realizacién
de un trabajo preuniversitario obligatorio en los centros de Bachillerato de Cataluna, el Treball
de Recerca. No obstante, mi aficién por las matemadticas, y en particular por las cuestiones ge-
ométricas, viene de mucho tiempo atrds. También tenfa en mente otros posibles temas para este
trabajo, como por ejemplo el estudio de poliedros regulares en el espacio cuatridimensional.

He elegido las cénicas por su gran belleza y simplicidad. Resulta impresionante la tremenda canti-
dad de propiedades que poseen -de las cuales en este estudio sélo reco jo una pequena seleccién de
mi especial agrado- y que pueden demostrarse utilizando tinicamente los métodos de la geometria
clasica elemental. Es para resaltar esta elegancia genuina de las cénicas que me he esforzado
fuertemente por mantener al margen de mis razonamientos y exposiciones los formalismos alge-
braicos con los que se suelen introducir las cénicas en el bachillerato y los primeros cursos de las
carreras cientifico-técnicas.

El primer capitulo del libro es una introduccién al concepto de las secciones cénicas. Son presen-
tadas de una manera poco convencional pero que, desde mi punto de vista, es la mds natural posi-
ble. Esta introduccién permite después, mediante el conocido método de las esferas de Dandelin,
redefinir las secciones cénicas en el plano mediante construcciones geométricas extremadamente
simples.

Prosiguiendo, en el segundo capitulo demostramos una serie de propiedades comunes a todas las
secciones cénicas: algunas son muy conocidas (por ejemplo, la propiedad Optica y los teoremas
clasicos de Pascal y Brianchon), pero también se incluyen otras que nos serdén muy importantes
para el tercer capitulo. Para que el lector pueda seguir las demostraciones de algunos resultados
se han incluido ciertas nociones bésicas de geometria proyectiva y correspondencia polar.

El tercer capitulo es una recopilacién de resultados concernientes a las cénicas cargada de un
toque muy personal. Son -a mi criterio- los mejores hallazgos realizados sobre secciones cénicas
y los que siempre han despertado en los matematicos y despertardn en el lector una curiosidad
sobre la magnifica variedad de propiedades que las cénicas encierran debajo de una apariencia
tan simple.

Por 1ltimo, el capitulo que cierra el libro es una especie de divertimento un tanto aparte de la
linea seguida en el resto del libro. Tomando una brillante idea de Richard Feynman, estudiare-
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mos el papel de las secciones cénicas en los movimientos astronémicos desde un punto de vista
completamente original. Ademds de mostrar la profunda conexién entre la geometria y la natu-
raleza, algo que siempre me ha planteado profundos interrogantes, quiero con esta seccién poner
un broche final a este pequeno libro, en el que ciertamente faltan muchas cosas por poner, pero
aparecen muchas otras que no se ponen habitualmente.

Los contenidos del libro estdn basados de forma mayoritaria en conocidos teoremas y resultados
de geometria clasica. Muchas de las demostraciones de propiedades y teoremas que ofrecemos,
por ejemplo, pueden encontrarse en las obras de referencia que proponemos en la bibliografia, e
incluso algunas de ellas han sido extraidas practicamente de forma integra de estos otros libros.
No obstante, quisiera remarcar que algunas demostraciones, bien porque no suelen aparecer en las
obras especializadas o porque he intentado dar una segunda demostracién apoyada unicamente
en resultados bésicos de geometria clasica, han sido ideadas por el autor. Entre ellas se cuentan
la demostracién del teorema de los radios conjugados, donde se ha prescindido de argumentos
basados en geometria proyectiva. También se ha utilizado un enfoque completamente original en
la obtencion del radio de curvatura de una seccién cénica, a partir de propiedades bésicas de estas.
Por 1ltimo, en el cuarto capitulo se han interpretado y generalizado los casos de la hipérbola y
la pardbola como movimientos astronémicos para dar completitud a la exposicién realizada por
Feynman. En todo momento se ha evitado la alusién a la geometria cartesiana, y hemos descrito
siempre las secciones cénicas a partir de propiedades geométricas definitorias sin asignarles una
ecuacién algebraica que las describa.

Quisiera aprovechar aqui para agradecer cuantas contribuciones han hecho posible este trabajo,
aunque soy consciente de que siempre quedard alguien en el tintero. Agradezco la ayuda que
me ha brindado toda mi familia, en especial mi hermano José Daniel, cuya dedicacién ha sido
imprescindible para el uso del programa KTEX y para la perfeccién formal del trabajo, sobre
todo en el cuarto capitulo. Expreso también un especial agradecimiento a Jaume Molins, profesor
de Matemaéticas en el Instituto de Educacién Secundaria “Marius Torres” y supervisor de este
Treball de Recerca, que ha estado ayudandome en todo momento en la realizacion del trabajo.
Muchos otros me han ayudado, tanto en la formacién previa como en la realizacién del propio
trabajo; quisiera hacer mencién especial de mi amigo Arnau Messegué. A todos ellos, muchas
gracias.

Tomelloso, abril de 2009.



Indice general

1. Las secciones cénicas

2. Algunas propiedades elementales de las cénicas

2.1.

2.2

3.1.

3.2.

Propiedades elementales de geometria clasica . . . . ... ... ... . . ... . .
2.1.1. Lapropiedad 6ptica . . . ... ... ... ... ... ... ... ... .
2.1.2. Lapropiedad isogonal . . .. ... ... ... .. ... ... ... ...
2.1.3. La propiedad de los radios conjugados . . . ... .. ... ... . ... .. .
Propiedades elementales de geometria proyectiva . . . .. .. ... ... . ... . .
2.2.1. Introduccién a la geometria proyectiva . . . . . . .. .. . . ... ... . .
2.22. Teoremade Pascal . .. ......... ... ... ... . . .. .. ...
2.23. Teorema de Brianchon . . . . . . ... ... ... ... ... ... .. .
2.24. Correspondencia polar . . . . . ... ... .. ... ...

\%

11
14
14
16
17

20

29



INDICE GENERAL

V1
3.2.2. Una parédbola a partir de tres puntos y la direccién del eje . . . . . . . . .. 32
3.2.3. Superficie de una pardbola . . . . . ... ... .. ... 33
3.2.4. La pardbola como envolvente de rectas . . . . . . . .. ... ... ... ... 35
3:3. Lahiperbola & s ¢ ¢ 5w v w5 5 ¢ 5w m m 5 s 68 e s s e e e e e e e e e 36
3.3.1. Una hipérbola a partir de cuatro puntos. . . . . . . .. ... ... ... ... 36
3.3.2. Dosrectasgiratorias. . . . . .. ... ... ... .. ... .. 37
3.4. La curvatura de las secciones cénicas. . . . . . . . ... ... 38
4. El movimiento de los planetas alrededor del Sol 41
4.1. Introduceidn . . . . . . ..o 41
4.2. La brillante idea de Feynman . . . . . . ... ... ... ... ... ......... 43

4.3. Las cénicas y los movimientos astronémicos . . . . . . . ... ... ... ... 48



Capitulo 1

Las secciones cdnicas

“La matemdtica pura es, a su manera, la poesia de las ideas l6gicas”

ALBERT EINSTEIN

Definimos las secciones cénicas como las secciones producidas al atravesar un cono doble por
un plano. Dependiendo de la inclinacién del plano con respecto al eje de simetria y la generatriz
distinguiremos tres tipos de secciones cénicas: elipse, pardbola e hipérbola. En este primer capitulo
veremos una a una las caracteristicas definitorias de las cénicas. En primer lugar extraeremos las
propiedades bésicas de cada cénica a partir de su definicién como seccion de un cono.

Un cono doble se origina de la siguiente manera: tomemos una recta en el espacio, a la que
llamaremos eje de simetria del cono doble. Entonces formamos una superficie de revolucién con
el conjunto de rectas que pasan por un punto determinado del eje y que forman con él un angulo
fijo. Cada plano que contiene al eje de simetria contiene dos rectas de la superficie de revolucién,
que forman igual dngulo con el eje de simetria, a las que llamaremos generatrices.

Existen multiples maneras de introducir las secciones cénicas. Aqui seguiremos el método ideado
por el matemaético belga Germinal Dandelin? (1794-1847), que es considerado el mas natural para
demostrar las propiedades intrinsecas de las secciones cénicas, y que consiste en inscribir esferas
tangentes interiormente a la superficie cénica y al plano de corte.

1.1. La elipse

Consideremos un plano que no sea paralelo a ninguna generatriz. Dicho plano atravesars el cono
produciendo una tinica seccién continua. Examinemos detenidamente tal caso usando las esferas

de Dandelin.

Llamenos 7 al plano secante al cono, S e 32 a las esferas de Dandelin y F y F5 a los puntos
de tangencia con 7 respectivamente. Sea X un punto cualquiera de la seccién cénica definida

IDANDELIN, G.P. Mémoire sur quelques propriétés remarquables de la Focale Parabolique, Nouv. Mém. Ac. Sc.
de Belgique, 2, pg.172 (1822)



2 CAPITULO 1. LAS SECCIONES CONICAS

FIGURA 1.1: Las cuatro cénicas: circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.

por ™ y S el vértice del cono. La generatriz SX intersecta &1 y o en Y7 e Y. Puesto que
las tangentes a una esfera desde un punto exterior a ésta tienen igual longitud tenemos que
XF, = XY, y que XF, = XY2, de donde XF; + X F; = Y1Y>. Ahora bien, Y1Ys es un segmento
de generatriz entre dos planos perpendiculares al eje y su longitud no depende de la eleccién de
X. De aqui determinamos que X F; + X F> es constante. Esta seccién cénica se denomina elipse
y la podemos definir en el plano de la siguiente manera:

La elipse es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos
fijos llamados focos es constante.

Tomando el caso particular en el que el plano es perpendicular al eje del cono la seccién degenera
en una circunferencia, al ser una elipse cuyos focos se han superpuesto.

Teorema 1.1.1 Toda elipse es una proyeccion paralela de una circunferencia.

Entendemos por proyeccién paralela aquella que convierte rectas paralelas en rectas paralelas. Se
podria entender como estirar y contraer el plano.

Demostracién. Supongamos que en vez de hacer una seccién a un cono la hacemos a un cilindro.
La seccién producida es una proyeccién paralela de la circunferencia, pero si utilizamos las esferas
de Dandelin podemos ver que también es una elipse. Por tanto cualquier elipse se puede originar
como seccién de un cilindro y, por tanto, como proyeccién de una circunferencia.
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1.2. LA HIPERBOLA 3

FIGURA 1.2: Demostracién de la propiedad definitoria de la elipse mediante las esferas de Dan-
delin.

2 2

o x :
Este teorema demuestra que una figura cuya ecuacién sea de la forma o g_z =1 es una elipse
a
con semiejes mayor y menor a y b.

1.2. La hipérbola

Consideremos ahora un plano que sea paralelo a dos generatrices del cono. Dicho plano atrave-
sard el cono produciendo dos secciones continuas e ilimitadas. Si usamos las esferas de Dandelin y
obramos andlogamente al caso de la elipse observaremos un resultado parecido, si bien ahora es la
diferencia de longitudes la que permanece constante. Esta seccién cénica se denomina hipérbola
y la podemos definir en el plano de la siguiente manera:

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos llamados focos es constante.

Las hipérbolas presentan dos asintotas, es decir, tienden a ser tangentes en el infinito a dos rectas
que se cortan en el punto medio de los focos.
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FIGURA 1.3: Demostracién de la propiedad definitoria de la hipérbola mediante las esferas de
Dandelin.

1.3. La parabola

Fijémonos ahora en un caso particular: un plano paralelo a exactamente una generatriz. Dicho
plano atravesara el cono produciendo una tinica seccién continua e ilimitada. Volvemos a usar el
método de Dandelin, aunque esta vez sélo podemos inscribir una esfera.

Sea 7 el plano secante al cono, < la esfera tangente al plano en F y o el plano que contiene
la circunferencia en que < es tangente al cono. Sea [ la interseccién de m y o. Sea X un punto
arbitrario de la seccién producida por 7 y el cono y S el vértice del cono. La generatriz SX
intersecta S en Y. Sea ademés Z la proyeccién de X en [. Entonces X F = XY, puesto que son
tangentes a una esfera. Por otra parte Y y Z pertenecen a o; el dngulo entre XY y o es igual al
angulo entre un plano perpendicular al eje y una generatriz, y el dngulo entre XZ y o es igual
al 4ngulo entre los planos 7 y 0. Por la eleccién de 7, estos dos dngulos son iguales y por tanto
XZ = XY. Entonces XF = X Z para cualquier X. Esta seccién cénica se denomina pardbola y
la podemos definir en el plano de la siguiente manera:

La pardbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de un punto llamado
foco y de una recta llamada directriz.

- -
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1.4. LA EXCENTRICIDAD DE UNA CONICA 5

FIGURA 1.4: Demostracién de la propiedad definitoria de la pardbola mediante las esferas de
Dandelin.

1.4. La excentricidad de una cdénica

Trabajemos ahora con una cénica cualquiera y tomemos uno de los focos, F. Utilizando la no-
menclatura anterior, llamemos 7 al plano secante al cono,  a la esfera tangente a F, y o al plano
en el que  es tangente al cono. Sea [ la interseccién entre 7 y o, y sea X un punto arbitrario de
nuestra cénica. Sea Y la interseccién de SX con o y Z la proyeccién de X en [.

e . ; . XT
Sea T la proyeccién de X en o. Sea « el dngulo entre el eje y una generatriz. Entonces Xy = cose

XT
Ahora llamemos 3 al dngulo entre 7 y el eje del cono. Entonces X7 = ¢os A3. Por tanto, :d =

XZ
ﬂ il = Eﬁ, que es constante independientemente de la eleccién de X. Ahora bien, puesto
XT XZ cosa

que XF = XY, la razén entre XF y XZ es constante. Podemos redefinir cénica de la siguiente
manera:

Una conica es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que la razdn entre su distancia
a un punto llamado foco y a una recta llamada directriz es constante. Dicha razén se denomina
ezxcentricidad € de la conica.

Si e = 0, la cénica es una circunferencia y la directriz se aleja hacia el infinito. Si 0 < ¢ < 1,
la cénica corresponde a una elipse. Si € = 1, la cénica es una parabola. Por 1iltimo, si ¢ > 1, la
cbnica es una hipérbola. Tanto las elipses como las hipérbolas tienen dos focos y dos directrices.
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FIGURA 1.5: Excentricidad de una cénica.
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FIGURA 1.6: Cénicas segiin su excentricidad.



Capitulo 2

Algunas propiedades elementales
de las coénicas

“Todo lo has creado con medida, niimero y peso”

Sabiduria 11, 21

En este capitulo veremos algunas de las propiedades geométricas de las cénicas aplicando la
geometria clésica, y terminaremos introduciendo la geometria proyectiva para demostrar algunos
teoremas concernientes a las cénicas en general, como el teorema de Pascal o el de Brianchon.

2.1. Propiedades elementales de geometria clasica

2.1.1. La propiedad 6ptica

Todas las secciones cénicas presentan propiedades 6pticas que las hacen muy importantes en
muchisimos dmbitos de nuestra vida.

Cuando un rayo de luz incide sobre una superficie se refleja formando un dngulo igual con la
direccién normal. Si colocdramos puntos de luz sobre los focos de cada cénica veriamos resulta-
dos muy significativos. En la elipse todos los rayos de luz convergerian en el otro foco tras ser
reflejados. En la hipérbola los rayos de luz producirian un efecto inverso: tras ser reflejados en
uno de los dos brazos de la hipérbola emergen del otro foco, es decir, siguen la trayectoria de los
rayos de luz que saldrian si el punto de luz estuviera en el otro foco. En la pardbola ocurre algo
parecido: los rayos de luz son siempre perpendiculares a la directriz. Demostremos una a una
estas propiedades.

Tenemos una elipse con sus dos focos y dibujamos una circunferencia que tenga el centro F, y
cuyo radio sea la suma de distancias de los focos a un punto de la elipse. Tomemos ahora un
punto arbitrario de ésta, P. Prolongamos la semirrecta Fy P, que corta la circunferencia en G.
Sea t la mediatriz del segmento F1G.
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FIGURA 2.1: En los anos 50, Ernst Straus puso el siguiente problema: jPuede un tnico punto
de luz iluminar una habitacién entera cuyas paredes son espejos, sin importar la forma de la
habitacién? En 1958, el joven Roger Penrose demostré usando propiedades basicas de las cénicas
la existencia de una habitacién iniluminable, que aparece en la figura.

G

FIGURA 2.2: Demostracién grafica de la propiedad dptica para la elipse.
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Cualquier punto de ¢ equidista de G y Fi1. Sea Q el punto en el que ¢ cruza F,G. FQ+ QF, =
GQ+QF, = GF,, luego Q corresponde con P. Pero ademés ¢ es tangente a la elipse en P, puesto
que para otro punto de t, Q', Q'+ Q'F> = GQ' + Q'F» > GF, y éste no puede pertenecer a la
elipse. Ahora bien, si t es tangente a la elipse en P, la tangente en P forma dos angulos iguales
al unir P con los focos.

Tenemos ahora una hipérbola con sus dos focos y dibujamos una circunferencia que tenga el
centro Fy y cuyo radio sea la diferencia de distancias de los focos a un punto de la hipérbola.
Tomemos ahora un punto arbitrario de la hipérbola, P. Tomamos la recta F>P, que corta la
circunferencia en G'. Sea ¢ la mediatriz del segmento FG.

t
=]

G

FIGURA 2.3: Demostracién grifica de la propiedad 6ptica para la hipérbola.

Cualquier punto de ¢ equidista de G y F1. Sea Q el punto en el que t cruza F>G. FQ - QF, =
F>,Q — QG = GF;, luego Q corresponde con P. Pero ademis ¢ es tangente a la hipérbola en P,
puesto que para otro punto de t, Q', F2Q’' — Q'F, < F»G + GQ' — Q'F, = GF; y éste no puede
pertenecer a la hipérbola. Ahora bien, si ¢ es tangente a la hipérbola en P, la tangente en P es
la bisectriz de F} PF;.

Para el caso de la pardbola consideremos su foco y su directriz. Sea P un punto arbitrario de la
pardbola y G su proyeccién sobre la directriz. Evidentemente la mediatriz de FG, t, contiene a
P, pero ademis es tangente a la pardbola en este punto. Supongamos que ¢t cruza la parébola en
otro punto, @, cuya proyeccién en la directriz es G’. Por estar en la pardbola, FQ = QG’, pero
por estar en t F'QQ = QG, lo cual es una contradiccién si G’ y G no coinciden. Por tanto ¢, que es
la tangente a la pardbola en P es la bisectriz del angulo FPG.

2.1.2. La propiedad isogonal

Otra propiedad interesante de las cénicas es la isogonalidad. Cosideraremos dos casos.

En el primer caso consideraremos un punto exterior a la cénica y sus dos tangentes a ésta.
Entonces los segmentos que unen el punto exterior con los focos forman éngulos iguales con las
tangentes. Examinemos el caso de la elipse.

1En el caso de la hipérbola la recta F3 P corta la circunferencia en dos puntos, puesto que cada recta que pasa
por Fy corta la hipérbola dos veces. La eleccién de G est4 supeditada a la condicién de que PF; = PG.
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FIGURA 2.4: Demostracién grifica de la propiedad éptica para la pardbola.

Tenemos una elipse con focos F; y Fs, y un punto exterior R, cuyas tangentes a la elipse la
intersectan en P Y Q. Llamamos F] al reflejo de Fy en RP, y F; al reflejo de F; en RQ. Por la
propiedad 6ptica, los puntos F}, P y F, estdn alineados, asi como también Fj, Q y Fy. Por tanto
los triangulos F{FoR y F1F}R son iguales, ya que Fy F) = F{F, por tratarse de una elipse. De
aqui obtenemos que F} 1’/R\F 1 = FoRF} y que P/Rﬁ*"l — F;EQ, lo cual concluye la demostracion.

FIGURA 2.5: Demostracién gréafica de la propiedad isogonal para la elipse.

El segundo caso es un resultado derivado del anterior. Puesto que los dos tridngulos son iguales,
RF,P = RF|F, = RF\F} = RF1Q, lo cual sirve para cualquier foco.

Para el caso de la hipérbola se obra analogamente, segin la ilustracién. Quedarfa por demostrar
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el caso en que las dos tangentes parten de brazos distintos, ejercicio que se deja para el lector.

FIGURA 2.6: Demostracién grafica de la propiedad isogonal para la hipérbola.

En la pardbola, por tratarse del caso degenerado entre la elipse y la hipérbola, la demostracién
es mds compleja. Uno de los focos tiende al infinito, por lo que en vez de unir un punto con dicho
foco, se traza la perpendicular a la directriz.

Tenemos una pardbola con foco F y directriz d, y un punto exterior R, cuyas tangentes a la
pardbola la intersectan en P Y Q. Sean P’ Y Q' las proyecciones de P'Y @ sobre d, y ! la recta
perpendicular a d que pasa por R. Por la definicién de parabola las tangentes a la parabola por
P'Y @ son las mediatrices de FP' Y FQ’, que in’cersectan,e\n R. Por - tanto R ' es el circuncentro
del tridngulo FP'Q’. Por tratarse de un dngulo inscrito FQ'P’ = %F RP" = FRP, pero ademis
el dngulo que forman I y el segmento RQ es igual a FZ)'\P’ » Puesto que estdn formados por
rectas perpendic/glares. ’A\sf pues lﬁZ) = F/R?P, con lo que terminamos la demostracién. Como
consecuencia, PFR = RF(Q, como en los casos anteriores.

2.1.3. La propiedad de los radios conjugados

Por 1iltimo nos centraremos en la propiedad de los radios conjugados.

Tenemos una cénica por la que hacemos atravesar una infinidad de rectas paralelas entre si. En
cada recta marcaremos el punto medio de los dos puntos en que la recta corta la cénica. Pues bien,
todos estos puntos caen sobre una recta, que llamaremos radio conjugado. Como caso particular
en la pardbola todos los radios conjugados son una recta perpendicular a la directriz desde el
punto en que una de las rectas es tangente a la pardbola.

La demostracién se podria servir de geometria proyectiva, pero nosotros lo veremos utilizando
geometria clésica.
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FIGURA 2.7: Demostracién gréfica de la propiedad isogonal para la parabola.

AN

FI1GURA 2.8: Radios conjugados.

Tenemos una cénica y cuatro tangentes, dos paralelas a la linea que une los puntos de tangencia
de las otras dos. Por la propiedad isogonal se dan los dngulos de la figura.

Ademés teniendo en cuenta que M F;OF, es un paralelogramo y que la bisectriz de F;é\Fg es
perpendicular a DC, al igual que la bisectriz de FiMF, es perpendicular a AB, tenemos que
BMF, = F,OC =¢yque AMF, = F;OD =180 —¢. Por tanto el tridngulo BM F; es semejante
a FLOC vy el tridgngulo AMF; es semejante a F1O0D (basta considerar que 20 + 2y = 360 — 2¢).
De aqui sacamos que AM x DO = BM x CO.

AM AF, AP AF; AM i
Por el teorema del seno i T L , por lo que —— = e 4
DO _ sing
DP  sine

obtenemos finalmente que

= = : = ——. Anélogamente
sina  sine’ sina  sing AP sine
M DO BM cO
il Rt B st R e (PR 6 .
' AP DP Y BN N dado que AB, NP y DC son paralelas
AP DP AM  BM

BN _cnN Y% Do~ co
Combinando las dos igualdades anteriores nos queda que AM = BM, DO = CO, luego MO pasa

por la interseccién de las tangentes en Py en N y por el punto medio de N P. Como consecuencia
el punto medio de las intersecciones de cualquier recta paralela a NP con la cénica caerd sobre

, es decir
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FIGURA 2.9: Demostracién de la propiedad de los radios conjugados para la elipse.

MO.
Para la hipérbola se obra andlogamente segiin la figura2.

En cuanto a la pardbola cabe destacar que la demostracién anterior no es vélida por ser el caso
degenerado. Sin embargo la demostracién ahora es mucho més sencilla.

Sean A y B dos puntos sobre una parabola don foco F y directriz d. Sean H y K las proyecciones
de Ay B sobre d respestivamente. Por 1iltimo sea S la interseccién de las tangentes a la pardbola
en Ay B. Puesto que dichas tangentes son mediatrices de FH y FK, S es el circuncentro del
tridngulo FHK y la mediatriz de HK pasa por S y también por el punto medio del segmento
AB.EI tridngulo ABS se denomina tridngulo de Arquimedes de base AB.

Ahora llamaremos O el punto en que la recta que une S con el punto medio de A y B corta
la pardbola. Trazamos la tangente a la parébola en O, que corta SA en A’ y SB en B’. Ahora
bien, en este caso AA’O y BB'O también son tridngulos de Arquimedes, y aplicando el resultado
anterior comprobamos que las rectas que unen A’ con el punto medio de AQ y B’ con el punto
medio de BO son paralelas a SO. De aqui obtenemos que A’ es el punto medio de AS y que B’

2Se ha de observar que para la hipérbola algunos de los dngulos considerados iguales son en cambio comple-
mentarios (3 y ), lo cual no altera la demostracién de la propiedad.
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(.

FIGURA 2.10: Demostracién de la propiedad de los radios conjugados para la hipérbola.

es el punto medio de BS, por lo que A'B’ es paralela a AB.

Estas demostraciones completan el Teorema de Arquimedes:

Teorema 2.1.1 (Arquimedes) La mediana de la base de un tridngulo de Arquimedes es per-
pendicular a la directriz, la recta paralela a la base que pasa por los puntos medios de los lados
es una tangente a la pardbola, y su punto de interseccion con la mediana del tridngulo pertenece
a la pardbola.

Ahora queda demostrado que los puntos medios de las intersecciones de la cénica con rectas
paralelas yacen sobre una misma recta. Si repetimos el proceso con rectas paralelas a la resultante,
los puntos medios yacen sobre una recta que es paralela a las anteriores. Estas dos rectas se cortan
en el punto medio de los focos y se denominan radios conjugados.

2.2. Propiedades elementales de geometria proyectiva

2.2.1. Introduccién a la geometria proyectiva

Una transformacién en el plano se considera proyectiva si transforma rectas en rectas. Con tal
transformacién las lineas paralelas no han de permanecer necesariamente asi. Es por esto que
se considera que dos rectas paralelas intersectan en un punto, llamado punto en el infinito. El
conjunto de puntos en el infinito (uno para cada pendiente) se denomina linea en el infinito.

La transformacién proyectiva del plano preserva las siguientes propiedades:
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FIGURA 2.11: Demostracién grifica de la propiedad de los radios conjugados para la pardbola.

> Colinealidad (definicién de transformacién proyectiva).
> Concurrencia de tres rectas.

> Tangencias entre rectas y curvas.

Ahora tenemos una cénica. Podemos obtener esta cénica intersecando un plano con un cono doble.
Consideremos un plano que sea perpendicular al eje del cono doble; vamos a enviar cada punto
del plano que contiene la cénica al plano perpendicular al eje proyectando a través del vértice del
cono. Ahora la cénica se ha convertido en una circunferencia porque ha sido proyectada por las
generatrices.

Pero si queremos proyectar una recta desde el plano de la cénica la imagen volvera a ser otra
recta, que es la interseccién del plano perpendicular al eje con el plano que contiene la recta del
plano de la cénica y el vértice del cono. Es decir, proyectar por el vértice del cono realiza una
transformacién proyectiva. Esto nos conduce a un importante resultado:

Una conica cualquiera se puede transformar en una circunferencia mediante una transformacion
proyectiva.

De igual manera una circunferencia se puede transformar en cualquier cénica por una transfor-
macién proyectiva.

Tanto la circunferencia como la elipse no tocan la linea en el infinito, mientras que la pardbola
es tangente en un punto (el correspondiente a la direccién del eje de la pardbola) y la hipérbola
la interseca en dos puntos (los correspondientes a las direcciones de las asintotas).

La pregunta ahora es: ;Qué se puede conseguir mediante una transformacién proyectiva?
Teorema 2.2.1 Dada una circunferencia y una recta que no la interseca eziste una transforma-

cidn proyectiva que transforma la circunferencia en una circunferencia y la recta en la linea en
el infinito.
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Demostracion.

Transformamos la recta en la linea en el infinito. Puesto que dicha recta no la intersecta la
circunferencia se transformara en una circunferencia o una elipse. En el segundo caso podemos
transformar la elipse en una cicunferencia mediante una proyeccion paralela.

Teorema 2.2.2 Dada una circunferencia y un punto dentro existe una transformacion proyecliva
que transforma la circunferencia en una circunferencia y el punto en el centro de la circunferencia.

Demostracion.

Més tarde se definiré el concepto de correspondencia polar, que asociard la recta que no intersecta
la circunferencia con el punto interior y la linea en el infinito con el centro de la circunferencia,
segin el resultado anterior.

2.2.2. Teorema de Pascal

Teorema 2.2.3 (Pascal) Los tres puntos de interseccion de los lados opuestos de un hexdgono
inscrito en una conica son colineales.

FIGURA 2.12: Teorema de Pascal

Demostracion.

Sea ABCDEF el hexégono inscrito en la cénica. Mediante una transformacién proyectiva cambi-
amos la cénica por una circunferencia. Después, usando otra transformacién proyectiva, movemos
los puntos de interseccién de AB y DE y de BC'y EF ala linea en el infinito. Entonces AB | DE
y BC || EF. Ademis ABC = D/E\F, y por tanto los arcos AC'y DF son iguales. Ahora bien,
esto implica que CD || FA, con lo que los tres puntos son colineales en la linea en el infinito.
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FIGURA 2.13: Demostracion del teorema de Pascal

Supongamos los casos ¢ os vértices se juntan. ado que une estos
Supong los casos degenerados en los que dos vértices se junt El lado q t
dos vértices degenera en la tangente a la cénica en este punto y podemos hallar los siguientes
resultados:

Corolario 2.2.1 En un pentdgono inscrilo en una seccion conica los puntos de interseccion de
dos pares de lados no adyacentes y el punto de interseccion del quinto lado con la tangente que
pasa por el vértice opuesto son colineales.

Corolario 2.2.2 En un cuadrildtero inscrito en una seccion conica los puntos de interseccion
lados opuestos y de tangentes de vértices opuestos son colineales.

Corolario 2.2.3 En un tridngulo inscrito en una seccion conica los puntos de interseccion de
los lados con la tangente del vértice opuesto son colineales.

S BA 2

FiGURA 2.14: Casos degenerados del teorema de Pascal.

2.2.3. Teorema de Brianchon

Teorema 2.2.4 (Brianchon) Las tres rectas que unen los vértices opuestos de un hexdgono
circunscrito en una cénica son concurrentes.
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FIGURA 2.15: Teorema de Brianchon

Demostracién.

Sea ABCDEF el hexdgono circunscrito en la cénica. Mediante una transformacién proyectiva
cambiamos la cénica por una circunferencia. Después, usando otra transformacién proyectiva,
movemos el punto de interseccién de AD y BE al centro del circulo, O. Sean A’, B’, C’, D', E’
y F’ los puntos de tangencia de los segmentos AB, BC, CD, DE, EF y F A respectivamente. Es
facil ver por la condicién anterior que E’OC' = F'OB’, E'OF = FOF' y que B'OC = COC'.

— — — — — — — 360
Entonces FOC = FOF'+F'OB'+B'OC = E'OF +E'OC'+COC'" = =g = 180°. Por tanto la
tercera diagonal C'F también pasa por el centro del circulo y las tres diagonales son concurrentes.

Supongamos los casos degenerados en los que dos lados se hacen uno al aproximarse los puntos
de tangencia. La interseccién de los lados del hexagono y los puntos de tangencia tienden a unirse
y podemos hallar los siguientes resultados:

Corolario 2.2.4 En un pentdgono circunscrito a una seccion conica las rectas que unen dos
pares de vértices no adyacentes y el quinto vértice con el punto de tangencia del lado opuesto son
concurrentes.

Corolario 2.2.5 En un cuadrildtero circunscrito a una seccién cénica las rectas que unen veérti-
ces opuestos y puntos de tangencia de lados opuestos son concurrentes.

Corolario 2.2.6 En un tridngulo circunscrito a una seccién conica las rectas que unen un vértice
con el punto de tangencia del lado opuesto son concurrentes.

La geometria proyectiva nos permitird demostrar teoremas muy interesantes, como por ejemplo
el siguiente:
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FIGURA 2.16: Demostracién del teorema de Brianchon

FIGURA 2.17: Casos degenerados del teorema de Brianchon.

Teorema 2.2.5 La unica cdnica que pasa por los tres vértices de un tridngulo y por su ortocentro
es una hipérbola equildtera.

Se entiende por hipérbola equildtera aquella cuyas asintotas son perpendiculares.

Demostracién.

Demostraremos prioritariamente que el ortocentro de un tridngulo inscrito en una hipérbola
equildtera pertenece a dicha hipérbola.

Sean A, B y C los tres vértices de un tridngulo y H su ortocentro. Sean ahora X e Y los dos
puntos en el infinito que determinan las direcciones de las asintotas, es decir, las intersecciones
de la linea en el infinito con la hipérbola. Sean Az y Bz las rectas que pasan por A y B y que son
paralelas a la direccién de X (y que de hecho pasan por X), y andlogamente con Cy y H y. La
interseccién entre las rectas Az y Hy serd U y la interseccién entre las rectas Bz y Cy sera V.
Por 1ltimo sea B’ el pie de la altura BH.
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FIGURA 2.18: Cénica que pasa por los vértices de un tridngulo y por su ortocentro.

Los cuadrildteros BB’CV y AUB'H son ciclicos con didmetros BC 'y AH. Por tanto AB'U =
AHU y VB’ ‘B'C = VBC pero también es cierto que AHU = VBC como angulos formados por
semirrectas perpendiculares. De aqui obtenemos que U, B’ y V estdn alineados, y por el converso
del teorema de Pascal® el hexdgono AX BHY C esté inscrito en una cénica, es decir, la hipérbola
equildtera ABCXY pasa por H.

Pensemos ahora en las cénicas que pueden pasar por A, B, C'y H. Puesto que no es un cuadrilatero
convexo la tnica cénica que puede pasar es una hipérbola. Si X es una de las intersecciones de la
linea en el infinito con la hipérbola e Y es el punto en el infinito correspondiente con la direccién
perpendicular Y ha de pertenecer a la hipérbola y por tanto se trata de una hipérbola equilatera.

2.2.4. Correspondencia polar

La geometria proyectiva es muy 1til en construcciones que combinan rectas y puntos. Es por eso
que estd estrechamente relacionada con la correspondencia polar.

Para definir correspondencia polar introduciremos el concepto de inversién:

El inverso de un punto A respecto de una circunferencia con centro O y radio r es el punto A’

2
5
que pertenece a la semirrecta OA y tal que OA’ = OA’ El inverso de O se define como un punto

en la linea en el infinito, y el inverso de un punto sobre la circunferencia es el mismo punto. La
inversion respecto a una circunferencia es la transformacion en el plano que envia cada punto a
su inverso con respecto a dicha circunferencia.

Los inversos tienen propiedades muy notables que nos seran muy ttiles para la correspondencia

3El converso del teorema de Pascal argumenta que si las intersecciones de las prolongaciones de lados opuestos
de un hexdgono son colineales, dicho hexdgono es inscriptible en una cénica.
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FIGURA 2.19: Si proyectamos paralelamente dos rectas perpendiculares que pasan por el centro
de una circunferencia se transforman en radios conjugados de la elipse (Captura de pantalla del
Reproductor de Windows Media.)

polar, como por ejemplo la siguiente:

Teorema 2.2.6 Sean A’ y B’ los inversos de A y B respecto de una circunferencia de centro O.
Entonces los tridngulos OAB' y OA’B son semejantes pero invertidos.

Demostracién.

Un criterio de semejanza entre dos tridngulos es compartir un dngulo y tener la misma razén de
proporcién en los lados contiguos al 4ngulo.
OA r20A _op
Obviamente A’OB = AOB’ ero ademas — = ,
& OB — 120B _ OA

de semejanza. Ahora bien, los triangulos son semejantes pero invertidos porque la razén de
proporcién la hemos tomado en orden inverso.

cumpliéndose asi el criterio

La inversién es muy importante porque transforma circunferencias en circunferencias, con excep-
cién del caso degenerado, en el que una circunferencia que pasa por el centro de la circunferencia
de inversion se transforma en una recta.

Demostracién.

Demostraremos que para cuatro puntos conciclicos 4, B, C'y D sus inversos A/, B, C'yD
respecto a una circunferencia con centro O también son conciclicos?.

Por la condicién de conciclicidad CAD = CBD. Aplicando el teorema anterior A’C”B’ = C’B’
OC"A’ = OBC — OAC. De manera andloga A'D'B' = OD'A’ — OD'B’ = OAD — OBD. Si

4Esta demostracién se debe a Dusan Djukié¢ (ver referencia K4))
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FIGURA 2.20: La inversién transforma circulos en circulos.

restamos AIC'B/'— AID'B' = (OBC—OAC)—(OAD-OBD) = (OBC+0BD)—~(0OAD+0AC) =
CBD — CAD =0, con lo que A/, B, C' y D’ son conciclicos.

FIGURA 2.21: La inversién preserva la conciclicidad.

Para demostrar el caso degenerado veremos que una recta que no pasa por O se transforma en
una circunferencia que contiene O.

Sea p una recta que no pasa por O, P la proyeccién de O en p y Q un punto arbitrario de
p. Sean P’ ,LQI los inversos de P y Q respecto a la circunferencia centrada en O. Entonces
OQ'P' = OPQ = 90°, por lo que Q' se desliza por la circunferencia de didmetro OP".

Veamos ahora qué es la correspondencia polar:

La recta polar de un punto A respecto de una circunferencia con centro O y radio r es la recta a
que pasa por el inverso de A y que es perpendicular a la recta OA. Se dice entonces que A es el
polo de la recta a con respecto a la circunferencia. La recta polar de O se define como la linea en

el infinito, y la recta polar de un punto sobre la circunferencia es la tangente a la circunferencia
en dicho punto.
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Estas son las propiedades més importantes de la correspondencia polar:

Teorema 2.2.7 Si un punto B pertenece a la recta polar a del punto A su recta polar b pasa por
A.

FIGURA 2.22: Si un punto B pertenece a la recta polar a del punto A su recta polar b pasa por
A.

Demostracion.

Sean A’y B’ los inversos de A y B con respecto a nuestra circunferencia. El tridngulo OA’B es

Sy

semejante al tridngulo OB’A, y por lo tanto AB’O = 90°, es decir, A pertenece a b.
Esto implica el siguiente
Corolario 2.2.7 El polo de una recta es la interseccion de las rectas polares de sus puntos, e

igualmente la recta polar de un punto es el conjunto de polos de las rectas que pasan por dicho
punto.

El siguiente teorema serd importantisimo para el uso de la correspondencia polar en la geometria
proyectiva.

Teorema 2.2.8 La recta polar de un punto exterior a la circunferencia de inversién se puede
definir como la recta que cruza los puntos en que las tangentes desde el punto exterior a la
circunferencia la tocan.

Demostracién.

Es consecuencia del corolario anterior y del hecho de que la recta polar de un punto perteneciente
a la circunferencia de inversién es la tangente a la circunferencia en dicho punto.

Esto implica el siguiente resultado, elemental en geometria proyectiva:
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A pesar de que la definicion de correspondencia polar viene dada por cuestiones métricas las
transformaciones proyectivas no la alteran. Es decir, si tenemos una circunferencia que asocia un
punto y una recta por correspondencia polar y le aplicamos una transformacién proyectiva que la
mantiene como circunferencia el punto y la recta siguen siendo polo y recta polar respectivamente.

Pronto veremos que también se puede aplicar a cénicas. Pero antes veamos una consecuencia del
teorema anterior:

Corolario 2.2.8 La recta polar de un punto se puede definir como la recta que une los puntos
de interseccién de las tangentes a la circunferencia desde los dos puntos en que cada recta que
pasa por el punto en cuestion intersecta la circunferencia. De igual manera el polo de una recta
es la interseccion de las rectas que unen los dos puntos en que las tangentes a la circunferencia
desde cada uno de los puntos de la recta la intersectan.

Ficura 2.23: Correspondencia polar y tangentes.
Miremos ahora cémo podemos aplicar la correspondencia polar a las conicas.

Tenemos una circunferencia a la que le aplicamos una transformacién proyectiva para que se
transforme en una conica. Podemos hacer una pseudocorrespondencia entre puntos y rectas, que
es la resultante de transformar proyectivamente elementos del plano de la circunferencia (puntos
y rectas) asociados por la correspondencia polar. Tras la proyeccién las propiedades métricas
(definitorias) desaparecen, pero no las propiedades referidas en los teoremas antes demostrados.
Por tanto la pseudocorrespondencia se puede redefinir utilizando sélo la cénica, por lo que es tnica
para cada cénica, y por eso a partir de ahora también la llamaremos correspondencia polar, que
la podemos definir de la siguiente manera:

La recta polar de un punto respecto a una cénica se define como la recta que une los puntos de
interseccion de las tangentes a la conica desde los dos puntos en que cada recta que pasa por el
punto en cuestion intersecta la cénica. De igual manera el polo de una recta es la interseccion de
las rectas que unen los dos puntos en que las tangentes a la conica desde cada uno de los puntos
de la recta la intersectan.

Con todos estos resultados que hemos ido obteniendo podemos demostrar uno de los teoremas
maés significativos de la correspondencia polar en las cénicas:

Teorema 2.2.9 La recta polar del foco de una cénica coincide con la directriz asociada a dicho
foco.
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Demostracién.
Para demostrar este teorema introduciremos la circunferencia de Apolonio, definido por el si-

guiente

Lema 2.2.1 Fl lugar geomélrico de los puntos cuya razén de distancias a dos puntos fyos es
constante es una circunferencia, conocida como circunferencia de Apolonio.

FIGURA 2.24: Circulo de Apolonio.

Demostracién.

PA
Sean A y B los dos puntos fijos y sea P el punto del segmento AB tal que Pg e la razdn

buscada. Tomemos un punto Q tal que PQ sea la bisectriz de A/Q\B . Por el teorema de la bisectriz®
QA _ QB QA

PA- P’ OB =B’ de donde obtenemos que @ pertenece a tal lugar geométrico.

Sea < la circunferencia que tiene el centro O en la recta AB y que pasa por Py Q. El triangulo
POQ es is6sceles y por tanto OQA = OQP — AQP = QPO — BQP = @QBO, por lo que los
tridngulos OPA y OPB son semejantes y A y B son inversos respecto de . Ahora bien, la
circunferencia que pasa por P y que hace que A y B sean inversos es tinica y por tanto el lugar
geométrico buscado es una circunferencia.

Vayamos ahora a por el teorema en cuestién.

Sea F' uno de los focos de la cénica y I su recta polar, y sean X e Y dos puntos arbitrarios en
dicha cénica. Sea S la interseccién de XY y I,y sea Z la interseccién de las tangentes a la cénica
en X e Y. Entonces FZ es la recta polar de S con respecto a la cénica, debido  a las propiedades
de la correspondencia polar. Gracias al segundo resultado de la isogonalidad YFZ = ZFX. Por
el mismo resultado pero de una manera no tan evidente FZ | FS , puesto que los cortes de FZ
con la cénica son los puntos en los que las tangentes a la cénica lanzados desde S la cortan. Sea

5El teorema de la bisectriz argumenta que en un triangulo la bisectriz corta el lado opuesto en segmentos
proporcionales a los lados contiguos. Tal teorema se puede demostrar aplicando el teorema del seno a los dos
tridngulos resultantes o por geometria cldsica alargando uno de los lados contiguos y dibujando la paralela a
la bisectriz desde el vértice opuesto. Ver la construccién utilizada en la seccién ”La curvatura de una seccién
cénica”del capitulo 3.
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FIGURA 2.25: La recta polar del foco de una cénica coincide con la directriz asociada a dicho
foco.

T la interseccion de F'Z con XY . Entonces la circunferencia circunscrita al tridngulo TF'S es un
g A ., FX SX
circulo de Apolonio de los puntos X e Y, cuyo didmetro es T'S, y por tanto —— = —— con lo

EY = SY
FX FY
—-- Sean d, y d, las distancias de los puntos X e Y a [ respectivamente. Puesto

w SX ~ §Y SX SY FX FY
que X, Y y S pertenecen a la misma recta = —. De ahi que = ——. Ahora bien,
dy d, dy d,

puesto que X e Y son dos puntos arbitrarios podemos aplicar este resultado a todos los puntos
de la cénica, quedando asi demostrado que [ coincide con la directriz asociada a F.

Ciertamente esta resulta una demostracién bastante ortopédica para un hecho tan simple. Existe
una demostracién mucho maés intuitiva pero que requiere nociones de correspondencia polar en el
espacio. Si, de hecho en cualquier espacio dimensional se puede establecer una correspondencia
polar. Una correspondencia polar con respecto a una esfera asocia puntos con planos y rectas con
rectas. Aqui enumeraremos las propiedades més importantes de la correspondencia polar en el
espacio, sin demostraciones, pues son analogas a las del plano:

> El inverso de un punto A respecto de una esfera con centro O y radio 7 es el punto A’ que

"
pertenece a la semirrecta OA y tal que OA’ = 04 El inverso de O se define como un

punto en el plano en el infinito, y el inverso de un punto sobre la esfera es el mismo punto.
La inversién respecto a una esfera es la transformacién en el espacio que envia cada punto
a su inverso con respecto a dicha esfera.

> El plano polar de un punto A respecto de una esfera con centro O y radio r es el plano a
que pasa por el inverso de A y que es perpendicular a la recta OA. Se dice entonces que A
es el polo del plano a con respecto a la esfera. El plano polar de O se define como el plano
en el infinito, y el plano polar de un punto sobre la esfera es la tangente a la esfera en dicho
punto.

> La recta que une dos puntos y la recta producida por la interseccién de los planos polares
de dichos puntos estan asociadas polarmente.

> Si un punto B pertenece al plano polar a del punto A su plano polar b contiene A.
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> El polo de un plano es la interseccién de los planos polares de sus puntos, e igualmente el

plano polar de un punto es el conjunto de polos de los planos que contienen dicho polo.
Anélogamente, el polo de un plano es la interseccién de las rectas polares de las rectas
contenidas en dicho plano, e igualmente el plano polar de un punto es el conjunto de rectas
polares de las rectas que contienen dicho polo.

El plano polar de un punto exterior a la esfera de inversién se puede definir como el plano
que contiene la circunferencia en que las tangentes desde el punto exterior a la esfera la
tocan.

El plano polar de un punto se puede definir como el plano que contiene los puntos de
interseccién de los planos tangentes a la esfera desde la circunferencia en que cada plano
que contiene el punto en cuestién intersecta la esfera. De igual manera el polo de un plano
es la interseccién de los planos que contienen la circunferencia en que las rectas tangentes
a la esfera desde cada uno de los puntos del plano la intersectan.

FIGURA 2.26: Correspondencia polar en tres dimensiones.

ol alalalalalalal ol ol ol o

C

Ahora podemos demostrar el teorema.

Fijémonos en la construccién realizada para definir la excentricidad de la cénica. Siguiendo la
misma nomenclatura utilizaremos correspondencia polar en el espacio con respecto a la esfera de
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Dandelin inscrita y tangente en el foco F' en cuestién, 2. El plano polar de F seria 7, puesto que
pertenece a Q y la correspondencia polar lo asocia con el plano tangente. El plano polar de S
serfa en cambio o, puesto que contiene la circunferencia en que las rectas lanzadas desde S son
tangentes a €. Dicha circunferencia serd &. De tal manera que SF es polar con [, la interseccién
de o y m. Sea P la interseccion de SF' y o. Estd claro que en o P es el polo de [ respecto
de 3. Y si ahora proyectamos desde S el plano o en el plano © P se transformard en F y &
se transformard en la cénica producida por el plano m. Como las transformaciones proyectivas
preservan la correspondencia polar la directriz de la cénica es la recta polar del foco asociado en
dicha cénica.



Capitulo 3

Propiedades relacionadas con las
conicas

“Las leyes de la matemdtica no son meramente invenciones o creaciones humanas. Simplemente
son: existen independientemente del intelecto humano. Lo mds que puede hacer un hombre de
inleligencia aguda es descubrir que esas leyes estdn alli y llegar a conocerlas.”

MAURITIUS ESCHER

En este capitulo veremos algunas propiedades relacionadas con las cénicas que las hacen especi-
almente atractivas en geometria. Lo haremos fijindonos en cada una de las cénicas. Y como final
trataremos de construir el radio de curvatura de una seccién cénica.

3.1. La elipse

3.1.1. Lugar geométrico de van Schooten

Dos vértices de un tridngulo rigido se deslizan sobre dos rectas del plano. ;Cudl es el lugar
geométrico del tercer vértice?

Para resolver este problema pensemos en un caso degenerado del anterior:

Tenemos una recta con tres puntos fijos, dos de los cuales se deslizan por dos rectas ortogonales.
4 Cudl es el lugar geométrico del tercer punto?

Pongamos las dos rectas ortogonales como un eje de coordenadas. Sean a y b las distancias del
tercer punto, C, a Ay B, A estando en las ordenadas y B en las abcisas. Sea ahora « el dngulo
que forma la recta con el eje de abcisas. Entonces las coordenadas del tercer punto son 2 = a cos «
2 2
e y = bsina, con lo que se cumple que s 12—2 = 1y que el lugar geométrico es una elipse con
a

semiejes a y b.

29
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F1GURA 3.1: Lugar geométrico de van Schooten.

Vayamos ahora a por el problema de van Schooten?.

Sean A y B los vértices del tridngulo que estan sobre las rectas, que se cruzan en S y que forman
un dngulo o, y C el vértice libre. Sea & la circunferencia circunscrita al tridgngulo ABS. Trazamos
la recta que une C con el centro de &, M, y llamamos P y @ a los puntos de interseccién de dicha
recta con . Puesto que la longitud de AB y el dngulo o son constantes, el radio de & también
es constante? y podemos considerar los puntos M, P y @ como fijos en el tridngulo deslizante.
Ahora bien, entonces los dngulos ASP y ASQ son constantes y los puntos P y @ se deslizan
siempre por dos rectas que pasan por S, que ademds son ortogonales puesto que P y @ estan
colocados diametralmente sobre . Ahora este problema queda reducido al anterior y el lugar
geométrico buscado es una elipse.

3.2. La parabola

3.2.1. Una pardabola a partir de cuatro tangentes

Para dibujar una pardbola a partir de cuatro tangentes utilizaremos unos resultados previos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de los tridngulos semejantes) Dos tangentes SA y SB a una
pardbola, junto con los segmentos que unen el foco con los puntos de contacto A y B y con
la interseccion de las tangentes S forman dos tridngulos similares FSA y FSB, de modo que

LVAN SCHOOTEN, F. Ezercitationes Mathematicae (1657)

2El teorema del seno argumenta que el radio de la circunferencia circunscrita a un tridngulo es igual a la razén
entre un lado y dos veces el seno del dngulo opuesto. Tanto si el dngulo es o como 180° — ¢ el lado y el seno son
constantes y por tanto el radio.
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el dngulo de un tridngulo situado en la zona de tangencia es igual al dngulo del otro tridngulo
situado en el punto de interseccion.
Demostracién.

Sean H y K las proyecciones de A A y B sobre la directriz de la parébola, , que son los reflejos del
foco en las dos tangentes. Como FAS yH TAS son angulos simétricos y FHK vH TAS son iguales
por estar delimitados por semirrectas ortogonales, podemos observar que

FAS = FHK
y que también

FBS = FKH.

FIGURA 3.2: Teorema de los tridngulos semejantes y teorema de Lambert.

Ahora bien, S es el circuncentro del tridngulo FHK. Por tanto, FHK = %F/S\K y FKH =

lF/S\H, puesto que son angulos inscritos. De igual manera FSA=LlFSH y FSB = 1FSK. De
2 2 2
aqui obtenemos que

FAS = FSB
y que
FBS = FSA,

quedando asi la demostracién terminada.

Si dibujaramos una tercera tangente que cortara SAy SB en Py Q y que tocara la tangente en
O podriamos ver por el teorema anterior que

FAS = FSB
y que
FAP = FPO

y consecuentemente

FSQ = FPQ
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por lo que el cuadrildtero FPSQ es ciclico. Este resultado se denomina

Teorema 3.2.2 (Lambert) La circunferencia circunscrita del tridngulo formado por tres tan-
gentes a una parabola pasa por el foco.

Ahora nuestro problema se resuelve ficilmente: hallamos el foco como interseccién de las circun-
ferencias circunscritas de los tridngulos formados por cada grupo de tres tangentes. Después la
directriz se halla ficilmente al reflejar el foco en cada una de las tangentes.

3.2.2. Una parabola a partir de tres puntos y la direccién del eje
Para resolver este problema nos ayudaremos de un conocido teorema:

Teorema 3.2.3 En una pardbola la mediatriz de una cuerda y la paralela a la directriz que pasa
por el punto medio de la cuerda delimitan en el eje una distancia equivalente a la distancia entre
el foco y la directriz.

FIGURA 3.3: Demostracion del teorema
Demostracion.

Sean A y B los extremos de la cuerda y M su punto medio. Sea H la proyeccién de M sobre la
directriz, y sea M’ el punto en el que el segmento H M intersecta la pardbola. Sea O la interseccién
de la mediatriz de AB con el eje de la pardbola. Por la propiedad de los radios conjugados, la
tangente a la pardbola en M’ es paralela a AB. Ahora bien, dicha tangente es la mediatriz de
HF, siendo F el foco de la pardbola, y por tanto el segmento HF es paralelo a la mediatriz de
AB. De aqui sacamos que el cuadrildtero HMOF es un paralelogramo y que la distancia OP es
igual a la distancia entre el foco y la directriz, siendo P la interseccién de la paralela a la directriz
que pasa por M con el eje de la pardbola.

De este teorema deriva el siguiente

Corolario 3.2.1 Si los puntos medios de dos cuerdas de una pardbola yacen sobre una recta
paralela a la directriz, las mediatrices de dichas cuerdas intersectan en el eje.
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Ahora ya podemos dirigirnos al problema principal.

FIGURA 3.4: Construccion de una pardbola a partir de 3 puntos y la direccién del eje.

Sean A, By C los tres puntos de la pardbola y R la direccién del eje de la pardbola. Dibujemos
una paralela al eje desde M, el punto medio de AB, y por el punto medio de BC, N, una
perpendicular al eje. Sea P el punto de interseccién de las dos rectas. Segiin la propiedad de los
radios conjugados P es el punto medio de la cuerda A’B’ que es paralela a AB y que pasa por P.
Dibujemos ahora la mediatriz de BC' y la de A’B’ (que es la perpendicular a AB que pasa por
P). Segiin el teorema demostrado anteriormente el punto de interseccién de las dos mediatrices
es un punto del eje de la pardbola y por tanto ya tenemos el eje de la pardbola. Ademas también
tenemos la distancia desde el foco a la directriz, que es la distancia desde la interseccién de las
mediatrices al segmento N P. De manera andloga podemos hallar las normales a la parébola en los
puntos A, By C, y por tanto sus correspondientes tangentes. Aplicando el teorema de Lambert
el foco de la pardbola es la interseccién de la circunferencia circunscrita al tridngulo circunscrito
a la pardbola en A, By C con el eje de la parébola. Por tiltimo podemos hallar la directriz como
la recta que contiene los tres puntos producidos al reflejar el foco en las tres tangentes.

3.2.3. Superficie de una parabola

Tomemos una pardbola y un segmento que une dos puntos de la parébola. ;Qué superficie de
pardbola ha delimitado este segmento?

Fijémonos en el tridngulo de Arquimedes asociado a dicho segmento. Seguiremos con la misma
nomenclatura que en la demostracién del teorema de Arquimedes. Sea A la superficie del triangulo
ABS, y ¢ la superficie que queriamos buscar. Puesto que el tridngulo ABO est4 inscrito en la
parabola podemos hacer aproximaciones de J.

AABO = %A
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F1GURA 3.5: Superficie de una seccién de parabola.

AA'B'S = iA

AAA'O = ABB'O = %A

0= %A +0AA'O+6BB'O

Puesto que AA’O y BB’O son tridngulos de Arquimedes, podemos seguir con la aproximacién.
De aqui comprobamos que la razén entre las superficies de una seccién de parébola y su tridngulo

de Arquimedes asociado son constantes. Sea r = = para cualquier tridngulo de Arquimedes.
Entonces:
5= %A—{—r(%A-{—%A) - %A+7&A
1 1
= 3 ot ZT
=
4
L2
3

De aqui obtenemos que

El darea de una seccion de pardbola es dos tercios el drea del tridngulo de Arquimedes asociado.
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3.2.4. La parabola como envolvente de rectas

Tenemos dos segmentos con un extremo comiin. Dividimos los dos segmentos en n partes iguales
y los numeramos con orden inverso: uno de 0 a n y otro de n a 0. A continuacién unimos todos
los pares de puntos que tienen igual ndmero. Demostraremos que dichos segmentos envuelven
una parabola.

N
\\§\§§§“;';';' ]
ATSSS
e
()

FIGURA 3.6: Envolvente de la pardbola y teorema de Apolonio.

La demostracién se basa en el teorema de Apolonio:

Teorema 3.2.4 (Apolonio) Dos tangentes a una pardbola estdn divididas en segmentos pro-
porcionales por una tercera tangente dividida a su vez en la misma proporcion por el punto de
tangencia.

Demostracion.

Sean A y B los puntos de tangencia de las dos rectas en la parébola, que se cortan en S. Sea

O el punto de tangencia de la recta con la cénica que corta AS y BS en P y Q. El teorema de

" w AP SQ PO
Apolonio nos diria que PS 0B~ 0Q°
Sean A', B', §', O', P' y Q' las proyecciones de A4, B, S, O, P y Q sobre la directriz. Por
la propiedad de los radios conjugados la proyeccién sobre la directriz del punto de interseccién
de dos tangentes es el punto medio de las proyecciénes de los dos puntos de tangencia sobre
la directriz. Por tanto A’P' = P'O’, O'Q' = Q'B’ y A’S' = S'B’. Combinando las igualdades
anteriores obtenemos que A’P’' = P'O" = §'Q’ y que P'S’ = 0'Q’ = Q' B'. Siguiendo el teorema
AP _5Q _ PO
PS QB 0Q’

de Tales concluimos que quedando el teorema demostrado.

Ahora que ya hemos demostrado el teorema de Apolonio se hace evidente que la construccién
anterior genera rectas que son tangentes a una parabola.
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3.3. La hipérbola

3.3.1. Una hipérbola a partir de cuatro puntos.

Dibujar la hipérbola equildtera que pasa por cuatro puntos dados.

Para resolver este problema necesitamos algunos resultados previos.

FIGURA 3.7: Radios conjugados de una hipérbola.

Lema 3.3.1 Una recta que corta una hipérbola en dos puntos corta a iqual distancia las asintotas.

Demostracion.

Retomemos la propiedad de los radios conjugados en la hipérbola. Los puntos medios de los puntos
de interseccién de rectas paralelas con la hipérbola yacen sobre una recta que pasa por el punto
medio de los focos, es decir, la interseccién de las asintotas. Cuando la recta se aleja al infinito
los puntos de corte con la hipérbola se aproximan a los puntos de corte con las asintotas. En el
infinito los puntos medios son iguales. Ahora bien, por el teorema de Tales si intersecamos dos
rectas secantes con una infinidad de rectas paralelas los puntos medios de los cortes de cada recta
forman otra recta que pasa por las interseccién de las rectas originales. Queda asi demostrado
que las dos rectas son, en realidad, la misma, y el teorema se hace evidente.

Vayamos ahora a por otro teorema:
Teorema 3.3.1 El circulo de Feuerbach® de un tridngulo inscrito en una hipérbola equildtera
pasa por el centro de la hipérbola.

Demostracion.

Sean A, B y C tres puntos de una parébola equildtera de asintotas I y II que se cortan en Z.
Sean A’, B’ y C’ los puntos medios de BC, AC y AB respectivamente. Sean A; y A, los cortes de
la prolongacién de BC con I y II, y andlogamente con By y By. Como consecuencia del teorema

3El circulo de Feuerbach de un triangulo, también llamado de los 9 puntos, es aquel que pasa por los puntos
medios de cada lado, y que también pasa por los pies de las alturas y por los puntos medios entre los vértices y el
ortocentro.
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F1GURA 3.8: El circulo de Feuerbach de un tridngulo inscrito en una hipérbola equilatera pasa
por el centro de la hipérbola

anterior, A _es el punto medio de A1A2 y B’ es el punto medio de B;B,. Esto comporta que
A'Z7 ZA, = A’AlZ y que ! B'ZI ZB; = B’BlZ Si restamos lado a lado las igualdades anteriores nos
queda que A’ZB = A;CB, = 180°— A'C"B’, lo cual equivale a decir que el cuadrildtero A’B'C'Z
es ciclico, con lo que se termina la demostracién.

Supongamos que ahora tenemos los cuatro puntos. Por cada trio de puntos dibujamos el tridngulo
de Feuerbach asociado y marcamos la interseccién de todos, que es el centro de la hipérbola. Ahora
dibujamos una circunferencia centrada en A’ que pase por Z. La interseccién de la recta BC con el
circulo nos da los puntos A; y A, y por tanto nos da las dos asintotas. Ahora podemos encontrar
cualquier punto de la hipérbola utilizando el teorema anterior de los segmentos iguales.

3.3.2. Dos rectas giratorias.

Dos puntos A y B son los ejes de dos rectas a y b que giran con igual velocidad angular pero
sentidos opuestos. ;Cudl es el lugar geométrico de la interseccion de las dos rectas?

La solucién de este problema viene dada por el siguiente

Teorema 3.3.2 Sean A y B dos puntos de una hipérbola equildtera cuyo punto medio sea la
interseccion de las asintotas. Para dos puntos arbitrarios de la hipérbola los dngulos que describen
conjuntamente con A y B son iguales.

Es decir, si los puntos arbitrarios son X e Y, XAY = XBY.

Demostracién.

Dibujemos el circulo de Feuerbach asociado al tridngulo AXY, que pasa por el punto medio de
AX, X', por el punto medio de AY, Y’, por el punto medio de XY, M y por O, la interseccién
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de las asintotas, debido al resultado demostrado en la seccién anterior. Si desde A realizamos una
homotecia de coeficiente 2 el circulo de Feuerbach se transforma en la circunferencia circunscrita
del tridngulo BXY', puesto que X' "Y'y O se convierten en X, Y y B respectivamente. Asi pues
XAY = X'MY' = X'0OY' = XBY, con lo que queda el teorema demostrado.

FIGURA 3.9: Rectas giratorias.

Supongamos que ahora tenemos los dos puntos A y B y las dos rectas a y b, que en una determi-
nada posicién intersectan en X. Dibujamos ahora una hipérbola equildtera que pase por A, B y
X y cuyo centro sea el punto medio de A y B. Ahora, cada vez que las rectas giren intersectaran
en un punto de la hipérbola. Por tanto el lugar geométrico buscado es una hipérbola equildtera
cuyo centro es el punto medio de A y B.

3.4. La curvatura de las secciones conicas.

En esta dltima seccién del capitulo encontraremos la manera de hallar la circunferencia que se
adapta mejor a una cénica en cualquiera de sus puntos.

OO <

FIGURA 3.10: Curvatura de una seccién cénica.

Tenemos una seccidon conica con focos Fy y Fa ueremos hallar el centro C de curvatura en el
)
punto P. Ahora trabajaremos con una elipse, pero para la pardbola y la hipérbola el razonamiento
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es analogo.

En una circunferencia la normal (perpendicular a la tangente) en cualquier punto pasa por el
centro, mientras que en una elipse la normal es la bisectriz del dngulo formado con los focos (por
la propiedad 6ptica). Por supuesto, C' cae sobre la bisectriz de F ﬁ’\Fz, pero para movimientos
muy pequenos, z, la bisectriz sigue estando muy cerca de C. Supongamos que para este pequeno
movimiento a lo largo de la elipse PF; barre un dngulo o, PF, un 4ngulo 3 y PC un dngulo ~.
La bisectriz de un dngulo cambia de inclinacién la mitad de lo que lo hacen las dos componentes,

A ~ . Sea PF, a, PF; by PC R.

. .«
y es por ello que deducimos que para r muy pequeiios

FIGURA 3.11: Angulos barridos en pequenios desplazamientos.

Midiendo los dngulos en radianes a ~ L ICOS('O, y de igual manera 3 ~ i Asimismo
a
a Tcosp,1 1 2ab
v = % Dado que REl. P 7 tenemos que R =~ _2_<p(5 3) = m. Ya sabemos el

radio.

F1GURA 3.12: Construccién del teorema de la bisectriz.

Llamemos n al segmento de la bisectriz desde P hasta la interseccién con el eje F1Fy. Desde
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F; lanzamos una paralela a n que intersecta la prolongacién de b en Q; F1Q = h = 2acosyp,
n

—_— = = ue

FET A

, lo cual nos descubre una manera muy facil

puesto que Fl/Q\P = QﬁP = . Por semejanza de tridngulos obtenemos que

hb 2ab cos

n= R L A consecuencia R = ——
a+b a+b cos? ¢

de dibujar el centro C:

FIGURA 3.13: Construccién del radio de curvatura.

En el punto en que la bisectriz intersecta el semieje mayor trazamos una perpendicular que corta
PF; y PF;, (o sus prolongaciones) a igual distancia de P. Desde estos cortes trazamos perpendi-
culares a PF; y PF5 respectivamente, que se intersectan sobre la bisectriz. Dicha interseccién es
el centro C de curvatura.



Capitulo 4

Las cénicas y el movimiento de
los planetas alrededor del Sol.

"Los problemas valiosos son aquellos que realmente puedes resolver o ayudar a
resolver, aquellos a los que realmente puedes contribuir en alguna cosa”

RICHARD FEYNMAN, en una carta a Koichi Mano (3 de febrero de 1960)

4.1. Introduccién

Las leyes que rigen el movimiento de los planetas alrededor del Soll fueron descubiertas, tras
anos y anos investigando la érbita de Marte, por Johannes Kepler (1571-1630). En su tratado
Astronomia Nova, Kepler enuncia sus dos primeras leyes:

PRIMERA LEY.Cada planeta se mueve describiendo una érbita eliptica y el Sol se encuentra en
uno de los focos de la elipse.

SEGUNDA LEY.El radio vector, o linea imaginaria que une el centro del Sol con el centro de
planeta, describe dreas iguales en tiempos iguales.

Diez anos més tarde, en 1619, una tercera ley del movimiento planetario fue enunciada por Kepler
en Harmonices Mundi:

TERCERA LEY.Los cuadrados de los periodos de revolucidn de los planetas alrededor del Sol son
proporcionales a los cubos de su distancia media respecto a él.

Estos son los principios que rigen la mecénica celeste. Pero, jpor qué la naturaleza se empeiia
en que los planetas puedan tnicamente describir estas elegantes construcciones geométricas?
El problema del movimiento de los astros no sélo tiene profundas implicaciones cientificas y
filoséficas, sino también una gran importancia histérica. A continuacién exponemos una cita de
la referencia [?] que recoge el problema tal y como lo trataremos en este capitulo:

1Después aparecerfan las débiles correcciones de la Relatividad General, pero no vienen ahora al caso.

41
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FIGURA 4.1: De izquierda a derecha: Johannes Kepler, Isaac Newton y Richard Feynman.

“En agosto de 1684, Edmund Halley (cuyo apellido daria nombre al cometa) fue a
Cambridge para hablar de mecdnica celeste con el célebre pero un tanto excéntrico
matemdtico Isaac Newton. La idea mds extendida en los circulos cientificos era que
los movimientos de los planetas podian deberse a una fuerza procedente del Sol, que
menguaba en Tazén inversamente proporcional al cuadrado de las distancias entre el
Sol y los planetas, pero nadie habia sabido exponerlo satisfactoriamente hasta enton-
ces. Newton le confesd que €l si habia conseguido demostrar que una fuerza de aquellas
caracteristicas originaba orbitas elipticas, exdctamente lo mismo que Johannes Kepler
habia deducido setenta anos antes observando el cielo. Halley insté a Newton a que
le ensenara la demostracion. Parece ser que Newton se hizo de rogar, aduciendo que
no sabia dénde la habia puesto, pero prometié a Halley que la reconstruiria y se la
enviaria. Meses mds tarde, en noviembre de 1684, Newton envié a Halley un texto de
nueve pdginas en el que exponia que una ley gravitatoria cuadrdtica inversa y unos
cuantos principios bdsicos de dindmica explicarian no sélo las drbitas elipticas sino
también otras leyes keplerianas de los movimientos planetarios, y mds cosas ain.

Halley advirtié que tenia en las manos nada menos que la clave del conocimiento del
universo tal como se concebia entonces, y apremio a Newton para que le permitiera
preparar su publicacion. Pero Newton, que no estaba del todo satisfecho con su trabajo
y queria revisarlo, prefirid esperar. La espera se prolongd casi tres anos, durante los
cuales Newton, segin parece, no hizo otra cosa que trabajar en el problema. Lo que
surgid finalmente, en 1687, fueron los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
la obra maestra de Newton y el libro que marca el nacimiento de la ciencia moderna.

Casi trescientos anios después, el fisico Richard Feynman, al parecer sdlo para entre-
tenerse, quiso demostrar por su cuenta la ley kepleriana de las elipses sin recurrir
a malemdticas mds avanzadas que la geometria plana elemental. [...] ;Por qué se
empend en demostrar la ley kepleriana de la elipses usando sdlo la geometria pla-
na? Es mds facil demostrarla utilizando las poderosas técnicas de matemadticas mds
avanzadas®. Es evidente que a Feynman le intrigaba el hecho de que Isaac Newton,
quien habia ideado alguna de las mencionadas técnicas, expusiera en los Principia su
propia demostracién de la ley de Kepler empleando sélo geometria plana. Feynman
quiso sequir la demostracion de Newton, pero no pudo pasar de determinado punto,
ya que Newton echaba mano de unas misteriosas propiedades de las secciones conicas
(un tema de candente actualidad en el siglo XVII) que Feynman desconocia. De modo

2Para un tratamiento clasico del problema de cuerpos en campos de fuerzas centrales, ver por ejemplo GoLDs-

TEIN, H.; POOLE, C.; SAFKO, J., Classical Mechanics (3* Ed.) Addison Wesley, San Francisco (2000)
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que, como €l mismo dice en la conferencia, ided su propia demostracion.

Ahora bien, este problema no es sélo un interesante rompecabezas intelectual. La de-
mostracion newtoniana de la ley de las elipses es la frontera que separa el mundo

antiguo del moderno, la culminacion de

la revolucion cientifica. Es una de las mayo-

res hazanas de la mente humana, comparable a las sinfonias de Beethoven, las obras
de Shakespeare o la Capilla Siztina de Miguel Angel. Ademds de tener una gran im-

portancia en la historia de la fisica, es

una prueba concluyente del asombroso hecho

que viene confundiendo e intrigando a todos los grandes pensadores desde la época de
Newton: que la naturaleza obedece a leyes matemdticas.”

Y ahora, a por la demostracién de Feynman.

FIGURA 4.2: Péginas extraidas de los Philoso
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4.2.

phiae Naturalis Principia Mathematica de Newton

La brillante idea de Feynman

Richard Feynman se vio obligado a idear su propia demostracién de la ley de las elipses, siguien-
do un camino paralelo al de Newton. Y fue entonces cuando desarrollé la magnifica idea que
expondremos en este capitulo.

Newton se bas6 en la Segunda Ley de Kepler: en tiempos iguales se barren 4reas iguales. Y a
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partir de aqui sigui6 investigando hasta que consiguié una demostracién de la ley de las elipses,
recogida en los Principia. Feynman sigue otro camino en su demostracion: En angulos barridos
iguales tienen lugar incrementos de velocidad iguales. Pero para llegar hasta este resultado antes
tendremos que trabajar un poco.

FIGURA 4.3: Comparacién de las ideas de Newton y Feynman. A la izquierda, la idea de Newton:
en tiempos iguales se barren dreas iguales. A la derecha, la idea de Feynman: Angulos iguales
provocan incrementos de velocidad iguales.

FIGURA 4.4: Diagrama de velocidades de un movimiento planetario. A la izquierda, la trayectoria
dividida en angulos iguales, segin la idea de Feynman. A la derecha, el diagrama de velocidades
asociado, tras superponer el origen de todos los vectores velocidad.

Dibujemos la érbita que recorreria un planeta alrededor del Sol. Este planeta, a medida que
recorre su trayectoria, varfa su vector velocidad, ¥, tanto en médulo como en direccién. Podriamos
tomar todos los vectores velocidad del planeta cuando da una vuelta al Sol, con el origen en un
punto comiin. La trayectoria que seguirfa el extremo del vector velocidad se llama diagrama de
velocidades. Si tomamos dos puntos de la trayectoria el vector velocidad puede haber cambiado.
En este caso se dice que ha habido un incremento de velocidad, AU, que se define como el vector
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diferencia entre los dos vectores anteriores. En el diagrama de velocidades, el vector incremento de
velocidad es el vector comprendido entre los dos puntos extremos de los dos vectores en cuestion.

Desde el Sol vamos a dividir la trayectorfa del planeta en dngulos iguales. Para cada intervalo
el planeta ha sufrido un incremento de velocidad. Pero jcémo es este incremento? En primer
lugar podriamos decir que este incremento, que es un vector, estd orientado en la direccién que
va hacia el Sol, es decir, es paralelo a la recta que une el planeta con el Sol. Esto es asi por la
sencilla razén de que el incremento de velocidad viene dado por la aceleracion, que es producida
por la fuerza que ejerce el Sol sobre el planeta, que evidentemente esté dirigida hacia el Sol.
Pero no es lo tnico. En este intervalo el planeta ha empleado un tiempo, At, y ha estado a una
distancia media del Sol 7. Ademas el Sol ha ejercido sobre este planeta una fuerza media F , que
ha provocado en el planeta una aceleracién media @ (de ahora en adelante prescindiremos de las
barras e interpretaremos que cualquier magnitud que se da en el intervalo es media). Sean m y
M las masas del planeta y del Sol respectivamente.

D R ]

FIGURA 4.5: El 4rea barrida es proporcional al cuadrado de la distancia media al Sol.

Tomemos ahora las magnitudes en médulo. El incremento de velocidad se produce cuando un
cuerpo sufre una aceleracién durante un periodo de tiempo, Av = aAt. Esta aceleracién viene
producida por la fuerza, segiin la Segunda Ley de Newton, F = ma; en el caso de la gravedad
esta fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, F oc r—2. Segiin la Segunda
Ley de Kepler el tiempo es proporcional al drea barrida por el radio vector, pero ademés el area
barrida es proporcional al cuadrado de la distancia media (para angulo iguales). Esto no es tan
evidente pero es igualmente cierto®. Supongamos que tenemos dos areas barridas por el mismo
angulo. Tomamos los tridngulos que resultan de unir el Sol con los extremos de las dreas barridas,
que se llamardn SAB y SCD, y los superponemos por el dngulo comun. Claramente, podemos
hacer una paralela a AB que pase por CD y que forme un tridngulo semejante a SAB que tenga
el mismo 4rea que SCD, que serd SA’B’. Sea M la interseccién de A’B’ con CD, y sea N la
ASAB  ASA'B _ ASCD
N2 SM2? — SM?
el drea aumenta proporcional al cuadrado del factor de aumento. Ahora bien, si reducimos el
dngulo central hasta el infinito podremos ver que los tridngulos se adaptan cada vez mejor a la
forma del drea barrida y que las distancias SM y SN se convierten en las distancias desde el

intersecciéon de AB con SM. De aqui tenemos que , puesto que

3En la demostracién que sigue, el lector posiblemente encontrara que la idea subyacente es el teorema medio
del célculo integral. Del mismo modo que Feynman, hemos evitado hacer cualquier uso explicito del cdlculo
infinitesimal.
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Sol al planeta. Es por tanto que si dividimos el drea barrida infinitesimalmente conseguimos el
resultado anterior: el drea barrida es proporcional a la distancia media, y por tanto At x r2.
Combinando las igualdades y proporcionalidades anteriores obtenemos que:

A

Av = aAt = e xr 22 =1 (4.1)
m

Av x 1 (4.2)

Lo cual significa que el mddulo del incremento de velocidad en dngulos iguales es igual.

Ademas, segin lo comentado anteriormente el vector incremento de velocidad es paralelo a la
recta que une el planeta con el Sol; por tanto cada vez que cambiamos de intervalo afadimos un
vector incremento de velocidad cuyo médulo es fijo y cuya direccién varia el mismo 4ngulo con
el que dividimos la trayectoria del planeta, que también es constante. Obviamente, tras anadir
todos los vectores incremento de velocidad el diagrama de velocidades se convierte en un poligono
regular de tantos lados como divisiones tenga la trayectoria del planeta. No es dificil ver ahora
que cuando dividimos la trayectoria hasta el infinito el diagrama de velocidades se convierte en
una circunferencia. Este es el primer paso para la demostracién de Feynman:

[El diagrama de velocidades de cualquier movimiento planetario es una circunferencia.

Bien, este resultado es muy bueno pero no es suficiente para determinar la trayectoria que dibuja
el planeta. En primer lugar no sabemos dénde esté el punto que actiia como origen comin de todos
los vectores. Es decir, cada punto se asocia con una trayectoria planetaria distinta, y viceversa.
Ahora bien, atn cuando supiéramos dénde estd el punto origen no serfa suficiente, porque no
podemos determinar a qué ritmo avanza el incremento de velocidad. Pero no es dificil ver que,
segun el resultado anterior, el &ngulo descrito por el planeta durante su trayectoria es equivalente
al descrito en el diagrama de velocidades con el centro de la circunferencia. Por tanto ahora
si que estd totalmente determinada la trayectoria del planeta puesto que en cada punto del plano
el planeta tiene un vector velocidad fijo.

FIGURA 4.6: El angulo barrido equivale al angulo formado con el centro de la circunferencia del
diagrama de velocidades.
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Tenemos un diagrama de velocidades con un punto fijo como origen de los vectores y nuestra
tarea ahora es encontrar esta trayectoria. Dicha trayectoria ha de cumplir que para cualquier
punto la tangente sea paralela al vector velocidad asociado segtn el diagrama de velocidades. Por

una trayectoria vélida, que por lo dicho anteriormente es tnica.

FIGURA 4.7: Las trayectorias planetarias describen elipses.

Retornemos al principio del Capitulo 2 de libro: la propiedad éptica. Veamos la construccién con
la que se demuestra que en una elipse los dngulos descritos por la tangente y la unién del punto de
tangencia con los dos focos son iguales. En este plano superpondremos dos graficos: la trayectoria
y el diagrama de velocidades. La elipse se asociard a la trayectoria descrita por el planeta, F,
serd el Sol y al mismo tiempo sera el centro de la circunferencia del diagrama de velocidades,
cuyo radio es la suma de distancias de un punto de la elipse a los dos focos. F1, en cambio,
serd el punto origen de los vectores velocidad en el diagrama de velocidades. Sea P el punto en
el que, en un momento determinado, el planeta se encuentra. El vector velocidad del planeta en
ese punto es perpendicular a F,G, siendo G la interseccién de FyP con la circunferencia. Esto
es asf porque al girar la trayectoria 90° el 4ngulo formado con el Sol y el formado con el centro
de la circunferencia coinciden. Y efectivamente, la tangente a la elipse en P es perpendicular a
F1G, porque de hecho es la mediatriz de F}G. De aqui determinamos que la trayectoria buscada
es una escala de la elipse cuyos focos son el centro de la circunferencia y el punto origen de los

vectores, y cuya suma constante de distancias a los dos focos es igual al radio de 1a circunferencia
del diagrama de velocidades.

Aqui reside la genialidad de la idea de Feynman.
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4.3. Las cénicas y los movimientos astronémicos

Bien, acabamos de comprobar que los movimientos planetarios obedecen a érbitas elipticas. Pero
los planetas no son los nicos cuerpos que giran alrededor del Sol. Y de hecho hay maés casos de
trayectorias, puesto que hemos dado por supuesto que el punto origen de vectores estd dentro
de la circunferencia. Y ;qué pasa si el origen estd fuera de la circunferencia o estd sobre la
circunferencia?

Sencillamente las trayectorias se convierten en hipérbolas y pardbolas, respectivamente.

El caso de la hipérbola es anélogo al de la elipse. Tomemos la construccién con la que demostramos
la propiedad Gptica de la hipérbola. Como antes, F> seré el Sol y al mismo tiempo el centro de la
circunferencia del diagrama de velocidades, mientras que F) seré el punto origen de los vectores,
esta vez fuera de la circunferencia. Pero la trayectoria no sera la hipérbola entera, sino sélo el
brazo més cercano a Fy. Esto es asi porque la trayectoria de un planeta ha de ser continua. De
nuevo P es un punto determinado de la trayectoria del planeta, y se ha de cumplir que la tangente
en ese punto sea perpendicular a F° LG, lo cual es cierto puesto que es la mediatriz de F;G. En este
caso, el diagrama de velocidades es sélo un arco de la circunferencia, el mayor entre los puntos
de corte de la circunferencia con las tangentes lanzadas desde el punto origen de los vectores.

FicuRa 4.8: Orbitas hiperbdlicas en campos centrales. A la izquierda, la trayectoria de un cometa
que sufre la fuerza atractiva del Sol. La figura de la derecha, por su parte, puede representar la
dispersién de una particula alfa por un ntcleo atémico.

Y jqué pasa con el otro brazo de la hipérbola? Estd asociado con el arco menor de la circunferencia.
Pero este caso es muy curioso porque el vector velocidad disminuye al acercarse la trayectoria
al foco, que por cierto se vuelve antes de dar una vuelta a Fy. Lo cierto es que esta trayectoria
no se podria dar en los movimientos astrondmicos, pero si en un fenémeno muy corriente que
hasta ahora no hemos mencionado. Ademas de la dada por la ley de Gravitacién Universal de
Newton, existe otra fuerza que disminuye con el cuadrado de la distancia, y que en este caso
puede ser atractiva o repulsiva: la fuerza electrostitica de Coulomb. Por ejemplo, si realizamos
un experimento de dispersion Rutherford de particulas a, éstas describirdn un brazo de una
hipérbola con foco en el niicleo repulsor?. La demostracién es equivalente al caso astronémico.

4E] nuevo caso expuesto encuentra multitud de expresiones distintas en la naturaleza. Por ejemplo, en un
modelo semiclasico del d4tomo, las érbitas de los electrones alrededor del niicleo son elipses cuya excentricidad y
semieje mayor vienen determinados por el momento angular y la energia de los electrones.
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que probamos la propiedad 6ptica de la pardbola. La mediatriz de FG es t, que es la bisectriz
de FPG. Por tanto FG es la bisectriz del angulo PFF’ , siendo F” la proyeccién de F sobre la
directriz. En consecuencia, ¢ es perpendicular a la bisectriz del éngulo PFF’ (el d4ngulo barrido
con respecto al Sol), porque de hecho es la mediatriz de FG, con lo que queda el resultado
demostrado.

Lo mds incomprensible [del universo| es que podemos comprenderlo”

ALBERT EINSTEIN
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