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Introduccio

Des de sempre, les matematiques m’havien cridat ’atenci6, perd per damunt de tot, el que
més m’agradava era fer problemes. Actualment, els que apareixen als llibres convencionals
que un estudiant utilitza (tan de matematiques com de qualsevol altra area) sén problemes
molt simples, sense gracia i sense dificultat, que solament requereixen aplicar una férmula
determinada exposada en ’apartat anterior de teoria. Va ser amb la competici6 anomenada
Cangur i les Olimpiades Matematiques, que vaig descobrir com d’enginyosos i dificils podien
arribar a ser alguns problemes, i va ser llavors quan es va despertar completament el meu
interés per la resolucié de problemes.

La preparaci6é per aquestes proves, perd, va ser dura. El fet de no poder assistir a classes
preparatories (només se’n fan a Lleida, Barcelona, Tarragona i Girona) fa que al comenca-
ment et sentis una mica desorientat al comencament ja que la major part de coneixements
que havia d’adquirir per les olimpiades eren completament nous, no els haviem donat mai a
classe (alguns no es donen a batxiller) i tampoc disposava d’un professor que m’ho expliqués.
Per aix0 P’objectiu principal del present treball és proporcionar als interessats en les com-
peticions de matematiques un manual solid, compacte, perd sintetitzat, que els permeti,
complementar i ampliar els seus coneixements matematics dirigits a aquestes competicions.
Tot el treball constitueix un manual, pero s’ha dividit en dues parts clares per tal de facilitar-
ne la utilitzacio.

En la primera part, es comenca parlant de les olimpiades matematiques més importants al
nostre pafs i arreu del mén per tal de donar-les a conéixer al lector. A continuacié s’expliquen
les técniques generals més utilitzades per construir una demostracié determinada. Finalment,
es tanca la seccié parlant de la creacié de problemes, un apartat que permet a l’estudiant
estimular i potenciar la seva creativitat.

En la segona part, hi trobem el propi cos del manual, amb una gran quantitat de problemes
solucionats. Per tal de facilitar-ne Iis, s’ha dividit en quatre grans temes, que corresponen als
que es treballen a les Olimpiades Matematiques: teoria de nombres o aritmética, geometria,
algebra i combinatoria. Cada un d’aquests temes es troba, a la vegada, dividit en dues
seccions, la seccid de teoremes i conceptes, en qué s’enuncien els principals teoremes i formules
que el lector necessita conéixer i la seccié d’exercicis i problemes on hi trobem un recull
de multitud de problemes (més de 200), provinents de diferents competicions nacionals i
internacionals, ordenats en ordre creixent de dificultat (a més s’indica aproximadament la
dificultat del problema posant cap, una o dos estrelles (*), depenent de si el problema es
considera facil, mitja o dificil, respectivament). Les solucions, sén totes pensades i escrites
per l'autor (en cas contrari s’ha posat el nom de la persona que I’ha resolt).

En general, s’espera que aquest treball, o potser millor manual, pugui ser d’utilitat per a les
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persones interessades en prepar-se per qualsevol tipus de competicié matematica i que en
un futur, pugui ser ampliat i complementat amb les idees i suggeriments proposats per altra
gent.
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Notacions 1 Abreviacions

Abreviacions:

AIME Examen Invitacional America de Matematiques
ATMO Olimpiada Austriaca de Matematiques
IBERO Olimpiada Iberoamericana

IMAC Competici6 Internacional Arquimedes de Matematiques
IMO Olimpiada Internacional de Matematiques

MOP Programa Matematiques per a Olimpiades
OBM Olimpfada Matematica dels Balcans

OBrM Olimpiada Britanica de Matematiques
OBulM Olimpiada Bulgara de Matematiques

OIsrM Olimpiada Israeli de Matematiques

OMC Olimpiada Matematica Catalana

OME Olimpiada Matematica Espanyola

OMed Olimpiada Mediterrania

OSIM Olimpiada Eslovaca de Matematiques

Notacions referents a Conjunts Numérics

N El conjunt dels naturals. {1,2,3,...}
No El conjunt dels naturals no negatius. {0,1,2,...}
Z El conjunt dels enters

Q El conjunt dels racionals
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Q™ El conjunt dels racionals positius
Q° El conjunt dels racionals no nuls
R El conjunt dels reals

R* El conjunt dels reals positius

C El conjunt dels complexos

Notacions de Conjunts, Logica i Geometria
4 siinomés si

— implica que

A C B A és un subconjunt de B o B.

A\ B Asense B

AN B la intersecci6 de Ai B

AUB launiéde Ai B

a € A Velement a pertany al conjunt A

|AB| també AB, la distancia entre els punts A i B
AABC el triangle ABC

14



Part 1

Técniques de resoluci6 i creacid de
problemes
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Capitol 1

Olimpiades i competicions
matematiques.

1.1 Una visi6 general.

Les olimpfades matematiques sén competicions que pretenen promoure i estimular el talent
matematic en els més joves.

Normalment consisteixen en un examen, en el qual s’han de resoldre sis problemes. La prova
es realitza en dos dies consecutius. Cada dia es déna entre 3 o 4 hores i mitja, depenent de
la dificultat de la prova, per tal de realitzar tres problemes.

Els problemes tracten de les arees més importants de les matematiques: algebra, geome-
tria, teoria de nombres, etc. No es requereixen coneixements elevats, pero sf una gran dosi
d’enginy, originialitat, aixi com una gran habilitat matematica. Cada problema es valora
generalment sobre 7 punts. Aixi, si hi ha sis problemes, la maxima puntuacié possible és 42
punts.

Els requisits per participar en qualsevol olimpiada sén, generalment, ser menor de 20 anys i
no haver cursat estudis universitaris. A part, t’han d’agradar les matematiques.

El que ha de tenir present una persona que es vulgui presentar a una olimpiada és que el tipus
de problemes que hi trobara son diferents dels que esta acostumat a fer a 1’escola o I'institut,
1 per tant, es recomana que es prepari minimament per afrontar aquesta nova situacio.
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1.2 Les olimpiades matematiques i altres competicions
matematiques al nostre pais.

Hi ha moltes olimpiades i competicions matematiques arreu del mén. Al nostre pafs, la
olimpiada esta divida en diverses fases:

1.2.1 Fase local

Es la que es realitza en els diversos disctrictes universitaris, normalment a cada comunitat
autonoma. Poden participar-hi tots aquells alumnes de Batxillerat o de cicles formatius de
FP. Excepcionalment, també hi poden participar alumnes d’ESO, sempre i quan el professor
de matematiques corresponent I’hagi avalat. En aquesta prova cada distrecte universitari
selecciona els estudiants que aniran a participar a la segona fase.

En el nostre cas, a Catalunya, la prova es realitza generalment entre els dies 15 i 16 de
desembre. Els llocs on es celebra la prova sén a Lleida, Girona, Tarragona i Barcelona, en
un edifici especificat a la web http://www.cangur.org.

Per més informacio:

http://www.cangur.org
S’hi troba informaci6 de la olimpiada catalana.

http://www.xtec.cat/recursos/mates/aqui/olimp.htm
S’hi troben els enunciats i solucions d’olimpiades catalanes anteriors.

http://scm.iec.cat/redir.asp?direc=Publicacions/pubs.asp&imag=publicacions
En la pagina de la Societat Catalana de Matematiques s’hi troba un manual de preparaci6
per a olimpiades i competicions catalanes, i un recopilatori dels problemes proposats en les
olimpiades catalanes i espanyoles a partir de ’any 1963.

http://platea.pntic.mec.es/"csanchez/olimprab.htm
En aquesta pagina s’hi troben els enunciats i solucions de les fases locals espanyoles de 1999
a 2007.

1.2.2 Fase nacional

Coneguda com Olimpiada Matematica Espanyola (OME), és la prova que es realitza a nivell
espanyol. Hi participen els guanyadors dels diversos districtes universitaris de les comunitats
autonomes principals. Els sis primers premiats en aquesta prova participen a la IMO i els
quatre primers en la Iberoamericana.

Per més informacid:

http://platea.pntic.mec.es/ csanchez/olimmain.htm

Hi trobareu la informacié sobre la Olimpiada Nacional Espanyola (OME), aixi com els enun-
ciats i solucions dels dltims anys i material de preparaci6.

http://scm.iec.cat/redir.asp?direc=Publicacions/pubs.asp&imag=publicacions
S’hi troba un recopilatori historic de les olimpiades catalana i espanyola des de 1963 fins
quasi actualment.
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1.2.3 Fase internacional

En la fase internacional hi trobem diverses competicions.

Olimpiada Internacional de Matematiques (IMO): és la que es realitza a nivell mundi-
al. Es la més antiga de les olimpiades internacionals de ciéncies!, i és la que té més prestigi de
totes les competicions matematiques per a estudiants d’aquesta edat. Agrupa sis estudiants
de cada pafs, que han estat seleccionats per representar el seu pais. La primera IMO va tenir
lloc a Romania, 'any 1959. Des de llavors, s’ha realitzat aquesta prova cada any, exceptuant
el 1980. Aproximadament, hi participen uns 90 paisos, els quals envien equips de, com a
molt, sis estudiants.

Per més informacid:

http://www.imo-official.org/

Pagina oficial de la IMO. Inclou informacié general, resultats de tots els anys, problemes
proposats, etc.

http://imo.math.ca/
Antiga seu de la IMO. També conté informacié de la competicié, aixi com dels problemes
proposats.

http://www.mathlinks.ro/Forum/resources.php
Conté problemes i solucions de la IMO, problemes de la Longlist i la Shortlist?, i molts altres
problemes de competicions de matematiques d’arreu del moén.

Olimpiada Iberoamericana: agrupa els paisos de parla hispanica. Hi participen en el cas
d’Espanya, els quatre primers guanyadors de la olimpiada nacional.

Per més informacid:

http://wuw.oei.es/oim/index.html

Pagina oficial de la Olimpfada Iberoamericana, que conté a més d’informacié general una
revista electronica amb articles variats i problemes resolts.

Olimpiada Mediterrania: agrupa els principals paisos que toquen al Mar Mediterrani.
Hi pot participar lliurement qualsevol estudiant apte (al nostre pafs perd, només poden
participar els que hagin passat la fase local). Cada pafs que hi participa escull una ciutat
en la qual es realitza la prova per als residents del pertinent pafs. En el cas d’Espanya es
realitza a Requena.

Per més informacid:

http://wuw.mediterranea.tk

Pagina no oficial de la Olimpiada Mediterranea, que conté els enunciats i resultats de les
edicions del 1998 al 2005.

!Les olimpiades internacionals de ciéncies (ISOs) s6n un conjunt de competicions que es realitzen anual-
ment a nivell mundial, en les quals cada pais envia entre 4 o 6 dels seus millors estudiants. Fins ara hi ha
11 ISOs a part de la IMO: Olimpiada Internacional de Fisica (IPhQ), Olimpiada Internacional de Quimica
(IChO), Olimpiada Internacional de Biologia (IBO), Olimpiada Internacional d’Informatica (I01), Olimpia-
da Internacional de Filosofia (IPO), Olimpiada internacional d’Astronomia (IAQ), Olimpiada Internacional
de Geografia (IGeO) i Olimpiada Internacional de Lingiiistica (ILO), etc.

?De tots els problemes que proposen diferents paisos per la IMO hi ha un jurat que en selecciona uns
quants i el-labora ’anomenada Longlist, una llista extensa d’aquests problemes, o la Shortlist, una llista curta
de problemes. Els problemes que es posaran a la IMO corresponent s’escolleixen normalment de la Shorlist.
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Competici6 Internacional Arkhimede de Matematiques (IMAC): és una competicio
que es va iniciar recentment (any 2007), en la qual participen també sis participants escollits
per cada pais. L’edici6 de ’any 2007 es va desenvolupar a Romania i va agrupar els paisos de
Croacia, Sérbia, Romania, Moldavia i Espanya. L’objectiu és que s’hi afegeixin més paisos.

1.2.4 Altres competicions.

Tot i que les olimpiades sén les competicions matematiques de més prestigi, cal tenir present
que existeixen altres competicions en qué també poden participar-hi els estudiants de se-
cundaria o batxiller.

El Cangur Matematic i el Cangur, organitzats respectivament a Castella i a les Comuni-
tats Autonomes de parla catalana (Catalunya, Balears i Comunitat Valenciana), és una
competicié que ordena els estudiants en 4 nivells diferents depenent del curs en qué estan
matriculats. Els 30 problemes que s’han de resoldre (respostes tipus test) en 75 minuts
no requereixen el coneixement de determinades formules pero si una extraordinaria agilitat
mental i imaginaci6.

Per més informacid:

http://wuw.cangur.org

S’hi troben els enunciats i solucions dels problemes proposats de 1996 a 2008, aixi com
els premis i premiats en aquestes edicions. També disposa de la informacié necessaria per
apuntar-s’hi.
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Capitol 2

Resoluci6 1 creacidé de problemes.

2.1 Resoluci6 de problemes: pautes i consells.

En totes les competicions matematiques s’han de resoldre problemes. La classe de problemes
que surten a les olimpiades matematiques no acostumen a ser gens facils, i menys per aquells
no estan acostumats a fer-ne o que no n’han vist gaires. Tot i que no trobarem mai dos
problemes iguals, es poden donar algunes pautes i técniques que ens poden ser d’ajuda en la
resolucié de problemes.

Primer de tot, hem d’entendre el problema, per aix6 I'hem de llegir el nombre de vegades
convenient. Es important parar atenci6 a les paraules utilitzades en I’enunciat, perqué sovint
ens poden proporcionar alguna pista o indici que ens obri una via per on comencar a buscar.
Una vegada tinguem el problema assimilat i sapiguem qué és el que se’ns demana haurem de
buscar un cami que ens porti cap a la solucio. S’han d’entendre aquesta classe de problemes
com a reptes o desafiaments intel-lectuals i cal tenir en compte que el que ens portara cap a la
solucio serd una idea simple i original, per tant, hem d’intentar ser el més creatius possible i
no buscar idees massa enrevessades. També és important tranquilitzar-se si al comengament
no se'ns acudeix res i afrontar el problema amb sang freda.

A continuacié exposarem diverses técniques, ja propiament matematiques, que ens propor-
cionen recursos per abordar els problemes.
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2.1.1 Demostracié per induccid.

El segiient problema va ser proposat en la Olimpiada Espanyola de ’any 1971:

PROBLEMA#*. (Olimpiada Matematica Espanyola 1971-7). Demostreu que per
tot n, el nombre

A, =5"+2-3"1 41

és divisible per 8.

Soluci6:

En alguns problemes en qué se’'ns demana provar que es compleixi una determinada, propietat
per al conjunt dels naturals N és molt util considerar el métode de demostracié per induccié:

METODE DE DEMOSTRACIO PER INDUCCIO: Ens permet provar una certa propietat
P per a conjunt inductiu, normalment els naturals. Esta dividit en tres fases:

-Primer es prova que es verifica P(ny), per a ng un valor inicial.

-Després se suposa que la propietat és certa per a un cert n > nyg

-Finalment, cal demostrar que si realment P(n) és certa, llavors també ho és P(n + 1).

Utilitzant ara aquest métode ens resultara molt facil provar el que se’ns demana a 1’enunciat:
1-. Primer provem que en efecte per a n = 1 és cert:

A =5"+2-3"14+1=54+2+1=8=8"1

2-. Suposem que per a un cert n es compleix que:

A, =5"+2.-3"14+1=8k;keN

3-. Llavors efectivament es comprova per a n + 1 també es compleix:

Ap1 =5"1 423" +1=5-5"46-3""14+1=5-8—2-3"'-~1)4+6-3"" +1=

=8k-5+3n_1(6—10)+1—5=8k.5_3n_1(4)_(4)=8k_5_4(3n—1+1)

Obviament, el factor (3"~ + 1) és parell, per tant, 4(3"~' + 1) és mdltiple de 8, cosa que
demostra la proposicié 3.
La prova és completa, hem provat que per tot natural n, A,, és miltiple de 8.

Tot i que normalment el métode de demostracié per induccié se sol usar per demostrar una
determinada férmula en teoria de nombres, veurem com aquesta potent técnica també es pot
aplicar a altres arees de les matematiques com ara la combinatoria. El problema segiient va
ser proposat a la Olimpiada Iberoamericana de I’any 1997:
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PROBLEMA* (IBERO 1997 - 4) Sigui n un enter positiu. Considerem la
suma iy, + T2yY2 + ... + Toyn, on tots els valors que poden prendre les variables
T1, %2y ey Tny Y1, Y2, .., Yn SOM Gnicament 0 i 1. Sigui I(n) el nombre de 2n-ades
(z1, %2, -y Tny Y1, Y2, ..., Yn) Per a les quals el valor de la suma és un nombre senar
i sigui P(n) el nombre de 2n-ades (zi,z3, ..., Zn, %1, %2, -, ¥n) Per les quals la suma
pren un valor parell. Provar que

P(n) 2741
I(n) 2»-1
Solucié:
Provarem l'enunciat per inducci6 sobre n.
Peran=1:

Per tal que z,y; = 1, I'inica possibilitat és 2y = y; = 1, per tant, I(1) = 1. Per tal que
z1y1 = 0, (z1,31) = (0,0),(1,0), (0, 1), per tant, P(1) = 3.
pay 3 _2'+1

Tenim doncs que =111

Suposem ara que es compleix per a un cert n la identitat % = %3}{, haurem de provar
que per a n+1 també es compleix. Per fer-ho, buscarem una recurréncia que ens permeti
relacionar P(n+ 1) i I(n+ 1) amb P(n) i I(n):

Partint de la suma z,y1 + z3ys + ... + Toyn, de valor parell, existeixen exactament tres
parelles (2,41, Yn+1) = (0,0),(1,0),(0,1) que determinen que la suma zy; + Tayp + ... +
TnYn+Tni1Ynt1 sigui de valor parell, mentre que existeix una sola parella (2,41, ¥n+1) = (1,1)
amb la qual el valor de la suma z1y; + Tayz + ... + TuYn + Tny1Yns1 adquireix valor imparell.
Analogament, partint de la suma z,y; + oy + ... + 2,9, de valor imparell, existeixen tres
parelles (2n11,Yn+1) = (0,0),(1,0), (0, 1) que determinen que la suma z,y; +zayo+...+TnYn+
Tni1Yns1 Sigui de valor imparell, mentre que existeix una sola parella (z,41,yns1) = (1,1)
amb la qual el valor de la suma z;y; + Zays + ... + TnYn + Trny1Unsr adquireix valor parell.
Aixi doncs, d’acord amb el principi multiplicatiu (PM) i el principi additiu (PA), podem
establir les segiients relacions de recurréncia:

P(n+1)=3P(n)+I(n); I(n+ 1) = 3I(n) + P(n)

Finalment, arribem a la conclusi6 que:

Pln+1) 3P(n)+1I(n) 3-(2"+1)4(2*—-1) 4.2"42 2oty
Iln+1)  3In)+P(n) 3-(2—1)+(20+1) 4.2n—2 20+l _]

que és el que voliem provar.

PROBLEMA** (TST PERU 2007-2) Sigui 7' un conjunt de 2007 punts en el pla
amb qualssevol tres punts no conl-lineals. Provar que per cada punt P de T el
nombre de triangles que contenen a P en el seu interior amb els tres vértexs en
T és un nombre parell.

Solucié:
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Procedirem raonant per induccié sobre n, provant que per a un conjunt 7y,,; de n > 2,
punts en el pla amb qualssevol tres d’ells no col-lineals el nombre de triangles amb vértexs
en Th, 41 1 que contenen un mateix punt P de T5,,; és sempre un nombre parell.
Comencem provant el cas n = 2. Ty estd format per 5 punts, diguem-los A, B, C, D i P.
Volem comptar el nombre de triangles amb vértexs en T5 que contenen P en el seu interior.
Considerem el quadrilater ABC D, aquest pot ser convex o no. Comencem provant el cas en
qué ABCD és convex:

Suposem que ABCD és convex i que P es troba en el seu interior. Com que no hi ha tres
punts col-lineals, P es troba en un dels triangles AKB, BKC, CKD o DKA, on K és la
intersecci6 de les diagonals del quadrilater ABCD. Pero cada un d’aquests triangles pertany
a dos triangles a la vegada. Per tant, si P és a l'interior  ABCD, és a l'interior de 2
triangles. Considerem ara el cas en qué P es troba a exterior. Com que ABCD és convex,
llavors no existeix cap triangle en qué P s’hi trobi a I'interior. Notem que en tots dos casos,
el nombre de triangles que contenien P era parell.

Suposem que ABCD no és convex, més en concret, suposem que D es troba a interior
del triangle ABC. Podem distingir dos casos, 0 bé que P es trobi a I’exterior del triangle
ABC, cas en qué no existeixen triangles que el continguin a l'interior, o bé que P es trobi
en l'interior del triangle ABC. Considerem aquest ultim cas, com que no hi ha tres punts
col-lineals, P es troba o bé a l'interior de ABD, BDC o CDA, perd a la vegada també a
ABC. Per tant, esta contingut en l'interior de 2 triangles.

En resum hem provat que en el cas n = 2 hi ha un nombre parell de triangles que contenen
P.

Ara suposem que un conjunt de 2n + 1, comptant el propi P, conté un nombre parell de
triangles que tinguin P al seu interior, provarem que al afegir dos punts més, X, Y en aquest
conjunt, el nombre de triangles que contenen P al seu interior continua sent parell. Per aixo,
serd suficient provar que hi ha un nombre parell de triangles nous formats en afegir X i Y
que continguin a P en el seu interior.

Sigui LM N un triangle qualsevol amb vértexs en el conjunt T5,,; que conté a P en el seu
interior. Es clar que en afegir els punts X i Y, es formaran els quadrilaters LMNX i LMNY
que contindran P en el seu interior. D’acord amb el que hem provat anteriorment, per a
cada quadrilater que conté P hi ha dos triangles que contenen P en el seu interior, perd en
ambdés quadrilaters, el mateix triangle LM N conté P, ia més L, M, N pertanyen a Ty, ;.
Per tant, s’han format 2 triangles nous, diferents d’ LM N que contenen P en el seu interior.
Sigui ara L' M’'N’ un triangle amb vértexs en Tj,,; que no conté P en el seu interior. Si hi ha
algun triangle en els quadrilaters L'M'N'X o L' M'N'Y que contingui P en el seu interior,
aquest no pot ser L' M'N’, per tant, tals triangles seran diferents. D’acord amb el qué hem
provat, el nombre de triangles dels quadrilaters L'M'N'X i L' M'N'Y que contenen P serd
doncs parell.

En resum doncs, hem provat que en afegir els dos punts X i Y, el nombre de triangles amb
vértexs en 75,3 és parell. D'acord amb el principi d’induccié, I’enunciat queda provat.
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2.1.2 Demostracié per reduccié a ’absurd.

Considerem el segiient exercici:

EXERCICI Provar que v/2 és irracional.

En aquest problema, se’ns demana provar que un cert nombre, en aquest cas v/2 és irracional.
Per definici6, un nombre és irracional si no es pot expressar en forma de p/q, amb p,q €
Z, nombres coprimers. El que utilitzarem per resoldre aquest exercici és el métode de
demostraci6 per reduccié a absurd:

METODE DE DEMOSTRACIO PER REDUCCIO A L’ABSURD: Consisteiz a fer una
suposicid determinada i a partir d’aquesta arribar a una contradiccid, a un absurd. Aizo ens
permet assegurar que la suposicid que hem plantejat inicialment és falsa.

Aplicant aquest métode al nostre problema, provarem indirectament que el nombre v/2 no
es pot representar en la forma p/q, suposant el contrari i arribant aix{ a una contradiccié.
Suposem que /2 és racional, llavors podem plantejar la segiient igualtat:

v2="
q

Ara elevant al quadrat:

p* 2 2

2= ? Sp=2¢°"=N
Analitzem I'iltima igualtat. Esta clar que N és un natural. D’una banda tenim que N = p?,
és a dir N és un quadrat perfecte i, per tant, 'exponent de qualsevol factor primer de N sera
parell. D’altra banda, N = 2¢? tindra parells els exponents dels factors primers imparells,
mentre que 'exponent del factor primer 2 en N serd imparell. Hem arribat, doncs, a una
contradicci6, cosa que implica que la suposicié que hem fet, que v/2 = p/q, és falsa. Per
tant, concloem que v/2 no es pot representar en la forma p/q, és a dir que v/2 no és racional,
és irracional.

A continuacié veurem una altre exemple del métode de demostracié per reducci6 a ’absurd,
aplicat aquest cop a un problema d’algebra provinent de I’Olimpiada Bilgara:

PROBLEMA** (OBulM 1996-3). Siguin a, b i c nombres reals i M el maxim de
la funcié f(z) = |42® + az® + bz + | en Pinterval [—1,1]. Provar que M > 1.

Solucié:
Comencem observant que per a a,c = 0 i b = —3 es compleix la igualtat per a z =
~1, 3,3, 1. Considerem ara les funcions h(z) = 423+ az®+bz+ci g(z) = h(z)— (423 —3z).

Suposem que per alguns valors de a, bic¢, M < 1, intentarem arribar d’aquesta manera a
un absurd.

Suposant que es donés la situacié anterior, llavors, per a z € [~1,1], =1 < h(z) < 1.
D’aquesta manera:
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g(-1)=h(-1) = (-1)=h(-1)+1>0
1 1
g(—g) = h(—g) -(1)<0
1 1 1
9(5) = h(5) —(-1) = h(é—) +1>0

g(1) =h(1)—1<0

Pel teorema de Bolzano', la funcié g(z) té tres zeros. Pero g(z) és una funci6 quadratica, és
a dir, només té dos arrels, per tant, hem arribat una contradicci6. Concloem que M > 1.

1El teorema de Bolzano es troba en qualsevol llibre de matematiques de 2n de Batxillerat.
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2.1.3 El principi de la invarianca?.

El segiient problema va, ser proposat a un forum d’internet per Xavier Tapia:

PROBLEMA?* Tenim un tauler d’escacs i dos varetes magiques. La primera,
escollit un quadrat de 2 x 2 i la segona un rectangle de 8 x 1, intercanvia els
colors de les caselles (és a dir, caselles blanques passen a negres i viceversa).
Determinar si és o no possible, mitjangant la successiva aplicacié d’una o ’altra
vareta, arribar en una situacié6 en qué a ’escaquer hi hagi només una casella
negra, i en cas que sigui possible, determinar com s’hi pot arribar.

En alguns problemes se’ns planteja una determinada, situacié inicial Ey i un o més algorismes
o transformacions que es poden aplicar indefinidament i se’'ns demana determinar si és o no
possible assolir un determinat estat F. En aquesta classe de problemes és util considerar
I’anomenat principi de la invarianca.

PRINCIPI DE LA INVARIAN(A: Consisteir en determinar alguna propietat o objecte que
roman invariable en la successiva aplicacié de U’algorisme o transformacié. Normalment, el
principt de la invarianca ens servird per determinar si l’estat E és assolible o no.

En el nostre problema per exemple, la situacié inicial plantejada E, és un escaquer con-
vencional (32 caselles blanques i 32 de negres pintades alternativament), els algorismes i
transformacions que podem aplicar sén, depenent si utilitzem la primera o la segona vareta,
intercanviar els colors en un quadrat de 2 x 2 o en un rectangle 8 x 1, respectivament, i,
finalment, 1’estat final E que se’ns pregunta si és assolible o no, és ’escaquer amb només una,
casella negra.

Provarem que, d’acord amb aquestes condicions, no és assolible 'estat E.

Podriem dibuixar-nos un tauler d’escacs i anar provant que és el que passa si apliquem una
o Daltra vareta i veure d’aquesta manera quina podria ser la invariant (veure figura 2.1)

Figura 2.1: Canvis de coloracions a un escaquer

Pel que es veu als dibuixos sembla que la paritat del nombre de caselles blanques i negres es
manté. Anem a veure si aixo és realment aixi:

Suposem que B i N sén el nombre de caselles blanques i negres en 'escaquer en un de-
terminant instant. Es clar que B + N = 64. Ara escollim 4k caselles de I’escaquer de les
quals suposem que en tenim b de blanques i n de negres amb b+ n = 4k. El nombre de

Per aprofundir més en aquesta técnica, consultar [10]
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caselles blanques i negres totals de I’escaquer, resultant d’intercanviar els colors d’aquestes
4k, obeeix a la transformacié V:

V:(B,N)— (B—b+n,N—n+b)

Tenint en compte que B+ N = 64 i que b+n = 4k, tenim que B ' = B—b+n = B+4k—2b
iN'=N-n+b=64— B —4k+2b,on B' i N’ és el nombre de caselles blanques i negres
respectivament que obtenim després d’intercanviar els colors a les 4k caselles. Prenent ara
B'i N’ modul 2, veiem que, en efecte, la paritat d’aquests és la mateixa que la de B i N:

B'=B+4k—-2b=—-B=Bmod2; N =64—B—4k+2b=64— B = N mod 2

Per tant, qualsevol intercanvi de colors que es realitzi en un nombre de caselles multiple
de 4 es conserva la paritat del nombre de caselles blanques inicials i finals respectivament.
Al nostre problema, aplicant la primera o la segona vareta, el que fem és intercanviar els
colors de 2 Xx 2 = 4 0 8 x 1 = 8 caselles. En ambdoés casos un nombre de caselles miltiple
de 4. Inicialment, en F; el nombre de caselles blanques és 32 = 0 mod 2 i el nombre de
caselles negres és 32 = 0 mod 2, per tant, podem assegurar d’acord amb el principi de la
invarianca, que sempre serd aixi. En l'estat final E tenim que el nombre de caselles blanques
és 1 = 1 mod 2 i el nombre de caselles negres és 63 = 1 mod 2. Per tant, és impossible assolir
lestat F.
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2.1.4 El principi del maxim i minim element.

El segiient problema va ser proposat per Ivan Geffner en un forum de matematiques. Esta
extret del llibre [10].

PROBLEMA** Proveu que en un conjunt  de n > 3 punts tals que qualssevol
tres d’ells formen un triangle d’irea com a molt 1, existeix un triangle d’area
com a molt 4 que conté Q.

Soluci6:

El que se’'ns demana al problema pot semblar, a primera vista, dificil. Analitzarem pero el
problema amb més detall.

Tenim un conjunt de punts en el pla que compleixen una determinada propietat: qualsevol
triangle format amb tres punts qualssevol d’aquest conjunt, té una superficie que no excedeix
mai 1. Llavors, se’ns demana provar, que si tal conjunt existeix, existira un triangle d’area
com a molt 4 que conté el conjunt al seu interior. Es a dir, hem de provar que, si tenim el
conjunt ), podem dibuixar un triangle d’area com a molt 4 que el contingui.

Quan necessitem provar ’existéncia d’un determinat objecte que satisfa unes determinades
propietats és ttil considerar el prinicipi del maxim i minim element?:

PRINCIPI DE MAXIM I MINIM ELEMENT: Consisteiz o determinar un objecte que
mazimitzi o minimitzi una determinada funcid i treure’n partit.

En el nostre cas, considerem la funci6 area d’un triangle contingut en 2. D’acord amb el que
se’ns diu a I'enunciat, aquesta funci6 tindra un maxim, 1. Per tant, utilitzant el principi del
maxim i minim element, el que fem és considerar un triangle, que és un objecte, que tingui
la maxima area, per tant, que maximitzi la funcié area d’un triangle. Ara cal treure profit
d’aquest determinat objecte, per tal d’arribar a demostrar el que se’ns demana a ’enunciat.
Notem que, si aquest triangle que hem escollit, suposem que té de vértexs els punts A, B i
C, té realment I’drea maxima, en tragar una paralela I, a BC per A, qualsevol altre punt de
() es trobara al semipla delimitat per [, que conté B i C, perqué si aixo no fos aixi, si algun
punt, D, es trobés a l'altre semipla (veure figura 2.2), la superficie del triangle DBC seria
major que la superficice del triangle ABC, ja que ambdoés triangles tenen la mateixa base,
perd ADBC major altura que AABC, cosa que contradiu la maximilitat de I’area de ABC.
Mitjancant un raonament analeg, si tracem les rectes [, i I, i, suposant que aquestes amb [,
formen el triangle A’B'C”, d’acord amb la maximalitat de 1’area del triangle ABC, qualsevol
altre punt de {2 haurd d’estar contingut en un dels costats del triangle A’B'C’ o al seu
interior. Clarament, A, B i C s6n els punts mitjos dels costats B'C’, C' A’ i A'B’ del triangle
A'B'C' i, per tant, 'area del triangle A’B'C"’ és quatre vegades 1'area del triangle ABC.
Finalment, A’B’C" és un triangle que conté 2, 'area del qual és com a molt 4.

Un altre problema que ens permet exemplificar la utilitzacié6 d’aquest recurs va ser proposat
a la OME del 2003:

%En anglés aquest principi rep el nom de Eztremal Principle. Per aprofundir en aquesta técnica consulteu
[10]
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Figura 2.2: D contradiu la maximalitat de la superficie de ABC

PROBLEMA* Existeix algun conjunt finit de nombres reals M que contingui
almenys dos elements diferents i que compleixi la propietat que per a dos nombres
a, b qualssevol de M, el nombre 2q — b? és també un element de M?

Solucié:

Provarem que no existeix tal conjunt. Per veure aix0, raonarem per reduccié a ’absurd i
farem s del principi del maxim i minim element.

Comencem notant que si M és un conjunt finit que conté almenys dos elements diferents
estard acotat, és a dir, tindra un element maxim, diem-li, p, i un element minim, diem-li q.
El que farem serd jugar amb aquests dos elements per tal d’arribar a una contradiccio.
D’acord amb el que s’ha vist a 'enunciat, si p,q € M, també 2p — q> € M. Com que q és
'element minim i p I’element maxim s’haura de complir la segiient desigualtat:

P>2-¢">q=>¢>p>q
Per tal que aquesta desigualtat es compleixi és clar que ¢ € (—o0,0) U (1, 00)
Fent un raonament similar al d’abans, si p,q € M, també 2¢ — p? € M. Aix{ que tenim:
P22¢—p*2q=>p>q>p°>0
Si aquesta desigualtat és certa, llavors p € (1,0). A més perd, com que en aquestes condicions
p > ¢ > 0, tindriem que g € (1,0).
D’aquesta manera, hem arribat a la conclusi6é que:
g€ ((—o0,0) U (1,00))N(1,0) =@

Aixo és, doncs, una contradiccié, hem arribat a un absurd i, per tant, concloem que no
existeix cap conjunt M que satisfaci les condicions de I’enunciat.
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2.1.5 Observacio6 i creacié d’hipotesis.

Tot i que I’habilitat principal del matematic és el pensament deductiu, de vegades la capacitat
d’observaci6 ens pot servir per simplificar molt un determinat problema. Tot seguit veurem
alguns exemples en diverses arees de les matematiques que ens serveixen per veure com la
capacitat d’observaci6 i creacié d’hipotesis mitjancant una adequada intuici6 matematica,
ens permet simplificar moltissim un problema.

PROBLEMA Determinar el valor de:

1 1
—
1.2 2.3 (n—1)-n
Soluci6:
Quan apareixen sumes d’aquests tipus, de vegades si no es disposa de recursos per calcular-
les*, és recomanable considerar els primers casos i a partir d’aquests, mitjancant 'observacié

i la intuicid, deduir-ne la formula general. Per aixd en calculem els primers casos:

1
1-2

1

1 N 12
1-2 23 3

1 1 3
1272373471
En aquest cas, resulta molt facil intuir la féormula general. La hipotesi que plantegem és
doncs:
Hipotesi: El valor de la suma és per a un cert n, 2=
Només cal comprovar si realment la hipotesi plantejada és correcta. Per fer-ho, procedirem
per inducci6:
Els primers casos ja estan provats.
Suposem que per a un cert n:

1 +L+ + 1 - n—1
1-2 2.3 7 (n—-1))'n n
Llavors cal provar que per a n + 1 també es complira:
IR SV S S
1.2 2.3 7 (n=1)n nn+1)
__n—1+ 1 _1l(a-Dr+H+1 nP-1+1 n
n nin+1) n n+1 Conln+1) a4+l

La demostraci6 és completa.

‘En aquest problema la soluci6 més facil i natural és la manera segiient: utilitzant la identitat mﬂr—l) =
kLH — #, la suma a determinar esdevé 1 — 1 = 2=1,
En segons quines altres sumes, pot ser interessant utilitzar recurréncies.
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PROBLEMA#** (Mihai Miculita) Considerem un quadrilater convex ABCD i un
punt P interior a aquest. Tracem les perpendiculars de P als segments AB,
BC, CD i DA, respectivament, K, L, M i N. Provar que els ortocentres dels
triangles AKN, KBL, LCM i MDN, respectivament H,, H,, H. i H; formen un
paral-lelogram.

Solucié:

En aquest problema per exemple, se’'ns demana provar que H,, Hy,, H. i Hy formen un
paral-lelogram. Esta clar, doncs, que hem de provar que H,H, || H.Hy i HyH, | HyH,.
Ara bé, resulta dificil provar que H,H, | H.H; directament, perqué hauriem de provar que
/H,HyHy = /HyH H,, cosa bastant complicada. El que fem és observar el dibuix (veure
figura 2.3) i intentar veure alguna propietat de la construccié que ens permeti simplificar el
problema.

En aquest cas per exemple, ens preguntem qué és el que passa si tracem les dues diagonals
del quadrilater KLMN.

C

Figura 2.3: Observacié del quadrilater (1)

Pel que veiem, sembla que NL || H,Hy i NL || H.Hy. Si aix6 fos realment cert, hauriem
arribat a la conclusié que H,H,, | H.Hy i, per tant, analogament, també HyH, || HyH,. Aixi
doncs, ens plantegem la segiient hipotesi:

Hipotesi: NL || HoHy i NL || H.Hy; KM || HH, i KM || HyH,.

Obviament, el segiient pas consisteix en provar la hipotesi:

Com que M H, | K Hy, per ser ambdues rectes perpendiculars a BC, les rectes MK i H.H,
son paralelleles si i només si M H, = K H,. Es conegut i és ficil provar per homotécia, per
exemple, que la distancia de l'ortocentre a un vértex és igual a la meitat de la distancia
del circumcentre al costat oposat del vértex en qiiesti6. Per tant, M H, = K H, si i només
si O.M, = OyMy, on Oy i1 O, s6n els circumcentres respectius dels triangles MLC i KLB i
My, M, son els punts mitjos respectius dels segments LB i LC. Es clar que O, i O, sén els
punts mitjos dels segments PC i PB, en ser PC i PB els diametres de les circumferéncies
que contenen els quadrilaters MPLC i PK BL, respectivament. Per Tales, OO, | BC i
com que O M, || OpM,, concloem que O .M, = OpM,. Aixi doncs, M H,. = KO, i, per tant,
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MK || H.H,. Analogament s’obté que H.H,, HyH, || MK i HyH,, H Hy || NL. Per tant, la
hipotesi queda provada.
Finalment, H,H,H H, és un paral-lelogram.

Per tancar la secci6 de resoluci6 de problemes, presentem a continuaci6é un problema realment
dificil, de la revista Mathematical Reflections.

PROBLEMA ***5 (Cosmin Phoata) Sigui ABC un triangle amb M, N i P els punts
mitjos dels costats BC, CAi AB,iX,Y i Z els punts mitjos de les altures baixades
de A, B i C, respectivament. Provar que el centre radical de les circumferéncies
circumscrites als triangles AMX, BNY i CPZ és el centre de la circumferéncia
dels nou punts del triangle ABC.

Solucié:

Sigui O el centre de la circumferéncia dels nou punts del triangle ABC. A més, designarem
per (RST) la circumferéncia circumscrita al triangle RST.

Per tal de provar I’enunciat provarem que l’eix radical de (BNY) i (CPZ) passa per O.
Aixi, analogament, arribarem al fet que l’eix radical de (CPZ) i (AMX), i el de (AMX)
i (BNY') concorren en O, d’on es desprén que O és el centre radical de (AMX), (BNY) i
(CPZ).

Per comencar, demostrarem un lema que ens sera de forga utilitat:

Lema 1: Siguin D, E i F' els peus de les altures de A, B 1 C a BC, CA i AB, respectivament.
L’eiz radical de (AMD) i (BNE) és CF (cosa que implica que el centre radical de (AM D),
(BNE) i (CPF) és l’ortocentre H del triangle ABC).

5En aquest problema, s’hi han posat tres estrelles ja que es considera de major dificultat que qualsevol
problema que es demani resoldre en una olimpiada.
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Demostracio:

En efecte, I'eix radical de la circumferéncia dels nou punts i (AM D) és BC. Analogament,
I'eix radical de la circumferéncia dels nou punts del triangle ABC i (BNE) és AC. D’aqui
que el centre radical de la circumferéncia dels nou punts del triangle ABC, de (BNE) i
(AMD) sigui el punt C, d’on se’n desprén que l’eix radical de (AM D) i (BNE) passi per
C.

Ara bé, els circumcentres dels triangles AMD i BNE soén els punts mitjos de AM i BN,
respectivament, que resulten ser els punts mitjos de NP i PM. Aixi doncs, la linia que
uneix els circumcentres dels triangles AMD i BNE és paral-lela a AB. Es un fet conegut
que aquesta mateixa linia és perpendicular a I’eix radical de les circumferéncies circumscrites
a aquests dos triangles i, per tant, 1’eix radical d’aquestes dues circumferéncies és CF.

Prosseguim provant un altre lema:
Lema 2: El centre radical de (AMX), (BNFE) i (CPF) és K, el punt mig del segment AH.

Demostracio:

D’acord amb el Lema 1, sera suficient provar que l'eix radical de (BNE) i (AMX) passa
per K. Per fer-ho, provarem que el centre radical de (APX), (BNE) i (AMX) és K, d’on
se’'n deriva la conclusio6.

Per una banda, I'eix radical de (APX)i (AMX) és AD.

Anem a veure qué passa amb l’eix radical de (APX) i (BNE). Aquest sera perpendicular
a la linia que uneix els centres de (APX) i (BNE). Com que ZAXP = 90, el centre de
(APX) és el punt mig d’AP. Ara és facil veure que la linia de centres és paral-lela a la
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mitjana AM. A més, considerem ara (AEB) (circumferéncia de diametre AB), sabem que
aquesta és tangent a (APX), per tant, I’eix radical de (APX) i (AEB) és la perpendicular a
AB per A; i, a més, 'eix radical de (AEB) i (BNFE) és EB, per tant, d’aqui en deduim que
Peix radical de (APX) i (BNE) és la perpendicular a AM que passa pel punt d'intersecci6
de la perpendicular a AB per a A i l'altura BE. Hem de provar, doncs, que aquesta recta
passa per K.

Per veure aix6 provarem que si I és el punt d’interseccié de la perpendicular a AB per A i
Paltura BE, llavors I K és perpendicular a AM:

Sigui J el punt d’intersecci6 de la circumferéncia dels nou punts del triangle ABC amb la
mitjana AM i sigui G el punt mig de BH. Notem que GM || A, per tant, ZIAM =
LGMA = L/GMJ = ZJEG, d’on se’n desprén que els punts I, E, J i A estan en una
circumferéncia. Perd com que ZIFA = 90, ZIJA = ZMJK = 90, deduim que A, Ji K
estan al-lineats i, a més, AM LIK, que és el que voliem provar.
Aixi doncs, K és el centre radical de (AMX), (BNE) i (CPF).

Retornem al problema. Definim r(z;, z;) 'eix radical relatiu a les circumferéncies z; i z;
c(xs, x;,wx) el centre radical de les circumferéncies z;, z; i 4. Finalment, indicarem amb
r; Nr; Vintersecci6 de les rectes r; i rj, i amb P; U P; la linia que passa pels punts P; i P;.
D’acord amb la notacié anterior:

r((BNY),(CPZ)) = ¢((BNY),(CPZ),(BNE)) U c((BNY), (CPZ),(CPF))

D’altra banda, perd, tenint en compte el lema 2:
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¢((BNY),(CPZ),(BNE)) = r((BNY),(BNE))Nnr((CPZ),(BNE)) =
= BNN(c((CPZ),(BNE),(CPF))Uc((CPZ),(BNE),(AMD))) = BNN((CPNAD)UL)
On L és el punt mig de CH. Analogament:

¢((BNY),(CPZ),(CPF))=CPnNn((BNNAD)UG)
Aixi, l'eix radical de (BNY) i (CPZ) queda definit de la segiient manera:

r((BNY),(CPZ))= (BNN((CPNAD)UL))U(CPN((BNNAD)UG))

Finalment, posant que U = CPNAD i V = BN N AD, només cal aplicar el teorema de
Desargues als triangles UPL i VGN, per veure que, com que UV, PG i LN s6n paral-leles,
per ser les tres rectes perpendiculars a BC, llavors els punts UPNVG, ULNVN i PLNGN
estan al-liniats. Resulta ser que UP N VG, UL NV N estan continguts en l'eix radical de
(BNY) i (CPZ)iamés, LPNGN = O (per ser ambdés, LP, GN diametres d’aquesta)
d’on se’n deriva el resultat.
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2.2 Creaci6é de problemes: pautes i consells.

De vegades enlloc de resoldre problemes podem intentar crear-los nosaltres mateixos. Aquest
exercici ens pot ajudar a buscar noves idees matematiques en qué basar el problema i, d’altra
banda, també augmentar la nostra creativitat. A continuaci6é exposarem alguns exemples de
problemes creats per 'autor juntament amb les idees que han permés crear-los:

PROBLEMA* (Messegué, A.). Sigui w una circumferéncia de centre O i diAmetre
AB. Considerem un punt C qualsevol sobre 1’extensi6 de AB, exterior a w i a
continuacié de B. Tracem les tangents CD i CE a w. M i N s6n els punts mitjans
de CD i BC respectivament. Si K és el punt d’interseccié de AM i EN, demostreu
que els punts A, F, C i K estan en una circumferéncia.

B

Solucié:

Per tal de demostrar ’enunciat provarem que els triangles AENC i AAMC sén semblants.
Com que ZMCA = ZNCE, d’aquesta manera haurem provat que ZKAC = ZMAC =
/LNEC = Z/KEC, d’on se'n deriva la conclusié.

Nombrem amb r i z, les longituds del radi de w i de les tangents C'D i C'E, respectivament.
Per una banda, en el triangle AAMC tenim que F'C' = 1 AC = AO+OC =r+vVz? 472
Per una altra banda, en el triangle AENC tenim que EC = z 1 NC = %(AC — AB) =

Lr+ Va2 +r2-2r) = (Va2 +r2 - 7).

Finalment:
MC £ - z _ z _—T+\/:m_—'r+\/$2—+r2
AC  r4 222 2r+Vri+z?)  2r+Vri+ ) —r 4 Va2 412 2z
NC  j(=r+Vzl+r?) —r4+ Vo242
EC z N 2z
Es a dir, Aj—g = g—g, per tant, els triangles AENC 1 AAMC s6n semblants, que és el que

voliem provar.

Idees utilitzades en la creacié d’aquest problema.
Per tal de crear un problema de geometria és recomanable observar diverses construccions
geométriques i intentar esbrinar-ne certes propietats. Alguns programes informéatics poden
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contribuir a facilitar aquesta tasca. Un exemple d’aquests programes és I’Autocad, que ens
va permetre veure rapidament la semblanca entre els triangles ENC i AMC, d’on se’n va
deduir per consegiient, que els punts A, E, C, K estaven en una circumferéncia.

PROBLEMA#* (Arnau M.) Siguin a, b, ¢, d i e, nombres reals positius. Demostreu
que P’tinica soluci6 del sistema:

log, blog, ¢ = log,dlog, e

log,blog, c = log,elog, b

log, clog, b
1 1 —g—oel Vod”
og, blogyc+log,blog, e 210%.9 o, b
Esa=b=c=d=e¢=k, per a k un real positiu.

Soluci6:

Numerem les equacions respectivament amb (1), (2) i (3). Multiplicant (3) per log, c i tenint
en compte (1) i (2) obtenim:

(logy clog, b) log, ¢

(logy clog, b) log, ¢ + (log, clog, b) logg e = 2 log, dlog, b

log.elog, blog, c
log, dlog, b

< log, clog,dlog, e+ log,e = 2log e = 2

log, b

| = —
© 108a€ log, dlog, b

=log;b=>e=b
D’altra banda, podem aillar log, c en (1) i (2) respectivament;:

Saes log, b

log, elog, b
] _ 05c® P8e”
%8 = T og,b

Igualant les dues equacions obtingudes i aplicant les propietats dels logaritmes:

log.dlog,e log.elog, b log,blog,dlog,e
log,b  logyb log, blog,.e

=log, b &

< loggalog,clog,d =log, b < log,a = log, b

Tenint en compte que e = b, llavors log, a = log, b = 1, per tant, a = d. Substituint d = a i
e = b la primera i tercera equacio, respectivament, queden:

log, blogy ¢ = log,alog, b < log, ¢ = log,.a
log, clog, b

log, bl log, blog, b = 2——=—
08, vlog, ¢ + log, 0log, log, alog, b
Simplificant la segona equacio i tenint en compte que log, ¢ = log, a:

log, clog, b
log, blog, ¢ + log, blog, b = 2log, blog, c, gt el _ o log, a(log, b)? <

log, alog, b
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& log, blog, ¢ = log, a(log, b)* < (log, ¢)* = (log, b)? < log,c=log, b= c=1b

Finalment, log.a = log,c = 1, per tant, a = b =c =d = e = k, per a un k real positiu.

Idees utilitzades en la construccié d’aquest problema:

La idea principal és construir un sistema en qué apareguin variables en logaritmes.

Es va intentar jugar amb un sistema d’equacions de tal manera que multiplicant una de-
terminada equacié per log,y s’obtinguessin factors que apareguessin en altres equacions
del sistema i que permetessin transformar I'equaci6. A més, es va utilitzar la identitat:
log,y - log, z = 1, de manera que, utilitzant la multiplicaci6 anterior, hi haguessin factors
que se simplifiquessin.

Per construir tot el sistema, s’havia d’obtenir un sistema d’equacions coherent i compati-
ble, per aixo es va optar per plantejar equacions tals que es verifiquessin igualant totes les
variables, d’aquesta manera s’aconseguia que el sistema fos compatible determinat.

PROBLEMA** (Arnau M.) Siguin z;, x5, ..., Tgp; reals tals que
3223 — 320z} + 127723 — 254222 4 2526, = 1,
32z5 — 32025 + 127723 — 25422 4 2526z, = 2,

3225007 — 320Tagy + 1277300, — 2542125, + 25265007 = 2007.

Determinar el valor de z; + x5 + ... + Zagg7-

Solucié:

Considerem el polinomi P(z) = 32z° - 320z*+12772% — 254222+ 25262 — 1004. Es facil veure
que 2 és una arrel real de P(z) (s’intueix pel fet que el coeficient principal sigui exactament
una poténcia de 2), més concretament:

P(z) = (z —2)(32(z — 2)* = 3(z — 2)2 +2) = 32(z — 2)° — 3(z — 2)* + 2(z — 2)

Per tant, d’aqui en deduim que la grafica de P(z) és la trasllada dos unitats a la dreta de la
grafica del polinomi Q(z) = 32z° — 3z% + 2z. També tenim que P(z — 2) = —P(—(z — 2)),
cosa que implica que la grafica de P(xz) és simétrica respecte el punt (2,0). A més, es pot
comprovar que

9 \? 81
"(z) = 160z* —92° +2 =160 | 22 - ——— 2~ >0
<(z) T T 160, T 1160

Per tant, () és una funci6 estrictament creixent. Ara aplicant el teorema de Bolzano, com
que Q(0) = 0 aquesta serd la seva tunica arrel real. Se’n desprén que 2 és I'inica arrel real
de P(z).

Definim ara P;(z) = 3225 — 320z* + 1277z — 254222 + 2526z — i amb 1 <7 < 2007114 € N,
d’aquesta manera z; és una arrel de P,. Es clar que les grafiques d’aquests polinomis estaran
traslladades verticalment respecte de la grafica del polinomi P(z) i, per tant, només tallaran
en un punt l’eix de les abscisses, cosa que implica que el valor de z; és inic. A més, com que
hem dit que la grafica de P és simétrica respecte del punt (2,0), els punts d’intersecci6 de

39



les grafiques de P; i Pagos—; amb 1eix real, respectivament (z;,0) i (Zagos_s, 0), equidistaran
del punt d’interseccié de P amb el mateix eix (vegeu figura 2.4), és a dir del punt (2,0). Per

tant:
Z; + Tagog—i

5 =2<=>.’I71;+$L'2008_,;=4;V1S’i§1003

|
| ,l"
14
o[
p(
R(X)II |'Ir /72005-!()()
]
| 4

Figura 2.4: Observacié de les grafiques de p(x) i les traslladades d’aquesta verticalment.

P

Finalment:
T1+Ta+ ...+ To007 = (21 +T2007) + (T2 +T2006) + -+ (T1003 + Z1005) + L1004 = 4-1003+2 = 4014

Idees utilitzades en la construccié d’aquest problema:

La idea en qué es basa aquest problema és la segiient: considerem un polinomi p(z) senar®
d’una sola arrel real i la seva grafica. Per la condici6 de ser senar, la grafica de P és simétrica
respecte del punt (0,0). Per la condicié de tenir només una arrel real, la grafica de P només
talla en un punt ’eix de les abscisses. Si ara traslladem la grafica de P verticalment 4k

Diem que un polinomi és senar si P(z) = —P(—z). Els polinomis senars s6n de la forma agn 122"+ +
@on-122""1 4+ .. + a1z i la seva caracteristica més remarcable és que la seva grafica resulta ser simétrica
respecte del punt (0, 0).

Diem que un polinomi és parell si P(z) = P(—xz). Els polinomis parells sén de la forma az, 22" +ag, 22?72+
...+ ag, i la seva caracteristica més important és que les seves grafiques sén simétriques respecte de 1’eix de
les ordenades.
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unitats, considerant els polinomis p(z) + k amb k& € R, els punts de tall (també tnics)
d’aquestes noves grafiques amb I’eix real, diem-los (z1,0) i (z4,0), equidistaran del punt
(0,0); equivalentment, el punt origen sera el punt mig del segment d’extrems (z;,0) i (z,0),
és a dir, 1 + 25, = 0.

Tenint en compte aquesta idea, es va construir una seqiiéncia de 2007 (l’eleccié d’aquest
nombre és no arbitraria) polinomis tals que tinguessin de terme independent —1, —2, ...,
—2007 i que representessin la grafica d'un polinomi, P(z), d’inica arrel real 2, la grafica del
qual fos simétrica respecte del punt (2,0), traslladada verticalment.

A partir d’aquestes dades va ser facil construir el polinomi P(z): per una banda, observant
que 1004 = 1024 — 24 +4 = 32-2° —3-2% + 22, es va escriure el polinomi Q(z) =
322° — 323 + 2z i traslladant la grafica d’aquest dos unitats a la dreta, per tal d’aconseguir
el terme independent —1004, i eliminant la triviliatat que hauria tingut el problema en cas
contrari, mitjancant la substitucié x —— z — 2. El resultat obtingut és el polinomi P(z) de
I'enunciat i la seqiiéncia dels polinomis P;(z).
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2.2.1 Altres problemes

PROBLEMA** (Arnau M.) Sigui n > 3 un enter positiu. Determineu la manera
de trobar un conjunt K de (g) punts en el pla tals que per qualsevol punt P, de
K, es puguin tragar 3 rectes tals que en cada una d’aquestes hi ha exactament

n — 2 punts de K comptant P.

Solucio6:

En aquest problema la idea clau és considerar n circumferéncies no concéntriques i no coax-
ials, wy,ws, ..., w,, els seus eixos i centres radicals. Provarem que els (’3') centres radicals
formats formen un conjunt amb les propietats de ’enunciat.

En efecte, cada centre radical de qualsevols tres circumferéncies ve determinat per 3 rectes,
els eixos radicals corresponents a les tres circumferéncies agafades de dos en dos.
Considerem ara dos circumferéncies w;,w; i el seu eix radical. Els punts que trobem en
aquest eix radical son els centres radicals de w;, wj, wg, on k € {1,2,...,n}\ {4,7}. En total,
doncs, n — 2 punts.

Finalment, doncs, per fer el que se’'ns demana a I’enunciat, és suficient dibuixar els centres
radicals de n circumferéncies.

Un exemple del cas n = 5 seria el dibuix que es mostra a continuacié (observem que P; no
estd contingut en la mateixa recta que conté P3, Py, Py):

Figura 2.5: El cas n = 5.

42



PROBLEMES AL BILLAR

A continuacié exposem un petit compendi de problemes relacionats amb el bitllar, idea que
se li acudi a Xavier Tapia després de realitzar el problema 2 de la OMC del 1997 (el primer
dels problemes d’aquest recopilatori).

PROBLEMA-BITLLAR1* (OMC 1997-2) Tenim una cantonada en un billar
defectués amb una cantonada que fa un angle lleugerament inferior a 90 graus,
com la figura (vegeu figura 2.6). Determinar com podem llangar la bola (sense

Figura 2.6: Jugant al bitllar (1)

Solucié:

Primer de tot, necessitem definir la direccié de la pilota quan xoca contra una paret formant
amb aquesta un angle qualsevol. Observem, que al rebotar, suposant que la bola és perfec-
tament esférica i no hi ha cap fregament entre la paret i ella, 'angle en qué surt la bola (ens
refirim a 'angle minim que hi ha entre la recta que defineix la direccié de la bola i la paret)
és el mateix que 'angle amb qué rebota (ens referim a ’angle minim que hi ha entre la recta
que defineix la nova direccié de la bola i la recta que defineix la paret (vegeu figura 2.7)). Es
a dir, la recta que defineix la nova direcci6 és la simétrica de la recta que defineix la direccié
inicial respecte la perpendicular a la paret en el punt en qué la pilota xoca contra la paret.
Tenint clar aixo, analitzem el problema principal.

43



. N\

Figura 2.7: Jugant al bitllar (2)

Suposem el problema resolt, considerem el triangle ABC que té com a costats la trajectoria
punt on disparem la pilota (torneu a mirar la 2.6)). Sigui H el punt d’interseccié de les
perpendiculars a BP i a PC per B i C, respectivament. Ara, d’acord amb el que hem
explicat en el primer paragraf, és facil veure que com que ZHBP = 90, ZABH = /HBC,
i analogament, ZHCB = ZHCA, d’on se’n desprén que H és 'incentre del triangle ABC.
Ara bé, és conegut que 'ortocentre de qualsevol triangle acutangle coincideix amb I'incentre
del seu triangle, tenint en compte aquesta propietat, és facil veure que si M = CHN BP i
N = BHNPC, llavors H és l'ortocentre del triangle PM N, més en concret, els punts P, H, A
es troben en una recta perpendicular a M N. Ara és facil fer el que se’'ns demana a 1’enunciat:
per tal de determinar per exemple el punt B, és suficient dibuixar la perpendicular a PA
per A, que intersecta a les dos parets en els punts M’ i N’. Finalment, B és el peu de la
perpendicular de N’ a M'P.

PROBLEMA-BITLLAR?2 (Tapia, X.) En una superficie horitzontal infinita ten-
im una paret recta vertical molt llarga, i dos punts A4, B, damunt de la superficie
horitzontal i a la mateixa banda de la paret. A més, se’ns col-loca una bola en
el punt A. Determinar amb quin angle respecte la paret hem de disparar la bola
per tal de qué després de rebotar a la paret, passi pel punt B, suposant que el
llangament es realitza sense efecte i que no hi ha cap tipus de fregament entre
la bola i la superficie horitzontal i la paret.

Soluci6é (Messegué, A.):

El primer que hem de fer és intentar formalitzar el problema. Posarem que P és el punt de
la paret en qué volem que la pilota reboti, per tant, el punt cap al qual hem de disparar la
pilota. D’aquesta manera podem replantejar el problema de la segiient manera:

Se’ns dona una recta r qualsevol i dos punts A i B en el pla tals que A i B estan en el
mateiz semipla determinat per r. Considerem A’ i B’ les projeccions ortogonals de A i B en

r. Determinar un punt P de r pertanyent al segment A’'B’ tal que ZAPA' = /BPB'.
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A' C P B'
Figura 2.8: Jugant al bitllar (3)

Considerem ara el problema resolt. Sigui K el punt d’interseccié de la perpendicular a r en P
amb la circumferéncia circumscrita al triangle ABP, i sigui C el segon punt d’intersecci6 de
tal circumferéncia amb r. Notem que com que ZAPA' = ZBPB’, llavors també ZAPK =
ZKPB d'on se’'n segueix que K és el punt mig de 'arc AB. A més, també tenim que
LACK = LAKP = LKPB = /KCB, i també ZKPC = 90, cosa que implica que
CK1AB icom que K és el punt mig de I'arc AB, se’'ns dubte, CK és la mediatriu de AB.
Ara dongs, és facil fer el que se’ns demana a ’enunciat.

Per tal de trobar P doncs, només cal tragar la mediatriu de AB, si C és el punt d’intersecci6 de
la mediatriu de AB amb r, P és el segon punt d’intersecci6 de la circumferéncia circumscrita
al triangle ABC amb 7.
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PROBLEMA-BITLLAR3** (Messegué, A.) Se’ns dona un bitllar rectangular
ABCD les longituds del qual sén nombres racionals. En el mateix instant,
llancem, sense efecte, dues boles iguals que considerarem puntuals, amb la
mateixa velocitat constant v, una des del punt A i ’altra des del punt B (també
suposarem que les dos boles mantenen aquesta velocitat indefinidament a menys
que xoquin 1’'una amb ’altra). L’angle minim que forma la recta que defineix la
trajectoria de la primera bola amb la recta AB és u i de manera analoga definim
Pangle w, per la segona bola (vegeu figura 2.9). Provar que si |u —w| = 60, llavors
les boles mai xocaran entre elles.

Figura 2.9: Jugant al bitllar (3)

Soluci6é (Messegué A.):

Suposem que a,b son les longituds del rectangle, amb AB = CD = ai AD = BC =1bi
a,b € Q. Considerem el sistema de coordenades cartesia, situant 1’eix z en la recta AB il’eix
y en la recta AD, de tal manera que A = (0,0), B = (a,0), C = (a,b) i D = (b,0). Ara, per
tot m,n € Z, amb (m,n) ¢ {(0,1) x (0,1)}, definim els punts P, ,, = (am, bn). Considerem
també la recta r; que passa per 'origen amb pendent tanwu i la recta r, que passa pel punt
(a,0) de pendent — tanw.

Suposem que llancem dues boles V; i V5, en el mateix instant, amb la mateixa velocitat v,
des de A, i amb el mateix angle u respecte AB, amb la propietat que V] rebota al xocar amb
les parets del bitllar perd V5 no. Posem que P; i @; son les coordenades de la bola V; i V;,
respectivament en l'instant ¢ i que B,,, P, , P, son els simétrics de P, respecte la recta y = g,
la recta z = % i el punt (a/2,b/2), respectivament. El que farem sera intentar establir una
relaci6 entre Q; i la quaterna (P, P,,, P, P;,).
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Figura 2.10: Jugant amb el bitllar (4)

Suposem que la recta r; intersecta el segment DC en el punt K (el cas en qué r; intersecta
el segment BC és exactament el mateix) i suposem que en un instant determinat ¢, Q; es
troba a 'interior del rectangle CDFy ,P; . Observem que ZCKQ, = ZDKA = ZCKP,, per
tant, @y és el simétric de P, respecte KC (vegeu figura 2.10). Aixi doncs, @; — (0,b) = B,,.
Més en general, si en un instant de temps ¢, @Q; es troba a I'interior del rectangle de vértexs
Prny Pty Pmting1, 1 Py és facil provar per induccié (i aquesta demostracio es deixa
al lector) que:

{Q:— (am,bm)} N {PR, P, P, P,} #2

Ara tenint en compte que P, = (2a,b) — P, P, = (a,2b) — P, P,, = (a,b) — P, la tltima
igualtat obtinguda esdevé equivalent a:

(am,bn) + P,

(am,bn) + (2a,b) — P, = (a(m + 2),b(n + 1)) = P,
(am,bn) + (a,2b) — P, = (a(m + 1),b(n + 2)) — P,
(am,bn) + (a,b) — P. = (a(m + 1),b(n + 1)) — P,

Qe =

D’altra banda, és facil expressar @; en funcié de v, t, u:

Q: = (vt cosu, vtsinu)

D’aquesta manera, el valor de P, sera doncs:
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vt(cosu,sinu) — (am, bn)

(a(m+2),b(n+ 1)) — vi(cosu,sinu)
(a(m + 1), b(n + 2)) — vt(cosu,sinu)
(a(m +1),b(n + 1)) — vt(cosu,sinu)

P =

Pero, per simplificar les expressions, com que a,b € Q podem escriure:

_ Jwt(cosu,sinu) — (M,N) ; M\,N € Q
£ (R, S) — vt(cosu,sinu) ; R,S € Q

I, definint analogament V}, Vj, P/, Q;, P/, P/, P}, per a ry, també és facil provar de la

mateixa manera, que si per a un instant ¢, @} es troba a l'interior del rectangle de vértexs
_Pml,nl, Pm’+1,'n') Pm’+1,n’+1 i Pml’nl+1, ].la,VOI'S:

{Q; — (am', b} { P, P, P, P} # 2

I ara tenint en compte que:

Q; = vt(— cosw,sinw) + (a, 0)

Arribem a la conclusié que:

,  Jvt(—cosw,sinw) — (M',N') ; M',N' € Q
¢ (R',S') — vt(—cosw,sinw) ; R',S' € Q
Ara suposem que en un instant t les dos boles col-lisionen. En aquest moment, P, = P.

Considerant les quatre possibles combinacions, s’observa que aquestes es redueixen a dos
casos, expressats com:

vt(cosu £ cosw,sinu Fsinw) = (4,B) ; A,BeQ

I ara igualant component a component i dividint les dues equacions obtingudes:

sinu F sinw B

-_— = — ¢ Q

cosu tcosw A
Aquesta ultima expressié doncs, determina una condici6 necessaria per tal que les dues boles
Xoquin en algun moment, si aquesta condicié no es déna, llavors mai podran xocar.

Ara, pero, tenint en compte identitats trigonométriques conegudes es pot deduir que:

sinu F sinw u—w)\ "

—— = | tan

cos ¢ = cosw 2
Finalment, és clar que si [u — v| = 60, llavors | tan (¥52) [F! = (v/3)*! ¢ Q. Concloem que
quan |u — w| = 60, doncs, les boles mai xocaran.
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Capitol 3

Teoria de nombres

3.1 Divisibilitat

3.1.1 Teoremes i conceptes
DEFINICIO. Divisiblitat.

- Un nombre enter a és divisible per un altre d, d | a, si i només si existeix un enter d' tal
que a = dd'.

- Si un nombre enter a no és divisible per un altre d, i.e no existeix cap enter d' tal que
dd’ = a, existeixen Unics enters q i r tals que a = dg+r, amb 0 < r < |[d|. Es diu que g i r
son, respectivament, el quocient i el residu obtinguts en dividir a entre d.

DEFINICIO. Maxim comu divisor?.

Siguin a i b dos enters nonuls. Sid|aid|bipertotd talqued |aid |b,d>d,llavors
d és el maxim comd divisor de a i b, ged(a, b) = d.

- Definici6. Nombre coprimers:

Es diu que dos enters a, b s6n comprimers si el seu maxim comu divisor és 1, ged(a, b) = 1.
- Teorema. Identitat de Bézout?.

Siguin a, b, enters no nuls i d = ged(a, b), llavors existeixen enters z, y tals que az+by = d.

DEFINICIO. Minim comt multiple?.

Siguin a i b dos enters no nuls. Sia|nib|nipertot n' tal que a |n'ib|n', n < n/, lavors
n és el minim comd multiple de a i b, lem(a, b) = n.

1145 de la notacié ged prové de l'anglés (greatest commom divisor). En catala, s'utilitza expressi6 med.
2La identitat de Bézout es deu al matematic Etienne Bézout, que la va provar per a polinomis. Tot i
aixi, aquesta identitat en els enters es troba en el treball del matematic francés Claude Gaspard Bachet de
Méziriac, per aixo de vegades aquesta expressié rep el nom de identitat Bézout-Bachet.
La identitat de Bézout es pot generalizar per a combinacions linials de més de dos enters. En concret, per
qualsevols enters ay, ..., a,, tals que ged(ay, ..., a,) = g, existeixen enters zy, ..., 2, tals que a1z1+... +apz, =

3 A Pigual que amb el maxim comi divisor, utilitzem l’expressié de I'anglés lem (lowest common multiple),
que en catald es designa mcm.
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PROPIETATS. Propietats divisibilitat.

Sia, b, ¢, d, z, y son enters i p un primer, llavors:
-d|la,d|b=d]| (az + by)
-dla,alb=4d|b
-dfa,a#0=|d| <l
-d|la,a|ld=d=2a
-d|ab, ged(d,a) =1=>d| b (Lema de Gauss)
-plab=p|aop|b(Lema d’Euclides)

3.1.2 Exercicis

PROBLEMA (Cangur 2001, problema 28 - nivell 2) El producte de les edats dels
meus fills és 1664. El més jove té la meitat de I’edat del més gran. Quants fills
tinc?

Solucié:

Siguin zy, g, ..., Tn, les n edats dels fills que es mencionen en I’enunciat, amb z,z,...z, =
1664 = 27 - 13. Se’ns demana determinar el valor de n.

Primer de tot podem suposar sense pérdua de generalitat que z; < zo < ... < z,. Aixi

doncs, com que x; és ’edat del germa més petit i z,, és 'edat del germa més gran, z; = ?"

Com que I'exponent de 13 en 1664 és 1 tenim que necessariament z; = 2% i z,, = 2%, amb
a un natural igual o major que 0.

Ara bé, tenim que 2713 = z25...2, > 29.20t1.13 = 220+1.13 ésadir 7> 2a+1= 3 > a.
Suposem que a < 2, llavors pero, z, = 247! < 2% = 8 < 13, és a dir que z, no pot
correspondre a l'edat del germa més gran, en conseqiiéncia, a = 3, per tant z; = 8, z,, = 16
i com que nomeés resta un factor primer per a completar el producte de 1664, la tercera edat
és 13.

Finalment, el nombre de germans és tres, en concret les seves respectives edats sén: 8, 13 i
16.

PROBLEMA (AIME 1992-4) Els nombres combinatoris de la forma (™) es poden
ordenar en files (en la n-éssima fila (7)), (7),..., (")) per tal de formar I’anomenat
"triangle de Pascal". En quina fila hi ha tres nombres combinatorics consecutius

tals que la rad entre ells tres és, respectivament 3:4: 57
Solucié:
n n'

k):(mmﬁ—mr

binomis consecutius esmentats en ’enunciat, aquests han de complir

Primer de tot recordem que ( Per tant, si ("), (}) i (%), son els tres

k-1 k k+1

n!

(o) G=—Dn—k+1) n_kt1l

®

() (n —k)!

3
1

| x| —
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n! 1

() _ (k+Dln—k-1)] g1 _5
(Z) n! 1 "4
(k)!(n — k)! n—k
Simplificant obtenim:
dk=3(n—k+1)=k= 3";3
An—k)=5(k+1)=>k= 4"9’5

Igualant les dues equacions:

3n—|—3_4n—5
79

=n=62,k=27

Finalment, els tres nombres buscats sén: (52), (32) i (32).

PROBLEMA#* (Olimpiada de Centre América 2007-1) La Olimpiada d’Améri-
ca Central és una comptecié anual. La noven edici6 es va celebrar ’any 2007.
Trobar tots els enters positius n tals que n divideixi el nombre d’any en qué es
desenvolupa la n-éssima Olimpiada.

Soluci6:
La condicié de I'enunciat és que n | 2007 + n — 9 = 1998 + n. Per tant n | 1998.

PROBLEMA* (OME 1996 - 1) Siguin a i b enters tals que:

a+1 b+1
b + a
és un enter. Demostrar qe el maxim comi divisor de a i b no excedeix va + b
Solucié:
Segons I’enunciat, tenim que el nombre

a+1 b+1 a®+b°+a+b
+ =
b a ab
és un enter.
Considerem d = ged(a, b), tenim que d? | ab, per tant com que ab | (a? + b% + a + b), llavors
d? | (a® +b? + a + b). Perd com que d? | (a® + b?), aixo implica que d? | a + b.
En conseqiiéncia, d> < a + b, o €l que és el mateix: d < va + b.

PROBLEMA* (Titu Andreescu) Si a, b i c s6n enters, provar que

lem(a, b, c)? B ged(a, b, c)?
lem(a, b)lem(b, c)lem(c,a)  gcd(a, b)ged(b, ¢)ged(c, a)

Solucié:
En alguna ocasié en teoria de nombres, aquesta n’és una d’elles, per demostrar una formula
determinada en la qual apareixen nombres enters m, n, ... és recomanable no analitzar-la
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com una totalitat sin6 analitzar els factors primers diferents de n, m, ... i provar que la
formula en concret es compleix per cada factor diferent. Aixo és el que farem.

Posem a = p*A4, b=p’Bic=p'C, on o, (i 7 s6n els maxims exponents del factor primer
p, que figuren en a, b i ¢ respectivament. L’expressi6 de ’enunciat és simétrica en a, b i ¢,
per tant podem suposar sense pérdua de generalitat que o > 3 > v > 0. D’aquesta manera,
I'enunciat és equivalent a provar que:

lem(p®, o, p")? _ ged(, p*, 9%, )’
lem(p*, pP)lem(p?, p?)lem(pY, p®)  ged(p®, p?)ged(p?, p?)gcd(p?, p°)

Tenint en compte que ged(u?, u*) = u™r®®) i que lem(u?, u®?) = u™**(®®) Pexpressi6 anterior
queda:

lcm(paapﬁ)p’y)z = (pa)2 — i
lem(p®, pP)lem(p®, p?)lem(p?,p*)  p*-pP - p> pf
ged(,p*, p°, p7)? _ e 1

ged(p®, pP)ged(p?, p?)ged(p?,p*)  p?-pYpY pPf

és irreductible

2 4
PROBLEMA* (IMO 1959-1) Demostrar que la fraccié linis
mn
per tot natural n.

Solucié:

Sigui d el maxim comi divisor de 21n + 4, i 14n + 3, d = ged(21n + 4, 14n + 3), el nostre
objectiu és provar que d = 1, per tot natural n.

Per una banda tenim, que si d | 21n+41id | 14n+3, llavors d | (21n+4)z+ (14n+3)y, per a
enters ziy. Fent ara x = —2, y = 3 obtenim: d | (21n+4)(—2)+ (14n+3)(3) = —8+9 = 1.

21n+4

Concloem doncs, que d | 1, per tant d = 1, és a dir, la fraccié és irreductible per tot

ldn + 3
natural n.

PROBLEMA* Una successi6 d’enters es defineix de la segiient manera:
Tor1=T2—T,+1

provar que per tot m # n, gcd(Ty,,T,) = 1.

Solucié:

Provarem per induccié sobre k que T,z = T,N + 1, amb N i k enters positius. D’aquesta
manera, haurem provat que ged(Thyx, Tn) = ged(ToN+1,T,) = ged(T,- N —(T,N+1),T,,) =
ged(1,Ty), és a dir que ged(Ty 1k, T3) = 1.

Procediment d’acord amb el métode inductiu:

1-. Primer provem que per a k = 1 efectivament T}, = T, N + 1:

Toi1 =T T, +1=T,(T, - 1) +1

2-. Suposem que per a un cert k:
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Toir = TuN + 1

3-. Llavors hem de verificar que també es compleix per a k + 1:

Totkt1 = (ToN+1)> = (TN +1)+1=T,N 4+ 2T, N+1-T,N —1+1 = T,N(T,N + 1) +1

L’enunciat queda demostrat.

PROBLEMA** Siguin a i b enters diferents positius tals que ab(a+b) és divisible
per a? + ab + b%. Provar que |a — b| > Vab.

Solucié:

Primer de tot, notem que si (a® + ab + b?) | ab(a + b) llavors (a® + ab + b?) | (ab(a + b) —
b(a? + ab + b?)) = b i per tant per simetria, (a + ab + b?) | ad.

Fent ara d = ged(a, b) amb a = day, b = db, i ged(aq, b1) = 1, llavors tenim que:

d*(a? + a1by + b2) | d®a3 i d*(a? + ayby + b2) | d°03

o el que és el mateix:

(a2 + arby + b2) | dad i (a® + arby + b2) | db®

Ara bé, com que ged(a?+a1b; +b2, ad) = ged(a? +a1by+52,83) = 1, llavors (a2 +ayb; +6%) | d.
Equivalentment:

af+a1b1+b2§d

Finalment:

la — b® = d®|ay — by]® > (a2 + a1by + b2)d?|ay — by|* > d?ayby = ab = |a — b] > Vab

PROBLEMA** (OME 1995-4) Si z, y s6n enters i p un enter, determinar les
solucions de 1’equacio:

p(z +y) =zy
Solucié:
Primer de tot notem que p divideix a zy, per tant, pel lema de Gauss, tenim que p divideix
a z o p divideix a y. Com que és una expressi6 simétrica en z i en y, podem suposar sense
pérdua de generalitat que z = pk, per a un enter k. D’aquesta manera l’equaci6é queda:
pk
plok +y) =pky = pk+y=hky =y =—
Siy és un enter llavors k — 1 | kp. Pero k —1 | k si i només si k = 2, llavors (z,y) = (2p, 2p).
D’altra banda, si k — 1| p, k —1 =1, p. El primer cas és el d’abans mentre I’altra opci6 ens
proporciona una segona solucié (z,y) = (p*> + p,p + 1).
Finalment, per simetria, les solucions a I’equacié de enunciat son: (z,y) = (2p, 2p), (p* +

pp+1),(p+1,p* +p).
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PROBLEMA** (OME 1997-4) Si p és un nombre primer, determinar els enters
k tals que

k2 —kp

és un enter.

Solucio:

Primer de tot per tal que \/P—_k;; sigui un enter necessitem que el valor de k? — kp sigui
positiu, per tant, p < k.

Suposem que \/k2 — kp = m o, equivalentment, k% — kp = m?, llavors s’haura de complir:

(k—m)(k+m)=kp
Com que p és un primer, pel lema de Gauss, p divideix o bé a (k —m) o bé a (k + m), perd
sip| (k—m), Havors (k + m)(—k_—m) > (k+m) > k, per tant p | (k+m). Es a dir, podem
p

escriure:
k
k+m=pg;k—m=-—
q
per a un enter q. Sumant les dues equacions:

2 k 2
_petk P

2k =
q 2g—1

Com que k és un enter (2¢ — 1) | (pg?).

Suposem que 2¢ — 1 divideix a ¢2, llavors també dividiria a ¢ — (2¢ — 1) = (g — 1)?, aix0 és
una contradiccié a menys que ¢ = 1, llavors &k = p.

Suposem que 2q — 1 divideix a p, I'inica possibilitat és 2g — 1 = 1, p. Mentre que la primera

opcid és la que ja ha sortit abans, si 2¢ — 1 = p, llavors ¢ = P és un enter per a un p

. . . 1)2
imparell. D’aquesta manera obtenim la segona solucié: k = g)_-tl—)—’ per a p un nombre
imparell.
Finalment doncs, les tiniques solucions sén:
1 2
k = p per tot primer p ; % per tot primer imparell p

PROBLEMA* (IBERO 2002-1) Es tenen dues successions de n nombres naturals
consecutius cada una d’elles. Aquests nombres es col-loquen en una taula de dos
files i n columnes de tal manera que els nombres de la primera successié es
troben a la primera fila i els de la segona successi6 a la segona columna, amb un
nombre a cada cel-la. Determinar si existeixen distribucions d’aquests nombres
en la taula de tal manera que els nombres resultat de la suma dels dos nombres
de cada columna formin una successié ordenada de nombres consecutius, en els
casos:

e n = 2003
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e n = 2004

Justificar la resposta tant si la resposta és afirmativa com negativa. Soluci6:
Comencem provant que una condicié necessaria perqué sigui possible és que n sigui senar.
Siguin a, i b, les dues successions inicials i suposem que ¢, és la successi6 que obtenim al
sumar els nombres de les columnes. Llavors:

n

ap+ar+n—1n+G+b+n—-1n n2(a+b;+n—-1
E an+bn=( sl ot (bt by ) = (2ar+bs ):n(a1+b1+n—1)
=1

2 2

n

(er+eg+n—1n n—1
D=

2 Sty

i=1

Igualant termes:

n—1

2
Clarament, el membre de l'esquerra és un enter, per tant el de la dreta també ho ha de ser.
Aix0 implica que 2 | n — 1 i per tant una de les condicions que ha de tindre n és que sigui
imparell.
Ara provem que en efecte per a qualsevol n = 2k + 1 imparell existeixen disposicions que
compleixen I'enunciat. Escrivim ag;_; en la i-éssima cel-la de la primera fila i by, i_; a la
i-éssima cel-la de la segona columna, amb els subindexs presos modul 2k + 1. Verificarem
que aquesta disposici6 verifica les condicions de ’enunciat.
D’acord amb el que hem dit, podem definir ¢; = ag;_; + bgy1—s. En efecte es pot verificar
ciy1 — ¢ = (@2ip1 — G2i—1) + (bk—i — brs1-5) = 2 — 1 = 1 (es deixa al lector verificar el cas
de la resta cxy1 — ck) 1 cpy1 — cx). D’on se’n segueix que ¢; és una seqiiéncia de nombres
consecutius.
Finalment doncs, concloem que en el cas n = 2003 sf que és possible fer el que diu 'enunciat
mentre que en el cas n = 2004 no.

n(ay +b+n—1) =ne, +

PROBLEMA** (IBERO 1991-5) Sigui P(z,y) = 22% — 6zy + 5y°. Direm que un
enter g és un valor de P si existeixen enters b, ¢ tals que P(b,c) = a. Se us demana:

e Trobar tots els valors de P compresos entre 1 i 100 inclusius.
e Demostrar que si r i s s6n valors de P, llavors també ho és rs.

Solucié:

Comencem notant que P(z,y) = 222 — 6zy+5y* = (z—y)? + (z —2y)?. Araficant z—y =a
iz — 2y = b és facil veure que podem assignar qualsevol valor a a i b, per tant, la resposta
al primer apartat és: {n:1<n < 100;n = a® + b?;a,b € Z}.

El segon apartat és casi immediat: suposem que r = a® 4+ b% i s = ¢? + d2, llavors:

rs = (a® + b%)(c® + d?) = (ac)? + (bd)? + (ad)? + (bc)? = (ac + bd)? + (ad F be)?

Queda doncs provat el que se’ns demana a ’enunciat.
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PROBLEMA** (IBERO 2006-4) Determinar les parelles d’enters positius (a,b)
tals que 20 — 1 i 2b+ 1 sén coprimers, i a més, a + b divideix a 4ab + 1.

Solucié:

Primer de tot notem que si a+b | 4ab+1, llavors a+b | 4a(a+b)— (dab+1) = (2a+1)(2a—1).
O també, a+b | 4b(a+b) — (4ab+1) = (2b+1)(2b—1). Fiquem ara que a+b = diz; = dyxs,
2a+1 = dlyl; 2b—1 = dzyg, amb ng(iL‘l,yl) = ng(ﬂfz, y2) =1. Com que a+b= dliL‘l = d2£172
és facil provar que existeixen enters u, v, z 1 w tals que d;, = uv, 1 = 2w, dy = uz i T, = vw.
D’aquesta manera obtenim:

20+ 1 =diy1 = uvyr 5 2b — 1 = doys = uzys

Ara bé, com que a ’enunciat se’ns imposa que 2a+1 i 2b— 1 sén coprimers, llavors necessari-
ament u = 1.

D’altra banda, podem posar 2a — 1 = k(a + b) = kvzw, per algun enter k. Al mateix temps
perd 2a — 1 = 2a + 1 — 2, per tant:

kvzw =vy, — 2= v = —wn—
Y1 — kzw

Com que y; — kzw | 2, v = 1,2, perd com que v | 2a + 1, podem descartar el cas v = 2. Aixi
doncs, obtenim que y; = kzw+2 =2a—1+2 = 2a+1. Com que 2a+1 = dyy; = d1(2a+1),
d; = 1. Pel lema de Gauss, doncs, a + b | (2a + 1). Equivalentment, 2a + 1 = g(a + b).
Lanica possibilitat és ¢ = 1 i en conseqiiéncia a = b — 1.

Finalment només cal comprovar que realment es compleix:

dab+1  4b(b—1)+1 4P —db+1  (2b—1)

a+b  2-1 26—-1  2b—1
L’tnica solucié és doncs: (a,b) = (n,n + 1).

=2b-1

PROBLEMA** (Moldavia Test de Selecci6 2008-1) Determinars les parelles
(z,y) € Ng X Ny tals que 23 + 93 — 32y = p— 1 on p és un nombre primer.

Solucié6:
Tenint en compte la famosa identitat a3+b°+c® —3abc = (a+-b+c)(a®+b%+c —ab—bc—ca):

p=24+1P+1-3zy=(z+y+ 1)+’ +1—ay—z—y)
Per tant, com que p és primer,obé z+y+1=00bé 2z’ +9y*+1—zy—xz—y=1. Enel
primer cas, necessariament z = y = 1 i obtenim que p = 1 perd 1 no es considera un primer.
Analitzem el segon cas:
Tenim que 22 + y? = zy + z + y, perd d’acord amb la desigualtat AM — GM:

11
my+$+y=$2+y222xyéwysm+y=>lé;+§

Per tant, o bé tenim que £ = y = 2 1 p = 5 obtenint aixi una soluci6, o bé un dels dos, o bé
z 0y és 1. Suposem que z = 1, llavors tenim que y? — 2y = 0, d’on obtenim que o bé y = 2
1p=4no és un primer o bé y = 0 i p = 2 una altra soluci6 valida.

Finalment, les solucions sén (z,y,p) = (2,2,5),(1,0,2),(0,1,2).
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3.2 Funcions enteres

3.2.1 Teoremes i conceptes
DEFINICIO. Funci6é nombre de divisors, d(n).

Indica el nombre de divisors d’un nombre n, inclosos n i la unitat. A més, és una funci6
multiplicativa, és a dir per a m, n coprimers, d(mn) = d(m)d(n).
Sin = pi"py*...pp%, llavors d(n) = (a1 + 1)(az + 1)...(ax + 1).

DEFINICIO. Funci6 suma de divisors, o(n).

Indica el valor de la suma dels divisors d’'un nombre n, inclosos n i la unitat. A més, és una
funci6é multiplicativa.

a1 1 ozl 1 Lol

pi —lpt -1 pt -1

n—1 p-1" p—1

Sin = pi*py®...pp*, llavors o(n) =

DEFENICIO. Funcié indicadora d’Euler, é(n).

Indica el nombre de primers amb n, menors que 7.

Sin = pPps?...pp* lavors ¢(n) = pi* " (p1 — 1)p> (pa — 1)..00% Hpp — 1)
Propietats. Funcié d’Euler:
-Es una funcié multiplicativa.

gn¢ld) =n
-n—12>¢(n)>+/nperan>6

DEFINICIO. Funci6 major enter, |z], i funci6 menor enter, [z].

La funci6é major enter, |z], indica el major enter igual o inferior que el nombre real z, és a
dir, si n <z < n+ 1, per algun enter n, llavors |z]| = n.
La funci6 menor enter, [z], indica el menor enter igual o major que el nombre real z, és a
dir, sin — 1 < = < n, per algun enter n, llavors [z] = n.

PROPIETATS. Funcié major i menor enter.
Per a «, f reals i a un enter:
- [a] = |a] + 1 (@ no enter)
Aetal=lal e
: o o’
-Sla#o, [EJ = ‘\T
-le]+ 1Bl < la+ 8] < laf + 8] +1

-Teorema. Si a i b s6n dos enters coprimers, llavors:

b 2
k=1 k=1
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TEOREMA. Teorema de Polignac.

La maxima poténcia del primer p que divideix a n!, és:

w13

k=1

3.2.2 Problemes i exercicis
EXERCICI Calcular d(n), o(n) i ¢(n) per a n =31, 49 i 54.

Solucio:
i. Per a n = 31:
d(31) =2, 0(31) = 321 ¢(31) = 30.

ii. Per a n = 49:

d(49) = d(7?) =2+1=3
-1 342

$(49) = $(72) = 7(7 1) = 42

iii. Per a n = 54:
d(54) =d(2-3) =(1+1)(3+1)=8

i =o-) =50 5=
$(54) = $(2-3%) = (2-1)-3*(3 1) =18

=3-40=120

PROBLEMA (AIME 2000-4) Quin és el minim enter positiu que té 12 divisors
positius parells i 6 divisors positius senars?

Solucié:

Sigui N el nombre de 'enunciat. Clarament N sera de la forma N = 24, amb A un nombre
senar. Si N té 6 divisors positius senars, aix0 implica que d(A) = 6 = 2 - 3. Les possibles
descomposicions de A en els minims factors primers imparells sén A = 350 A = 32-5, agafem
la segona ja que és menor que la primera.

Pel que fa als divisors parells, podem dir que aquests seran de la forma 2%d;, on 8 < «a' i
d; | A. Per tant n’hi ha exactament 6« = 12. Per tant o = 2.

Finalment, el nombre cercat és: N = 22-32.5 = 180.

PROBLEMA* Per tot enter positiu n, determinar el valor de la suma dels nom-
bres primers amb n i menors que n.

Solucié:
La clau per resoldre aquest problema radica en adonar-se que si per algun enter positiu a,
ged(n,a) = 1 llavors ged(n,n — a) = 1. D’aquesta manera la suma demanada a I’enunciat
.. 1P(n)
b ———=.

2
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PROBLEMA** (Teorema de Beatty) Provar que si « i § s6n dos nombres irra-
cionals* tals que 1 + 1 = 1, llavors els nombres |«], |2a],...; |8],[206],...;, formen
a

el conjunt dels nombres naturals.

Soluci6:
Primer de tot provarem que no existeixen enters positius m, n, tals que els nombres |na| =

[ma].

Suposem el contrari, és a dir per alguns enters positius m, n:
N = |na] = [mf]
Llavors podem escriure:

N<na<N+1;N<mf<N+1

Amb el signe desigual estricte pel fet que « i 8 sén irracionals. Dividint entre n i m respec-
tivament les dos desigualtats obtenim:

N N+1 N N+1

—<a< — << —

n n m m
Equivalentment;:

) 1 n m 1 m

— << ;=< < —
N o N+1’N 8 N+1
Sumant les dues desigualtats i tenint en compte que la suma dels inversos de o1 3 és 1,
obtenim:

n+m n+m

1
N S SNl

Que és el mateix que:

N<n+m<N+1

Aixd perd és una contradiccio, perque n + m és un enter, i per tant no pot esta entre dos
nombres naturals consecutius. Per tant, queda provat que els membres de les dues successions
son diferents.

Ara provarem que en linterval [1, N) hi ha exactament N — 1 membres de la successio.
D’aquesta manera, com que tots els termes so6n diferents, necessariament els seus valors sén
1, 2, ..., N — 1, que és el que volem provar.

Considerem els termes de la successio inferiors que N, en total n’hi ha I_%J + [%J A més

pero:

N 1 N | N N N N
o« TET <{EMEJ<Z+E

*Es diu que un nombre és irracional si aquest no es representable en la forma p/q on p i ¢ sén dos enters
coprimers.
Alguns exemples de nombres irracionals sén el nombre e, el nombre 7, etc.
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Equivalentment:

e 2]+ 3

N
Com que el valor de 'enter [—J + [——J estd comprés entre dos enters de diferéncia 2,

o Y

necessariament [— J + [—J = N — 1. Aix0 completa la demostracio.

EXERCICI. Determinar amb quants zeros acaba el nombre (1000!)2.

Solucié:

Primer notem que si un nombre N acaba amb k zeros, llavors 10* | N, per tant, haurem de
determinar 'exponent de 10 = 2-5 en el nombre (1000!)2, mitjancant el teorema de Polignac.
Ara bé, com que vy(p) > vs(p), sera suficient determinar ’exponent de 5 en el mateix nombre.

(o o]

1000

vs((1000!)?) = 2v5(10001) = 2> [g—kJ =2 (200 + 40 + 8 + 1) = 498
k=1

Finalment, el nombre (1000!)? acaba amb 498 zeros.

PROBLEMA** Si n =n; + ny + ... + ng, amb n; € N, provar que el nombre
n!
nilng!l..ng!
és un nombre natural.
Solucié:

Utilitzarem la notacié v,(n) = Y o, {F—LJ, que pel teorema de Polignac, ens indica el valor
P

de 'exponent d’un nombre primer p en el factorial n!.

Si (n1!nol..n!) | n!l, aixd implica que 'exponent de tot nombre primer factor de (n;!ns!...n!)
és inferior a l'expondent del mateix nombre primer factor de n!. Es a dir, 'enunciat és
equivalent a provar que

vp(n1) + vp(n2) + ... + vp(ng) < vp(n) = vp(ny + ng + ... 4 1)

n .
Tenint en compte que v,(n) = Y 2, | —|, la desigualtat a provar esdevé:
P k=1 pk

2] Ll ) < S ()

Equivalentment:

I_OtlJ + ,_OlzJ + ...+ I_(XkJ < |_Oll +ag+...+ akj

Per a un nombres reals ¢;. Provarem la desigualtat per induccié sobre n:
- El cas n = 2 és el cas exposat en la part teorica.
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- Suposem que per un cert n es compleix:

lag] + o) + ...+ |an] € o+ 02+ ... +

- Llavors, per a n + 1, també es complira:

L[4+ [on] +Hant1] S loa + oo+ o+ an |+ any1] € a1+ a2+ oo+ ap + anga

PROBLEMA Provar que k™ no divideix a n!, amb n,kc N ik > 1.

Soluci6:

Provarem que per cada primer p que apareix en la factoritzacié de k, p™ no divideix a n!.
Per veure aix0 considerem la formula de Polignac, aquest estableix que el maxim exponent
d’un primer p el qual divideix a n!, designat per v,(n) ve donat per 'expressio:

wim =3 |2

iz LP'
Ara tenint en compte que |z| < z per a > 0 obtenim:

2| n >n 1
) = —| < —=n——-7<n
pl) ; LﬂJ - i;zﬂ p—1
L’enunciat queda doncs demostrat, el maxim exponent de qualsevol primer que divideixi a
n!, és menor que n.

PROBLEMA* (OBrM 1996-4) Sigui n un enter qualsevol. Definim

q(n) = hnWJJ

determinar per quins n, q(n+ 1) > g(n).
Solucié:

Distingirem tres casos:

i n=p?+r,amb 0 <r < p. Llavors:

2 1 2 1 1
gin+1) = ptr+l :[uJ=p+[r+ J>
p3+?‘+1J p p
2 1
> g(n) = | —2ET :‘”H‘:’{iFHW:p”
= P P P

ii. n=p*+p+4r,amb 0 < r < p. Llavors:

2 2 ;
41 2 ptr+1 +1
gn+1)= | ZEXRHT J :[p kil J=p+1+rp J>

L\/-p2+p+?'+1 p
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= RN NS N B

iii. Finalment, veiem que al cas n = p? + 2p no es compleix la desigualtat:

2
+2
J:pﬂq(n): Bk

g(n+1) =

2 2 b
+2p+1 e+ 2p+ 1

|V 2+ p+1

Aixi doncs, els casos en que g(n+ 1) > g(n) s6n tnicament quan n = p> +p — 1, p +2p — 1.

PROBLEMA** Demostrar que per a dos qualssevol naturals m i n el nombre

(2m)!(2n)!
minl(m + n)!

és natural.
Solucié:

s ” n . o
Utilitzarem la notaci6 v,(n) = > 5o, {_"J’ que pel teorema de Polignac, ens indica el valor
p
de I'exponent d’un nombre primer p en el factorial n!.
Si (minl(m+n)!) | ((2m)!(2n)!), aixo implica que exponent de tot nombre primer factor de
mln!(m + n)! és inferior a I’expondent del mateix nombre primer factor de ((2m)!(2n)!). Es
a dir, I’enunciat és equivalent a provar que

up(n) + vp(m) + vp(m + 1) < vp(2n) + vy(2m)

Tenint en compte que v,(n) = > 0, [Ek J, la desigualtat a provar és:
p

¢ (i\n m m+n > 2n 2m
—l+ ||+ =] < — |+ |5
> (] 55 <2 (B %)
\Lp p p ~\Lp P
O, equivalentment:
m 7 m+4n 2m 2n
2] 2] 222 < 2] o |2
T z x T z
per a un nombre z. Posant ara m = 1z + 171 i n = gox + 79, amb 7,75 < T
m n m-+n r T T+ +@rt+r
{_J_'_{_J%_[ Jz [fhx-i- 1J+ {(hl‘-i- 2J+ [lh 1+ Q2 2J _
T T x z T T

r T m+r ri+rT
Q1+{—1J+qz+[—2J+q1+Q2+{l 2J=2q1+2q2+[¥} ;
T z x T

2 z+ 2r o 2 2
[_@J + [Q_nJ _ [2(11“17—# ?1} n {2(},L+2uJ = 21 + 2q2 + {_EJ + [QJ
xZ T h H A T T
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Aixi doncs hem de provar que

Distingirem tres casos:
L. Siz>ry,re > %, llavors:

i.Siz>r < 5 > 1, llavors:

2] s 2 2]
T T A

iii. Si 7,7 < § llavors:

2-us[2) 2]
z T z

PROBLEMA** (IBERO 1996-1) Considerem r < 1 tal que per tot m,n € N tals
que n | m, |nr] | [mr]|. Provar que r és un enter positiu.

Solucié6:
D’acord amb la definici6 de funci6é part entera:

nr] <nr<|nr]+1

lmr] <mr < [mr] +1

Per tot m, n tals que n | m pero, podem escriure m = nk, k € N. Substituint m = nk en la
segona expressié i multiplicant la primera per k obtenim:

k(lnr]) < knr < k({nr] +1)
|nkr| < knr < |nkr] +1

PROBLEMA* (OMC 1995-6) Determinar el maxim comi divisor dels nombres:

BICONED
()= () )
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Solucié:
Utilitzant la identitat:



Notem que si

() (1) (1) -

A (1) -1 () (1) -
(7))

Si procedim ara de la mateixa manera repetidament arribem al final que:

() (1) -

Concloem doncs que el maxim comi divisor dels nombres de ’enunciat és 1.

Llavors:
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3.3 Congruéncies

3.3.1 Teoremes i conceptes
DEFINICIO. Congruéncies.

Siguin n > 1, a i b enters. Es diu que a = b mod 7, a és congruent amb b modul n, si i només
si en la divisi6 de a i b entre n s’obté el mateix residu, o el que és el mateix, n | (a — b).

PROPIETATS. Propietats de les congruéncies.

Siguin n,k > 1, a, b, ¢, enters, llavors:
-a=bmodn,c=dmodn=a+c=b+dmodn
-a=bmodn,c=dmodn = ac=bd modn
-a=bmodn = a* =b* modn

-ab=acmodn e b=cmod ——
ged(a,n)

TEOREMA. Teorema de Fermat?®

Sipia s6n respectivament un primer i un enter, amb ged(a, p) = 1, llavors a?~! = 1 mod p

TEOREMA. Teorema de Wilson

p és primer si i noméssi (p— 1)/ = —1 mod p

TEOREMA. Teorema d’Euler

Si ged(a,n) = 1, Navors a®™ = 1 mod n.

TEOREMA. Teorema xinés del residu.

Siguin my, mg, ... my, enters coprimers dos a dos, majors que 1, i siguin a, ag, ..., a; enters
arbitraris. Llavors el sistema de congruéncies

T = a; mod my
T = ag mod my

T = a mod my

té una tnica solucié modul mymy...my.

SEn teoria de nombres hi ha dos teoremes de Fermat molt importants. De I’exposat en aquesta seccio,
per a a un enter i p un primer coprimer amb a, aP~! = 1 mod p, n’existeix una variant que es denomina
petit teorema de Fermat que estableix que pels mateixos a i p anteriors, a? = a mod p. El segon teorema es
coneix com 1'Gltim teorema de Fermat, que va ser provat ’any 1995 pel matematic Andrew Wiles, i estableix
que la equacio diofantica z™ 4 y™ = 2™ no té solucions no trivials per als enters amb n > 3. Aquest altim és
un dels problemes que més maldecaps ha portat als matematics més brillants que van intentar resoldre’l.
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DEFINICIO. Ordre d’un enter.

Es diu que un enter g té ordre k modul n, ord,n = k, si i només si a* = 1 mod n i a més,
per tot k' tal que a* = 1 mod n, llavors k' > k. Clarament k | ¢(n)S.

DEFINICIO. Invers d’un enter modul n.

. s 1 .. .
Es diu que un enter b és l'invers de ¢ modul n, b = ~ mod n, si i només si ab = 1 mod n.
a

3.3.2 Problemes i exercicis
EXERCICI Resoldre les segiients congruéncies linials:

a. 2r =5mod 11
Resolucio:
2r=54+11=16mod 1l ==zxz=8mod 1l &z =11k + 8

b. 2007z = 2008 mod 2009
Resolucio:
2007z = —2z = 2008 mod 2009 = z = —1004 = 1005 mod 2009 < = = 2009k + 1005

c. 35z =21 mod 61
Resolucio:
57z =T73mod 6l = 5x=3=34+2-61 =125 mod 61 = z =25 mod 61 & z = 61k+25

d. 24z = 8 mod 64

Resolucié:
8:3x=8-1mod8-8=3z=1=14+8=9mod8 =z =3mod 8 =
=z = 3,11,19,27,35,43,51,59 mod 64 & = = 64k + 3,11, 19,27, 35,43, 51,59

EXERCICI Avaluar les segiients expressions:

a. 9919 mod 101
Resolucié:
99100 = g9101-1 = 1 od 101

b. 733" mod 17
Resolucié:
737 =537 =521645 =55 =952 . 5 =82.5=64-5=13-5 =65 = 14 mod 17

c. 1234432 ;mod 2592
Resolucié:
12344321 = 12344321 mod $(2592) = 19344321 mod 432 = 19341 = 1234 mod 2592

8Una aplicacié d’aquest resultat es troba en el problema de I’examen de la UPC que es troba al final
d’aquesta seccid
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EXERCICI Determinar el valor de "x"per tal que:

a.

z =7 mod 13
z =13 mod 19

Solucié:

Si z = 7mod 13, podem escriure: z = 13k + 7. Substituint a la segiient equacié: z =
13k + 7 = 13 mod 19. Simplificant: k¥ = 18 mod 19, és a dir, k = 19%’ + 18.

Finalment: = 13(19%" 4 18) + 7 = 13 - 19k’ + 241 = 247k’ + 241 = z = 241 mod 247.

b.
z =2mod 3
3z=4mod5
br=6mod?7
7r=8mod9
Solucié:

Procedirem de la mateixa manera que en I'exercici anterior:

r=2mod3 =z =23k+2
3z = 3(3k+2) = 9k+6 =4 mod 5 = k =2 mod 5 = k = 5k'+2 = z = 3(5k'+2)+2 = 15k’ +8
5 = 5(15k' +8) =75k’ +40 =6 mod 7= k' =3 mod 7 = k' = 7k" + 3 = = = 105k” + 53
7z = 7(105k"+53) = 735k"+371 = 8 mod 9 = k" = 1,4,7 mod 9 = z = 945k"'+158,473, 770
Finalment z = 158,473, 770 mod 945.

PROBLEMA (Cangur 2001, problema 30 - nivell 2) Determinar 'dltima xifra
del nombre 1999209 - 20002%01,

Solucié:
En aquesta classe de problemes, en que es demana buscar 1'altim digit d’un nombre és util
utilitzar congruéncies. Com que ens demanen l'altima xifra necessitem avaluar 1’expressié
modul 10:

19992090 = (—1)2%0 — 1 mod 10 ; 20002°* = 0 mod 10

Finalment, 1999200 4 2000209 = 1 mod 10, és a dir, I'altima xifra del nombre 199920
20002001 ¢g 1.

PROBLEMA (Cangur 2001, problema 17 - nivell 4) Determinar I’altima xifra
del nombre 1998'%% 4 1999%0% { 2000%0°".

Solucio6:
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En aquesta classe de problemes, en que es demana buscar I'altim digit d’un nombre és itil
utilitzar congruéncies. Com que ens demanen 1'dltima xifra necessitem avaluar ’expressio
modul 10:

19981999 = (_2)1999 = (_2)1999 mod ¢(10) = (___2)1999 mod 4 = (_2)3 = _8=2mod 10

19992000 = (—1)290 = 1 mod 10, ; 20002°°* = 0 mod 10

Finalment 1998!%%9 + 19992000 1 20002%°! = 2+ 1+ 0 = 3 mod 10, per tant, 'dltima xifra del
nombre 1998199 4 19992900 4 20002901 ¢s el 3.

PROBLEMA (Cangur 2001, problema 30 - nivell 4) Si sumem les xifres del
nombre 20012°! i després sumem les xifres del resultat, i aixi successivament,
arribara un punt en qué obtindrem un nombre d’una xifra. Determinar-ne el
valor.

Solucié:
Primer de tot provarem aquest util lema:

Lema: Per a qualsevol nombre natural n, si s(n) representa la suma dels digits
de n, llavors n = s(n) mod 9.

Demostraci6:

Posant n = a,10"+a,_110" 1 +...4+a,10+ag, llavors, n = ap10"+an_110" 1 +...4a1104ag =
a9+ 1"+ a, 19+ 1)+ ... +a1(9+ 1)+ ag = a, + an_1 + ... + a1 + ao = s(n) mod 9.

D’acord amb el lema provat, si n’ és el nombre d’una xifra obtingut sumant les xifres de
20012%! successivament, aquest complird que:

n' = 2001%°°! mod 9

Com que 20012001 = 32001 = 32001 mod §(9) = 32001 mod6 = 33 = () ;od 9, n/ = 0,9. Finalment,
n/ no pot valdre 0 per qué és la suma de nombres positius, per tant, n’ = 9.

PROBLEMA (Cangur 2004, problema 30 - nivell 2) Determinar ’altim digit
diferent de 0 del nombre 100!.

Solucié:

Per tal d’eliminar els 0’s al final que pugui tindre el nombre 100! I’hem de dividir per la
maxima poténcia de 10. En concret la maxima poténcia de 10 que divideix 100! és 24, pel
teorema de Polignac, perd aquesta informaci6 és innecessaria en el problema que ens ocupa,
senzillament, en el desenvolupament de 100! cal eliminar els factors 2 i 5 que contribueixen
a un factor 10, o el que és el mateix, que contribueixen a un 0 al final. El nombre que queda
és, modul 10:

100!
T =(1-3-4-6-7-8-9)9=(12.42-72)° =20 = (-2)=1024 =4 mod 10

Finalment, I'altim digit diferent de 0 en el nombre 100! és el 4.
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PROBLEMA?* Provar que 2222555 4 55552222 &5 divisible per 7
Solucié:
Per una banda tenim que:

22225555 = 35555 = 35555 mod 6 = 35 = 5 mod 7

D’altra banda:

55552222 = 42222 = 42222 mod 6 = 42 =9 mOd 7

Finalment:

22225585 4 55552222 — 9 | 5 =7 = () mod 7

PROBLEMA* (OSIM 1994-4) Sigui m i n nombres naturals tals que mn + 1 és
divisible entre 24. Provar que m + n és divisible per 24.

Solucié 1:

Tenim que mn = —1 mod 24. Per tant, m i n han de ser coprimers amb 24.

Si multipliquem la congruéncia per U'invers* de n, diguem-li n{, tenim que mnn; = m =
—n; mod 24 o el que és el mateix: m + n; = 0 mod 24. Sera doncs suficient provar que
n=mn.

Facilment un pot comprovar que els inversos de 1, 5, 11, 13, 17, 19 i 23, s6n respectivament,
1, 5,11, 13, 17, 19 i 23.

Solucié 2:

Es pot descomposar la congruéncia en modul 8 i en modul 3, ja que 24 = 8- 3.

Es facil comprovar que les parelles (m, n) tals que mn = —1 mod 8 sén (m,n) = (1,7), (3,5),
ambdues compleixen que m + n = 0 mod 8.

Les parelles (m, n) tals que mn = —1 mod 3 sén (m,n) = (1,2), que compleix que m +n =
0 mod 3.

Finalment doncs m +n = 0 mod 24

PROBLEMA* (AIME 1983-6) Quin és el residu que s’obté al dividir 6% + 883
entre 497

Solucié:

Per abordar aquest problema utilitzarem congruéncies. Quan volem calcular el residu potén-
cies els exponents de les quals s6n nombres elevats és util utilitzar el teorema d’Euler.
Primer de tot tenim que 6949 = 642 = 1 mod 49, que implica que (62)2 = 6%3.6 = 1 = —48
mod 49. Per tant, 6% = —8 mod 49. Analogament, tenim que 8°(*9 = 8% =1 mod 49,
que implica que (8%2)2 = 88 .8 =1 = —48 mod 49. Per tant, 823 = —6 mod 49.
Finalment, 6% + 8% = (—8) 4 (—6) = 35 mod 49. Aixi doncs, el residu que s’obté al dividir
683 + 83 entre 49 és 35.
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PROBLEMA* (OME 1987-3) Demostrar els binomis 25z + 31y i 3z + 7y s6n multi-
ples de 41 per als mateixos z i y, enters.

Solucié:

Es tracta que provem que si 41 divideix a 25z + 31y, llavors també divideix a 3z + 7y. 1
si 41 divideix a 3z + 7y llavors també divideix a 25z + 31y. Per veure aixd, suposem que
41 | 25z + 31y, en modul aixo és equivalent a:

25z = —31y mod 41

Sumant i restant 41z o 41y obtenim:

25z = —31y + 41y = 10y mod 41
Sz =2y =2y — 2- 41y = —80y mod 41
z = —16y mod 41

Com que ged(41, 3) = 1, podem multiplicar la congruéncia per 3:

3z = —48y = —7y mod 41 = 3z + 7y = 0 mod 41

Per tant, 41 | 3z + Ty, que és el que voliem provar. Per tal de provar el reciproc podem anar
retrocedint en les operacions utilitzades anteriorment partint de 1'altima congruéncia. Per
tant el problema queda provat.

PROBLEMA* (OBM 2003-1) Existeix algun conjunt de 4004 elements tal que
la suma de qualssevol 2003 elements d’aquest no sigui divisible entre 20037

Solucié:

La resposta és si. Considerem un conjunt d’enters format per 2002 enters congruents amb 0
modul 2003 i 2002 enters més congruents amb 1 modul 2003. Observem com efectivament
aquest conjunt compleix els requisits que se’ns demana.

PROBLEMA* (Titu Andreescu) Existeixen 19 nombres enters positius diferents
tal que sumin 1999 i la suma dels seus digits sigui igual? Justificar la resposta.

Soluci6:

La resposta és no. Ho provarem indirectament arribant a una contradicci6.

Primer de tot, tenim que si s és la suma digital dels 19 nombres de l’enunciat, llavors
s <149+ 94 9 =28. Utilitzant el lema provat al problema anterior es té:

19s =199 mod 9= s=1mod 9

Per tant, com que s < 28, els tinics valors possibles de s sén s = 10,19. Es facil comprovar
que la suma dels 19 minims nombres diferents tals que la seva suma és 19 és major que 1999,
per tant necessariament s = 10.

Notem ara que si m il sén dos d’aquests nombres, al tenir la mateixa suma de digits, no es
pot complir la desigualtat:
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10k < I,m < 10(k + 1)

Per algun enter k. Aixd ens permet acotar el valor del maxim dels 19 nombres, el qual li
direm n:

18- 19
1999>10—|—20+30—|—...+180+n:lO-ST+n=>n<289

Aixi doncs, els 19 nombres pertanyen al conjunt:

X = {19,28,37,46, ..., 172, 181, 190, 208..., 271, 280}

Notem perd que la suma dels 19 primers nombres, que és el valor minim de la suma, val
1990 = 1999 — 9. Per tant, si el que volem és incrementar el valor de la suma, el que farem
sera substituir un d’aquests sumands, diem-li a, per un nombre b pertanyent a X tal que
b > 190. D’aquesta manera, el valor de la suma s’incrementara en b — a unitats. En el nostre
cas el valor de I'increment ha de ser 9, perd d’altra banda, b — a > 208 — 190 = 18, per tant,
hem arribat a una contradiccié.

Finalment, no existeixen els 19 nombres de ’enunciat.

PROBLEMA¥* (Olimpiada Costa Rica 2006-5) Siguin n i p un enter positiu i un
nombre primer, respectivament. Provar que:

Primer de tot, és clar que si n < p, llavors:

(=[5 om

Suposem doncs, que n > p, escrivim n = pg+ 7 amb ¢ = |n/p] i 0 <7 < p, llavors:

<n) _ nn—1)...(n—p+1) _ (pg+r)pg+7r—1)...(pg+ Vpg(pg — 1)...(pg+r—p+1)
p p! p!

_ (pg+r)pg+r—1).(pg+1)(pg—1)..(pg+7—p+1) _ r(r—1)..1(p—1)..(r+1)
=q =q
(p—1)! (p— 1!

- =q= {EJ mod p
: Yy



PROBLEMA* (OBrM 1993-1) Determinar un nombre n de sis xifres tal que és
un quadrat perfecte i a més, el nombre format per les tres tltimes xifres de n és
major en una unitat que el nombre format per les tres primeres xifres.

Soluci6:
Sigui z el nombre format per les tres primeres xifres de n, segons I’enunciat podem plantejar
la segiient equacio:

1000z + z + 1 = p* = 1001z = (p — 1)(p + 1)

On p és un enter positiu. Com que 1001 = 7-11-13, hem d’imposar que 7, 13 i 11 divideixin
obép+1lobép—1.
D’acord amb aixd podem plantejar diversos sistemes, per exemple:

p =1 mod 143
p=—1mod7

Resolent el sistema obtenim que p = 572 mod 1001. Finalment podem comrpovar que p =
572 compleix I'equacié plantejada, aixi deduim que un dels nombres buscats és 5732 =
328329.

PROBLEMA#* (IBERO 1992-4) Determinar un nombre de 5 digits no nuls i
diferents tal que sigui igual a la suma de tots els nombres de tres xifres que es
poden formar amb els seus digits.

Solucié:
Sigui N = 10000a+1000b+100c+10d+e un nombre que satisfaci les propietats de I’enunciat.
Segons el que se’ns diu a l'enunciat és facil plantejar la segiient equacié:

N = 10000a+ 10006+ 100c+10d+e = 111-12- (a+b+c+d+e) =9:37-4-(a+b+c+d+e)

Observem que el membre de la dreta és divisible per 9, per tant, NV també ho és. Aixd implica
que la suma de les xifres de NV també és divisible per 9, cosa que vol dir que el membre de
la dreta és divisible per 81, és a dir:

N=9.37-4-(a+b+c+d+e)=9-37-4-9-k = 11988k

Amb k un enter. Ara, com que a+b+c+d+e<45=9-5, és facil veure que 1 < k <5,
aixi que els possibles valors de N so6n:

59940, 47952, 35964, 23976, 11988

Finalment, com que la suma de les xifres de tots aquests nombres és 27, el valor de N només
pot ser un: N = 111-12-27 = 35964. Concloem que I'inic nombre que satisfa les condicions
de 'enunciat és N = 35964.
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PROBLEMA?* (OME 2004-4) Determinar si existeix alguna poténcia de 2 tal que
al escriure-la en el sistema decimal tingui tots els seus digits diferents de 0 i sigui
possible reordenar-los per formar amb ells una altra poténcia de 2. Justificar la
resposta.

Soluci6:

La resposta és no.

Suposem que existissin dos poténcies, 2" i 2™ , amb n < m, que compleixin 1’enunciat.

Per una banda, tant 2" com 2™ tenen el mateix nombre de digits, per tant, posant m = n+k,
necessariament k < 3.

D’altra banda, se’ns diu que una poténcia es pot obtindre de I’altra mitjancant un reorde-
nament de les seves xifres, per tant 2" = 2™ = 2" - 2 mod 9, és a dir, 2 = 1 mod 9. Perd
2! =2mod 9, 22 =4mod 9i 2° = 8 mod 9. Hem arribat a una contradiccié.

Finalment, no existeix cap poténcia que compleixi ’enunciat.

PROBLEMA* (BMO 1994-4) Quants quadrats perfectes hi ha modul 27?7

Solucié:
Provarem que la resposta és 2"~2 per a n > 2. El truc d’aquest problema és observar que
peras <27 L

(2" £4)? = (2" £ 4)? mod 2"
Ja que en virtut del binomi de Newton, (27! +)? = 2272 4+ 27 + i? = i2 mod 2™
Ara, si i i j son enters diferents, llavors els nombres (271 4 i) i (2" = 5)? s6n diferents si
i només si 2771 44 # 2" — j 0 277! — i = j, en ambdés casos, 2”71 = i + j. Aixi doncs, hi
ha exactament 2"~2 — 1 parelles de nombres (i, j) tals que i + j = 2"~! a part de la parella
(272,2"2). Per tant en total hi ha exactament 272 quadrats perfectes diferents modul 2".

PROBLEMA#* (BMO 2006-2) Provar que existeixen infinites parelles de nombres
enters positius (m,n) tals que el nombre

n+l m+1
_|_
m n
és un enter positiu.
Solucié:
Posem que f(m,n) = 2L 4 "‘T“ Comencem observant que f(1,2) = 22 4+ H1 — 4 és un

enter positiu. El que farem ara, és provar que a partir d’una parella (mg, ng) tal que f(mo, ng)
és un enter positiu, n’obtenim una altra (m’,n'), amb m’ +n' > mg + ng tal que f(m’,n')
també és un enter positiu. D’aquesta manera, haurem provat 'enunciat per inducci6.
Posem que f(mg,no) = ﬂﬁi:éﬂtxﬂ = k amb k un enter positiu. Suposem que mg < ng i
fixem k. Considerarem Pexpressié m2+mg(1—kng)+n+ne = 0 com una equacié quadratica
en my. Escrivint les relacions de Cardano obtenim, si m’ és la segona soluci’o de ’equacié6:

mo+m' =kng—1

mom’ = ng(ng + 1)
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Observem que com que mg < ng, m' > ng, perqué sind, n2 + ng = mem’ < n2, que és una
contradiccié. Per tant, hem obtingut una nova parella (m/,ng) tal ue f(m’,no) és un enter
positiu i a més m’ + ny > 2ng > ng + m. Aixo completa la nostra demostracio.

PROBLEMA** (BALKAN 1999-2) Sigui p > 2 un primer tal que 3 | (p—2). Sigui
S={y"-2’-1llz,y € Z;0<z,y,<p-1}

provar que com a molt S té p elements divisibles per p.

Solucié:

L’enunciat equival a provar que fixat un y, només pot existir com a molt un sol valor de z
tal que y?2 = 23 + 1 mod p. Per veure aixd abans provem el segiient lema:

Lema: Siguin x iy enters positius, k un natural positiv coprimer amb p — 1, on p és un
primer. Si ¥ = y* mod p llavors z = y mod p.

Demostracio:

Sikip—1s6n coprimers, d’acord amb el teorema de Bezout, existiran enters a i b tals que
ka+b(p—1) = 1. Per tant, elevant a a z* = y* mod pia b la congruéncia P~ = 4! mod p
(aixd ho podem fer ni que o a o b sigui negatiu si considerem les congruéncies exteses als
nombres racionals ja que p primer) i multiplicant-les obtenim:

= mka+b(p—1) — ,,katb(p—1) —

x Y =y mod p

Retornant ara al problema anterior. Suposem que donat un y existeixen dos z; i x5 tals que
Ty # 22 1y? =23+ 1= 23 + 1 mod p. Llavors tendriem que z? = z3 mod p. Perd d’acord
amb el lema provat anteriorment. Com que p— 1 = 3m + 1 i 3 sén coprimers, concloem que
necessariament, r; = z,.

Finalment, com que la y només pot prendre exactament p valors, concloem que existeixen
com a molt p elements en S divisibles per p.

PROBLEMA* (Polonia 2001) Siguin a i b enters positius tals que per tot enter no
negatiu n, el nombre 2"q + b és un quadrat perfecte. Provar que necessariament
a=0.

Soluci6:
Sigui 22 = 2"a + b. Suposem el contrari, és a dir, suposem que a # 0, llavors z; <
Ty < ... < Tn < .... Clarament, tindrem que (2z,)? = 2"*%q + 4b = 22, + 3b. Per tant

(2z,)% — 225 = (224 — Tny2)(2Ty + Tnyo) = 3b. Ara, si b > 0 1'equacié anterior té un nombre
finit de solucions, que contradiu que z; < 3 < ... < Zp < .... Si b= 0, llavors 22, /z,% = 2,
que és impossible. Per tant, concloem que necessariament, a = 0.

PROBLEMA** (BMO 2006-6) Sigui n un enter positiu tal que el nombre 2 +
2v/28n2? + 1 és un enter. Provar que llavors 2 + 2v/28n2 + 1 és un quadrat perfecte.

Solucié:
Provarem un resultat més general:
Sigui n un enter positiv ¢ p = —1 mod 4 un primer tals que el nombre 2 + 21/4pn? + 1 és

un enter, llavors 2 + 2v/4pn? + 1 és un quadrat.
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Demostracid:

Per tal que el nombre 2 + 2y/4pn? + 1 sigui un enter, necessitem que el nombre 4pn? + 1
sigui un quadrat. Aix0 implica que ha d’existir un nombre enter diguem-li m, tal que
4pn® + 1 = m?, o el que és el mateix, 4pn? = (m — 1)(m + 1). Notem que el maxim comu
divisor de m —1im+ 1 és 2. A meés, p divideix o bé a m — 1 o bé a m + 1, d’aqui doncs
podem plantejar dos sistemes:

m— 1= 2pu?
m+ 1= 2v?
Uy =n
m— 1 = 2u?
m+ 1= 2p?
UY =n

Ara bé, si es dona el segon sistema, tindriem que 4pn® = (m — 1)(m+1) = 2(pv? — 1)2(pv?),
equivalentment, n? = (pv? — 1)v?, pero llavors:

2
(2) =p?—1=—-1modp
v
Aixo implica que —1 és un residu quadratic modul p 7, cosa que contradiu el criteri d’Euler,
(‘?1) = (—1)"5*1 = (—I)Lz_2 = —1mod p. Per tant, hem d’agafar com a bo el primer
sistema.

Tenim doncs que m = pu® +v? que combinant-ho amb 2v? = 2pu? + 2 obtenim, m = 2v2 —1.
Finalment és facil veure com efectivament 2 4 21/4pn? + 2 és un quadrat perfecte:

2+2v/4pn2 + 1 = 2+ 2Vm2 = 2(1 + 20 — 1) = 40? = (2v)?

( 10pt Retornant al problema original, tenint en compte el que acabem de provar només
cal-posar p =T = —1 mod 4 per obtenir el resultat que ens demanen provar a I’enunciat.

PROBLEMA** (Examen UPC 1r de carrera). Demostrar que un quadrat per-
fecte no pot ser mai un nombre de Carmichael®.

Solucié6:

Provarem un resultat més general. Provarem que si n té algun factor repetit, llavors n no
pot ser un nombre de Carmiachel.

Procedirem per reduccié a ’absurd. Suposem que n té almenys un factor repetit, i que, per
tot enter a coprimer amb n:

n—1 —

a 1 modn

Notem que per tot a coprimer amb n, ord,a | n — 1. Aix0 ens suggereix considerar la funcié
Lambda Carmichael la qual ens dona de valor el minim enter A(n), tal que per tot a coprimer
amb n:

"Per aprendre coses sobre congruéncies quadratiques es recomana veure [8]
8Es diu que n és un nombre de Carmichael, amb n un nombres compost, si i només si per tot a coprimer
amb n, es compleix la congruéncia "1 = 1 mod n
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a*™ =1 modn

En concret, A(n) val:

é(n) peran =2,4,p* on p > 3 és un primer
A(n) =  2%-2 peran=2%onk >3
lem(A PP, .., A(pg*))  per an =[], p™ on p; son primers diferents

D’aqui se’'n desprén que per algun enter b, ord,b = A(n). Per tant, necessariament A(n) |

n— 1.
Escollim ara un factor de n, p;, tal que o; > 1. Tenim que:

P2 | M) = Lem(A(p5), .o A(pES)) = lem((p52 ™ (py = 1)), o P2 (pr — 1)

Utilitzant el suposit fet anteriorment de que A(n) | n — 1 arribem a que:

. T ]
plqﬁ—l |n_1: <?i)p?1 -1

Pero aixo és una contradiccio perqué o; > 1.
Concloem doncs que n no pot tindre cap factor repetit.

PROBLEMA** (Mathematical Reflections) Siguin p i ¢ primers imparells. Provar
que per qualsevol enter imparell d > 0 existeix un enter r tal que el numerador
del nombre racional:

p—1

Z [n = r mod g
nd

=1

3

és divisible per p, on [Q] és 0 1 o 0, depenent de si la proposici6 @ és vertadera
o falsa, respectivament.

Solucié:

Sigui N = 277; In=rigedd

Primer de tot, notem que en el cas p < ¢, prenent un r tal que p — 1 < r < g, llavors
[ = r mod ¢| és 0 per tot 1 < ¢ < p—11ipertant també N és 0, divisible per p.

Queda doncs provar el cas ¢ < p. Provarem que prenent r = ’%1, N = 0 mod p:

Comencem observant que per a un enter a i un enter imparell d > 0, el numerador del nombre
racional, a=? + (p — a)~¢ és un nombre divisible per p. En efecte:

_ _ 1 1 (p —a)®+ a°
d — d = — —
e+ p-a) a? + (p—a) at(p — a)?
(e (et ) v
N a(p — a)?

=0modp
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D’altra banda, si per a un enter positiu a < p— 1, es compleix que ¢ = r = (p+4q)/2 mod g,

llavors també es compleix que p—a=p—(p+q)/2=(p—q)/2= (p+q)/2 =r mod q.
Finalment doncs:

p—1
[n=rmodgq] 1 _ d _
N:Z___nd =5 Z ad—i-(p—a)d:Omodp
n=1 a<p—1,a=(p+q)/2 mod ¢
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Capitol 4

(zeometria

4.1 El triangle

4.1.1 Teoremes i conceptes
Definicié i propietats:

Considerem tres punts A, B, C, no col-linials. La figura resultant de la unié d’aquests tres
punts mitjancants segments, s’anomena triangle. Les propietats principals dels triangles sén
dos:

- La suma dels tres angles interiors és 180 graus':

LCAB+ ZABC + LBAC =LA+ /B + ZC =180

- La suma de dos costats qualssevol és major que el tercer costat (desigualtat triangular):

AB+BC>CA;BC+CA>AB; AB+CA> BC

Classificaci6 dels triangles.

Segons els costats:
- Triangle equilater: tres costats iguals.
- Triangle isosceles: dos costats iguals.
- Triangle escalé: cap costat igual.
Segons els angles:
- Triangle acutangle: tres angles aguts.
- Triangle rectangle: un angle recte.
- Triangle obtusangle: un angle obtus.

1Per evitar confusions, d’aqui en endavant es tractaran els angles en graus.
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Els punts notables d’un triangle i les propietats vinculades a aquests:
Ortocentre:

Punt on tallen les altures d’un triangle (les perpendiculars baixades dels tres vértexs als
costats del triangle) (veure figura 4.1). Per convenéncia el nombrarem H.

Propietats:
- El triangle format pels peus de les altures s’anomena el triangle ortic.
- L’ortocentre d’un triangle acutangle? és 'incentre del seu triangle ortic.

- Si A;, By, C sén els peus de les altures del triangle ABC baixades als costats BC, CA
i AB, respectivament, i Ay, By, C5 els punts de tall de les altures amb el circumcentre del
triangle ABC, diferents de A, B i C, lavors HA; = AAy, HB, = BBy i HC; = C,C,.

B
o e %\_x“‘a A

=

Figura 4.1: Ortocentre d’un triangle

Baricentre:

Punt d’interseccio de les mitjanes, els segments que uneixen cada un dels vértexs d’un triangle
amb el punt mig del costat oposat (veure figura 4.2). Per conveniéncia el nombrarem G.
Propietats:
- 8i A, By i Cy s6n els punts mitjos dels costats BC, AC i AB, respectivament, llavors
AGGAlzBGGBl=CGG'Cl=21
-Utilitzant la notacié anterior, el segments A, By, B;C; i C1A; son paral-lels als segments
AB, BC'i CA, respectivament, i en concret, A1 By = 1AB, B|C; = :BC i C14, = 1CA.
-Les superficies dels triangles AAB,C,, AA1BCy, NA;B,C i ANA;B;C; sé6n cada una
d’elles igual a un quart de la superficie total del triangle ABC.

2(al prestar especial antenci6 a que si el triangle és obtusangle, ortocentre es troba fora del triangle.
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Figura 4.2: Baricentre d’un triangle

Circumcentre:

Punt d’intereseccié de les mediatrius, recta perpendicular a un segment i que passa pel punt
mig d’aquest, dels segments AB, BC' i AC del triangle ABC. Per conveniéncia el denotarem
amb O.

Propietats:
-Es el centre de la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.

-Equidista dels tres vértexs del triangle.

Incentre:

Punt d’interseccié de les bisectrius interiors, segments que divideixen en dos parts iguals un
angle determinat, dels angles ZA, ZB i ZC del triangle ABC'. Per conveniéncia el denotarem
amb I.

Propietats:

- Es el centre de la circumferéncia inscrita.
- Equidista dels costat AB, BC i CA.

- Queda a l'interior del triangle ABC.

Excentres:

Considerem un triangle ABC, el punt d’interseccié de dos bisectrius exteriors amb la bisectriu
interior de I'angle restant, es denomina excentre. Els designem I, I, i I, (veure figura 4.3).
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Figura 4.3: Circumferéncies exinscrites.

Punt de Gergonne

Si M, N i P son els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita d’un triangle amb els
costats BC, CA i AB, respectivament, llavors, el punt de Gergonne es defineix com el punt
I'inic punt d’interseccié de les rectes AM, BN i CP.

Propietats:

- El triangle M N P s’anomena triangle de Gergonne.

- L’incentre del triangle ABC és el circumcentre del triangle de Gergonne.

Rectes associades a un triangle i les seves propietats:

Recta d’Euler
El baricentre, G, el circumcentre O, l'ortocentre H i el centre de la circumferéncia dels nou
punts, M, estan alineats, en concret, estan continguts en la recta d’Euler (veure figura 4.4).
Propietats:
-HG = 2G0O
-OM=MH

Recta de Simson. Teorema

Sigui un punt P qualsevol en el pla. A;, B; i C} sén els peus de les perpendiculars des de P
baixades a BC, CAi AB, respectivament. Els punts A;, B; i C, es troben en una linia, recta
de Simson (veure figura 5.4), si i solament si P es troba en la circumferéncia circumscrita
del triangle ABC.
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Figura 4.4: Recta d’Euler i recta de Simson.

Circumferéncies associades a un triangle i les seves propietats.

Circumferéncia circumscrita

Passa pels tres vértexs del triangle

Circumferéncia inscrita

Tangent interiorment als tres costats del triangle.

Circumferéncies excrites

Circumferéncies tangents a un costat i a la prolongacié dels altres dos.
Circumferéncia dels nou punts

Considerem un triangle ABC, 'ortocentre del qual és H. Siguin A;, B, C; els peus de
les perpendiculars baixades des de A, B i C als seus costats oposats, Az, Bz, C2 els punts
mitjos dels costats BC, CA, AB i As, B3 i C; els punts mitjos dels segments AH, BH i
CH, llavors, aquests es troben en una circumferéncia, la circmferéncia dels nou punts del
triangle ABC.
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Figura 4.5: La circumferéncia dels nou punts.

Propietats

- Teorema de Feuerbach. La circumferéncia dels nou punts és tangent a la circumferéncia
inscrita i a les tres excrites al triangle ABC.

- El radi de la circumferéncia dels nou punts és la meitat de la circumferéncia circumscrita.

- Qualsevol linia que uneix el centre de la circumferéncia dels nou punts amb un punt
qualsevol de la circumferéncia circumscrita queda dividida en dos parts iguals per la circm-
feréncia dels nou punts.

Teoremes i férmules importants en un triangle.

Teorema de la bisectriu:
Si L, és el punt d’'interseccié d’una bisectriu interior de ’angle ZA amb el costat oposat,

llavors :
BL, BA

L,C AC

Teorema de Ceva:

Definim una ceviana, com el segment tragat des d’un vértex qualsevol d’un triangle al costat
oposat.

El teorema de Ceva ens diu que la condicié necessaria i suficient per tal que tres cevianes
AA,, BB;, CCj siguin concurrents en un punt, és:

AC, BA, OB

. =1
CiB AC BA

Teorema de Menelao:
Considerem els punts A;, B; i C; en els costats BC, CA i AB o en les seves prolongacions,
respectivament. La condicié necessaria i suficient per tal que els punts A;, B; i C} estiguin
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alineats és:
AC, BA, CB _1

CiB A, C BA

Teorema d’Stewart:

Considerem un punt P qualsevol al costat BC' d’un triangle ABC. El teorema d’Stewart
ens permet calcular la longitud la ceviana AP, per a qualsevol posicié de P coneixent les
longituds BP i C'P llavors es pot trobar la longitud de la ceviana AP aplicant aquesta
férmula:

BC(AP?*+ BP- PC) = AB%*. PC + AC*?. PB

Teorema d’Euler
Si en un triangle ABC, la circumferéncia circumscrita, de centre O, i la inscrita, de centre
I, tenen R i r de radis respectius, llavors:

OI’ = R* —2Rr

Superficie d’un triangle

Sigui un triangle ABC, a, b, c les longituds dels costats BC, C A, AB, s, el semiperimetre
_at+b+ec
2

[ABC] és la superficie del triangle ABC:

S y R, 17y, ry 17, el circumradi, 'inradi i els exradis, respectivament. Si

[ABC] = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢) , (férmula d’Heron)

abce
ABC)l =sr= —
[ | =sr 4R

[ABC) =ro(s —a) =rp(s — b) = re(s — ¢)

Trigonometria al triangle.

En aquesta secci6 considerarem un triangle ABC les longituds dels costats del qual sén a, b
ic L'inradi d’ABC serd r i el circumradi R.
Teorema del sinus:

a b c

sinZA - sin/ZB - sin ZC =2k

Teorema del cosinus:

a? =b%+c® + 2bccos LA

Férmules superficie:
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1 1 1
[ABC] = ébcsinéA = §casin 4B = EabsinéC’

[ABC] = 2R?sin ZAsin Z/Bsin ZC
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4.1.2 Problemes

PROBLEMA* (OBrM 1999-2) Considerem una circumferéncia qualsevol de diame-
tre AB i un punt fix pertanyent al segment AB. Escollim un punt qualsevol P
de la circumferéncia diferent d’A i B. Provar que per a qualsevol posicié de P el
valor de

tan ZAPX

tan /ZPAX
no depén de la posicié de P.
Solucié:
Considerem X’ la projecci6 de X en AP. Tenim que ZAX'X = ZAPB = 90, per tant
XX'|| PB. Per tant:

tan ZAPX %5 AX'  AX

tan/PAX XX~ X'P~ XB

Veiem doncs, com no depén de la posicié de P, sind de la posicié de X.

PROBLEMA* (OBrM 1999-2) Un hexagon ABCDEF és circumscrit a una cir-
cumferéncia S. Els costats AB, CD i EF sén tangents a S en els seus punts
mitjos, respectivament, P, Q i R. Si X, Y i Z son els punts de contacte de BC,
DE i FA amb S, provar que les rectes PX, QY i RZ so6n concurrents.

Solucié:

Primer de tot, notem que al ser P el punt mig de AB i al ser les rectes ZA, AB i BX
tangents a S, ZA = AP = PB = BX. Analogament es té que XC = CQ = QD = DY i
YE =FR= RF = FZ. Per tant també tindrem doncs:

ZP=PX ; XQ=QY ;YR=RZ

De I'dltima relaci6 obtinguda doncs, ZXYP = /ZPYZ, LQZX = /ZYQZ, /ZYRX =
ZRXZ. D’aqui se’n desprén doncs que les rectes PY, RX i QZ sén concorrents, en concret,
concorren a l'incentre del triangle XY Z.

PROBLEMA#* (OBrM 2002-2) Sigui S la circumferéncia circumscrita al triangle
ABC amb AC > AB. La perpendicular des d’A a BC talla S per segon cop en P.
X és un punt arbitrari pres en el segment AC. Provar que BX = CX si i només
si PQ és el diametre de S.

Solucié:
Una condici6 la qual és necessaria i suficient, sempre s’ha de provar en els dos sentits.

Per una banda, si BX = CX llavors /XCB = ZXBC, per tant,
LQAP = LQAC + LCAP = LQBC + (90 — LACB) = £ZXCB+ (90 — ZXBX) = 90
Deduim doncs que PQ) és el didmetre de S.
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D’altra banda, si PQ és el diametre de S, llavors QAP = 90, per tant:

LXBC = /ZQBC = LQAC =90 — LCAP =90 — (90 — ACB)ZACB = /XCB

Deduim doncs que XB = XC.

PROBLEMA* (Oleh Faynshteyn) Siguin I,, [, [. les longituds de les bisectrius
interiors d’un triangle. Provar la segiient identitat

sin “-;—'j sin ﬁ—;’ﬂ sin 15~
+
J(: zu I‘b

on «, 3, v sén els angles del triangle.
Soluci6:
Primer de tot notem que:

gin 2 ; p = sin <180 — ({92+ 7) = H) = cos (ﬂ + %)

Sigui D el punt d’interseccié de la bisectriu interna baixada de 'angle ZC al costat AB,
aplicant el teorema del cosinus al triangle CAD i simplificant obtenim:

=0

cos(f+3) AD*+12-* _

b2 = AD? 4 12— 2AD -1, cos <ﬁ+%) N

le 9AD - 12
bie? (a+b !2—c2
@y~ W 8 (b—a)(a+b)
N be 2 N 2abc
2.8 (1 - _*(m)z)

Finalment substituint a ’expressio els diferents valors obtinguts obtenim:

sin 228 N sin 2 +sinj§5 _(b—a)(a+Db)  (c=b)(c+b)  (a—c)atc)
l. l, L, 2abce 2abc 2abe N
-2+ -0 +a%—c2

—_— — 0
2abc

PROBLEMA** IBERO (2000-1) En un triangle ABC siguin D i E els peus de
les perpendiculars a la bisectriu interior de ’angle /A baixades des de B i C
respectivament. Sigui K el punt d’interseccié de la bisectriu interior de I’angle
ZA amb el costat BC. Si M és el peu de la perpendicular baixada de K a AC,
provar que /DMK = /KME.

Solucié:
Observem que si ZDMK = ZKME, llavors M K és la bisectriu interior de ’angle /M DE.
Per tant, tenint en compte el teorema de la bisectriu, sera suficient provar que £X = £M

Tenim que els triangle CEK i DBE s6n semblants, per tant:
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EK _CE _AC
KD EB AB

D’altra banda, alicant el teorema del cosinus als triangles MAD i M AE i aplicant les sub-
stitucions trigonométriques convenients:

EM? MA? + AE? -2 MA - AE cos 44 2
MD? MA2 4+ AD?2—-2-MA - ADcos

AK cos £4)2 ACcos 42— 2. AK - AC cos® 4
— ‘z e
AK cos £4)2 + AB cos48)2 — 2. AB - AK - cos3 /f‘
2

AK? + AC? —2- AK - AC cos 44 _ CK?
T AK®+ AB?—2-AB - AK - cos 24 éf‘ ~ KB?

EM _EK _ CK _ CA

Aixi doncs, concloem que 5 = 25 = & = ££.

PROBLEMA* (Olimpiada Cono Sur 2006-1) Sigui ABCD un quadrilater convex.
Designem amb E i F els punts mitjos de AD i BC. Les rectes BD i CE s’inter-
secten en O i les rectes BO i AO intersecten a BC en M i N, respectivament.
Provar que CN = NM = MD si i només si ABCD és un paral-lelogram.

Solucié:

Comencem provant que si ABCD és un paral-lelogram llavors CN = NM = MD. Sigui P
1 @ els punts d’interseccié de F'D i CE amb F'E, respectivament. Tenim que NM = PQ =
AB/3icom que PF = QFE = CN = MD, concloem que CN = NM = MD.

Queda provar que si CN = NM = M D llavors ABC'D és un paral-lelogram. En efecte, per
Tales, FN || BM, per tant ZOFN = ZFOB = ZMOD, per tant FN || OM i d’aqui que
per Tales altra vegada, FO/OD = NM/MD = 1. Analogament obtenim que CO/OFE = 1,
cosa que implica que els triangles ODE i OFC son semblants, en concret, Z/CFO = ZODE,
d’on se’n segueix que FFCDE és un paral-lelogram. Finalment, també per Tales, ABCD és
un paral-lelogram.

91



PROBLEMA#** (IMO 1985-1) Una circumferéncia amb centre al costat AB del
quadrilater conciclic ABCD és tangent als costats altres costats del quadrilater.

Provar que AD + BC = AB.

Figura 4.6: IMO 1985-1

Solucié:
Siguin M, N i P els punts de tangéncia de la circumferéncia amb els costats AD, DC i

BC, respectivament i O el centre de la circumferéncia tangents als costats. Notem que

AMOD = ADON i ANOC = ACOP.
Posem /ZMOA =« i LPOB = (3, lavors com el quadrilater ABC D és conciclic:

AMOD:#m-AMDO:4M—ZifC=90—§g:§é§€=00—w0_f0_ﬁkzﬁ—§

ACOP=45—%
D’aquesta manera, la igualtat a provar de ’enunciat queda:
AD + BC = (AM + MD)+ (CP + PB) =

= (MO-tana+MO-ta,n(45— §)> + (OP-tan,B+PO-(tan45 - g—)) =

: 2tan g 2 tang 1-— tan% 1 —tan %i _ 1 + tan® % 1+ tan? g
2

2
-+ + +
?§  1—tan? % l+tan$g  1+tand 1—tan*§ 1 — tan?

1 — tan
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B
AB=AO+OB=O +AO —R( = + 1)

cosa  cosf cosa cosf

On R és el radi de la circumferéncia tangent als tres costats. Finalment la igualtat es
produeix pel fet que:

2 cosfB  1— tan?

1 _1+ta112% 1 _1+tan2
cosa_l—tan%

(ML L]y

PROBLEMA#* (OBrM 2003-2) Considerem un rectangle ABCD. P és el punt
mig del segment AB i ) és el peu de la perpendicular de C a PD. Provar que el
triangle BQC és isdsceles.

Solucié:
Al ser @ el peu de la perpendicular de C'a PD, ZCQP = £ZPBC = 90, per tant el quadrilater
BPQC és conciclic. Aplicant-hi el teorema de Ptolomeu:

BQ-PC =BP-QC+ BC-PQ (%)

A més a més, pero, els triangles PAD i QCD sén semblants, d’aqui que

CQ AD BC BC-CD
cb - pPp_pc > %Y= B
QD AB _ AB _AB-CD
cD ~3pp ~2pc ~ 9P = T5pc
Substituint els valors obtinguts en (*):
BP-BC-CD AB-CD
BQ-PC——PC—+(PD—W)-BC_
B AB-BC’-CD+2PC2-BC—AB-CD-BC_
B 2PC 2PC N
__2PC*-BC

5PC = PC-BC = BQ = BC

Com que BQ = BC, concloem que el triangle BQC' és isosceles.

PROBLEMA** (IMO Shorlist 1998-5) Sigui ABC un triangle qualsevol. D és el
punt simétric de A respecte BC, E el simétric de B respecte AC i F el simétric
de C respecte AB. Si O i H sén respectivament el circumcentre i I’ortocentre del
triangle ABC, llavors D, E i F son col-lineals si i només si OH = 2R, on R és el
circumradi.

Solucié:

Elfet que HD L. BC, HE1 AC i HF 1. AB ens suggereix que la condici6 de col-linealiatat dels
punts D, E i F vindra requerida pel fet que H pertanyi a la circumferéncia circumscrita al
triangle delimitat per les paral-leles a BC, CAi AB per D, E i F, respectivament. Per aixo
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necessitem saber com és exactament aquest triangle, diem-l1i A’B'C’,amb B’C’ la paral-lela
a BC per D, C' A’ la paral-lela a CA per E i A’B’ la paral-lela a AB per F.

Siguin M i N els punts d’intersecci6 de la recta BC amb B’A’ i C'A’, respectivament. Per
Tales se’n segueix que BM = CN = BC, d’on deduim que A'B'C’ és el triangle homotécic
de centre G i rad6 4 del triangle ABC, on G és el baricentre del triangle ABC.

Ara és facil veure que per una banda, imposant que H pertanyi a la circumferéncia circum-
scrita del triangle A’B’C’, O'H = 4R, i d’altra banda, com que O’ és ’homotécic de O,
OH'=0'G+GH =4GO+ GH =3G0O + OH =20H.

Finalment, la condici6 necessaria i suficient per tal que D, E i F' siguin col-lineals és que
OH = 2R.

PROBLEMA* (OBrM 1995-4) Considerem el triangle ABC, rectangle en C. La
bisectriu interior de I’angle ZA intersecta el costat BC en el punt D i la bisectriu
interior de ’angle /B intersecta el costat CA en el punt E. M i N sén els peus
de les perpendiculars baixades de D i E a AB, respectivament. Determinar el
valor de ’angle Z/ZMCN.

Solucié:
Notem que els quadrilaters DM AC i ENBC son conciclics, al ser /C = ZAMD =
/ZBNC = 90. D’aqui que

LA
/NCE = /NBE = /ABE = % | LDCM = ZDAM = ZDAB = ==
Finalment:
B
ZMCN = £C — (LBCM + ZNCA) = £C — (L;“‘—) =90 — 92—0 = 45

PROBLEMA** (IBERO 1997-5) Considerem un triangle ABC. Siguin Ei F els
peus de les altures de B i C a CA i BA, respectivament, i H 'ortocentre del
triangle. O és el punt d’intersecci6 de les rectes simétriques de BE i C'F respecte
les bisectriu interiors dels angles B i C, respectivament. Les rectes AE i AO
intersecten una altra vegada la circumferéncia circumscrita al triangle ABC en
els punts M i N, respectivament. Definim P com el punt d’interseccié de NH amb
BC, R com el punt d’intersecci6é de les rectes OM i BC, i S el punt d’interseccié
de OP amb HR. Provar que el quadrilater OAH S és una paral-lelogram.

Solucié:

La primera observaci6 que cal fer és que O és el circumcentre del triangle ABC, pel fet que
ZAOC = 180 — LOAC — LOCA = 180 — (90 — £B) — (90 — £B) = 2/B i analogament
ZCOB = 2/A.

Ara és facil veure per Tales que P és un punt en BC tal que 20P = AH i per tant P és el
punt mig del segment BC, d’on se’n deriva que les rectes OS i AH sén paral-leles.

Queda veure que OA || HS, o equivalentment OA || HR. En efecte, ZHBC = LCAM =
ZCBM, per tant EM = HEF cosa que implica que /ZRHM = ZHMO = ZAMO = LOAH.
Queda doncs demostrat que OA || HR, per tant OSH A és un paral-lelogram.
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PROBLEMA#* (OBrM 2005-2) Sigui ABC un triangle tal que ZA = 120. Tracem
les bisectrius interiors dels angles A, B, C, aquestes intersecten els costats BC,
CA i AB respectivament en D, E i F. Provar que la circumferéncia de diametre
EF passa per D.

Soluci6:
Fiquem AFE = z, AF = y i AD = [. Si la circumferéncia de diametre EF' passa per D,
llavors ZEDF = 90 i per tant per pitagores:

ED?+ DF? = EF?
Escriurem la tltima igualtat en funcié de z, y i I i en derivarem una expressié equivalent.
Apliquem el teorema del cosinus als triangles AED, AFD i AEF tenint en compte que
LEAD = ZFAD = 60:

ED? = 2%+ 1% — zl

DFY =y 4+ 1?-1ly

EF? = 2% +4* + oy

Sumant aquestes dues identitats i substituint a 1’equacié inicial:

2+ 22—z ty) =2+ +oy =28 =zy+yl +lz (%)

Busquem ara els valors de z i y. Aplicant el teorema de la bisectriu:

T c bc
= - I =
b—z a a+c

b b
y :—::>y= ©
c—Yy a a+b

Per determinar el valor de [ utilitzarem el teorema d’Stewart juntament amb el teorema de
la bisectriu per calcular les longituds CD, i DB. El que obtenim és:

2
a2

Gt

Observem perd que al ser ZA = 120, llavors aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:

1?2 = be(1 —

a2 =b+c*+be
Substituint els valors de x, y, [ en () i substituint-hi el valor de a?:
s 2bc(b®+E+2bc— b2 —bc—cF) 2%
B (b+c)? ~(b+c)?
b%c? 2a+b+c n b’c?
b+c (a+b)lat+e) (a+bd)(a+c)

2l

lx+ly+zy =

Hem de provar doncs:
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2> B’ 2a+b+e N b2c?
(b+¢c)2  b+c (a+b)ate) (a+b)atc)

& 2(a+b)(atc) = (2a+b+c)(b+c)+(b+c)? &

4:>2(124—2ab-{—2ac—|—2bc=2ab+2ac—i—b2—t—2bc+c2—|-b2+2bc+c2<i)az=b2—|—bc+c2

Aixi doncs, hem derivat a una igualtat cosa que prova que la circumferéncia de diametre EF'
passa per D.

PROBLEMA. OME 2008 2-5 En un triangle ABC siguin D, E i F els punts de
tangéncia de la circumferéncia inscrita de ABC amb els costats BC, CA i AB,
respectivament. Provar que

4S(EDF) < S(ABC)

Solucié 1:

Sigui I lincentre del triangle. Com que ZIDC = ZIEC = 90, el quadrilater CEID és
ciclic, per tant ZEID = 180 — ZECD. Aixo ens permet calcular la superficie del triangle
EID:

S(EID) = %rg sin ZC

Analogament, podem fer el mateix amb els triangles EIF' i FID obtenint aixi:

1
S(EDF) = —z—r?‘(sin ZA+sin £B +sin ZC)
Ara tenint en compte que S(ABC) = 1bcsin ZA = Lacsin ZB = jabsin £C:
25(ABC)r? (i v 1 N 10 S(ABC)r*(a+ b+ c)
2 be  ac  ab’ abe
Tenint en compte que S(ABC) = (abc)/(4R) = sr, on R és el circumradi, la desigualtat a
provar esdevé la desigualtat d'Euler:

S(EDF) =

r?(a+b+c) (a+b+cyr r _1
= e A — < = 2r <
R 7 CRSporsl

Finalment només queda dir que la igualtat s’assoleix unicament quan el triangle és equilater.
Solucié 2:

Provarem un resultat més general:

En un triangle ABC si D, E i F son punts als costats BC, CA i AB, respectivament tals
que AD, BE i CF son concorrents, llavors 4S(DEF) < S(ABC).

Demostracio:

Siguin M, N i P els punts mitjos dels segments BC, CA i AB, respectivament. Els punts
D, E i F pertanyen a BC, CA i AB, respectivament, per tant, D pertany o bé a BM o
MC, E pertany a BN o NA i F pertany a AP o BP. D’acord amb aix0 existeixen dues
disposicions diferents d’aquests punts en aquests segments, o bé pertanyen en segments que

4S(EDF) = < S(ABC) =
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no tenen cap punt en comi, o bé dos punts estan en dos segments que tenen un dels vértexs
d’ABC en comii perd cap punt amb comu amb el tercer segment. En el primer cas el podem
ometre, ja que les rectes AD, BE i CF no concorren: suposant sense pérdue de generalitat
que D € [AM], E € [BN]i F € [CP]:

AD-BE-CF

DB -EC-FA ~
Contradiu el teorema de Ceva. Per tant, sera suficient considerar el segon cas. Suposem que
D e [MB],E€[NA]iF € [AP)]. Sigui F'i E' punts en NA i AP, respectivament tals que
FF' || BC i EE' | BC. Es clar que max {S(EE'D),S(FF'D)} > S(EFD), suposem per
exemple que S(EE'D) > S(EFD). Siara H i h son respectivament la longitud de A a BC'i
la longitud de D a EE', és clar que h < 1H. Juntament amb el fet que EE' < NP = 1 BC,
se’n segueix que S(EFD) < S(EE'D) < 1S(ABC).
Finalment, si D, E i F son els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita del triangle
ABC amb els costats BC, CAi AB, respectivament, és clar que AD, BE i C'F s6n concurrent
en el punt de Gergonne del triangle ABC' cosa que implica, d’acord amb el resultat provat
que 4S(DEF) < S(ABC).

1

PROBLEMA* (Iran 2000 segona ronda 4) Considerem un triangle ABC. La
bisectriu interior de I’angle CAB intersecte a BC en D. Sigui w la circumferéncia
tangent a BC en D i que passa per A. M és el segon punt d’interseccié de w amb

AC i P el segon punt d’intersecci6 de BM amb w. Provar que AP és una mitjana
del triangle ADB.

Solucié:

Sigui E la interseccié de AP amb DB. El nostre objectiu és mostrar que DE = EB. Notem
que /ZPDE = /DMP = /MDB, /DPE = /DMAi /ZEPB = ZMPA = ZMDA. Tenint
en compte aix0 i aplicant el teorema del sinus als triangles DPE i £ PB obtenim:

DE sinDMA EB sinZMDA
PE = sin/DMB’ PE  sin/MBD
Dividint aquestes dues expressions obtenim:

DE  sin/ZDMA-sin ZMBD
BE sin/DMB-sin ZMDA
Apliquem ara el teorema del sinus als triangles AMD i MDB:

AM  sin/MDA MD sinZMBD
AD ~ sin/AMD' DB sin/DMB
Dividint aquestes dues expressions:

sinZDMA -sin ZMBD _ AM - DB
sin/DMB -sin/MDA  AD-DB

Pero com que ZCAD = /DAB i /DMA = £ZADB, els triangles AMD i ADB sén sem-
blants, cosa que implica que:
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DE  sin/DMA-sin/MBD AM-DB
BE sin/DMB-sin/MDA AD-DB
Finalment doncs, DE = EB i I’enunciat queda provat.

PROBLEMA (OME 2007 2-6) D’un quadrilater convex pla ABCD sabem que
els seus costats i les seves diagonals tenen longituds racionals. Si O és el punt
d’intersecci6 de les diagonals, demostrar que OA té longitud racional.

Solucié:
Comencarem provant el segilient lema:

Lema:
Si 71, 72, P1, P2, q1 1 g2 SON nombres racionals i o i B nombres reals tals que

r=pa+qf
Te = paa + @23

llavors o i 3 també sén racionals 3.
Demostracid:
Senzillament solucionant el sistema, obtenim que:

_ TN —Tq 5 P1T2 — P2n
P1gL— P22 PGz — P2(h
D’on se’n segueix que «, F € Q.

Retornem al problema. Fiquem que a, b, ¢, d, m, n, p i q son respectivament les longituds de
DA, AB, BC, CD, AO, CO, DO, BO, respectivament. Segons ’enunciat, a, b, ¢, d, m+n
i p+ ¢ son racionals. El nostre objectiu és provar que també ho és m.

Apliquem el teorema de Stewart als triangles ACD i ABC en les cevianes DO i OB, respec-
tivament. Obtenim:

(m + n)(p? + mn) = d®n + d®m ; (m 4+ n)(p* + mn) = *m + b’n

Restant aquestes dues equacions i fent algunes manipulacions obtenim:
(m+n)(p—q)(p+q) = n(a® — b?) + m(d®* - )

(m +n)(p +q)* — 2¢(m +n)(p+q) = (m + n)(a® — b*) —m(a® — b) + m(d’ - )
(m+n)(p+q)* + (B* — a®)(m +n) = 29(m +n)(p+ q) + m(b* + d* — a® = )

3De fet, es pot provar per induccié sobre n que si z; ; sén nombres racionals i w; reals, amb 1 <4,j <n
tals que
{ 11w + 12wz + .. + T wn =0

Tn,1W1 + Tnowy + ... + T1nwn =0

llavors w; també sén racionals.
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Raonant analogament per als triangles ABD i DCB per a les cevianes AO i CO, respecti-
vament, obtenim:

(m+n)2(p+q) + (B> — ) (p+q) = 2m(p+ q)(m + n) + q(b* + d* — a® — ?)

Finalment, tenint en compte el lema provat i ficant 7 = (m +n)(p+q)* + (b* — a®)(m +n),
r= (m+n2p+q) + O AP+, p=2m+n)(p+aq), p=0"+d —a’ =,
G =b+d—a? - g =2(p+q)(m+n)ia=m,f = gs’obté el resultat.

PROBLEMA** (IMO 2004-1) En un triangle ABC, AB # AC, tracem la cir-
cumferéncia de diametre BC que talla a AB i AC en M i N, respectivament. O
és el punt mig del segment BC. Si R és el punt d’intersecci6 de la bisectriu
de l’angle ZMON i la bisectriu de ’angle ZBAC, provar que les circumferéncies
circumscrites als triangles BMR i CNR tenen un punt en comu que es troba en
el costat BC.

Solucié:

Primer de tot notem que el triangle MON és isosceles, per tant, ORLM N. Sigui w la
circumferéncia circumscrita al triangle AMN, al ser AR la bisectriu de l'angle ZNAM,
aquesta intersectard a w en el punt mig de I'arc M N que no conté a A. Com que a més, la
perpendicular a NM pel punt mig de NM és la recta OR 1 aquesta talla també al punt mig
de Parc M N, concloem que R pertany a w. D’aqui que ZRNM = /ZRAM. A més, tenim
que:

180 — ZCON — ZMOB _ 180 — (180 — 2Z0CA) — (180 — 2/0BA)
2 B 2

-~ /BCA+ Z/ABC —90 =180 — ZCAB — 90 = 90 — LCAB

ZRON =

D’aqui se’n desprén que ZONM = ZCAB i per tant, concloem que R és l'incentre del
triangle MNO.
Sigui K el punt d’intersecci6 de AR amb BC. Tenim que:

LCAB

/RKA=/AKB=/BCA+ =/CNO+ ZONR

Aixi doncs els punts N, R, K i C soén conciclics. Analogament, com que el triangle NMO
és isosceles es prova que R, K, B i M son conciclics. Finalment doncs les circumferéncies
circumscrites als triangles CNR i RM B s'intersecten en R 1 K, aquest altim, pertanyent a
BC.

PROBLEMA#* Tenim un triangle equilater ABC i un punt P interior a aquest.
Si sabem que PA, PB i PC, valen respectivament 3, 4 i 5, determinar la longitud
del costat del triangle ABC.

Solucié:
Primer de tot provarem dos lemes que ens seran d’ajuda:
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LEMA. Sigui ABC un triangle equilater i P un punt interior a aquest, llavors
existeix un triangle la longitud dels costats del qual sén PA, PB i PC.

Demostracio:

Considerem els punts A;, B; i C; en els costats BC, AC i AB respectivament, tals que
PA, || AC, PB, || AB, PC; | BC. Clarament, els quadrildters BC,PA;, A1PB,C i
AB,PC}, sén trapezis isosceles i en conseqiiéncia 4,C, = PB, A;B; = PC i B;C; = PA.
Com que A;B,C] és un triangle, el lema queda provat.

C B A

Figura 4.7: Experimentant amb triangles equilaters (2)

D’aqui perd, aprofitant la mateixa construccié geométrica, necessitem provar el segon lema.

LEMA. Si A, B, C, Ay, By, C; i P son els punts definits en el lema i demostracié
anteriors, llavors:

PA;+ PB,+ PCy =AB=BC=CA

Demostracio:

Considerem els punts D i E en els costats AB i BC tals que PD || A;,C i C,F || AC.
Clarament els triangles PC1D i BC E s6n equilaters i per tant: C1P = C;D i PA; = C1E =
BC;. A més el quadriliter PDAB; és un paral-lelogram i en conseqiiéncia PB; = DA.
Finalment:

PA,+ PB,+PCy=BC1+DA+CiD=AB=BC=CA
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Figura 4.8: Experimentant amb triangles equilaters (2)

Aix{ doncs, aplicant el lema 2 al nostre problema, necessitem determinar el valor de PA; +
PB; + PC,. Per comoditat, posarem PA; =a, PB;=bi PC; =c.

Primer de tot notem que LA;PB, = /B{PC, = ZC1PA; = 120, per tant, alpicant el
teorema del cosinus als triangle A; PBy, ByPC; i C1PA;:

9=b>+c+bc=>bc=9-b"—(?
16 =c*+a?+ca= ca=16—c — a?
25 =a’+ b+ ab=>ab=25—a?—b?

D’altra banda, al ser el triangle A;B;C) rectangle, la seva superficie val:

3-4
S(AlBlCl) = —2— =6

En funcié d’a, b1i ¢

S(A1B1C1) = S(A1PB1) + S(Bl.PCl) + S(Cl.PAl) = ?(Gb"‘ bC+ ca) =6

D’aqui, per una banda obtenim que ab+ bc+ ca = 8v/3, i d'altra banda, subsituint els valors
de ab, bc i ca en 'equacié anterior a aquesta tltima:

V3 V3

T(ab+bc+ca) = 7(50—2(a2+b2+c2)) Sal+b 4=
25v/3 — 12
= T 2543
V3

Finalment:
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(a+b+c) = (a® 4 b+ c2) +2(ab + be + ca) = (25 — 4V/3) + (16v/3) = 25 + 123 =

=a+b+c=125+12V3

Aixi doncs, la longitud del triangle equilater del problema és:

AB = BC = AC = \/25+ 123

PROBLEMA#* (Olimpiada de Centre América 2007-2) Considerem un triangle
ABC. La bisectriu interior de I’angle A i les cevianes BD i CE (amb D i F en AC
i AB, respectivament) concorren en el punt P. Provar que el quadrilater AEPD
admet circumferéncia inscrita si i solament si AC = AB.

Soluci6:

Comencem provant que si AEPD admet circumferéncia inscrita, llavors AB = AC. Tenim
que la recta AP és la bisectriu de ’angle ZC AB, per tant, passara pel centre de la circumfer-
éncia inscrita al quadrildter AEPD si és que aquest en té. Aixi, com que PA passa pel centre
del quadrilater haurem de tindre que ZDPA = ZAPE, i en conseqiiéncia, ZCPA = LAPB.
D’aquf que els triangles APC i APB siguin iguals, i per tant AB = AC.

Finalment, en el cas que ABC sigui isoscel-les, és facil veure que pel teorema de Ceva,
AD = AFE i DP = PE, per tant DP + AE = PE + AD, d’on se’'n deriva la conclusié.

PROBLEMA** (Mathematical Reflections) Sigui ABC un triangle no isoscel-les
tal que AB%+AC? = 2BC?. M és el punt mig del costat BC' i D el punt d’intersecci6
de M H amb la circumferéncia circumscrita del triangle ABC, on H és ’ortocentre
del triangle. Provar que AD, BC i la linia d’Euler del triangle ABC concorren
en un punt.

Solucié:

Sigui K el punt d’interseccié de OH amb BC (O és el circumcentre) i K’ el punt d’interseccié
de AD amb BC. El nostre objectiu és provar que K = K'.

Comencem observant que ZADM = 90. Posem que E és la intersecci6 de AO amb la
circumferéncia circumscrita del triangle ABC, és conegut que AH = 20M, juntament amb
el fet que OM || AH i AE = 2A0, per Tales, obtenim que E, M i H sén col-lineals, d’on
se’n segueix que ZADM = 90.

De l'altim fet provat en deduim que, si P és el peu de I'altura de A a BC, els punts D, H, P
i K’ estan en una circumferéncia, aixi com els punts M, P, D i A. Per provar que K = K’
doncs, serd suficient en provar que /ZHKP + ZHK'A = 90 — ZPAD. Perd, pel que hem
vist ZHK'A= /ZHK'D = /HPD = ZAPD = ZAMD, i, ZPAD = ZPMD, per tant, la
igualtat a provar, ZHKP + /HK'A =90 — ZPAD, esdevé:

/HKP+ /HK'A=/HKP+ ZAMD =90 — ZPAD =90 - ZPMD

LPMD+ ZAMD = ZPMA=90—-/ZHKP =/MOH
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Ara ficant, AM N OH = G i tenint en compte que OM || AH l'expressi6 anterior resulta
equivalent a:

/PMA=/MOH = L/OHA = /AGH—/MAP = LZAGH—-(90-£LAMP) & LAGH = 90

Aix{ doncs, K = K’ siinomés si ZAGH = 90, si i només si OG? + GM? = OM?. Per veure
aix0 utilitzarem els segiients fets coneguts:

e OG = ;OH; GM = ;AM
e OH? =9R? — (BC? + CA? + AB?), on R és el circumradi.

2 2 2
o AM? = AC’AB® _ BC

Finalment doncs, tal com hem dit, K = K’ si i només si, OG? + GM? = OM?, equivalent-
ment:

AC® + AB®  BC?,
9 Ty )=

F

1
0G* +GM? = §(OH2 + AM?) = %(QRQ — BC*-CA*- AB*+

3 BC?

Yo OM? & AB% + AC? = 2BC?

= R?

PROBLEMA#** (Ivan Borsenco). Sigui ABC un triangle qualsevol i P, Q, R
tres punts interiors a aquests tals que els quadrilaters ABQP, ACRP i BCRQ
sé6n conciclics. Provar que si el centre radical d’aquestes tres circumferéncies és
Pincentre I del triangle ABC, llavors la linia d’Euler del triangle PQR coincideix
amb la linia OI, on O és el circumcentre del triangle ABC.

A

Figura 4.9: Problema Ivan Borsenco
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Solucié:

Primer de tot notem que si I és el centre radical de les tres circumferéncies, llavors clarament
els punts P, Qi R estan als segments AI, BI i CI, respectivament. A més, al ser quadrilaters
conciclics,

LA Z

- = ZPRI = £LPQI , ATB = ZQPI = ZQRI , TC = /ZRPI = ZRQI

Aix0d ens suggereix considerar el triangle A’B’C’, on A’, B’, C’ sén els punts d’interseccié de
les rectes AI, BI i CI amb la circumferéncia circumscrita del triangle ABC.

Tenim que LCC'A' = LCAA' = %A, per tant, /PRI = ZCC'A’ i d’aqui que A'C’ || AC,
analogament es té que A'B’ || PQ i B'B’ || RQ. Per tant, concloem que els triangles PQR i
A'B'C" son homotécics, i en concret, el centre d’homotécia és 'incentre I.

Tenint en compte les propietats de la homotécia, els circumcentres de tots els possibles
triangles PQR estan en una linia que passa per I, aixi com els seus ortocentres i qualsevol
punt notable que no sigui el propi centre d’homotécia. Hem de provar doncs que I'ortocentre
i el circumcentre dels triangles PQR es troben en la mateixa linia, que coincideix amb OI.
Tornem a analitzar el triangle A’B’C’, tenim que

LB'A'C' = /B'AA+ LAA'C' = £B + £C _4B+Z1C

2 2 2
A més:
! o/ ! A
/AB'B=/AAB = o)
Per tant, Z/C'A’'B+ £ZA'B'B = L4+ Z‘;B t 20 = 90. D’aqui que B'T1 A'C" i analogament,

ATLB'C'iC'ILA'B, és adir que T és ortocentre del triangle A’B'C’. Com que 'homotécia
de centre I, envia el propi centre al mateix punt, concloem que la linia d’Euler del triangle
PQ@QR coincideix amb la linia OI.

PROBLEMA** (OBM 1986-1) Una linia que passa per ’incentre d’un triangle
intersecta la circumferéncia circumscrita i la inscrita en els punts A, B, C i D,
(en aquest ordre). Provar que:

BC?

AB-CD >
Solucié6:
Siguin O i I el circumcentre i 'incentre respectivament del triangle de I’enunciat, R i r el
circumradi i 'inradi. Aplicant la poténcia de I respecte la circumferéncia circumscrita:
Al -ID=R?-0I*= (AB+7)(CD+r)=AB-CD +r(AB + CD) +r* = R* - OI*

Aplicant el teorema d’Euler i simplificant obtenim el valor de AB - CD:
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AB-CD =2Rr —r* -~ r(AB + CD)

Observem que AB + CD < 2(R — r), aquest resultat ens permet arribar a la desigualtat de
I’enunciat:

BC?
4

Finalment, la igualtat es produeix quan la recta passa pel circumcentre del triangle o quan
el triangle és equilater.

AB-CD=2Rr —r*—r(AB+CD)>2Rr —r* - 2r(R—71) =12 =

PROBLEMA** (IMO Shorlist 2004-18) Considerem un triangle acutangle ABC
amb /B > ZC. O és el circumcentre de ABC i D el punt d’interseccié6 de AO amb
BC. Siguin FE i F respectivament els circumcentres dels triangle ADB i ACD. Els
punts G i H es troben respectivament en les extensions de AC i AB a continuacio
de A de tal manera que AG = AB i AH = AC. Provar que EFHG és un rectangle
si i només si ZABC — ZACB = 60.

Figura 4.10: IMO Shorlist 2004-18

Solucié:

Comencem notant que els triangles HAC i AGB so6n isosceles. A més, /ZHAC = /GAB
i per tant AHAC i AAGB s6n semblants. Se’n segueix que els punts BCHG es troben
en una circumferéncia. Per tant LZAHG = ZBHG = ZBCG = £ZBCA. Analogament
ZAGH = ZABC. Per tant, els triangles HAG i AEF' son congruents
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D’altra banda EF és perpendicular a AD per ser AD 1'eix radical de les dos circumferéncies
amb centres a £ i F. Com que amés FA = FD i EA= ED, EF és la bisectriu d’ambdoés
angles /ZDFAiZDFEA. D’acord amb les propietats de la circumferéncia, ZEFA = Z/DCA =
LBCAi/ZAEF = ZABD = ZABC.

D’aqui se’n desprén que AABC, AAGH, AAEF so6n semblants. Pero una de les condicions
que ha de complir HGFE perqué sigui rectangle és que HG = FE i per tant els triangles
AFEF i AGH han de ser congruents. Concloem que els triangles AEF i ABC s6n iguals.
Per tant FA = FC = AC i AB = EB = EA, els triangles FCA i AEB s6n equilaters. Per
tant ZCDA = 1501 LADB = 30, per ser AADC obtusangle i AADB acutangle. D’aqui
que EFHG és un rectangle si i només si /CBA — ZBCA = 60.

PROBLEMA* (Olimpiada Honk Kong 1999-1) Sigui PQRS un quadrilater ciclic
tal que ZPQR = 90. Designem per H i K les perpendiculars de Q a PS i PR,
respectivament. Provar que la linia HK divideix en dues parts iguals el segment

S5Q.

Solucié:

Sigui F' el peu de la perpendicular de Q a SR. Es un fet conegut que H, K i F estan
al-lineats. A més, QH || SRi QF || PS, per tant QHSF és un rectangle. Finalment, HF i
SQ son les dues diagonals del rectangle QHSF i per tant obviament HF divideix amb dos
parts iguals @.S.

PROBLEMA** (Olimpiada Brasil 2006-5) Sigui A;A,... A3y un 2006-agon convex.
Les 1003 diagonals conectant els vértexs oposats (vértexs oposats sém A; i A; 1003
on els subindexs s6n presos modul 2006) i les linies que uneixen els punts mitjos
de costats oposats (costats oposats sén A;A;;; i A;i1003A4i41004 amb els subindexs
presos també modul 2006) concorren en un punt. Provar que els costats oposats
sén paral-lels i congruents (de mateixa longitud).

Solucié:

Comencem provant el segiient lema:

Lema: Siguin A, B, C i D quatre punts al pla, M i N els punts mitjos de AB i CD
respectivament, tals que AC, DB i M N sén concorrents. Llavors AB || CD.

Demostracid:

Sigui O el punt on concorren AC, BD i MN. Al ser M i N els punts mitjos de AB i
CD, respectivament, tenim que S(AOM) = S(BOM) i S(DON) = S(ONC). A més,
LAOM = ZNOC i ZMOB = ZDON, per tant:

S(AOM) _1AO-OMsinZAOM _ INO-OCsinZNOC _ S(CON)

= = =1
S(OM B) %MO -OBsinZMOB %DO -ONsinZDON S(NOD)

D’on se’n deriva que:

40 _ o
OB DO
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Ara, tenint també en compte que ZAOB = ZDQC, arrivem a que els triangles AOB i COD
sén semblants, d’'on ZABO = ZODC i per tant AB || CD.

Retornant ara al nostre problema original, aplicant el lema provat anteriorment podem deduir
que A;Aii || Aivr003Ait1004, queda provar que A;A; 1 = Ai1003Ait1004-

Tenint en compte el lema anterior perd, tenim que si O és el punt on concorren les rectes de
I'enunciat, els triangles A;A; 10 i A;110034:110040 sOn semblants. D’aqui se’n desprén que:

A0 _ Ai10 _ :Ai+10030
Ait10030  Ait1000 A;0

Per tant, A;0 = A;110030 1i finalment, podem concloure que A;A;;1 = A;; 1003441004, COSA
que prova ’enunciat.

PROBLEMA** (IMO 2007-2) Considerem 5 punts A, B, C, D i E en el pla tals
que ABCD és un paral-lelogram i BCED és un quadrilater conciclic. Tracem
una recta [ per A que intersecta interiorment el segment DC en F i a BC en G.
Provar que si FF' = EG = EC, llavors | és la bisectriu de ’angle /DAB.

—
K“\-‘\___/

Figura 4.11: IMO 2007-2

Solucié6:

Siguin M i N els peus de les perpendiculars de E a DC i BC, respectivament. Com que
EF = FG = EC clarament, M i N han de ser també els punts mitjos dels segments F'C
i CG. D’aqui se’'n desprén que la recta de simson de F respecte el triangle DCB, que
resulta ser M N, ha de ser paral-lela a I. Considerem K el punt mig de AC. Clarament
ﬁ,—g = A’;—% = % per tant K és el peu de la perpendicular de E a DB i per tant M, N i K
estan alineats paral-lelament a [.

Considerem P el punt d’interseccié de EK amb la circumferéncia circumscrita a BCED,

clarament EP és un didmetre d’aquesta i per tant ZECP = 90. A més CP és la bisectriu
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de Pangle ZBCD cosa que implica que CE és la bisectriu de 'angle ZDCG. Per tant
FC = GC. Tenint en compte la semblanca entre els triangles FCG i FDA arribem a que
DF = DA. Resulta que aquesta és la condici6 necessaria i suficient perqué [ sigui la bisectriu
de ’angle ZDAB, ja que si @ és el punt d’interseccié de [ amb DB, d’acord amb el teorema
de la bisectriu i mitjangant la semblanca entre AQB i QDF":

DQ DA DF
QB AB AB
La demostracié és doncs completa.

< DA=DF

PROBLEMA ** (IMO Shorlist 2003-15) Considerem un triangle ABC i P un punt
qualsevol. Denotem per D, F i F els peus de les perpendiculars de P a BC, CA
i AB, respectivament. Provar que si P és el circumcentre del triangle de vértexs
els excentres, llavors:

AP? + PD? = BP? + PE?* = PC? + CF?

Solucié:
Aplicant pitagores:

0= (AP?+ PD?) — (BP* + PE?) = (AP?> + PB* - DB?) — (PB* + AP* - EA?) =

= EA’ - DB?« DB=FEA

Analogament es té que ’expressi6 de ’enunciat és condicié necessaria i suficient perque
CD=AFiCFE = FB.

Siguin ara A, B’ i C' els excentres del triangle ABC; M,, M,, M, els punts mitjos dels
costats BC, CAi AB; I,, I, i I, les projeccions de 'incentre del triangle ABC, I, en BC,
CA i AB, respectivament; i O el circumcentre de ABC. Clarament I és Portocentre de
A'B'C’, O el centre de la circumferéncia dels nou punts del triangle A’B'C’ i per tant els
punts O, P i I es troben alineats, en concret, PO = OI, per tant DM, = M,I,. D’aqui,
suposant sense pérdua de generalitat que /B > ZC:

a

DB = M,B + M,I, = +(§—(s—b))=a—|—b—s

a
2
b b

EA:MbA+MbIb:§+(5—(s—a))=a+b—s

Per tant, en efecte DB = FA. Analogament s’obtenen les altres igualtats, cosa que prova
I’enunciat.

PROBLEMA** (Moldavia Test de Seleccié 2008-3) Sigui ABC un triangle no
equilater qualsevol. Designem per (O, R) i per (I,r) la circumferéncia circum-
scrita i inscrita al triangle ABC, respectivament. Provar que els baricentres dels
triangles A;B;C; inscrits en (O, R) i circumscrits en (I,7) sén conciclics.

Soluciéd:
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Siguin G; i K; el baricentre i el centre del a circumferéncia dels nou punts del triangle A;B;C;,
respectivament.

Primer de tot, com que (O, R) és fixa, el radi de la circumferéncia dels nou punts del triangle
A;B;C; té un radi de longitud fixa, R/2. A més, pel teorema de Feuerbach, la circumferéncia
dels nou punts del triangle A;B;C; és tangent interiorment amb la circumferéncia inscrita
del mateix triangle que és (I,7). Se’n segueix que els centres de la circumferéncia dels nou
punts dels triangles A;B;C; sén conciclics, i per tant, com que ’homotécia de centre O i rad
1/2 envia K; a G; (ja que OG; = G;K;), deduim que si K; s6n punts conciclics, també ho
s6n G;. Com que hem provat que K; sén punts conciclics, concloem que G; també ho sén.

PROBLEMA** (IMO Shorlist 2001) Sigui A; el centre d’un quadrat X,Y;7,T}
inscrit en un triangle acutangle ABC amb X,Y € BC, T € AC i Z € AB. Els punts
B; i C, es defineixen d’igual manera. Provar que les linies AA; i BB, CC; sétn
concorrents.

Solucié:

Construim exteriorment el quadrat BCC’B’ i designem A, el centre d’aquest quadrat. Clara-
ment els quadrats XY, Z,T; sé6n homotécics, d’aqui que A, A; i A, siguin colineals juntament
amb K; = AA; N BC. Notem a més que ZCBAy = BCAy = 45, ZBA;C = 90. Posant
ZK1A;B = 6, i aplicant el teorema del sinus als triangles BK; A, 1 CKAy:

I{IB _ AgKl . ch’ . AgKl = KlB B sind (*)
sinff  sind5 ’ cosf sind5 ~ K;C  cosl

Aplicant una altra vegada el teorema del sinus als triangles ABAy i CAA;:

AB AA, AC AA, N sin  AB -sin(£B + 45)
sinf  sin(£B+45) " cosf  sin(£LC +45)  cos  AC - cos(£LC + 45)

Aixi, substituint (*) obtenim:

KB  AB-sin(£B + 45)
K\C ~ AC -cos(£C + 45)

Analogament, podem fer el mateix amb els altres dos quadrats. Multiplicant les expressions
obtingudes:

K\B CK; AKs3 AB-sin(£B+45)-BC -sin(£C +45)-CA-sin(£LA +45)

K.C K,A KsB AC -sin(ZC + 45)- AB -sin(ZA + 45) - BC -sin(ZB + 45)

Finalment, d’acord amb el teorema de Ceva, les rectes, AA;, BB; i CC} sb6n concorrents,
que és el que voliem provar.
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Figura 4.12: Problema IMO Shorlist 2001
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4.2 La circumferéncia

4.2.1 Teoremes i conceptes
Propietats dels angles en una circumferéncia.

Considerem una circumferéncia w de centre O.
- Considerem 4 punts diferents X, Y, A, A’ en w tals que A i A’ es troben en el mateix
arc XY . Llavors:

LXAY = LXAY

- Considerem ara en la situacié anterior, un punt B, situat en ’arc XY que no conté ni
A nia A'. Llavors:

ZXBY =180 - LXAY

- Ara tracem una recta tangent a w en X i un punt K en aquesta situat en la mateixa
banda de XY que B. Llavors:

LKXY = ZXAY

- Finalment, si O és el centre de w:

LXOY =2£XAY

TEOREMA. Poténcia d’un punt respecte d’una circumferéncia.

Considerem una circuferéncia w de centre O i radi r qualsevol i un punt X exterior a aquesta,
a una distancia de O igual a d. Tracem per X una recta [ que talla a w en A i B, és tangent
a w en C. La poténcia de X respecte w, P(X,w) té un valor constant:

P(X,w)=XA - XB=XC?=d?—1r?
independentment de la recta [ que haguem tragat.

Utilitzant la mateixa notaci6é anterior, si ara el punt X es troba a I'interior de la circumfer-
éncia i tracem per X les cordes AB i CD, la poténcia de X respecte w té també un valor
constant:

P(X,w)=XA -XB=XC XD=r*-d*
Si el punt X es troba contingut en w, llavors la poténcia de X respecte w val 0.

DEFINICIO. Eix radical de dues circumferéncies.

L’eix radical de dues circumferéncies no concéntriques és el lloc geométric dels punts del pla
tals que tenen la mateixa poténcia respecte de les dues circumferéncies. En concret, 'eix
radical és una recta perpendicular a la linia que uneix els centres de les dues circumferéncies.
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DEFINICIO. Centre radical de tres circumferéncies.

El centre radical de tres circumferéncies és el punt del pla tal que té la mateixa poténcia
respecte les tres circumferéncies. En concret, aquest punt és on concorren els tres eixos
radicals relatius a cada parella de circumferéncies.

TEOREMA. Teorema de la papallona.

Considerem una circumferéncia, una corda qualsevol AB d’aquesta el punt mig de la qual
és M. Tracem dues cordes MN i PQ variables que passen per M. Si X i Y sén els punt
d’intersecci6 de les cordes M N i PQ amb AB, respectivament, llavors XM = MY.
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4.2.2 Problemes

PROBLEMA* (OBrM 2002 - 1) L’altura des d’un dels vértexs d’un triangle
acutangle ABC intersecta al costat oposat en D. Des de D les tracem les perpen-
diculars DE i DF als altres dos costats. Provar que la longitud EF és la matexa
independentment del vértex que es tria.

Solucié:

Suposem per exemple que triem el vértex A. Notem que /DFA = ZDEA = 90 per tant
els punts AEDF es troben en una circumferéncia de diametre AD. D’aquesta manera, pel
teorema del sinus podem establir el valor de la longitud EF:

EF B EF
sin /ZFAE sin ZCAB

Tenint en compte la formula S(ABC) = ;- AD - BC i aplicant altra vegada el teorema del
sinus obtenim:

=AD ; EF = AD -sinZCAB

2-S(ABC) BC S(ABC)

" BC 2R R

on R és el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.

Obviament, la superficie i el radi de la circumferéncia circumscrita no depenen de 'eleccio
d’un vértex o un altre, cosa que completa la demostracio.

EF =AD -sin Z/CAB =

PROBLEMA* (OBrM 1998 - 5) En un triangle ABC D és el punt mig del costat
AB i E és el punt de triseccié del segment BC que es troba més aprop de C

<% = 2). Es sap que ZADC = ZEAB. Determinar el valor de ’angle ZCAB.

Solucié:

Considerem F' el punt de trisecci6 del segment BC que es troba més aprop de B. Notem

EF AD
que FE- DB 1, per tant les rectes AE i DF son paral-leles.
Sigui K el punt d’interseccié de AF i CD. Podem suposar sense pérdua de generalitat que

KFE = 1. D’aquesta manera, per Tales tenim que

DF CF

_ = = — =9 =
%E DF CF = DF =2

I a més,

AEF AK+1 AB
DF 2 DB
Ara tenint en compte que el triangle ADK és isosceles, per ser ZADC = /EAB, arribem a
que AK = KD = 3.
Aplicant altra vegada Tales,

=2=AK =3

DK 3 FE

KC " KC _pc | TKC=3
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Finalment, CK = KD = KA, com que els punts C, D i K estan alineats, concloem que
els punts A, C i D es troben en una circumferéncia de didmetre CD. Per tant ZCAB =
ZLCAD = 90.

PROBLEMA?* (Pan African 2000-4) Sigui v una circumferéncia qualsevol. Con-
siderem un punt P exterior a y. Tracem les tangents PA i PB a v i una recta
qualsevol [ per P que talla a yen @ i R, amb @ entre P i R. La paral:lela a QR
per A intersecta per segona vegada a v en S. Provar que si M = RQ N SB, llavors
M és el punt mig de QR.

Solucié 1:

Tenint en compte que AP és tangent a v i que AS || @R, obtenim que ZPAQ = LASQ =
ZSQR. A més, LQAB = ZQSB. Per tant ZQMB = ZQSB + ZSQR = ZPAB. Sigui O
el centre de v, tenim que /POB = ZARB = ZPAB. Aixi, /PMB = ZQMB = /POB =
ZPAB, d’aqui que P, A, M, O, B estiguin en una circumferéncia, i doncs, ZOMP = ZOAP =
90, cosa que implica que M és el punt mig de la corda QR.

Solucié 2:

Sigui K = ABN PR. Com que AB és la polar de P respecte 7, tenint en compte que
ASNPR =00, B(P,K;Q,R)=(B,A;Q,R)=1i5(B,4;Q,R) = (M,;Q, R) = 1. Aixi,
MQ@/Qoo = MR/Roo cosa que implica que MQ = MR.

PROBLEMA#* (IBERO 1990-2) En un triangle ABC, D, E i F s6n els punts de
tangéncia de la circumferéncia inscrita amb els costats BC, CA i AB, respec-
tivament. Designem per P el punt d’intersecci6 de AD amb la circumferéncia
inscrita al triangles ABC i per M el punt mig de EF. Provar que si I és ’incentre
del triangle ABC, els punts P, I, D, M estan en una circumferéncia.

Solucié:
Observem que els triangles AEM i AEI s6n semblants, per tant:

AM _ EA
EA Al

D’altra banda, aplicant la poténcia del punt A respecte la circumferéncia inscrita:

o AE? = AM - Al

AP .- AD = AE?

Combinant les dues expressions anteriors obtenim el resultat que se’ns demana provar a
I’enunciat:

AM - Al = AE* = AP - AD
Per tant, P, D, I i M estan en una circumferéncia.
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PROBLEMA* (OBrM 1994 - 3) AP, AQ, AR, AS s6n cordes d’una circumferéncia
donada amb la propietat que

ZPAQ = LQAR = ZRAS

Provar que

AR(AP + AR) = AQ(AQ + AS)

Solucié:

Primer de tot observem que al tindre ZPAQ = ZQAR = ZRAS, llavors PQQ = QR = RS i
PR=QS ().

D’altra banda, aplicant el teorema de Ptolomeu als quadrilater APQR i ASRQ:

AP - QR+ AR-PQ=PR-AQ ;QR-AS+ AQ - RS =AR QS

Dividint aquestes dues ultimes igualtats i tenint en compte (*) s’obté el resultat:

AP-QR+AR-PQ PQ(AP+ AR) AP+ AR
QR-AS+ AQ-RS PQ(AS+ AQ) AS+ AQ
PR-AQ AQ-QS AQ

AR-QS ~ AR-QS AR

Es a dir:

AP+AR AQ

TS A0~ A% = AR(AP + AR) = AQ(AQ + AS)

PROBLEMA#* (OBrM 2004-2) En un triangle ABC, D i E soén els peus de les
perpendiculars de A i B a BC i CA. P és el punt d’interseccié de la recta AD
amb la semicircumferéncia que passa per BC construida exteriorment sobre BC
i Q el punt d’intersecci6é de la recta BE amb la semicircumferéncia que passa per
AC i construida exteriorment sobre AC. Provar que CP = CQ.

Solucié:

Per una banda, tenim que CP? = CD? + DP2. Com que BC és el diametre de la semicir-
cumferéncia construida sobre BC, ZCPB = 90. Aplicant el teorema de l'altura al triangle
CBP obtenim que PD? = CD - DB, per tant, CP2=CD?+CD -DB=CD-CB.
Analogament es té que CQ? = CE - CA.

D’altra banda al ser D i E els peus de les perpendiculars de Ai B a BC' 1 AC, respectivament,

LCAD =90 — LACD i ZEBC = 90 — LACD, per tant ZCAD = LACD i els triangles

ADC i CEB soén semblants. D’aqui se’n desprén que 24 = ¢B

CD CEFE’
CA-CE=CB-CD.
Finalment, CQ%* = CP? 0 CQ = CP.

o el que és el mateix,
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PROBLEMA (RUSS 1997-5) Considerem un triangle isosceles ABC (AC = BC)
amb I i O, lincentre i circumcentre, respectivament. Sigui D un punt en BC tal
que OD és perpendicular a BI. Provar que llavors ID i AC sén paral-lels.

Solucié:

Provarem que O, D, B, I estan en una circumferéncia. En efecte, ZODB = 90 — ;
mentre que ZOIB = ZCIB = 180 — ZCIB — ZCBI =180 — (90 — ZABC) — 43¢ = 90 +
LABC  Aix{ doncs, ZODI = ZOBI = #4B€ — /O BC = “ABC (90— LABC) = *557€ —90.

Finalment, /IDB = ZODB—/0DI = 90—£ABC _(324BC_q0) — 180—2/ABC = L ACB.
Concloem que AC i ID sén paral-lels.

LABC
2

PROBLEMA* (Mathematical Reflections) Considerem un triangle ABC rect-
angle en A. Escollim un punt D en el segment BC. Sigui F el simétric de D
respecte AB, F i G la projeccié de E sobre AB i la interseccié de FC amb AB,
respectivament. H és la projeccié de G sobre BC i I la intersecci6 de HF amb
CE. Provar que G és l’incentre del triangle /HA.

Solucié:
Comencem provant que ZFHG = ZHGA. En efecte, els punts D, G, F' i H s6n conciclics,
aix{ com els punts H, G, Ai C. Per tant, ZFHG = ZFDG = LGEF = ZGCA = LGHA.

Ara provarem que ZGAI = /ZHAG, d’on se’n deriva la conclusié. Notem que ZHIG =
180 — (/LFHG+ £LHGI) = 180 — (LFDG + £BGI + ZGHB) = 180 — (90 + HGB) = 90 —
(90 — ZHBG) = HBG. Per tant els punts H, G, I i B estan en una circumferéncia. D’aqui
que /BIC = /BIG = Z/BHG = /BAC idoncs B, I, Ai C estan en una circumferéncia.
Finalment doncs, Z/GAI = /BAI = /BCI = /BCG = LHCG = LHAG.

PROBLEMA* (OBrM 2000-1) Dos circumferéncies secants C; i C; tenen una
tangent PQ comuna que toca C; a PiaC, a Q. M i N son els punts d’interseccio
de les dues circumferéncies. Provar que els triangles MNP i MNQ tenen la
mateixa area.

Solucié:

Sigui K el punt d’intersecci6 de M N amb PQ. Notem que fﬁ}'ﬁgg = % Tenim que M N és
Peix radical de C; i Cy, per tant qualsevol punt que pertanyi a aquest té la mateixa poténcia
respecte de C; que Cy. K pertany a l’eix radical, i a més tant PK i QK son tangents a
C; i C,, respectivament. Com que la poténcia d’un punt respecte a una circumferéncia és
igual al quadrat de la longiud de la recta tangent del punt a la circumferéncia, concloem que

PK = KQ@. Finalment:

S(MNP) PK _ B
SOING) ~ Ko = L = SWMNP) = S(MNQ)
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PROBLEMA?* (OBM 1993-3) Dues circumferéncia w; i w, de centres A i B re-
spectivament s6n tangents exteriorment en el punt X. Una altra circumferéncia
w de centre C és tangent interiorment a w; i w; en els punts X i Y. La tangent

a w; i wy per X és una corda de w el punt mig de la qual és M. Provar que
/XMY = /BAC.

Solucié:

Primer de tot, notem que al ser w; i w, tangents interiorment a w, llavors tan els punts X,
A1iC comels punts Y, B i C sén colineals. D’aquesta manera, ZBCA = /Y CX, per tant,
I'enunciat es redueix a provar que els puns X, Y, M i C es troben en una circumferéncia.
Considerem les tangents a w en X i Y 1 Z el seu punt d’intersecci6. Notem que els punts
X, C,Y i Z estan en una circumferéncia de didmetre ZC. A més, CM LM X, per tant, si
provem que la recta M X conté el punt Z haurem provat que els punts C, M, X, Z, Y es
troben en una circumferéncia, que és el que volem provar.

Observem que la recta M X és de fet I’eix radical de w; i wo, és a dir, és el lloc geométric
dels punts del pla tals que tenen la mateixa poténcia respecte w; i wy. Perd ZX i ZY sén
tangents a w; 1 wq, respectivament, per tant el punt Z té la mateixa poténcia respecte w; i
wg. Concloem doncs que Z pertany la recta M X. En conseqiiéncia, els punts C, M, X, Z i
Y es troben en una circumferéncia. Finalment Z/YCX = ZBAC = ZY X M.

PROBLEMA* (IBERO 2001-2) Considerem un triangle ABC i I el seu incentre.
Siguin X, Y i Z els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita amb els
costats BC, CAi AB. Provar que si P=BINYZiQ =CINYZ, llavors PX = QX
llavors el triangle ABC és isoscel-les.

Solucié:
Comencem observant que I, ), Z, B i X estan en una circumferéncia. En efecte, com que:
LQRQZX =/YZX =180 — LAZY — LZBX =90 - LZACB = £CIX

Per tant, I, @, Z i X sén conciclics, d’on se’n segueix que també ho sén I, Q, Z, Bi X.
Analogament es dedueix que I, Y, P, C i X estan en una circumferéncia.
Finalment, pel teorema del sinus aplicat al triangle PQX:

PX sin/XPZ sin/ZACB
XQ sinZPQX sinZABC
D’on se’n segueix que si PX = X@Q, llavors ZACB = ZABC, que és el que voliem provar.

PROBLEMA?* Sigui w una semicircumferéncia de diAmetre AB. Una recta par-
al:lela a AB intersecta a w en C i D, amb AD entre C i B. Una paral:lela a AD
per C talla a w en E. Les rectes EB i CD s’intersecten en F. Una paral-lela a
AD per F intersecta AB en P. Provar que PC és tangent a w.

Soluci6:
Observem que ZCAP = 180— ZCAB = ZCDB. A més, PA = FD icom que ABDC és un
trapezi isoscel-les, CA = DB. Aixo implica que els triangles CAP i1 BDF so6n iguals, per tant
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LPCA = /DBF = /DBE = ZECD = /DAB = /CBA. Com que ZPCA = Z/CBA,
concloem que PC és tangent a w.

PROBLEMA** (IBERO 1999-5) Considerem un triangle no isdscel-les. D, Ei F
sén els peus de les perpendiculars de A, Bi C a BC, CA i AB, respectivament.
Siguin P i @ els punts d’interseccié de la recta FF amb la circumferéncia cir-
cumscrita al triangle ABC. Si, O és el circumcentre del triangle ABC i M el punt
mig de BC se us demana provar:

e AOLPQ

e AP?=2AD -OM

Soluci6:

Per provar el primer apartat, per provar que AO_LP(Q, provarem equivalentment que AP =
AQ. Per una banda tenim que EHFA estan en una circumferéncia (H és l'ortocentre del
triangle ABC) i per tant ZPEA = 180 — ZAEF = 180 — ZAHF = 180 — ZC = LAPB.
D’aqui que els triangles APE i ABP siguin semblants. Per tant:

AP AB
AE AP
Analogament, és facil veure que AQ? = Af - AC.
D’altra banda perd, EHDB i FHDC estan en una circumferéncia, i a més, AD és el seu
eix radical. D’aqui que:

& AP? = AE - AB

AP? = AE-AB = AH - AD = AF - AC = AQ?* = AP = AQ

Per provar el segon apartat, cal tenir en compte un fet conegut i facil de provar que és que
la distancia d’un vértex a 'ortocentre és igual al doble de la distancia del circumcentre al
costat oposat. En el nostre cas per exemple, AH = 20M. D’aquesta manera la igualtat a
provar esdevé:

AP? =20M - AD = AH - AD

Pero de fet aquesta identitat ja I’hem provat anteriorment, pel fet que E, B, H i D estan en
una circumferéncia.
La demostracié és doncs completa.

PROBLEMA** (IBERO 1994-4) Sigui ABC un triangle qualsevol i P un punt
en linterior del triangle tal que PA, PB i PC intersecten la circumferéncia cir-
cumscrita del triangle ABC en els punts X # A, Y # B i Z # C. Determinar com
trobar el punt P si sabem que el triangle XY 7 és equilater.

Solucioé:
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Considerem el problema resolt. Clarament, 60 = /YZX = /YZP + /PZX = /PBC +
ZPBA. Ara considerem lisogonal conjugat de P *, al qual direm F. Tenim que LPAC =
ZFABi /PBC = /FBA. Per tant, /AFB =180 — ZFAB — /FBA = 180 — (60) = 120.
Analogament, es pot provar que ZBFC = ZCFA = 120, d’on deduim que F és el punt de
Fermat® del triangle ABC.

PROBLEMA™** (IMO 2004-5) Sigui ABCD un quadrilater conciclic tal que la
diagonal AC no divideix amb dos parts iguals els angles /DAB i /BCD. P és un
punt interior a ABCD tal que:

£LPBC =/ZDBAi /PDC = ZADB

Provar que ABCD és conciclic si i només si AP = CP.

Solucié:

Comencem suposant que ABCD és conciclic. Considerem els punts M # BiN # D, els
punts d’intersecci6 de les rectes BP i DP amb la circumferéncia circumscrita a ABCD. Per
definicié de P, ZABM = /DBC i ZNDA = /BDC. Per tant AM = DC i AN = BC.
Considerem els punts X = BCN AN iY = CDN AM. Els triangle XAC i YAC sén
ambdos isosceles. D’aquf se’n desprén que M D || AC || NB. Se’n segueix que els triangles
NBP i PMD son isosceles, per tant la mediatriu del segment M D que és la mateixa que
la mediatriu del segment AC és concorrent amb les rectes BM i ND en P. El mateix passa
amb la mediatriu de N B, coincideix amb la mediatriu de AC i concorre amb BM i ND en
P. Concluim que AP = CP.

Considerem ara un quadrilater ABC'D amb P un punt interior que satisfa les condicions de
l'enunciat i a més AP = CP. Cal provar que ABCD és ciclic. Podem suposar sense pérdua
de generalitat que P es troba en l'interior del triangle ABD. Considerem els punts X i Y en
les extensions de BC'i CD, respectivament, tals que si m és la mediatriu de AC' que per tant
contindra a P, X,Y € m. Clarament, AX = XC i AY = YC. Considerem els punts M i
Nen AY i AX tals que AN = BC i AM = CD. Clarament tindrem que NB || MD | AC.
A més tenim que B, P, M i N, P i D, respectivament, estan alineats, per ser NBP i
MDP triangles isosceles i per ser m, amb P € m la mediatriu de NB i M D. Tenim doncs
que NBDM, ACBN i ACDM sén trapezis isosceles i per tant AB = NC, BM = DN i
AM = DC, per tant els triangles ABM i NCD sé6n congruents. Juntament amb el fet que
ZABM = ZDBC, per definici6 de P, obtenim que Z/ZDNC = /DBC. Concloem que els
punts N, B, C'i D i per en conseqiiéncia també A i M, es troben en una circumferéncia. Es
a dir, que ABC D és conciclic.

L’enunciat queda doncs provat.

“En un triangle ABC, diem que dos punts X i Y sén isogonals conjugats quan Y és el punt d’interseccié
de les rectes simétriques de AX, BX i CX respecte les bisectrius (interiors) dels angles ZA, /B i £C,
respectivament.

*Denotem pel punt de Fermat aquell punt F' interior al triangle ABC tal que ZAFB = /BFC =
ZCFA =120.

Una de les propietats més importants d’aquest punt és que és el punt tal que minimitza la suma de les
distancies d’aquest als tres vértexs.
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PROBLEMA** (IBERO 1997-2) Considerem un triangle ABC i el seu incentre
I. Tracem una circumferéncia amb centre en I que intersecta BC en P i D (D
entre Pi B), CAen EiQ (amb E entre CiQ) i ABen F i R (amb F entre R
i A). Les dues diagonals del quadrilater QFRE s’intersecten en S, les diagonals
del quadrilater FRDP s’intersecten en T i les diagonals del quadrilater EQFP en
U. Provar que les circumferéncies circumscrites als triangles SFR, TPD i UEQ
s’intersecten en un tinic punt.

Solucié6:

Es facil veure que com que [ equidista dels tres costats, llavors EQ = FRi QA = AF,
per tant els triangles EAR i QAF son isoscel-les, cosa que implica que Al 1ER,QF i per
tant el quadrilater QF RE és isoscel-leles. D’aqui que QR, EF i Al siguin concorrents en S.
Analogament obtenim que T és el punt on concorren les rectes FD, RP i BI, i E el punt
on concorren les rectes PQ, EF i CI.

Ara, notem que ZQIFE = ZFIR = /PID, ja que tal com hem dit, I equidista dels tres
costats. De la relaci6 entre angles anterior obtenim que ZFSR = 180 — ZESR = 180 —
2/ISR =180—-2(90— 4SRF) = 2/QRE = LEIQ = £FIR cosa que implica que els punts
S, F, RiI s6n conciclics. Analogament, es prova que els punts P, D, T i I sén conciclics,
aixi com els punts E, @, U i I, cosa que prova l’enunciat.

PROBLEMA** (Moldavia Test de Seleccié 2004-6) Siguin C; i C, dues circum-
feréncies, amb C; interior a C;. Considerem dos punts P i , amb P interior a C,
i Q exterior a ). Sigui /; una recta variable que passa per P tal que intersecta
Cz en A; i B;. La circumferéncia circumscrita al triangle A;QB; interscta C; en
M; i N;. Provar que, al variar /;, les rectes M;N, concorren en un punt.

Solucio:

Designem per I'; la circumferéncia circumscrita al triangle A;QB;, i per K; # Q el punt
d’interseccié de PQ amb T';. Comcencem observant que A;B; és I’eix radical de I'; i Cj, per
tant, PA; - PB; = PQ - PK;, perd com que el producte PA; - PB; és constant (per ser Cy i
P fixos), aixi com la longitud PQ, obtenim que PK; també ha de ser constant, és a dir que
K; és un punt fix en PQ), que anomenarem a partir d’ara K¢.

Aixi doncs, K@ és eix radical de dues circumferéncies qualsevols T i I';. A més, M;N, és
leix radical de C; i T';, per tant, X = M;N; N KQ és el centre radical de Cy, T} i I';, cosa
que implica que M;N; N KQ = M;N;N KQ = X, per tot 4 i j diferents. Equivalentment, les
rectes M;N; al variar I, concorren en X.

6A partir d’aquest fet, és immediat veure que el lloc geométric dels centres de T'; al variar [; és una
recta perpendicular a PQ: en efecte, pel que hem dit, KQ és una corda fixa de totes les T; obtingudes al
variar [;, per tant I'; sén circumferéncies coaxials, d’on se’n segueix que els centres de T; recorren una recta
perpendicular a PQ, en concret, la mediatriu del segment KQ.
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PROBLEMA** (IBERO 2005-5) Considerem un triangle ABC. Sigui A; un
punt en ’arc menor BC. A, i A3 sé6n punts en AB i AC respectivament tals que
LAAB = ZCAO i LA3A,C = ZBAO. Provar que la recta A,A; conté ’ortocentre
del triangle ABC.

Solucié:

Sigui O el circumcentre del triangle ABC, Aj # A; i Ay # A; els punts d’interseccié de
les rectes A;A; i A;As amb la circumferéncia circumscrita al triangle ABC, respectivament.
Notem que ZOCA = ZCAO = LA;A1B = LAYA1B = ZA,CB i andlogament es prova que
ZOBA = ZA3BC. Per tant, d’aqui se’n dedueix que O i H = C A}, N A}B sén conjugats
isogonals i per tant H és lortocentre del triangle ABC.

Sigui X = ASHNAC 1Y = AyH N AB. Es facil veure que A3X = XH i AYY = YH i per
tant, /XA3A; = ZXHA; i LY ALAy = LY HA,. D'altra banda, ZXHY = 180 — ZA i a
més, LA3ALX = ZBCA; i LY AYA; = ZCBA,. Per tant:

LAHX+/XHY+/YHAy = /BCA;+180—£LA+ZCBA; = 180—(180—4)+180—ZA = 180

Aixi, queda provat uqe Az, H, A, sén col-lineals.

PROBLEMA** (Bielorassia 1996) ABCD és un quadrilater circumscrit en una
circumferéncia, amb K, L, M, N els punts de tangéncia dels costats AB, BC,CD, DA
amb la circumferéncia en qiiestid, respectivament. Les rectes DA i BC s’inter-
secten en S i les rectes BA i CD s’intersecten en P. Provar que si S, K, M estan
al-lineats, també ho estan P, L, N.

Soluci6:

Primer de tot, aplicant el teorema de Brianchon” a 'hexagon AKBCMD i a I’hexagon
BLCDN A obtenim que les rectes AC, DB, MK i NL concorren en un punt, el qual des-
ignarem per [.

Sigui P' = NL N AB, provarem que P’ = P. Tenim que NL és la polar® de S (respecte la
circumferéncia inscrita en ABCD) i per tant (S, I; M, K) formen una divisié6 harmonica?,
per tant també (B, A; P, K) per extensi6 de C' i també (L, N; P’ I) per extensi6 de S. Se'n
segueix que P’ és el pol de MK. Perd el pol de MK és P, per tant P’ = P i els punts
N, L, P s6n doncs col-lineals.

"El teorema de Brianchon diu que per a qualsevol hexagon A;A; A3 Ay4AsAg circumscrit en una circum-
feréncia, les rectes A; A4, Az As i A3Ag concorren en un punt.

8Donat una circumferéncia k de centre O i radi r, i un punt A a linterior d’aquesta, es diu que la corda
XY de k que conté a A i és perpendicular a OA és la polar de A’ respecte XY, on A’ és la imatge de A
respecte una inversié (veure la seccié d’inversié) de centre O i rad r. A més, es diu que A’ és el pol de XY
respecte k.

9Definim com (A, B;C, D) = % : g—g la rad creuada de les parelles de punts (4,B) i (C,D). En
concret, quan (A, B;C, D) = 1 diem que les parelles de punts (A, B) i (C,D) s6n harmonics conjugats, o
equivalentment, la divisi6 (4, B; C, D) és harmonica.
Sigui k una circumferéncia qualsevol, A un punt exterior a k i a la polar de A respecte k. Llavors, si una
recta qualsevol [ per A intersecta a k en B i D (amb B entre D i A) i a a en C, llavors la divisi6 (ACBD)
és harmonica.
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PROBLEMA** (IMO Shorlist 2002-10) Considerem dues circumferéncies se-
cants S; i S en dos punts diferents, P i . Escollim dos punts qualsevols A; # P, Q
i By # P,Q, en S;. Siguin A, i B, els punts d’interseccié de les rectes A;P i B, P
en Sy, respectivament. Provar que si C és la intersecci6 de les rectes A; A, i B;B,,
llavors els circumcentres dels triangles A;A,C al variar A, i B, estan continguts
en una circumferéncia fixa.

Solucié:
Primer de tot provarem que A;A;CQ és un quadrilater conciclic. En efecte, utlizant angles
modul 180 graus'®:

éAchz - ACAlAz + ACAQAl = Z.CAlAz + ZPAsz =
=/LCAA; + LPByAy + £ByPAy = LZCA1 Ay + ZPQAy + LA B1P =
= /A\BiP + ZPQAy = LA QP + /PQAy = ZA1A5Q

Aix{ doncs, el problema es redueix a provar que els circumcentres dels triangles A;A,Q
al variar A; passen per una circumferéncia fixa. Posem que O;, O, s6n, respectivament els
centres de S; i Sy, respectivament i X el circumcentre de 4;QA,. Tenim que X ve determinat
per les mediatrius dels segments A;Q i A,Q, rectes que passen, respectivament per O; i O,.
A més tenim que si M; i M, sén els punts mitjos de A;Q i A»(Q, respectivament, llavors
el quadrilater M, X M,Q és conciclic. L’angle ZA;QA; és constant i per també també sera
constant ’angle O; X0O,. Finalment, com que Z0,Q0, = ZA1QA; = £0,X0;, concloem
que X, 01, Oz i Q s6n punts conciclics. L’enunciat queda provat.

PROBLEMA** Sigui ABC un triangle d’ortocentre H. Siguin B’,C’ els peus de
les perpendiculars a CAi AB des de B i C, respectivament i D el punt d’intersecci6
de B'C’ amb BC'. Provar que si R és el punt mig del segment BC, llavors DH 1 AR.

Solucié:

Comencem provant I’anomenat teorema de Brokard:

TEOREMA (Brokard): Considerem un quadrilater XY ZT inscrit en una circumferéncia de
centre O. Llavors, O és 'ortocentre del triangle IJK, on I = XY NTZ, J=XTNZY i
K=XZNnTY.

Demostracio:

Siguin M i N els punts d’interseccié de JK amb XI i TI, respectivament. Clarament, les
rectes JN, XZ i TY sén concorrents en K, se’n segueix que (XY NI) formen una quaterna
harmonica i per tant, per extensié de J, també (TZMI). D’aqui que MN sigui la polar
de I respecte la circunferéncia de centre O i per tant OILJN. Analogament, obtenim que
OJLKI d’on se’'n segueix que O és l'ortocentre del triangle JIK.

Retornem al problema origina, com que R és el punt mig del segment BC, aquest sera
el centre de la circumferéncia de diametre BC en la qual s’hi troba inscrit el quadrilater

1014 utilitzacié de angles modul 180 graus és molt 1til en problemes en les quals apareixen elements en
posici6 general. D’aquesta manera, podem escriure que /XY Z +180 = ZXY Z. Ens sera de gran ajuda per
provar que determinats punts sén conciclics o colineals.
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BCB'C'. Aplicant el teroema de Brokard, obtenim doncs que M és lortocentre del triangle
AHD i per tant AM1HD.
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4.3 Geometria amb nombres complexos!!

4.3.1 Teoremes i conceptes

En aquesta seccié tractarem la geometria interpretada mitjangant els nombres complexos,
representats al pla complex.

Els nombres complexos sén de la forma z = a + bi, on ¢ representa v/—1. Direm que a és
la part real del nombre complex z, Re(z) = a, i que b és la part imaginaria del nombre
complex z, Im(z) = b. El conjugat de z, Z és a — bi. En el pla complex, compost per 1’eix
real (correspondria a I’eix de les z que tenim en un sistema de coordenades cartesia) i eix
imaginari (corresponent a I’eix y en un sistema de coordenades cartesia), les coordenades de

I'afix del vector OZ venen donades pel punt (a,b). Per comoditat, denotarem directament

—
per z el vector OZ. A continaucié exposarem els teoremes i propietats més importants dels
complexos que ens serveixen per resoldre problemes 2.

TEOREMA

Per tal de calcular distancies hem d’utilitzar sempre la segiient formula: |a|*> = aa. En

concret, el valor del segment |BC| és: |BC| = /(b — ¢)(b— ¢). (En el calcul de les longituds
de diferents segments, pot ser util que aquests estiguin alineats.)

TEOREMA.
e ab || cd siinomés si: (_l_l_) = f_ci
a— c—d
e ablcd siinomés si: (_1—_ = —f_ci
a— c—d

. . . ., .. a—c b-—c
e a, bicso6n colineals si i només si: -
—C

a-—-¢ b
¢ ¢ s’ha obtingut mitjancant un gir d’angle ¢, en direcci6é positiva (sentit antihorari) de
a respecte b si i només si: ¢ — b= e*(a — b)
o, . . ., . c—=b o C—a
e Zach = ¢, en direccid positiva, si i només si: it

lc —b] - le —al

PROPIETAT. Propietats de la circumferéncia unitat.

=

e a pertany a la circumferéncia unitat si i només si @ =

at

ULa utilitzaci6 dels nombres complexos en geometria pot resultar ser atil en determinades situacions.
L’inconvenint principal és pero la gran quantitat d’operacions, llargues i farragoses, que de vegades mitjancant
I'ds d’altres geometries ens estalviem. Es recomana generalment intentar primer una solucié mitjancant
geometria eucliana o trigonometria, i com a tltim recurs, utilitzar complexes.

12En aquesta secci6 els teoremes posats s’han extret de I’article [13].
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ab(c + d) — ed(a + b)

. En el ?
p S n el cas d’una

e El punt d’intersecci6 de les cordes ab i cd és:

tangent en z, es considera la corda zz.

e Si ¢ pertany a la corda ab llavors: ¢ = et bb_ °
a

e Si p és el peu de la perpendicular des d’un punt qualsevol ¢ a la corda ab: p =
1
E(a-i-b—l—c—abé).

TEOREMA. Arrels de la unitat.
So6n les arrels de I'equacié z™ = 1. En el pla cogmkplex representen un n-agon regular, inscrit
en la circumferéncia unitat. So6n de la forma e™» , on k € {1,2,...,n — 1}.
TEOREMA. Sobre triangles.
¢ Dos triangles Aabc i Apgr sén semblants i tenen la mateixa orientaci6 si i només si:

a—c p—r

b—c q-—r
e Si g és el baricentre del triangle Aabc, llavors:

a+b+c
3

e Si s i h son respectivament el circumcentre i 'ortocentre d’un triangle Aabc, llavors:

h+2s=a+b+c

4.3.2 Problemes

PROBLEMA* (OBM 1984- 2) En un quadrilater ciclic ABCD considerem A’, B/,
C’ i D', els ortocentres dels triangles BCD, CDA, DAB i ABC, respectivament.
Provar que els quadrilaters ABCD i A'B'C’'D’ sé6n congruents.

Solucié:

Considerem el pla complex. Podem suposar sense pérdua de generalitat que el quadrilater

ABCD es troba inscrit en la circumferéncia unitat. D’aquesta manera els ortocentres dels

quatre triangles venen donats pels vectors segiients:
d=bt+c+d;V=c+d+a;d=d+a+b;d =a+b+c

D’aquesta manera, tenim que:

a —b=b-a;b-c=c-b;d—d=d-c;d—-d=a-d

Aixi doncs AB = A'B', BC = B'C', CD = C'D', DA = D'A’, cosa que prova ’enunciat.
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PROBLEMA** (IMAC 2007-2) Sigui ABCD un paral-lelogram. Considerem les
rectes [y i [y, simétriques de CD i AB respecte BD i AC respectivament. El punt

d’intersecci6 de [; i [, és P. Determinar la rao BD en funcié de PO q.

Solucié:

Considerem el pla complex, podem suposar sense pérdua de generalitat k = AC N BD = 0,
b=—-1id=1. D’aquesta manera c = —a.

Siguin ¢” i b” els punts simétrics de c i b respecte BD i AC respectivament.

Primer de tot tenim que ¢’ = é.

Per determinar b” considerarem el peu de la perpendicular de b en el segment AC, ¥’

—1—p — —{= _f(—-1=V
Imposem perpendicularitat: _ —f C_l = —f ( f) = _2 =y = o=1-) -1
-1-¥ c—a c— (-0 c c
. B —e - ’ y _ be
Imposem colinealitat: —= (_ = E ( (f) = S = (IZ——S)—_Ff = — =} = ’e
'—¢ é—(-¢) ¢ (M-o+c ¥ ¢
Igualant les dues equacions obtenim que ¥’ = — ¢ ;—_c' Ara, tenint en compte que b’ determina,
c
el punt mig del segment B”B:
b —1 _cte
—=¥V= =0 ==
2 2¢c

El segiient pas és buscar p. Sabem que p pertany a l; i Iy, per tant

te _V+c —f+c (@(c—1))(p+c)
I linealitat de a(= —c), b” i p: = Sk Six S -
mposem colinealitat de a( c), STT T Tre =g 7 26— 1)

— -1 ¢-1 -1)(p—1
Imposem colinealitat de d(= 1), ¢’ i p: p . =< = p= (e=1)p—1) +1

p—1 =1 c—1 c—1

Igualant les dues equacions i simplificant obtenim que p = ¢ T Aixi doncs:

C —

APE = = p)a =) = (~c= =51 ) (== 55 ) = oo
IPDF = (0= )-d) = (25 -1) (75 -1) = ey

_|AP] _
~ |PD|

Per tant:

Finalment,

|AC]  la—c)a—¢) 2vee =
|BD| (b—d)(b—d) 2 vee

=V
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PROBLEMA* (OBrN 1996-3) Sigui ABC un triangle acutangle i O el seu cir-
cumcentre. S és la circumferéncia que passa per O, A i B. Provar que si S talla
als costat AC i BC per segona vegada en els punts P i Q, respectivament, llavors
CO és perpendicular a PQ.

Soluci6:

Considerem el pla complex. Podem suposar sense pérdua de generalitat que el triangle ABC
es troba inscrit en la circumferéncia unitat. Designarem els vértexs A, B i C amb els afixos
dels complexes a, b i c. Per tal de demostrar I’enunciat necessitem determinar els valors de
pigq.

Comencarem buscant el centre de S, que li direm k. Sabem que k és la intersecci6 de les
tres mediatrius dels segments AB, AO i BO, per simplificar les coses considerarem el punt
d’interseccié de les mediatrius de AO i BO. Designem per E i F els punts mitjos dels
segments AO i BO, respectivament, per una banda:

a b
e-i’f_é'

D’altra banda, e i f son els peus de les perpendiculars baixades de k a la corda a(—a) i
b(—b), per tant:

a 1 - b1 -
e=5= E(aJr (—a)+k—a(—a)k); f= 3= 5(b+ (=b) + k — b(—b)k)
)
Simplificant i resolent el sistema obtenim que k = 1 b
a

Per tal de buscar p i ¢ imposarem que la distdncia PK i QK sén iguals a AK. La distancia
AK és:

_ 2 =2 b
AKP=(a-k)(a—F) = — .2 _—_9
[AKT" = (a—k)(@a—k) a+b a+b (a+b)?

Imposant doncs que PK és igual a AK:

pla+b)—ab ((ea+c—p)lat+b)—ac)  ab
(a-+Db) ac(a + b) ~ (a+b)?

|PK” = (p—k)(p—k) =

Simplificant obtenim que p = % i andlogament q = ﬂ:’—:{l Per tant la condicié de de

perpendicularitat de I’enunciat és certa si i només si:
P—q _
P—q

2

c—0

—_— — — _c
c—0

Es facil comprovar que realment aixo és aixi:

c(b—a)
—q _ Taxb 2
ﬁ_q'_ ela—b) _ C

at+b

3

2

:
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PROBLEMA** (OBrM 2007 - 3) En un triangle ABC tal que ZBAC = 60 i
AC > AB, considerem el circumcentre O i ’ortocentre H. La recta OH talla els
costats AC i AB en els punts P i (), respectivament. Provar que PO = HQ)

Solucié:

Resoldrem el problema mitjancant complexes, utilitzant la notacié habitual. Considerem el
pla complex, podem suposar sense pérdua de generalitat que el triangle ABC es troba en la
circumferéncia unitat. Atés que P, O, H i @ es troben alineats, serd suficient provar que si
LCAB = 60, llavors p = h — q.

Comencarem buscant el valor de p. Per una banda, p pertany a la corda ac, per tant:

_ a+c—p
p=— (*)

ac

D’altra banda p, o i h es troben alineats. Tenint en compte que h+2-0 = a+b+c, obtenim:

p_a+btc abcfatb+c)
5 a+b+é ab+bc+ca

Substituint (*) en la tltima expressié obtenim el valor de p:

_ blat+b+e)(atc)
p= b2 + ca + 2ab + 2bc

Analogament es té que el valor de g és:

_clat+b+c)(at+b)
1= c? + ab + 2bc + 2ac

D’altra banda, si ZBAC = 60, llavors COB = 120, per tant podem suposar sense pérdua
de generalitat que b = 11ic = ¢’s". Per simplificar posarem ¢ = w, amb w? + w + 1 = 0.
D’aquesta manera obtenim que:

(a4 w+1)(a+w)

(1 + wa+ 2a + 2w)

(wta+1)(w+1)(a+w)

w(a + 1) (w+a+1)(w+1)(a+w) o
h—q = 1 (1- - - _
7= (atw+d) ( w? + a+ 2w+ 2a-w> (w? + a + 2w + 2aw) &“WF—';’*MI
(a+w+(at+w) (a+w+1)a+2)

- —w(w? +a+ 2w + 20w) ~ (—wd — wa — 2w? — 2aw?)

B (w+a+1)(w+a) _ (a+w+1)(a+w)
T (-1-wa—-2(-1-w)—-2a(-1-w)) (1+wa+ 2a+2w)

Concloem doncs que p = h — ¢, cosa que implica que PO = HQ.
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PROBLEMA**, Provar que l’incentre i el circumcentre del triangle ABC, axid
com l’ortocentre del triange format pels punts de tangéncia de la circumferéncia
inscrita amb els costats del triangle ABC, estan alineats.

Solucié:

Sigui MNP el triangle format pels punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita amb els
costats del triangle ABC. Primer de tot notem que 'incentre del triangle ABC és justament
el circumcentre del triangle M N P. La linia d’Euler del triangle M N P conté el circumcentre,
I'ortocentre i el baricentre del triangle M N P, per tant, sera suficient que provem que la linia
que uneix el circumcentre i l'incentre del triangle ABC, conté el baricentre del triangle
MNP, i,e. els tres punts estan alineats.

Considerem en el pla complex la circumferéncia unitat. Podem suposar sense pérdua de
generalitat que és la circmferéncia inscrita del triangle ABC, d’aquesta manera queden
definits els vectors a, b i ¢, pel teorema 6.2.3, de la segiient manera:

2np 2pm 2mn

= , b= y C=
p+n m+p m-+n

D’una banda tenim que el circumcentre o del triangle ABC és:

_ 2mnp(m+n+p)
~ (m+n)(n+p)(p+m)

Mentre que el baricentre g del triangle MNP és:

_a+b+c
3

Tenim que o, g i 0 sén colineals, que és el que volem provar, si i només si:

o
56—

Q

_(o=9)+g _
(0-3)+37

_9
g

QIl©
Il O
Il
QI

Per una banda:

_ 2mnp(m +n +p)(m + 7) (M + ) (A + D)
T 2map(+a+p)(m+n)(n+p)(p+m)

(o1} Re)

_ m3n3p3(m +n + p)(m +n)(n + p)(p + n) _ mnp(m + n + p)
m2n2p?(mn + np + pm)(m +n)(n + p)(p + n) mn + np + pm

D’altra banda:

m+n+p
9 _ 3 =m+n+p=mnp(m+n+p)
g M+n+p m4a+p mntnpdpm
3

Aixi doncs, ’enunciat queda provat.
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PROBLEMA Considerem un quadriliter ABCD inscrit en una circumferéncia
C(0). Siguin Ogpy Opey Ocq i Oy, €ls centres de les circumferéncies simétriques de
C(O) respecte de AB, BC, CD i DA, respectivament. Provar que si les circumfer-
éncies (Og)y (Oe); (Ove)s (Oca); (Ocd)s (Oaa)s (Oda), (Ogp) s’intersecten en A’y B/, C' i
D', respectivament, llavors el quadrilater A’B'C’'D’ és un quadrilater inscriptible
en una circumferéncia del mateix radi de C(O).

Solucié:

Considerem el pla complex. Indicarem per z el complex que determina el punt Z. A més,
suposarem que C(O) és la circumferéncia unitat.

Notem que A’ és el punt simétric de A respecte la recta OuqOg, i que al seu torn, O,y i Ogqy
son els simétrics de O respecte AB i BC. Aix0 ens permet trobar facilement el valor de o'.
Comencem buscant els valors de Oy 1 O,q:

Ow=a+d;Og=a+d

Ara, buscarem la projecci6 m de A en Og0,4:

- —b 1 a-
Imposem que AM 10,40, || DB: (11 TIL = —il S M= - a—m
;—m d b a db
b d—b b+d
Imposem que M € Oyq0q: T_n (?_I_]) —T > m= +L
m=(G+3) 7%

Finalment, el calcul de a’ és casi immediat:

d=2+b+d—a=a+b+d

Permutant ciclicament a, b, ¢ i d obtenim els valors de ¥':

V=a+b+c

Aixi doncs, @’ — b = d — ¢ cosa que implica que A’B’ i C'D’ tenen la mateixa direccié
i longitud. Raonant anilogament, arrivem a que els quadrilaters ABCD i A'B'C'D’ s6n
congruents, d’on en deduim la conclusi6.
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4.4 Geometria inversiva
4.4, GEOMETRIA INVERSIVA

4.4.1 Teoremes i conceptes

Definim una inversi6!'® de centre O i rao k, una transformacioé en el pla tal i que cada punt
A # O s’associa a un punt A’ de manera que O, A i A’ estan continguts en el mateix raig, i
|OA| - |OA'| = k2.

Considerem els punts P, Q i O, amb P,Q # O. Si P’ i @' son les seves respectives imatges
a l'aplicar una inversi6 de centre O i rad k, tenim que els triangles APOQ i APOQ’
sén semblants, ja que ZPOQ = ZP'OQ' i a més |OP| - |OP'| = |0Q| - |OQ'|, per tant
ZOPQ = ZOQ'P'. En el cas d’invertir el propi punt O, aquest és enviat al punt infinit P.

Figura 4.13: La inversié

Propietats de la inversié:

- La imatge d’una linia que passa pel centre d’inversi6 és ella mateixa.

- La imatge d’una circumferéncia que passa pel centre d’inversi6 és una linia que no passa
pel centre d’inversi6

- La imatge d’una linia que no passa pel centre d’inversi6 és una circumferéncia que passa
pel centre d’inversi6.

- La imatge d’una circumferéncia que no passa pel centre d’inversié és una altra circum-
feréncia que no passa pel centre d’inversio.

- Es conserven el nombre de punts de tall entre dos elements qualsevols (o circumferéncies
o rectes o una de cada). Es considera que P,, és el punt de tall de dos rectes paral-leles.

13Per adquirir més informacié sobre aquest tema, consultar [7]
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4.4.2 Problemes

PROBLEMA** (OBrM 1995-5) Siguin A, B i C, en aquest ordre, tres punts en
una linia qualsevol /;. Tracem les semicircumferéncies k i l, de diametres AB i
BC, respectivament, ambdues en la mateixa banda de [;. La circumferéncia ¢ és
tangent a k en el punt P, alenel punt T # C iala perpendicular n de [, que
passa per C en Q. Provar que AT és tangent a [.

Solucié:
Considerem una inversioé de centre 7' i rao r:

- ¢'i ', imatges de t i [ respectivament, sén dos rectes paral-leles que no contenen T

- k'in’, imatges de k i n, esdevenen dues circumferéncies tangents a ¢’ en Pi@Qial en
B'i (', respectivament. A més k' i n' tenen el mateix radi, i mentre que n' conté a T'(=T),
k' no.

- La imatge de [y, I} és una circumferéncia que passa pel centre d’inversi6 T, per C' i B’
itallaa k' en A'.
Considerem la mediatriu del segment B’C’, clarament, B’ i C’ sén simeétrics respecte aquesta,
aixi com A’ i T, per pertanyer a circumferéncies congruents. D’aqui se’n desprén que A'T és
paral-lel a ¢ i I'. Per tant, si ara desfem la inversié i tornem a la situaci6 inicial, clarament
AT és la tangent de [ i t.

QI

P |
TN N

t'

A

]

Figura 4.14: OBrM 1995-5

PROBLEMA* (OBrM 2000-1) Dos circumferéncies secants C; i C; tenen una
tangent comuna que toca C; a P i C; a Q. Les dos circumferéncies s’intersecten
en M i N, N es troba més aprop de PQ que M. La linia PN intersecta la

circumferéncia C, en R # P. Provar que MQ divideix en dos parts iguals I’angle
PMR.

Soluci6 1:
El nostre objectiu és provar que ZQMP = ZQMR.
Al ser QP tangent a C; i Cy:
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ZQMP = ZQMN + ZNMP = /ZNQP + /NPQ = 180 — ZQNP = /QNR = ZQMR

Solucié 2:
Apliquem una inversié de centre M i rad arbitraria k, el que obtenim és el segiient:
- C} i Ch s6n dues rectes secants en N’ que no passen per M’ = M.
- La recta QP s’inverteix en una circumferéncia tangent a C| i Cy en P'i Q'
- La recta PN s’inverteix en la circumferéncia circumscrita al triangle P'M’'N’ que talla
Cyen R'.
El nostre objectiu es provar que ZR'M'Q = LQ'M'P’
Posem ZQ'M'P' = ai LQ'R'M' = (. Llavors, tenim que:

/R'M'Q' =180 — (B) — (LR'Q'M') = (180 — ) — (180 — ZN'Q'P' — LP'Q'M') =

=(180—-p4)—-(180—-fF—0a)=«a

Hem arribat doncs, a que ZR'M'Q' = £LQ'M'P’.

PROBLEMA* (OBrM 2001 - 2) Una circumferéncia S és tangent interiorment
a una altra 7 en A. Considerem un punt P # A qualsevol de T. Les cordes PQ i
PR s6n tangents a S en X i Y, respectivament. Provar que ZQAR = 2/XAY.

Solucié:
Considerem la inversi6 de centre A i una rad arbitraria k, el que obtenim és el segiient:

- 81T s’inverteixen en S’ i T' dues rectes paral-leles que no passen per A’ = A.

- P’ és un punt que pertany a T". Les rectes PX i PY s’inverteixen en dues circumferén-
cies congruents tangents a S’ en X’ i Y’, respectivament, que passen per P’ i A’i que tallent
T’ per segona vegada en Q' i R'.

El nostre objectiu és provar que ZQ'A'R' = 2/ X'A'Y".
Notem que els triangles @' P'X’ i P'Y’R’ s6n isosceles i iguals. A més, les rectes Q'R i X'Y’
son paralel-leles, per tant:

LQAR = LQAP + /RAP = (LQAX + LX'AP) + (LP'AY' + LP'AR) =
= (LQP' X'+ LQP' X"+ (LP'RY' + LY'P'R) = 2(4X'Q'P' + LP'RY") =
= 2LX'A'P + LPAY') = 2/X'A'Y'
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PROBLEMA* (OBrM 1994 - 4) Els punts P i Q es troben en una circumferéncia
w, 1 P és un punt tal que PR i PQ s6n tangents a w. A és un punt en ’extensio
del segment P(Q, i y és la circumferéncia circumscrita al triangle PAR. La cir-
cumferéncia y talla w per segona vegada en B, i AR intersecta w en C. Provar
que /PAR = ZABC.

Figura 4.15: OBrM 1994-4 (1)

Solucié:
Primer de tot, notem que si ZPAR = ZABC, llavors la circumferéncia circumscrita al

triangle AB és tangent a la recta que conté A, P i R en A. Provarem doncs que aixi és
mitjancant una inversié de centre () i una rad arbitraria k. El que obtenim és el segiient:

- La recta que conté a A, P i () es converteix en ella mateixa.

- La circumferéncia w, al ser tangent a la recta anterior en el centre d’inversié es converteix
en la recta w’, paral-lela a A’'P’.

- La recta QR, no passa pel centre d’inversi6 i a més és tangent a w, per tant, s’inverteix
en una circumferéncia que passa per Q' = @Q la qual és tangent a w’ en R'.

- La circumferéncia y com que no passa pel centre d’inversi6 es converteix en una altra
cirumferéncia gy’ que passa per A’, P'i R'. El punt de tall de 3y’ amb w' és B'.

- La recta AR no passa pel centre d’inversid, per tant s’inverteix en una circumferéncia
que passa per A, R'i Q' = Q i que talla w’ en C'.
El nostre objectiu és doncs provar que la circumferéncia circumscrita al triangle A’'B'C’ és
tangent a la recta A’P’ en A'.
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Figura 4.16: OBrM 1994-4 (2)

Notem que al ser A’P’' i B'R’ cordes paral-leles d’'una mateixa circumferéncia, les rectes A'B’
i P'R’ s6n simétriques respecte la mediatriu de A’R’, que coincideix amb la mediatiu del
segment B'R’. Pero la circumferéncia circumscrita al triangle P'R'Q)’ és tangent a v’ en R/,
a més, la recta P'Q’ és a paral-lela a w’ per tant la recta Q'R’ és la simétrica de P’'R’ respecte
la mediatriu del segment P'Q’, que és paral-lela a la mediatriu del segment A’P’. Per tant
concloem que A’'B’ és paral-lel a Q'R'.

Analogament A’Q)’ i C'R’ s6n cordes paral-leles d’una mateixa circumferéncia, per tant les
rectes A'C' i R'Q’ son simétriques respecte la mediatriu de A’Q’ que coincideix amb la
mediatriu del segment C'R’. Pero tal com hem dit la recta Q'R’ és la simétrica de P'R’
respecte la mediatriu del segment P'Q’, que és paral-lela a la mediatriu del segment A'Q’,
per tant A’C’ és paral-lel a R'P’,

Clarament doncs, els triangles A’B’C" i P'R'(Q)’ s6én homotécics de rad —1, per tant, com que
la circumferéncia circumscrita a P'R'Q)’ és tangent a w' en R/, la circumferéncia circumscrita
al triangle A’B'C’ ho és a A’P’' en A, que és el que voliem provar.

PROBLEMA?* (OBrM 1993-4) La circumferéncia w;, és tangent interiorment a
una altra w, en el punt M. P és un punt sobre w; i Q@ 1 R sé6n els dos punts de
tall amb w; de la tangent a w; en P. Demostrar que ZPMQ@ = ZRMP.

Solucié6:
Considerem una inversié de centre M i rad arbitraria k, el que obtenim és el segiient:

- wj 1wy sén dues rectes paral-leles que no contenen M' = M.

- La recta tangent a w; en P s’inverteix en una circumferéncia que passa per M' = M,
tangent a wy en P’ isecant a w) en R' i Q.
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El nostre objectiu es provar que ZR'M'P' = ZP'M'Q’.

Notem que el triangle R'P'Q’ és isoscel-les, en concret, R'P' = P'Q)'. D’aqui que P’ sigui el
punt mig de I'arc R'P’, concluim doncs que M'P’ és la bisectriu interior de I'angle R'M'Q’,
cosa que prova que ZR'M'P' = ZP'M'Q".

PROBLEMA* Considerem un triangle ABC. P i  sén els peus de les perpen-
diculars a la bisectriu interior de ’angle A baixades des de B i C. Si H és la
perpendicular baixada a BC des de A i M el punt mig del costat BC, provar que
els punts M, H, P i () es troben en una circumferéncia.

Soluci6:

Siguin K i L # A el punt d’interseccié de la bisectriu interior de I'angle A amb BC i la
circumferéncia circumscrita al triangle ABC, respectivament.

La condici6 necessaria i suficient per tal que els quatre putns M, H, P i Q es trobin en una
circumferéncia és:

PK -KQ=MK- -KH

Aixo és el que provarem. De moment, fixem-nos en els quatre triangle CKQ, MKL, KPB
i KAH. Sén tots semblants per tenir els tres angles iguals. D’aqui que:

MK KQ _KQ-KL
KL " ke o ME=—xo

KH KP KP-KA
KA KB MH="fxm

Multiplicant aquestes dues expressions:

KQ-KL-KP-KA
KC-KB
Finalment tenint en compte que AK - KL = CK - KB, arribem al resultat desitjat:

MK -KH =

KQ-KL -KP-KA

MEK-KH = KC KB

=KP-KQ
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4.5 Identitats trigonométriques importants.
4.5. IDENTITATS TRIGONOMETRIQUES IMPORTANTS.

4.5.1 Teoremes i conceptes

Foérmules addicié.

Per a qualsevol « i § reals, tenim que:

cos(a + ) = cos acos § — sin asin B

sin(a + @) = sinacos § + cos asin §

tan o + tan 3

tan(a + f) = 1 —tanaotan 3
Férmules suma-producte.
sina +sinf = 2sina;ﬂcos a;ﬂ
cosa + cosff = QSina;ﬂ cosa;ﬂ

Férmula conseqiiéncia de la férmula de Moivre.

n n _ . n _ .
CcosS NG = (0> cos” o — (2) cos™ 2asin® a + (4> cos" 4 asinta...

. n _ . n _ . n _ .
sinna = (1) cos" lasina — <3> cos" d asin®a + (5> cos™ % asin® a...

Férmules angle meitat.

/11— /1
sing=:|: %S—q ; cos%=:|: $ ; tan%zcsca—cota

Altres férmules.
Posant z = tan £, llavors:

sinf = ; cosf =
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Capitol 5

Algebra

5.1 Equacions i polinomis

5.1.1 Teoremes i conceptes
TEOREMA. Solucions de ’equacié quadratica.

Les solucions de qualsevol equacié quadratica del tipus az? + bz + ¢ = 0, venen donada per

la férmula segiient:
—b+ b2 — 4ac
2a

T2 =

El valor del discriminant D = b — 4ac, determina el nombre de solucions, en concret, si
D > 0 Pequaci6 té dues solucions reals, si D = 0 té una soluci6 real i si D < 0 té dues
solucions complexes.

DEFINICIO. Nombres combinatorics.

ny n!
(r) Crl(n—r)!

DEFINICIO. El binomi de Newton.

Peran,re NiO<r<n:

Peran,e Niz,y € R:

(z+y)" = i (7;) 'y

=0
TEOREMA. Teorema de Bezout.
Un polinomi P(z) és divisible per (z — a) si i només si P(a) = 0.
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DEFINICIO. Polinomis simétrics i polinomis simétrics elementals.

- Un polinomi simétric P(z1, za, . .., z,) de n variables, és tal que si intercanviem les variables,
el polinomi segueix sent el mateix.
-Els polinomis simétrics elementals sén de la forma oy (x1, 2, -+ ,2,) = Zi1<i2<“_<ik Ty Tip * * T -

FORMULA. Formules Cardano-Vieta.

Siguin «;, 0 i ¢; nombres complexos tals que P(z) = d(z — a1)(z — aqg) - (z — o) =
cox™ + c1z™ L - ¢,. Llavors:

C
= = (~1)ox(on, g, , )
Co
TEOREMA. Teorema de les arrels racionals.
Siz= B, amb ged(p, q) = 1, és una arrel del polinomi P(z) = apz™ + an—12™ 1+ + ao,
q

llavors p | ap i q | ay.

TEOREMA. Teorema Eisenstein (Extensio).

Sigui P(z) = apz™ + an_12" 1 + -+ - + ag un polinomi de coeficients enters. Si existeix un
nombre primer p i un nombre k, amb k € {1,2,--- ,n— 1} tals que p | ap,a1, - ,ak i
p*{ ag, ax41, llavors existeix un factor irreductible Q(z) de P(z) de grau al menys k.

TEOREMA. Identitats polindmiques
zm.n_ym-n — (xm_ym)((a:m)n—l+(xm)n—Z(ym)+(mm)n—3(ym)2+...+(xm)(ym)n—2+(ym)n—1)
mm-(2n+1) + ym-(2n+1) — (mm + ym)((wm)2n+1 _ (mm)Zn(ym) - (xm)(ym)z'n + (ym)2n+1)

5.1.2 Exercicis i problemes

PROBLEMA (OMC 1965-5) Si fem s =z +y i p = 2y, expressar (z — y)* com a
polinomi en s i p.

Soluci6:
Tenim que (z — y)? = 22 — 2zy + y? = (z + y)? — 4oy = s? — 4p. Finalment, (z — y)* =
(@~ 9)*)" = (s* — 4p)? = 5* — 8ps® + L6p*.
PROBLEMA* (OME 1999-1) Donats els polinomis:
P(z) =z*4+az® + ba® +cx + 1
Q(z) = z* + cx® + ba® + az + 1

trobar les condicions que han de complir els parametres reals a, b i ¢, amb a # ¢
per tal que P(z) i @Q(z) tinguin dos arrels comunes, i resoldre després en aquest
cas les equacions P(z) =01 Q(z) =0.
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Soluci6:
Suposem que « és una de les arrels comunes als dos polinomis, llavors, P(a) = Q(«), o el
que és el mateix:

of+ad®+bol+ca+l=a'+ca®+ba®+aa+1=ala—c)(a®—1)=0

Per una banda, se’ns imposa a ’enunciat que a # ¢, per tant podem dividir ’expressi6é per
(@—c). Amés a #0, jaque P(0) =Q(0) =1 # 0, per tant també podem dividir per «
obtenint aixi:
d=1=a==l1
Aixi doncs, les dos arrels comunes a P(z) i Q(z) sén +1. Perd no oblidem que a I'enunciat
se’ns demana la condicié que han de complir els parametres reals a, b i ¢ perqué aixi sigui,
per tant, s’ha d'imposar:
P1l)=Q(l)=14+a+b+c+l=a+b+c+2=0
P(-1)=Q(-1)=1—a+b—c+l=—a+b—c+2=0

Sumant les dues equacions obtenim:

b=-2=a=—-c

Acabem de resoldre doncs la primera qiiesti6é del problema. Queda ara determinar les altres
dos arrels de cada un dels polinomis. Substituint els valors obtinguts de a, b1i ¢, els polinomis
queden:

Plz)=x'4a2x’ - 22 —az +1= (2> - 1)(2® + az — 1)

Qz)=2'-az®* - 222 +az+ 1= (22 - 1)(z® —az — 1)
Dividint els dos polinomis per (z? — 1):

—at+Va?+4
2

a+va?+4
2

24ar—-1=0=>z=

?—ar-1=0=z=

Finalment, les arrels de P(z) sén:

—a+va?+4

Tp(z) = il’ 2

Les arrels de Q(z) sén:

a+va?+4
To@) = 1, ————
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PROBLEMA* (OME (Fase Local) 1999-6) Se sap que el polinomi z3 — z + k té
tres arrels enteres. Determinar el valor de k.

Solucié 1:
Utilitzant les formules de Cardano-Vieta obtenim que, si ay, a, i ag sén arrels del polinomi:

oy +ag+oa3=0
a0 + agag + azag = —1
109ty = —k

Es a dir,
(utagtas)? = 0 = af+ad+od+2(mar+apastaze) = Al +a2+ai—2 = ol +ad+ad =2

Calarament doncs una de les arrels ha de ser necesariament 0. Obtenim llavors que k =
—Qj Qi = 0.
Soluci6 2:
Siguin o, ag, ag les tres arrels del polinomi, llavors tenim que
k= a1(1 — a]_)(l -+ ozl) = 042(]. - ag)(l + az) = C!3(1 — 043)(]. + a3)
Es a dir:

al—a‘;’zaz—agé(al—az)(af+a1a2+a§—1)=0

Per tant 0 oy = o 0 o} + g + a2 = 1.
En el primer cas, substituint «; = a4 en les equacions de Cardano obtenim

of — 20y = & — 204 - (—20q) = 502 =1

perd llavors a; no és un enter.
En el segon cas, af + ajay + a2 = 1, suposem sense pérdua de generalitat que a; < s,
llavors:
1=0}+ o105+ a2 > 302
Obtenim que «; és necessariament igual a zero. Per tant k = 0.
PROBLEMA¥* Siguin a, b i c les arrels del polinomi z3 — 222 + z + 5. Trobeu el
valor de a* + b* + ¢*.
Soluci6:
Notem que:
a' + b+t = (a® + b2 + 2)? — 2(a®V? + b2 + Pa?) =
= ((a+b+c)* — 2(ab + be + ca))® — 2((ab + be + ca)? — 2abe(a + b+ c))

Si escrivim les formules de Cardano el que tenim és:
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a+b+c=2
ab+bc+ca=1
abc = =5

Substituint aquests valors a la primera equacié podem calcular el valor de a* + b* + ¢

a* + b+ c* = ((a+b+c)? — 2(ab + be + ca))? — 2((ab + be + ca)? — 2abc(a+ b+ c)) =
= ((2)* = 2(1))* = 2((1)* ~ 2(-5)(2)) = —38

PROBLEMA* Si les arrels del polinomi z® + az? + bx + ¢ estan

a. en progressi6 aritmética, demostreu que 2a%2 — 9ab + 27¢ = 0

b. en progressi6 gemométrica, demostreu que a®c = b3.

Solucié:

Comencem amb I'apart a. D’acord amb les formules de Cardano, si z — d, z i z + d s6n les
tres arrels, que com podem veure estan en progressié aritmética de diferéncia d, llavors:

z+z+d+r—-d=3z=—-a
zz+d)+z(z—d)+(c+d)(z—-d)=32>-d’=b
z(z —d)(z+ d) = 2% — zd? = —c

Substituint els valors de a, b i ¢ a la identitat que hem de demostrar:

20°—9ab+27c = 2(—272%)—9(—3z) (322 —d?)+27(—2’+ad?) = 272%(—2+3—1)+d*(-272+27z) = 0

Aixi doncs, 'aparta a queda demostrat.

Pel que fa a ’apartat b. D’acord amb les férmules de Cardano, si £, z i z7 son les tres arrels
) ) )
que com podem veure estan en pI‘OgI‘GSSié geométrica de rao T, llavors:

x z(1 e
Epgtor=20T)_ _,
2 2
. 2(14
2L bgoar+ Bogr=1 :‘H?):b
3 _

Tz ar =2 —c
T

Substituint els valors de a, b i ¢ a la identitat que hem de demostrar:

23(1-fr4r2)3
adc —TH) g3 .
B o8 (14r41r2)3 B

3

Concloem doncs que a3c = b3. Aix{ doncs 'apartat b queda demostrat.
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PROBLEMA* (OMC 1967 - 5) Demostrar que el polinomi p(z) = 23! — %0 4 ... +
r — 1 és divisible per ¢(z) = z'% + 1. Trobar el polinomi quocient sense fer la
divisi6, demostreu que aquest quocient és divisible per un binomi analeg al q(z),
i determineu-lo. Repetint el procés les vegades que calgui demostreu que p(z) té
només una arrel real.

Solucié:

Per demostrar que ¢(z) divideix a p(x) només cal veure que:
ple)=2" -2+  +2-1=(""+2Y) -+ +..— ("% + 1) =
=zP®(1+%) -z (1 +2%)+.. - (@4 1) = @+ 1)@t -2+ .. — 1)

Analitzem ara el quocient obtingut, (2% — x4+ ... — 1), és facil veure que z8 + 1 el divideix:
g

¥ -zt 1= T - (M) .~ (B4 1) =
=z (¥ + 1) —2f@P+ )+ - @+ ) =P+ )@ -2 +... — 1)

Aplicant el mateix procediment successivament obtenim:

pr)=a -2+ 4z -1= (z'® 4+ 1)(z® + 1) (z* + D(z*+ 1)(z — 1)

Finalment doncs, com que I'equacié z%* = —1 no té solucié en els reals, concloem que 1'tnica
arrel real de p(z) és z = 1.

PROBLEMA* (OME (Fase local) 2004- 2) Considerem els polinomis P(z) =
z® + Az? + Bz + C; Q(z) = 3z% + 24z + B (z és la variable, A, B, C sén parame-

b b
tres). Suposem que, si a, b, c s6n les tres arrels de P, les de  sén a-2|- , ;C.

Determinar tots els possibles polinomis P, Q.
Solucié:
Comencem aplicant les formules de Cardano al polinomi P:
A=—(a+b+c)(1)
B =b(a+c)+ac (2)

C = —abc (3)
Fent el mateix amb el polinomi Q:
24 a+c
o= 1’
5 = b+ —=) (1)
B  (a+b)(b+c) b +bla+tc)+ac,.,
3 4 N 4 #)

Substituint el valor de A de (1) en (1’) obtenim:
2b=a+c=>A=-3b
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Substituint el valor de B de (2) en (2’) obtenim:

B = 3p’
Substituim ara a + ¢ =2b1i B = 3b% en (2):

b? = ac
Aixi doncs, resolent el sistema:

2b=a+c

b2 = ac

Obtenim que a = b= c= )\, per a X un real.
Finalment, els polinomis P i @} sén doncs de la forma:

P(z) = 2* — 3Xz? 4+ 3)\%z — X3, Q(z) = 322 — 6)z + 3)\?

PROBLEMA* (OME (Fase local) 2005-1) Siguin z;, z, les arrels del polinomi
P(z) = 3z + 3mz + m? — 1, sent m un nombre real. Provar que P(z}) = P(z3).

Solucié:
La condici6 necessaria i suficient per tal que P(z3}) = P(z3) és que:

3z8+3mzd+m?—1 = 3z§+3mad+m?—1 = 3(ax8—28)+3m(z3—23) = 3(23—23) (23 42d34+m) = 0

Utilitzem ara les férmules de Cardano, aquestes ens diuen que:

r1+2Xo=—m
m?2—1
T1ZT9 =
172 3
Per tant,
2
m —_—

(T1+22)° = —m3 = 23+ 23432120 (21 4+ 20) = 23+ 23+ 3(—m) =z tzi—mPim =

=23 +zi4+m=0

Efectivament doncs, com que z3 + z3 + m = 0, llavors P(23) = P(z3).

PROBLEMA#* (OME (Fase local) 2006-5) Un nombre positiu z verifica la relacié

Demostrar que



és un enter y calcular el seu valor.
Solucié:
Primer de tot observem que
1 1 1
+=)=2’+5+2=7+2=9=>z2+-=3
z z T
Aixi doncs:
1 10 5 1
(x+-)Y0=3=2"+523+ 1024+ —+ = + —~ =
z z x3 P
:>a:5+i :243—5(x3+l)—10(x+1) =213—5(a:3+i)
x5 z3 z z3
Necessitem doncs calcular el valor de z® +

1 1, 1 1
(z+=P=2T1=24+3@c+ )+ 5 =28+ 5 =18
T T T T

Finalment:

x5+i5=213—90=123
T

PROBLEMA* (OME (Fase local) 2006-4) Calcular els nombre p i ¢ tals que les
arrels de ’equaci6 sé6n

2+ pr+qg=0

siguin D y 1 — D, sent D el discriminant d’aquesta equaci6é de segon grau.
Solucié:
Aplicant les formules de Cardano a ’equacié de 'enunciat obtenim:

D+(1-D)=1=-p

D(1-D)=q (¥

Per tant p = —1. D’aqui que D = 1 — 4gq, substituint en (*) s’obté:

(1-4q)(1 - (1—-4q)) =4¢(1-49)=¢q

Una possibilitat és doncs: ¢ = 0, l’altra s’obté resolent I’equacié:

3
4(1—4q):1=>q=§

Finalment, els possibles valors de p i ¢ sén doncs: (p, ¢q) = (—1,0), (-1, %)
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PROBLEMA* (OME (Fase local) 2006-1) Els nombres reals no nuls a i b veri-
fiquen la igualtat

a’v?
at — 2b*

Trobar, raonadament, tots els valors que pot prendre ’expressio

=1

a? —b?
a? + b?
Soluci6:
Desenvolupant la primera expressié obtenim:

2vt
P =a* -2 = W= - )= a® -V = —
a
Substituint el valor de a? — b? a la segona expressi6 de ’enunciat obtenim:

bt o
a2(a? +b2)  at + a2b?

(1)

Tornant a la primera expressié de ’enunciat, a* 4 a%b? = 2b%(a? + b%). Substituint-ho en (1)
obtenim:

a® — b? obt b2 ,
= = —b? =0 = a® =207
a2 +b  20%(a+0?)  (a®+b?) T e

Finalment doncs:

a? — b? b? 1

2+b2 22+b2 3

PROBLEMA* (OME (Fase local) 2006-5) Trobar totes les solucions reals del
sistema d’equacions

P —zy+y:="7
2y + zy? = -2

Solucié:
Posem z + 1y = p i zy = s, llavors el sistema a resoldre queda:
pP?P—3s=7
ps = —2
De la segona equacié tenim que s = ——, substituint aixo a la primera equaci6é obtenim:
P

p2+g — 7= PP~ Tp+6=p(pE—1)—6(p—1) = (p—1)(p*+p—6) = (p—1)(p—2)(p+3) = 0
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Per una banda doncs els possibles valors de p sén p; = 1, pp = 2, ps = —3. D’aquesta
. . 2 . .
manera substituint aquests valors a I’equacié s = —= obtenim els possibles valors de s que
p
. 2
sén: s; = —2, s =—1, s3 = —.

Considerem ara el segiient sistema:

p=z+y
s=uay

Substituint a s i p els valors (s,p) = (1,—2),(2,—1),(—3,2) i resolent el sistema format
obtenim els possibles valors de z i y:

(z,9) = (-1,2), (2, -1), 1 + V2,1 — v2),(1 - V2,1 + V2),

—9+ /57 —9—\/ﬁ) —9—+/57 —9+ /57
6 ' 6 6 ' 6

( S )

PROBLEMA* Provar la segiient identitat:

n n n n\ o1
(1) +2(2) +3<3> +...+n(n> =n2
Solucio6:

Procedirem per inducci6 sobre n:
- Comencem provant el cas per a n = 1. En efecte:

1
=1;1-2""1=1
()

- Suposem ara que per a un cert n la identitat de 'enunciat es compleix:

(1) +2(2) +2() v onG) =2

- Queda provar que llavors, per a n + 1 també es complira:

nzﬂr<n:r1> ~m+y(2 7)) +ér(n:1> :n+1+;r((z) +(."))-

r=1 T
"\ (n = n & n n
— _ n—1 _ —
—n+1+2r<r>+2r<r_1)—n+1+n2 +Z((r 1)(r—1>+<r—1>>—
r=1 r=1 r=1
= n - n n n

— 2n—1 -1 — 1 n—1 2n—1_ on_ —

n+l+4n +TE=1 (r )(7~ B 1)+r§=1 (r - 1) n+1+n2"" " 4n |, + n

=n2"+2"+n+1+-n—-1=(n+1)2"
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PROBLEMA#* Demostrar que el polinomi z* — 5z° — 422 — 7z + 4 no té arrels
negatives.

Soluci6:
Sigui P(z) = 2* — 52° — 42% — Tz + 4. El problema es equivalent a provar que P(—z) > 0
per tot z > 0. En efecte:

P(—z) = (—z)* = 5(—z)® —4(—z)? - 7(~z) +4 =z + 52 - 42’ + Tz + 4 =

=zt v+l 4’4o+ 6 4+4=2+2°+22z - 1)* +62+4>0;Vz >0

PROBLEMA* (OME 1999-6) Siguin a, b i ¢ nombres reals. Provar que si

1+1+l_ 1
a b ¢ a+b+ec

Llavors també:

1 1 1 1

al999 H1999 1999 1999 + H1999 . 1999

Solucié:
Desenvolupant la primera expressié de I’enunciat obtenim:

(a4 b+ c)(bc + ac + ab) = abc = 3abc + ab(a + b) + be(b + ¢) + ac(a + ¢) = abc =

= 2abc + ab(a +b) + be(b+c) + acla+¢) = (a+b)(b+c)(c+a) =0

Per tant almenys 0 a = —b, b = —c 0 ¢ = —a. Podem suposar sense pérdua de generalitat
que ¢ = —a, llavors la expressié a provar de 'enunciat esdeve:
1 1 1 1 1 11
1999 + plo99 ' ;1999 T 41999 ' 51999 + — 1999 T p1999
1 1 1

al999 + H1999 + 1999 1999 + b1999 _ 1999 b1999

Concloem doncs que:

1 1 1 1

1999 b1999 1999 al999 p1999 . 1999

PROBLEMA¥* El producte de dues de les quatre arrels de
z* — 182% + kz? + 200z — 1984

és —32. Determineu k.
Solucié:
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Siguin oy, ag, az i a4 les arrels del polinomi de I’enunciat. Segons I’enunciat tenim que
ajay = —32. A més, utilitzant les férmules de Cardano:

a1+a2+a3+a4=18
o0y + s + oy + oo + agoy + azay = k

Q1003 + 00y + 01030y + apoz0y = —200
ajopazay = —1984
De I'altima, igualtat, tenint en compte que a oy = —32, obtenim que agay = 62. D’altra

banda, la tercera equaci6 es pot reescriure d’aquesta manera:

Q003 + 00y + a1y + ayasay = oqag(as + aq) + asas(ar + og) =
= —-32(a3 + 014) + 62(&1 + Clg) = —200 (*)

Tenint en compte la primera equacié substituint el valor de a3 + a4 en (*):

776 388
—32(a3+a4)+62(a1+a2) = —32(—18—(a1+a2))+62(a1+a2) =-200 & a1+ = _ﬁ = —'E'
Per tant, a3 + ap = —3%8, a3 + oy = 1T15§' Substituint aquestes dades a la segona equacid

podem trobar el valor de k:

k = cqog + aras + ayog + ooy + ooy + aizoy =

388 118 45334
= (0109 + azay) + (o1 + ag)(az + o) = (=32 + 62) + (——13> <T5—) =——

15
PROBLEMA¥* Siguin a;, ay, ... ,a, nombres enters. Demostrar que el polinomi
p(z) = (z — a1)(z — a2)...(z — a,) — 1 és irreductible.
Solucié:

Suposem el contrari, és a dir que p(z) = g(z)-r(z) per a q i r polinomis no constants. Primer
de tot observem doncs que deg¢(z),degr(z) < degp(z) = n'.

A més tenim que p(a;) = q(a;) - g(a;) = —1. Per tant o bé ¢(a;) = —11i7(a;) =10
q(a;) = 1ir(a;) = —1. En tots dos casos g(a;) + r(a;) = 0. Considerem doncs el polinomi
s(z) = q(z) + r(z), s té n zeros. Apart degs(z) < max{degq(z),degr(z)} < n. Hem
arribat doncs a una contradiccio.

PROBLEMA* (OCanM 1997-1) Si o, 3 i v s6n les arrels del polinomi P(z) =
23 — 2 — 1, calcular el valor de

l—a 1-f8 1-9

l+a 148 1479

Solucid:

1La utilitzaci6 de la notacié degp(z) ens indica el grau del polinomi p(z). Aixi, per exemple, si p(z) =
g’ — 523 + 1 és clar que degp(z) = 7.
Es facil provar que deg(p(x) +¢(z)) = max(deg p(x), deg g(z)) aixi com deg(p(z)-q(z)) = degp(z) +deg q(z).
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Operant i tenint en compte les relacions de Cardanno:

l-a 1= 1—7« 3_2( a g v ):

+ = + +
l4a 148 1479y l+4a 14+08 147

_3_9 ((a—l—ﬁ—l—’y) + 2(aff + a’y+ﬁ’¥)+3aﬁ7> 3.9 <—U+2(—1) —3(—1)) _
B (1+a)(1+B)(1+7) B ~P(-1) B

PROBLEMA** Sigui p un nombre primer, demostrar que el polinomi &,(z) =
2P+ 2P 2 4 | 4+ 1z + 1 és irreductible.

Solucié:
Fem la substitucié de = per z + 1:

Pz +1)=(z+1)P +(+ 1)+ . +(z+1)+1=

_ ('-I + 1)?) = p—1 p p—2 p

= . =z + p—lm + ...+ 1m+p
Observem doncs que p | ao =p, p| a1 = (}), ... , | ap1 = (pfl), perd p no divideix a
a, = 1 ni tampoc p? divideix a ag = p. Aplicant doncs I’extensié del teorema d’Einsenstein,

trobem a qué ®,(z + 1) és irreductible. Aix{ doncs també ho és @,(z)?.

PROBLEMA** (OBM 2000-1) Si z i y son reals positius tals que:

2?4+ 33 + (z + y)® + 30zy = 2000

provar que z + y = 10.
Solucié:
Manipulant I’expressié inicial:

2+ 4 (z4+y)? + 302y = 22° +2y3 + 3y (z4+y+10) = 2(z+y)(z® —zy+y?)+3zy(z+y+10) =
=2(z+y)((x +y)?* — 3zy) + 3zy(z + y + 10) = 2(z + y)* + 3zy(z + ¥y — 2(z + y) + 10) =
= 2(z + y)® + 3zy(10 — (z + y)) = 2000

Podem comprovar que efectivament quan z + y = 10 la igualtat anterior es compleix. Aixo
ens permet pensar que podrem factoritzar ’expressié anterior:

2(z +y)® — 2000 4 3zy(10 — (z +y)) = 2((z + y)* — 10%) + 3zy(10 — (z + v)) =
= 2(z +y — 10)((z + y)? + 10(z + y) + 10%) + 3zy(10 — (z +y)) =
= (z 4y — 10)(22® + 4zy 4 2y* + 10z + 10y + 100 — 3zy) =
= (z +y — 10)(22* + zy + 2¢* + 10z + 10y + 100) = 0

De I'iltima igualtat en deduim que o bé z +y — 10 = 0, d’on z + y = 10, o bé 222 + zy +
292 + 10z + 10y + 100 = 0 que és impossible al ser z i y reals positius.

?Els polinomis ®,(x) sén els anomenats polinomis ciclotdmics. Per trobar-ne més informacié consulteu
per exemple http://reflections.awesomemath.org/2008_2/cyclotomic.pdf
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PROBLEMA** (TST Pert 2007-1) Sigui P(z) un polinomi de coeficients enters.
Provar que per tot enter positiu k existeix un enter positiu N tal que &k divideix
a:

P(1) + P(2) + ...+ P(N)

Solucié:

Tenint en compte la coneguda propietat dels polinomis de coeficients enters que ens diu que
per a enters positius a i b i un polinomi de coeficients enters, a — b | f(a) — f(b) arrivem a
qué:

Pln+k(k—1)=Pn+k(k—2)=..=P(n+k)=P(n)mod k
Per tant, prenent N = k%
k k-1 k
P(1)+P@2)+ ..+ P(k*) =) P(i+jk) =Y _ kP(i)=0modk
i=1 j=0 i=1

Queda doncs ’enunciat provat.

PROBLEMA** (IBERO 1992-2) Siguin a; < a3 < ... < a, reals positius. Definim
f(z) com:

a a a
f@)= ——+—"—+.. + "

T+a1 T+ ag T+ an
Determinar la unié de tots els intervals tals que f(z) > 1.
Solucié6:
Provarem que la resposta a I'enunciat és ) ., a;.
Primer de tot, observem que f(z) = &) on P(z) = Y7, a [Lu(z+a)iQ) =

" Q(z)?
[[i=; (& + a:).
Si considerem el polinomi g(z) = P(z) — Q(z), les n arrels d’aquest sén els valors de r;
tals que f(r;) = 1. Com que lim,_, ,- f(z) = oo i lim, , .+ f(z) = —00, —a, < rp <

—Gp_1 < ... < —a; < 71. Bs facil veure doncs que f(z) > 1 per tot z tal que z € [—a;, ;).
Aixi, el valor que ens demanen buscar a l'enunciat serd (r, — (—ap)) + ... + (r1 — (—a1)) =
Tn+ Tn-1+ ... + Gn + ... + a;. Provarem que >~7 , r; = 0, d’on se’n desprén la conclusié.
D’acord amb el que hem dit anteriorment, r; sén les arrels de g(z) = P(z) — Q(z). Aixi
doncs, el valor de )~ ; r; coincideix amb el coeficient canviat de signe de z™* en g(z) dividit
pel coeficient principal. Perd g(z) = —z"+2" a1 +ag+... +an — (a1 +ag+...+ap))+... =
—z™ + 2" 1(0) + ... Per tant " , r; = 0 i 'enunciat queda provat.
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5.2 Desigualtats

5.2.1 Teoremes i conceptes

Desigualtats entre mitjanes

Primer de tot definim els diferents tipus de mitjanes de n nombres reals positius ai, as, ...,
Qp:

Mitjana quadratica: MQ = \/

a{+aj+..+a2

n
. o e a ..ta
Mitjana aritmética: MA = — taat o +an
n
Mitjana geométrica: MG = ¢/aias...a,
n

Mitjana harmonica M H = T T T
ar T Tt o
La desigualtat entre mitjanes estableix el segiient:

max {a1,az, ...,an} > MQ > MA > MG > MH > min{as,az,...,a,}

Desigualtat de Cauchy-Schwartz

La desigualtat de Cauchy estableix que el quadrat del producte escalar de dos vectors a, b
no excedeix al producte dels quadrats dels seus moduls:

(@-8)* < [a*- [o]?

Aixi, considerant @ = (a1, ag, ...,a,) i b = (by, bs, ..., b,) dos vectors n-dimensionals s’obté:

(a1b1 + agbg + ... + apbn)® < (@ + a3 + ...+ a2) (B2 + b2 + ... + b2)

Compliment-se la igualtat quan els vectors son linialment dependents, és a dir quan %} =

@2 _—  _ on
= .. = %

Desigualtat de Jensen

Denotarem per I i I’ els intervals [a,b] i (a,b), respectivament, amb a,b € R. Per tal
d’entendre en qué consisteix aquesta desigualtat donarem abans uns conceptes previs:

Funcidé convexa en un interval I:

Direm que una funcié f és convexa en un interval I siinoméssiperaz,ycIi0< A <1:

fOz+ (1= Ny) <Af(@)+ (1 - A)Ff@)

Equivalentment, si f és una funci6 continua en P'interval I i doble diferenciable en I’, llavors
direm que f és convexa si i només si f’(z) > 0 per tot z € I.
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Funci6 concava en un interval I:
Direm que una funcié f és cdncava en un interval I siinoméssiperaz,ycIi0<A<1:

SOz + (1= Ny) = Mf(z)+ 1 =N f(y)

Equivalentment, si f és una funcié continua en l'interval I i doble diferenciable en I, llavors
direm que f és concava si i només si f”(z) < 0 per tot z € I.

Desigualtat de Jensen

Sigui f : I — R una funci6 convexa i w;, ws, ..., W, n reals positius, llavors:

WLy + Wekg + .. +WrTy
Wy Wo ... 4 Wy

wif(z1) + waf(z2) + ... + wof(Tn) = (w1 +we + ... +wy)f (

Si la funcié f és concava, llavors el signe de la desigualtat s’inverteix.

Desigualtat de Schur
Per a a, b, c reals positius i 7 un real qualsevol:
adla—ba—c)+b(b—c)(b—a)+c(c—a)(c—b) =0

Desigualtat del reordenament

Sigui a1 < a3 < ... < apib < by <... <b, dues seqiiéncies de nombres reals positius. La
desigualtat del reordenament estableix:

arby +agbs + ... +anby, 2> a,,.-(l)bﬂ.:(l) + a,r(z)b,,,/(z) + .+ a,,(n)b,,r(n) > a1by +agby1 + ... +ahy

ON @) i by(;) 860 permutacions de a; i b;, respectivament.
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5.2.2 Exercicis i problemes.
PROBLEMA Provar que per a nombres reals a, b i c:
3a% 4+ 3b% + 3¢ > (a + b+ c)?
Solucié 1:
Desenvolupant i agrupant termes:
262 + 26% + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ac = (a — b2 + (b — )2 + (c — a)? > 0

La igualtat es produeix quan a = b =c.
Solucié 2:
Aplicant la desigualtat M@ > M A el resultat és immediat:

a2+b02+c2 _a+b+c a4+ +E _ (a+b+e)?
3 = 3 3 9

= 3a2 4+ 3 +3c* > (a+b+c)?

La igualtat s’obté quan a =b=rc.

PROBLEMA* (MOP 2001-1) Provar que per a a, b, c, reals positius:
a? b? c? 3
+ + >~
(a+b)a+ec) (b+a)b+c) (c+a)(c+bd) ~ 4

Solucié:
Operant i simplificant obtenim:

ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a) > 6abc

Dividint entre abc la desigualtat a provar esdevé obvia:

ab(a +b) +be(b+c) +calc+a) _ <E+E) + <9+E> +(2+5)22.3=6

abe b a

La igualtat es produeix quan a =b =c.

PROBLEMA* Determinar les solucions reals z, y, z de ’equacié segiient:
3:1:2—1:—y + 3y2—y—z + 322—1—:1: =1

Solucié:
Tenint en compte que el recorregut de la funcié f(z) = z", per a r € R, son els reals positius,
podem aplicar la desigualtat AM-GM obtenint d’aquesta manera:

ge?-z—y | g¥’-y—z 4 378~z > 3/30tyita?-22-2y-22 = qa2ry2+22-20-2y—2243 —

— V/3(-12+y-1)2+(:-1)?
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Observem que (z — 1)2+ (y — 1)® + (z — 1)2 > 0, per tant:
1=3""2v 4 gvvs p 3= > Y30 =

Concloem doncs, que z = y = z = 1 és la tnica soluci6 real a l’equaci6.

PROBLEMA* (OBrM 2002-3) Siguin z, y i z reals positius tals que z%+y?+22 = 1.

Wl

Provar que
xzyz + a:yzz + acyz2 <

Solucié:
Primer de tot, aplicant la desigualtat M A — MG tenim que:

1 2 2 2

w
nml =

1

Aplicant ara Cauchy:
3 3

zy2® + zy’z + 2?yz < (2 + ¥ + 2%)2(32%y%2?)? = (3r%y%2?)2 < 9

La igualtat es produeix quan z =y = z = \/Lg

PROBLEMA?* (OME 1987-2) Provar que per a tot natural n > 1:
1o/ (") 2 /(T) + g/ {") < V2 TnB
1 2 n
Solucié:

Comencem analitzant els primers casos:

() /() -

V221 23 =4

) +4/) /()

V23-1.33 =63
Utilitzant ara la desigualtat de Cauchy per als vectors u = (1,2, ...,n)iv = (4/ (’1‘), v/ (’2”), Y. (g))

Per a n = 2:

Clarament 2 + /2 < 4
Peran=23:

Clarament 3v/3 + 3 < 6+/3.

obtenim:
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@) e () < oo e () () + ok () -

_ \/ﬂ.(n +1)(2n+1) on — \/Qn_l n(n+1)(2n +1)
6 3
Ens queda doncs provar que per tot n > 3:

\/2n_1 n(n+ 1)3(2?1. +1) < Vol

Operant i simplificant la desigualtat a provar és equivalent a:

3n*>2m*+3n+l=n -3n—1=(n-1)(n-2)>3

Efectivament, per a n > 4, (n —1)(n — 2) > 3-2 = 6 > 3. Per tant 'enunciat queda provat.

PROBLEMA* (Olimpiada de Belarus, quarta ronda - 4) Siguin a, b i c reals
positius tals que a? + b% + 2 = 3. Provar que:
1 + 1 + 1
1+ab 1+bc 1+ca

>3
-2

Solucié:
Aplicant la desigualtat AM — HM obtenim:

1 1 1 9
+ + >
14+ab 14+bc 1+4+ca ~ 3+ab+bc+ca
Finalment, tenint en compte que 3 = a% + b% + ¢ > ab + be + ca:

1 1 1 9
+ + >
14+ab 1+bc 1+ca ™ 3+ab+bc+ca

>9_3
6 2

PROBLEMA* Olimpiada Matematica del Riu de la Plata 2002-4. Provar que
per a reals positius a, b1 c:
b+c c¢c+a a+bd 9 1 1 1
>
a? + b2 + 2 T a+b+c a b

Soluci6:
Primer de tot, utilitzant Cauchy:

1 1 1 9 1 1 1
(a+b+o)(-4+-+=|>29& ——— <=4+ +=
a b c a+b+c " a b c
D’aquesta manera, la desigualtat a provar esdevé:

b+c c+a a+bd 1 1 1
>2(=+2+-
a? + b2 + 2 - <a+b+c)
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I ara agrupant els termes a I’esquerra obtenim:

b+c+c+a+a+b_2<1 1 1) _ (b—a)+(c—a)+(r1—b) + (c-b)_lh(a—c)—k(b—*c)

a? b? c? a + b + c a? b? c?

=(a—b)<é—b—12>+(b—c)<bl2—c—12)+(c—a)(ci2—£§)=

_ (a—b)%*(a+b) N (b—c)*(b+c) X (¢ —a)?*(c+ a)

a?b? b2c? c?a?

PROBLEMA* (Titu Andreescu) Provar que per a q, b, c, reals positius:
a2+b2+02 >a_i_c+b
2 2 a2 c b a

Solucié:

a b . . X
Posant z = py=-iz= ‘la desigualtat a provar esdevé:
c a

a:2+y2+z22xy+yz+zx

Multiplicant per dos i agrupant termes s’obté el resultat:

20° +2y° + 222 — 22y — 2z — 222 = (x — )’ + (Y — 2)2+ (2 —z)2 > 0

La igualtat es produeix quan z = y = 2.

PROBLEMA#* Siguin a,, as, a3, ..., a, nombres reals positius. Provar que

3 3 3
a a a
2424 2>t ai .. +ad
ag as ai
Soluci6:
Podem suposar sense pérdua de generalitat que a; > ay > ... > a,, d’aquesta manera tenim
que ad >a}>..>adi— >.. > . Pertant aplicant el teorema del reordenament:
[02% ay
3 1 3 1 g3 1 g 1 3 3 2 2 2
al'_+a2'_+---+an'_Zal'_"l‘a?'_'i‘ +an'_:a1+a2+---+an
as as a a Qa2 an

PROBLEMA (OME 2008 2-4) Determinar quin dels dos nombres, 999! o 500%%°
és major.

Solucié:
Per determinar el resultat de ’enunciat primer provarem el segiient lemas:

Lema:
Siaib sén dos reals positius tals que la seva suma és constant, a + b = k, llavors el valor
maxim del seu producte s’assoleix quan a = b = k/2.
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Demostracio:
Suposem que a < b. En efecte, posant a = k/2 —€eib= k/2 + €, amb € > 0 un real positiu
obtenim:

Retornem al problema. Fiquem que a; = 500 — ¢ i b; = 500 +i. FEs clar que 999! =
500 H:‘i{i a;b;. A més, a; + b; = 1000 que és constant, per tant com que per tot 1 < ¢ <499
a; < b;, aplicant el lema provat anteriorment:

499
900! = 500 ] ] asb: < 500((500)?)*%° = 500°%°

=1

1 1 1
PROBLEMA™* Provar que si ~+ =~ + - =1, per a z,y, z > 0, llavors:
T Yy =z

(z-1(y—-1)(z—1)>38

Solucio:
Desenvolupant els paréntesis i tenint en compte que zyz — zy — yz — zz = 0 la desigualtat
a provar queda:

r+y+z2z—-1>28=z+y+22>9

Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i la geométrica i tenint en compte que

11
—+ —+ — =1 s’arriba a que:
z

r vy
-+ 3 9
Rt L NI -
3 ;-I“g-i—; ;-l-;-l";

PROBLEMA** (José Luis Diaz Barrero) Siguin q, b i ¢ reals positius, provar que

b+c & c+4a i a+b <9
a+ 43 +c3) b+ Y@+ ) e+ v4(a® +b3)

Solucié:
Utilitzant la desigualtat de Jensen en la funci6 concava f(z) = 3, obtenim:

4(ad 3
81’/'1_(‘-’;—(}l > da+4b= /4(a3 +b3) > a+b

Per tant:

1 1
<
a+ 4P +c3) T a+b+ec

Aplicant-ho a la desigualtat del nostre problema obtenim el resultat:
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b+c c+a atb b+e c+a a+b
< + + =2

+ + =
a+ AP+ ) b+ YA+ ) e+ Y@+ ) T atbte atbte atbte

PROBLEMA** (OCanM 1997-2) Determinar totes les solucions reals del sistema
d’equacions

4z
144z Y

492
1+4y2 °

42> .
1+422  °

Solucié:
Mitjancant algunes manipulacions:

1 14422 1 9

e = —tled?(l-y) =

” = 1zt *(1-y) =y
D’aqui en deduim que y € [0, 1), perqué siné, si y > 1 llavors y = 4z2(1 —y) < 0isiy <0
llavors y = 4z2(1 — y) > 0, contradiccié. Per tant podem suposar que z, y i z sén positius.
Ara utilitzant la desigualtat AM — MG, obtenim que 4x2 4+ 1 > 4z i per tant:

14422 — 4z
Analogament obtenim que y < z, z < y iz < z, d’'on deduim que z = y = z. Ara és facil
calcular que les Gniques solucions als sistema son: (z,v, z) = (0,0,0),(1/2,1/2,1/2).

y T

PROBLEMA** (IBERO 1995-2) Determinar totes les col-leccions de nombres
reals z;,zs,  * , Tp, Tny1, tals que zy, 29, , 2, = 11 2,41 > 0 tals que:
1

1 3 1
13 n—1 1
e zitzi+ ... +zn 2 =n(xl,)

i . P o S
4 = = Tn+1

Solucio:
Utilitzant la desigualtat de Cauchy:

T 425+ ..+t < \/(xl +ad 4+ ez gt 2,) =

= \/(:vl + 234 . e Dng, g =2+ 25+ + 22 < nzppy

D’altra banda, utilitzant la desigualtat MQ — M A:

1 3
. = s n—
\/3:1 + x5 + ... + g2nl " zi x4+ Ty 2

7 n
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3 2n—1
= VIl = T <2+ 25+ 2

Es facil veure doncs, que z; + z3 + ... + 22! = nx,, ;. Llavors:

3 2n-1
T1+zo+ .+ T =nTa1 =1+ T+ T,

Per6 d’acord amb I'enunciat, ; > 1, aixo implica que si a > b, ¢ > z? produint-se la igualtat
si i només si z; = 1. Per tant, deduim que I"anica col-leccié6 de nombres 1,23, - , Tn, Tri
és T =T = ... =2Tpy1 = 1.

PROBLEMA** (Balkan MO 2006-1) Provar que per a reals positius q,b, c:

1 1 1 3
>
ab+ D) T he+D) T elar 1) = 1+ abe

Solucié:
Manipulant i utilitzant la desigualtat AM — GM:

1 1 1
a6+ 1) et D) et
B 1+a.bc+ab+n+ 1—|—abc+bc+b+ 1+abc+ac+c
N a(b+ 1) b(c+ 1) cla+1) N
a+1 b+1 c+1 ble+1) a(b+1) cla+1)

_ > 6
o+l HerD Tea+rD T brl T e+l T exl 2

(1 + abc)(

)+3=

PROBLEMA** (IMO Shorlist 2003-16) Sigui ay, a,, ..., a;, ... una seqiiéncia infinita
de nombres reals positius tals que per tot i 0 < a; < ¢, amb ¢ un real positiu, i

a; — a;| 2
Provar que ¢ > 1.

Solucié:

Per algun n, considerem una permutaci6 (ax,,ax,,...,axr,) de (a1,az,...,an) tal que ag, <
ag, < ... < ag,. Tenint en compte la desigualtat AM — HM el resultat és casi immediat:

€2 ak, — Ak, = (Ak, — Ahpy) + (Cky — Qksy) + oo+ (Gky — A1)

1 1 1 (n —1)?
2 + + ..+ > 2
kn + kn—l ﬁfn__] + kn_z kl + k)g 2(k)1 + ...+ kn) - kn — kl
(n=12%  (m—-172 _ ,_ _Sn+4
_gﬁﬁl‘é'*_n_g—n?—!rn—.?a_ n?+n—3

Ara observem que quan n — oo llavors ;”%ﬂ—i — 0. Per tant, concloem que ¢ > 1.
Finalment observem que prenent un n suficientment gran el membre de la dreta tendeix a

1. Per tant, concloem que ¢ > 1.
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PROBLEMA** (IMO 2003-5) Siguin z; < z, < ... < z, nombres reals. Demostrar
que:

2 2(n?-1
o Yriilmi— P < EEASTE (@ — 15)?

4,j=1

La igualtat per a la desigualtat anterior s’assoleix si i només si els nombres
z1, Xy, ..., Z, €stan en progressié aritmética.

Solucié:

La idea més important d’aquest problema se’ns ha d’acudir al llegir el segon apartat: neces-
sitem utilitzar una desigualtat que ens permeti provar que la igualtat només s’obté quan els
nombres de ’enunciat estan en progressi6 aritmeética. Aquest raonament ens podria portar
a utilitzar la tipica AM — G M si les diferéncies que trobem a la desigualtat fossin del tipus
Tiy1 — T4, perd el fet que es restin indistintatament z; — z; ens fa pensar que la situacio
d’igualtat ha de ser imposada quan (z; —x;)/(¢ — j) sigui constant. Ara ja es veu clarament
que hem d’utilitzar la desigualtat de Cauchy. D’aquesta manera obtenim:

O G- (@i —z)?) > (O i — jlla — z))°

3,7=1 1,7=1 4,j=1

Ara és facil provar per induccié per exemple, que:

3 (i g - =

ij=1
I que:

M
. . n
> li— jllai — 25 = B > la—

4,j=1 4,j=1
Substituint aquestes dues identitats obtenim el resultat que se’ns demana provar a I’enunciat.

PROBLEMA** (IMO Shorlist 2004-5) Siguin a,b,c > 0 tals que ab+ bc+ ca = 1.

Provar que:
1 1 1 1
\3'/—+6b+\°/—+6c+§/—+6a_<_ —
a b c abc
Solucié:

Aplicant la desigualtat ampliada per a les mitjanes:

1 5f1 lyi+l46(a+b+
\3/—1-+6b+\3/3+60+\/—+6a33-§'/“ — 3(a 2
a C

Tenint en compte que ab + bc + ca = 1, és facil veure que 1 + 1 +1 = - per tant, la
desigualtat a provar és equivalent a:

27(1 +6abc(a+b+c)) S m
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Aplicant AM — GM, observem que:

1 1 1 1 1 1
i = > > 2
a+b+c abc_3,3/abc@a2b202 221

Per tant, sera suficient provar que:

1

27(1+6abc(a+b+c)) £27-3s abe(a+b+c) < 3

Ara, tenint en compte que zy+yz+ 22 < 22+ 9% +22 = (z+y+2)? — 2(zy + yz + 2z) i per

tant zy +yz + 2z < ﬁL?’g"zﬁ es facil veure que la desigualtat anterior és efectivament certa:
(ab+bc+ca)® 1

(ab)(b0) + (be) ca) + (ca)(ab) = abela + b+ ¢) < e 1
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Algunes desigualtats geométriques.

PROBLEMA* (Titu Andreescu) En un triangle ABC m, i l, sén respectivament
la mitjana i la bisectriu interior relatius al costat a. Provar que

(b—o)?
mi -2 <2
Soluci6:
A ) 2 b2 + cz a2 . 2 ﬂ'l
Aplicant el teorema d’Stewart es troba que m2 = 5 T T iquel; =bc (1 — UTrP')

D’aquesta manera la desigualtat a provar és:

b2+c2_a_2+(1_ a? <(b—c)2
( <

2 4 b+ c)? 2
Operant:
b*+¢*  a? a* (b+c)? 0 a*be
=2 I = — 2be — —
o 4 ( o c)ﬂ) 2 O
~ 2(b+ ¢)* + 4a%bc — (b + c)?(a® + 8bc)
B 4(b+c)?

Agrupant termes:
2(b+ ¢)* + 4a?bc < 2(b — )} (b + ¢)% + (b+ ¢)*(a® + 8bc) = (b + ¢)*(a® + 8be + 2(b — ¢)?) =

= (b4 ) (a®+20b+c)?) = (b+c)%a®+20b+ o)
Simplificant;:

4a*bc < (b+ c)%a? = b% 4+ ? > 2bc

Essent la tltima desigualtat obvia.

PROBLEMA* Sigui G el baricentre i O el circumcentre d’un triangle acutangle
ABC. Demostrar que

R
<t
OG_3

essent R el radi de la circumferéncia circumscrita.

Solucié:

Es conegut que OH = 30G, on H és lortocentre del triangle. Per tant, la desigualtat
anterior és equivalent a:

OH <R

Clarament, si el triangle és acutangle 'ortocentre H es troba a l'interior del triangle i per
tant la desigualtat és obvia. Finalment nomeés caldria dir que la igualtat es produeix quan
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lortocentre coincidex amb algun dels tres vértexs del triangle, és a dir quan el triangle és
rectangle.

PROBLEMA¥* Siguin a, b, ¢ els costats d’un triangle p el seu semiperimetre i r
el radi de la seva circumferéncia inscrita. Demostrar que
1 1 1 1
+ + > =
(P—a)* (p—0) (p—c)? = r?

Solucié:
Utilitzant la formula r2 = M”—;—iﬂ—’ﬂ la desigualtat a provar és equivalent a:
1 1 1 P
+ + 2 =
(P=a)?  (p=0)> (p—c)2~ (p—a)p—b)(p—c)
—a)(p—> p—>b)(p—e - ¢){(p—a
o P—a)p ) =G ) (p=o)p )Zp
p—c p—a p—b
Fent el canvi de variable z =p—a,y=p—biz = p — c la desigualtat a provar esdevé:

x V4
2y Y

zz
. —+?Z(:c+y+z)(:}:v2y2+y2z2+z2x22xyz(x+y—|—z)
T

Que aquesta és equivalent a la segiient desigualtat obvia:

(2y = v2)" + (yz — 22)” + (22 — 2y)* > 0

Finalment només cal dir que la igualtat s’obté quan ry=yz=2zzx,ésadirquea=>b=c.

PROBLEMA* Provar la segiient desigualtat per a reals positius:

a n b N c
—a+b+ec a—-b+c a+b-—c

Solucié 1 (Enric S. Cusell):
Considerem la segiient substitucio:

>3

_ —a+b-|—c' _a—b+t+c _a+b-c

2 VT T AT T
La desigualtat a provar queda llavors:

z
:c+y+y+z+z+:v23@m+y+y+z+z+x: f+2 +(£+f)+ y+_ > 6
2z 2z 2y z z Y Yy T

Clarament 'ultima desigualtat és certa, per tant enunciat queda provat.

Solucié 2:

Primer de tot observem que la desigualtat és homogenia. Per tant podem suposar sense
pérdua de generalitat que a + b + ¢ = 3. D’aquesta manera la desigualtat anterior es pot
reescriure com:
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a N b N c
3—2a 3-2b 3-—-2c~
Considerem la funcié f(z) = z~!, clarament f és convexa (f"(z) = 2272 > 0) per a z > 0.
Aplicant la desigualtat de Jensen obtenim:

a b c
- - - —2c) >
3T0a T30 T3 g = B~ 20) +bf(3 - 20) +cf(3-20) 2

> (atbto)f (3(a+b+(1) — 2(a® + b* + r:2)> _ 3y (9—2(0? + b2+r:2)>

a+b+c 3
Cal doncs provar el segiient:

3
9 —2(a% + b2 + ¢?)

Considerem ara la funci6 g(z) = z2. Clarament g és convexa (g”(z) = 2 > 0.) Aplicant la
desigualtat de Jensen obtenim:

>led+b+32>3

a+b+c

3
3 )=3g(§)=3

a® + b + ¢ = g(a) + g(b) + g(c) > 3g(

Aix{ doncs, la demostraci6 és completa.

PROBLEMA** (IBERO 1992-6) Sigui ABC un triangle qualsevol. Siguin A4, i A,
punts en les prolongacions de AB i AC respectivament tals que AA; = AA, = BC,
definim analogament B;, B, i Cy, Co. Provar que S(A;A>B,B;C,Cs) > 135(ABC).

Solucié6:
Posem que BC =a, CA="b1i AB = ¢, tenim que:

S(A14Ay) + S(AByCy) 58in ZCAB(a® + (b+ c)? )) a? + (b+c)?
S(ABC) - L(besin ZCAB) be
Sumant les expressions obtingudes analogament permutant ciclicament a, b i ¢ i tenint en

compte que (a®+b%+¢c?) (& + & + %) > 9 en virtut de AM — HM obtenim el resultat que
se’'ns demana, provar:

S(AIA-_]BLBQC1 Cg) -+ QS(ABC) B Z (52 + (b =+ 6)2

S(ABC) = be
= (a® +b® + c2) ! -+ ! +5 1 +6 > 15 = S(A142B,B,C1Cy) > 13S(ABC)
b2
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5.3 Logaritmes

5.3.1 Teoremes i conceptes
DEFINICIO log, b = ¢ < a® = b.

PROPIETAT log, b+ log, c = log, be.

PROPIETAT log, b — log, c = log, b
c

PROPIETAT log, b° = clog,b.

1

PROPIETAT log,b = .
log, a

log, ¢
PROPIETAT —22° = log, b
log, ¢

5.3.2 Problemes

PROBLEMA (AIME 1984-5) Els nombres reals z i y satisfan logg z + log,y* =5 i
logg y + log, z2 = 7. Trobar el valor de zy.

Solucié:

Sumant les dues equacions i aplicant les propietats dels logaritmes:

(logs z-+log, y*)+(logg y+log, 2°) = (logg z+2log, y)+(logs y+2 log, z) = logg zy+2log, zy = 12
Tenim doncs que 8% = zy = 4° = 8% = 23¢ = 4% = 2% = 3q = 2b. Aplicant-ho a l'equacio
que teniem abans:

loggzy + 2logyzy =a+2b=a+3a=4a=12=a=3

Finalment, zy = 83 = 29 = 512.

PROBLEMA (AIME 1983-1) z, y, z sén nombres reals majors que 1 i w és un
nombre real positiu. Si log, w = 24, log, w = 40 i log,,, w = 12, trobar el valor de
log, w.

Solucié6:
Les primeres tres proposicions de I’enunciat, per definici6 de logaritme es poden expressar
d’aquesta manera:

1
log,w =241 =w & z=w4

logyw:40<:>y40=w<:)y=wi%

Sl

w
Ty

l0gg,, w =12 (zy2)? =w & z =
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Substituint els valors de z i y de les dos primeres equacions a la tercera obtenim:

1
w1iz w
z: = =

1
1 1
Ty W24 W io w1

s

1
= W60

-l Sk

S
G-

=w

w

Finalment, aplicant les propietats dels logaritmes obtenim el resultat:

1 1
8- 10g,z a5

PROBLEMA (AIME 1988-3) Si log,(logs z) = logg(log, ), trobar el valor de (log, )2

Soluci6:

Si 8¢ = 2% = g, llavors, clarament b = 3a, i a més podem escriure loggz = a i log, z = 3a.
D’aquesta manera ’equaci6 inicial queda: log, a = logg 3a.

D’aqui obtenim que: 2° = a i 8° = (2°)° = 3a.

Substituint: a® = 3a. Els possibles valors de a sén 0 i ++/3, tanmateix, la funcié logaritme
esta definida en els reals positius (el zero no hi esta inclos), i per tant 'inic valor possible
de a, és /3.

Finalment, (log, )% = b% = (3a)? = (3v/3)? = 2T.

PROBLEMA (AIME 1994-4) Trobar un n tal que |log, 1] + |log; 2] + [logy 3] + ... +
|log, | = 1994

Soluci6:

Definim f(z) = |logy 1] + [logy 2| + |logy 3] + ... + |logy |, per a z un natural positiu. Es
facil, veure que f(z) =0-2°+1-21+2-22 4 . 4+ 22 ja que |log,2¢| = [log, 2* + 1] =
= |logy 28 — 1]

Tenim que 7 - 27 — 896 < 1994 < 8 - 28 = 2048. Aix{ doncs: 1994 = 2°-0+2' - 14222+
b 2T T4 8(n— (1+2+ 22+ ...+ 27)) = 1538 + 8n — 255 - 8 = 8n — 502.

Finalment, n = 312.

PROBLEMA (AIME 1995 - 2) Trobar el producte de les arrels positives de
l’equaci6 /1995z'081995% = 72

Solucié:
Simplificant obtenim:
V1995210810957 — 72 = /1095 = 5210819957 = 1995 = L4—2 1081505 @
Passant ara a logaritmes:
1

log 995 ©

Si resolem ara 'equaci6é quadratica en log,g95 =, obtenim:

log, 1995 = =4 — 2loggg5 T = 2(1091995910)2 — 4logqggs = + 1

1081005 £ = 2 & V2 > 0= 71 = 1995%V2 ; gy = 19952~ V2
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Finalment, el que se’ns demana a ’enunciat, és el valor del producte de x; - z5:

Ty - Ty = 199527VZ . 19952tV2 = 19952

PROBLEMA (AIME 2000-1) Trobar el valor de 355 + foars000°

Solucié:
Primer de tot, aplicant les propietats dels logaritmes:

2 3 2 N 3 1 1 N 1 1
6log, 2000 = 6log; 2000 3 log,2000 2 logs 2000

log; 20006 | logg 20005

Simplificant encara més:

1 1 1 1 1 1 1 1 11
3 o, 2000 + 5 log, 2000 =3 -10go000 4+ 2 1080000 O = 1082000 43 +1082000 52 = 1082090 43 - 52

D’altra banda tenim que: 2000 = 42-5% = (43 -537), que en llenguatge logaritmic es tradueix
com:

1 1\ 1
<10g2000 43 '52) =6- (logzooo 43 .52) =1

Finalment:
2 3

log, 20006 + log, 20006
4 5

1
= 10g2000 4‘:15 . 5% = 6

PROBLEMA* (AIME 1986-8) Trobar la part entera de ) log,,k, on k recorre
tots els divisors de 10% excepte el mateix 10°.

Solucio6:

Aplicant les propietats dels logaritmes, tenim que Y log,ok = logyo ][ k. Aixi doncs, neces-
sitem conéixer quant val el producte dels divisors de 10° exceptuant el mateix 108.

En aquests casos, quan es vol obtindre un producte o una suma determinada que aparentment
sembla dificil de calcular es pot mirar d’agrupar els sumands o factors, d’alguna manera que
en poguem treure profit, en aquest cas serd en parelles.

Considerem tots els divisors de 108 = 2658, n’hi ha exactament (6+1)(6+1) = 49. D’aquests
traiem ara el 10, Observem que si di és un dels divisors que tenim, llavors % també és
un divisor de 108 diferent de dj,. A més el seu producte és precisament 10°. Aixd és el que
voliem aconseguir.

El nombre de parelles que tenim, exceptuant la que formen 10° i 1, per restriccié en I'enunciat,
és igual a 49—2_1 — 1 = 23. Per tant, el valor del producte total, incloent-hi el 10® que primer
haviem tret, és: 103 - (108)23.

Finalment, 3 log;o k = log;,(10)M! = 141.

PROBLEMA* (OMC 1972-4) Demostrar que
log, blog, clog.dlogga =1

Solucié:
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Senzillament, aplicant les propietats dels logaritmes:

1 log, a 1
RBs0 S _ log, clog.a = Eaf,

log, c

blogy clog. dlog,a =
log, blog, clog, dlog,a logya log.d
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5.4 Seqiiéncies

5.4.1 Problemes

PROBLEMA (Cangur 2001 Nivell 4 - 14) Determinar, en la successié de quadrats,
1,4,9,16, ..., quin nombre ocupa el lloc segiient a 108,

Solucié:

Primer de tot, és facil veure que la successi6 de quadrats és de la forma a, = n?, per
an > 1. D’aqui se'n desprén que el nombre n?, ocupi el lloc nimero n en la successio.
Conseqiientment el nombre 10® = (10%)? ocupa el lloc 10. Finalment, el segiient quadrat,
ocupa el lloc 10% + 1.

PROBLEMA (Cangur 2003 Nivell 4 - 16) Un ordinador escriu la llista de les
setenes poténcies de tots els nombres naturals positius, és a dir, la successio
17,27,37 47,.... Determinar el nombre de termes d’aquesta successi6 que hi ha
entre els nombres 52! i 2% (aquests dos exclosos en cas que siguin elements de la
successio).

Solucié:

Primer de tot estd clar que la successi6 de I’enunciat és de la forma a, = n’, peran > 1.
D’aqui se’n desprén que el nombre n” ocupa el lloc nimero n en la successié. Per tant, el
nombre 52! = (5%)7 = 1257 i el nombre 2% = (27)7 = 1287 ocupen els llocs 125, i 128 en la
successi6 (a,) respectivament. Per tant, entre ells dos hi ha exactament 2 termes, el 126 i
127.

PROBLEMA (Cangur 2003 Nivell 4 - 19) Determinar el resultat de

I’operacié:
100%2 — 992 + 982 — ...+ 2% —1°

Solucié:
El que farem sera operar, perd de manera ordenada:

100% — 992 + 982 — ... 422 — 1% = (100% — 1%) — (99% — 2?) + (98% — 3%)... =

(101 - 99) — (101 - 97) + (101 - 95) — ... = 101(99 — 97 + 95 — 93 + ...) = 101 - 2 25 = 5050

PROBLEMA (Cangur 2003 Nivell 4 - 30) Una successi6é (a,) esta definida per a
n > 0 de la manera seglient:

an

a0=4,a1=6,an+1= peranZl.

n—-1
Determinar el valor del terme ayy3 d’aquest sucessio.
Solucio:
Primer de tot calculem els primers termes de la successio:

17



3 1 1 2 3

ao=4;a1=6;a2=§;a3=1;a4=€;a5=§;a6=4;a7=6;a8=§;
Notem doncs que la successi6 és periddica de periode 6. Com que 2003 = 5 mod 6, llavors
2
Q2003 = a5 = §

PROBLEMA (Cangur 2005 Nivell 4 - 7) Els nombres a, b, ¢, d i e formen una
progressid aritmética. Si b = 5,5 i e = 10, determinar el valor de a.

Solucié:
Tenim que b =a+x i e = a+ 4z, on z és la diferéncia de la progressi6 aritmética. Per tant,
substituint les dades de ’enunciat, podem plantejar aquest sistema d’equacions:

at+xr=25,5
a+4xr =10

Resolent-lo, obtenim que a = 4.

PROBLEMA?* (OME 1965-7) Determinar una progressié geométrica de set ter-
mes si sabem que la suma dels tres primers és 7, i la suma dels tres tltims és
112.

Solucié:
. , . , . N a
Si a1, ag, ... ,ar és la progressi6 de l’enunciat, podem escriure: a; = 3 ag =
2 i a7 = ar3, d’aquesta manera l'enunciat queda:

a

) )
72 r
a4 = a, a5 = ar, ag = ar

4+ ag+azg = - 1+l+l _0””(1—7"3)_a(1—1"3)_7
e s Ut TR T ey T e
(3 — 1
Dividint les dues equacions:
7"4:-'1-1—2' = 4 E
7 7
Aixi doncs:
112
112 | {/— — . 1
Lo u2(r—1) 7 112/7(112% — 74)
r—1 (4 g)a_l 112%_7%
7

Finalment només cal substituir els valor de a i 7 per tal d’obtindre la progressié.
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PROBLEMA* (OMC 1966-4) Demostrar que /2, V3, V4, no poden formar ni
una progressié aritmética ni geométrica.

Solucié :
Primer provarem que no poden formar una progressié aritmeética:
Suposem el contrari, és a dir:

V3-V2=d;Vi-v3=d

Igualant les dues equacions i elevant al quadrat:

V3—vV2=v4-v3;2/3=24+v2=12=8+2V2

Hem arribat a una contradiccié. Per tant els nombres v/2, v/3 i v/4, no poden formar una
progressié aritmeética.

Anem ara a provar que no poden formar una progressié geomeétrica.
Suposem el contrari, és a dir:

—_— =T ; —
V2 V3
Igualant les dues equacions:
3 V4
AER NP
V2 V3

Hem arribat a una altra contradicci6. Per tant, els nombres v/2, v/3 i v/4, no poden formar
una progressié geométrica.

PROBLEMA* (AIME 2002-11) El valor de la suma de dos progressions ge-

ométriques diferents, és en ambdues 1. Sabem que el segon terme és el mateix
1 .

en les dues i que una de les dos té el tercer termer igual a 3" Determinar el

segon terme.

Solucié:
Sigui a, r i b, q, respectivament, el membre inicial i la rad de les dues progressions ge-
ométriques. Segons I’enunciat, podem plantejar el segilient sistema:

(2 =1l=>a=1—-r
1—r

b =1=>b=1—q
< 1—gq

ar = bg
| ar?=1

Substituint els valors de a i b de les dos primeres equacions a I’equacié ar = bq i simplificant
obtenim:

1+£4/1—-4g+4¢> 1+(1-29)
5 -

r’—r+qg-—¢=0=>r= 5

=>r=q¢l-q
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Com que a I’enunciat se’ns especifica que les dues progressions no sén iguals, llavors r = 1—g.
D’aquesta manera obtenim a = ¢ i b = r = 1 — ¢q. Substituint aquests valors a I'dltima
equacio:

1 1 1 3¢ 1
1—a)2 =2 = ¢3—92g2 g N 2 -2y
((1-qf == -2 +q-g=(1-3) 5 T 1)
Resolent I’equacié de segon grau que se’ns ha format en 1'dltim paréntisi s’arriba a qué els
- , 1 3+v5 3-V5
dnics valors que pot prendre ¢ sén ¢ = > 4 1

Amb el primer valor obtenim 7 = ¢ i el segons valor és major que 1, per tant prendrem
Pdltim valor.

Finalment el segon terme de la progressié val:

= ]_ —_ =

3—\/3_<1_3—\/5>:3—\/3_(1_3—\/5>:f5—1

PROBLEMA (AIME 1985-1) Sigui z; =97, 22 = 2, 23 = &, T4 = Lz =2.
Trobar el valor de zz5...z5.

Solucié:

Es podria anar substituint successivament per trobar els valors de zq,,...,2g 1 després
multiplicar-ho, perd és més senzill multiplicar-ho de manera astuta, amb parelles de dos,
d’aquesta manera marxen les lletres i el que obtenim és:

2 4 6 8
(z172)(z374)(z526) (T728) = T1—T3—T5—Ty— =2-4-6-8 =384
Al I3 Ty Tr

PROBLEMA (AIME 2001-3) La seqiiéncia a1, as,as,... és definida per a; = 211,
ay = 375, az = 420, a4 = 523, ap = Qp_1 — Gn_2 + Apn-3 — Gn—4s. Trobar el valor de
@531 + Q753 + Ag75-

Solucié:

Primer de tot, comencem estudiant queé és el que passa si sumem dos nombres de la successio
consecutius:

On+Qny1 = (an—l_an—2+an—3_an—4)+(an_an—1+an—2_an—3) = 0p—0p—4 = Apt1 = —CGn-4
D’aquesta manera hem aconseguit simplificar bastant les coses: asgin = ap(—1)%, on h =
{1,2,3,4,5}, és a dir, la successi6 té perfode 10.

Per tant:

as531 + Q753 + ag7rs = al(_1)106 + a3(—1)15° + a5(—1)194 =a; +ag + a5 =
=a1+a3+(a4—a3+a2—a1) =a4+a2=523+375=898
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PROBLEMA (AIME 1985-5) La seqiiéncia d’enters a,, as, ag, ... satisfa g,y =
Gnt1 — Gn Per a n > 0. La suma dels 1492 termes és 1985, i la suma dels primers
1985 termes és 1492. Troba el valor de la suma dels primers 2001 termes.

Solucié:

Procedirem de manera similar a l'anterior. Observem qué és el que passa si sumem dos
nombres consecutius de la seqiiéncia donada: a,42 + @nis = (Ant1-q,) + (Gnt2 — Gny1) =
Ont2 = Om = Qpi3 = —0p.

Per tant, la successié té perfode 6, en concret, asyin = an(—1)¥ on h € {1,2,3}. Aixo
implica que la suma de qualsevol 6 termes consecutius de la série donada és igual a 0. Per
tant, donat que 1492 = 4 mod 6 i 1985 = 5 mod 6 i segons el que diu I'enunciat podem
plantejar el segilient sistema:

1492
Zai = ay + az + az + (—a1) = a2 + a3 = 1985

i=1

1985
Zai =a1+ax+ a3+ (—al) + (—'(12) = ag = 1492
i=1
D’aqui se’n desprén que az = 1492 i a; = 493. En conseqii éncia, ag = a2 — a1 = a1 =
ap — az = 493 — 1492 = —999.
Finalment, tenint en compte que 2001 = 3 mod 6:

2001
Zai=a1+ag+a3=986

i=1

PROBLEMA¥* (AIME 2000-10) La seqiiéncia zi,z,,...,Z100 té la propietat que,
per cada k, z; és k menys vegades el valor de la suma dels altres 99 nombres.
Trobar el valor de zs.

Solucié:
Posem per simplificar les coses que x; + T3 + ... + Z100 = s, llavors segons I'enunciat:

s—k
:Ck=.’E1—|-:L‘2+...+:L”k_1+l‘k+1+...+:L‘100—k=s—mk—k=>l‘k=—2—

Sumant totes les equacions obtingudes al variar k de 1 a 100, obtenim:

142+ ...+ 100 100 - 101 25 - 101
= — = 8§ =

S = 503 — 5 503 44_ 49
25 - 101
Finalment, z o %0 25252450 75
y L50 = = —_—
2 49 -2 98
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PROBLEMA (OBM 1994-3) Una seqiiéncia d’enters wug, u;, ug, ... satisfa que
ug = 1 i per tot n > 1:

Uny1Un-1 = KlUn

on k és un enter positiu fixat. Si usggy = 2000, determinar tots els possibles valors
de k.

Soluci6:

D’acord amb I’enunciat tenim que:

Un1Un-—1 = kuy, ; UpUp—2 = kun—l
Multiplicant aquestes dues equacions obtenim:

2 2
Un+1Un-1UnUn—3 = k Uplp—1 < Upt1lUn—2 = k

De I'iltima igualtat en deduim que:

Un+1 = Un-s5

Aixi doncs, hem arrivat a que la successié de ’enunciat és peridodica, en concret, de periode
6. D’acord amb aix0 doncs, ugggy = ug. A partir d’aqui és facil veure que:

. uz | . 2 K k?
w=liwm=—ju=uiu=kK; ;u=—;u=—
k (75 Uog
P . _ _ h e l 2000 ¢ _ k3
er tant, si up = ugoo = 2000, k ha de ser un enter positiu tal que u; = <= 1w = 355

siguin enters positius. De que k | 2000 se’n desprén que k = 205 amb 0 < a <4i0<b< 3.
De que 2000 | k3 se’'n desprén que 3a > 4 i 3b > 3. Es a dir que:
4>a>2;3>b>1

Finalment doncs, els possibles valors de k sén:

k = {20, 40, 80, 100, 200, 400, 500, 1000, 2000}

PROBLEMA** (OME 1997 - 1) Calcular la suma dels quadrats dels cent primers
termes d’una progressié aritmética, sabent que la suma d’ells val -1, i que la
suma dels termes de lloc parell val +1.

Solucié:
Sigui a1, asg,..., aigy, la progressi6 aritmética de I’enunciat, de diferéncia d. Tenim que
an, = a1+ (n — 1)d. Segons el que se’ns diu a l'enunciat podem plantejar el segiient sistema:

50(ay + 50d) = 1
100a; + 99 - 50d = —1

Resolent-lo, obtenim:

149 3

“="% 4= 5
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A Penunciat pero se'ns demana el valor de la suma dels cent primers quadrats de la progressié.
Notem que:

a2 = (a1 + (k — 1)d)® = a3 + 2a,(k — 1)d + (k — 1)*d?
Per tant la suma dels cent primers quadrats és:

100 100 100 100
> ai =) (a2 +2ai(k - 1)d+ (k- 1)%d®) = 100a} + 2da; » (k—1)+d*) (k—1)*=
k=1 i=1 k=1 k=1
99 - (99 + 1 99(99 + 1)(2- 99 + 1
= 100a? + 2da; - % +d*- i )é £ 100a? + 9900da; + 328350d> =
(—149)? 3 —149 9
=100 ~——— 49900 - — - —— + 328350 - —— = 299.
2500 T 50 50 2500 ~ 29998
Hem utilitzat les formules:
n
. n(n+1)
142+..+n= = —
+24 .. +n ; 1 5
2
. +1)(2n+1)
LI B o S
+22+ L nt=) -

=1

PROBLEMA** (IBERO 2000-4) Tenim una progressié aritmética d’infinits nom-
bres reals 1,a;,a,---. Sabem que si eliminem alguns dels seus termes obtenim
una progressié geométrica d’infinits termes 1,b;,bs,---. Determinar tots els pos-
sibles valors que pot prendre la radé de la progressié geométrica.

Solucié:

Provarem que si g és la rad en la progressié geométrica, ¢ pot prendre el valor de qualsevol
enter positiu.

Primer de tot provem que ¢ ha de ser un nombre natural. Tenim que per algun a;, b; = a;,
bj = a; + (n; — 1)d, on d és la diferéncia de la progressié aritmética i n; un enter positiu.
D’acord amb la definicié de progressi6 geométrica podem escriure:

=@=ai+n1(£=1+nld©q—1:nld
by a; a; a;
b a; + Tod nod n1d nad
P = T )t ) = T (g ) = s (g 1) =g
1 a; a; a; a;

De la tltima expressié en deduim que, com que n; i ny sén enters positius, també ho sera q.
Aixi doncs, ¢ és un enter positiu.

Finalment, podem veure com en efecte per qualsevol enter positiu ¢ existeix una progres-
si6 aritmética de la qual es poden eliminar termes per formar la progressi6 geométrica
1,9,¢% ...,q", ... Prenent d=q—1in;=¢ '+ ¢ 2 +...+q+ 1

an, =bi=1+ (-1 +¢ 7+ .. +g+1)=1+¢-1=¢
L’enunciat queda doncs provat, la resposta és tots els enters positius.
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Capitol 6

Combinatoria

6.1 Principi de les caselles

6.1.1 Teoremes i conceptes

TEOREMA (Principi de les caselles)
El principi de les caselles o principi de Palomar estableix que si repartim n objectes en k
compartiments n’hi ha almenys L%J + 1 objectes en una mateixa casella.

6.1.2 Exercicis i problemes

EXERCICI Demostreu que entre els individus d’un grup de set persones, sempre
n’hi ha almenys quatre del mateix sexe.

Solucié:
D’acord amb el principi de les caselles, de 7 persones, com que només hi ha dos sexes
7

permesos, hi ha almenys LEJ + 1 = 4 persones del mateix sexe.

EXERCICI Demostrar que entre els individus d’un grup de 3000 persones, sem-
pre n’hi ha 9 que tenen el mateix dia d’aniversari.

Solucié:
D’acord amb el principi de les caselles, de 3000 persones, com que només hi ha 365 dates

d’aniversari possibles, hi ha almenys L%%DJ +1 = 9 persones amb la mateixa data d’aniversari.

PROBLEMA Les persones d’una reuni6é han fet encaixades de mans en arribar.
Suposem que ningii es déna la ma a ell mateix i cap parella de persones s’ha
donat la ma més d’una vegada. Demostreu que hi ha dues persones a la reunié
que han encaixat el mateix nombre de mans.

Solucié:

Suposem que a la reuni6 hi assisteixen n individus. Com que qualsevol persona no es pot
donar la ma a ell mateix i tampoc pot donar més d’una vegada la ma a un altre individu,
el nombre de donades de mans realitzades ha de pertanyer al conjunt {1,2,...,n —1}. Com
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que hi ha n individus, d’acord amb el principi de les caselles hi ha d’haver almenys 2 que
hagin donat el mateix nombre de mans.

PROBLEMA Entre els individus d’un grup de 2 o més persones, sempre n’hi ha
dues amb el mateix nombre d’amics dins del grup. (Suposem que tot individu
és sempre amic d’ell mateix i que ’amistat és una relacié simétrica.)

Solucié:
Provarem l’enunciat indirectament, suposant el contrari i arribant aixi a una contradiccio.

D’acord amb I’enunciat, el nombre d’amistats que pot tindre un individu ha de pertanyer al
conjunt {1,2,...,n}. Si suposem que no hi ha dos individus que tinguin el mateix nombre
d’amistats, en deduim que necessariament tots han de tindre un nombre diferent d’amistats,
perd aixd és una contradiccié perqué si hi ha una persona que té només un amic (ell mateix),
com que la relacié d’amistat és simétrica, no hi pot haver una altra persona que tingui n
amics, perqué seria amic del primer.

PROBLEMA#* (OIsrM 1988) Un grup de persones visita un a exposicié6 de 100
quadres. Cap no arriba a veure tots els quadres, perod tots els quadres han estat
vistos per algun dels visitants. Proveu que hi ha una parella de visitants (v, vs)
i una parella de quadres («, ) tals que v; ha vist a perd no ha vist 3 i v, ha vist
§ perd no ha vist a.

Solucio6:

Sigui v, un visitant qualsevol de Iexposici6. Aquest no ha pogut veure tots els quadres
d’aquesta, per tant, ha d’existir un quadre, diem-li & que no hagi estat vist per v;. Com que
tots els quadres han estat vistos per algd, ha d’existir un altre visitant vy que hagi vist a.
Ara poden passar dues coses: o bé que dels quadres que ha vist v, n’existeix un, diem-li §
tal que no ha estat vist per vy, llavors hauriem acabat, les parelles demanades a 1’enunciat
serien (v1,v;) la parella de visitants i (0, &) la parella de quadres; o bé que els quadres que
ha vist v; han estat tots vistos també per v,, llavors, com que tots els quadres no poden
haver estat vistos per vy, ha d’existir un quadre, diem-li o/ que no hagi estat vist ni per v;
ni per vy, com que tots els quadres han estat vistos per algi ha d’existir un tercer visitant,
diem-li v3 tal que aquest hagi vist «’. Arribats en aquest podem distingir dos casos. El
primer cas és que dels quadres que hagi vist v, n’hi hagi un, diem-li 3’ que no hagi estat
vist per v3, llavors hauriem acabat, prenent com (vq,v3) la parella de visitants i (3',¢/) la
parella de quadres. El segon cas és que tots els quadres vistos per v, hagin estat vistos per
vs, llavors, haura d’existir un altre quadre que no hagi estat vist ni per v; ni per vy ni per
v perod si per un altre visitant, diem-li vy...

Com que hi ha un nombre finit de quadres pero, aquest raonament no pot seguir aplicant-se
indefinidament. Concloem que ha d’existir un vistant vy tal que hagi vist un quadre no vist
per vg_1 perd que no hagi vist algun dels quadres que ha vist v,_;.

Per tant, sempre existeix una parella de visitants i de quadres que compleixi I’enunciat.
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PROBLEMA#* (Putnam 1953) Distribuim sis punts a ’espai sense que n’hi hagi
tres d’alineats ni tampoc quatre de coplanaris. Ara tracem segments, en total
quinze, que els uneixin dos a dos. Alguns els pintem de color blau i els altres de
color vermell. Proveu que hi ha lamenys un triangle que té tots els costats del
mateix color.

Solucié:

Agafem un punt qualsevol, diem-1i A. D’aquest en surten 5 segments, cap als altres 5 vértexs,
diem-los B, C'i D, per tant almenys |2| + 1 = 3 segments, suposem que son AB, AC i AD,
s6n del mateix color, per exemple blau. Si un dels tres segments BC, CD i BD és de color
blau, llavors tenim un triangle, si cap dels tres segments és blau, llavors el triangle BCD és
vermell.

PROBLEMA#** (IMO 1964-4) Disset persones s’escriuen entre elles, cada una
amb totes les altres. En les cartes només tracte n tres temes. Cada parella de
corresponsals, perd, només tracta un dels temes. Proveu que almenys n’hi ha
tres que escriuen sobre el mateix tema.

Solucié:

L’enunciat és equivalent a provar que si en un conjunt de 17 punts en el pla tals que qual-
sevol tres d’ells no sén colineals, tracem tots els segments possibles entre ells, i aquests els
coloregem amb qualssevol tres colors, sempre existeix un triangle el qual té els costats del
mateix color.

Per veure aix0 seguirem el segiient raonament:

Primer de tot escollim qualsevol vértex dels 17 possibles. D’aquest vértexs en surten exacta-
ment 16 segments. Per tant, d’acord amb el principi de les caselles hi ha almenys [%3 _| +1=6
segments amb el mateix color, diguem-n’hi el color A (aixi els altres dos colors els direm B
iC).

Considerem ara I’hexagon X;X,X3X4X5X¢ format pels 6 vértexs diferents del vértex inicial
escollit. Si qualsevol dels (g) = 15 segments és de color A, ja hem acabat. Suposem el
contrari, és a dir que els 15 segments sén o bé de color B o de color C. Escollim un vértex
qualsevol de '’hexagon, per exemple X;. D’aquest en surten exactament 5 segments dels
quals, pel principi de les caselles almenys LgJ + 1 = 3 sén del mateix color, suposem que
aquest és B. Suposem que aquests tres segments son X; X3, X1 X X7 X5 si un dels segments
X3X4, XaX5 0 X3X5 son de color B, sens forma un triangle. En cas contrari, els tres
segments sén de color C i formen un triangle.

PROBLEMA Provar que en tot conjunt de 5 nombres, hi ha sempre tres nombres
la suma dels quals és divisible per 3.

Solucié:

Considerem els 5 nombres, diem-los z;, zo, T3, T4 1 5, modul 3. Aquests hauran de pertanyer
al conjunt {0, 1, 2}. D’acord amb el principi de les caselles hi ha almenys LgJ +1 = 2 nombres
iguals modul 3, siguin aquests z; i z. Dels altres tres nombres restants, si n’hi ha un que
sigui igual a x, i 5, llavors aquests tres sumen un miltiple de 3. Siné, dels 3 restants pot
ser o que n’hi hagi dos diferents, en aquest cas al conjunt tindriem els nombres 0, 1 i 2, que
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sumen 0; o que siguin tots tres iguals, en aquest cas la seva suma déna també un muiltiple
de 3.
Veiem doncs que sempre existeixen tres nombres tals que la seva suma és un multiple de 3.

PROBLEMA¥* Sigui C = {ry,...,7n41} un conjunt format per n + 1 nombres reals
tal que 0 < r; < 1. Provar que hi ha almenys dos elements r;,r; € C tals que
|ri = 73] < 3

Solucié:
Observem que:

[0,1)=[0,%)U[%.%)u...u[n_1

1)

Per tant si repartim els n+ 1 r; en aquests n intervals, almenys n’hi haura dos que estaran a

'interior del mateix interval. Se'n segueix que aquests dos elements, r; i r; compleixen que
1

|ri =il < 5

PROBLEMA¥* Cada dia posem a una guardiola una moneda de 1 euro o una
moneda de 2 euros i el total que tenim al cap de n dies és de m euros. Demostreu
que per cada enter 0 < k < 2n — m hi ha un conjunt de dies consecutius durant
els quals el contingut de la guardiola s’ha incrementat en k pta.

Solucié:
Sigui d; el nombre d’euros que te la guardiola en el dia 7. Si cada dia posem almenys una
moneda i al cap de n dies tenim m euros, podem plantejar la segiient cadena de desigualtats:

O<di<da<...<d,=m

Si sumem ara k:

k<di+k<dy+k<..<d,+k=m+k<2n

Si ara repartim els 2n valors dy, do, ..., dn, dy + k, da + k, ..., d, + k entre 2n nombres enters
(els compresos entre 1 i 2n, ambdés inclusius), o almenys n’hi ha dos, posem d; i d; + k,
que ocupen el mateix enter, tenint aixf d; = d; + k, o bé tots ocupen un enter diferent, que
és quan cada dia s’ha posat una tnica moneda diferent i quan per tant sempre trobar una
seqiiéncia de dies consecutius durant els quals el contingut de la guardiola s’ha incrementat
en k euros.

PROBLEMA* Sigui A un conjunt de 20 nombres enters diferents de la progressi6
aritmética 1,4,7,..,100. Demostrar que el conjunt A conté dos enters diferents la
suma dels quals és 104.

Solucié:
Observem que A és a uni6 de 17 subconjunts disjunts:

A={1,4,7,..,100} = {1,52} U {4,100} U {7,97} U ... U {49, 55}
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D’acord amb el principi de les caselles, almenys hi ha | 22| +1 = 2 enters al mateix subconjunt.
Si aquests dos enters estan a un dels subconjunts {4,100}, {7,97}, ..., {49, 55} aquests dos
nombres sumen 104. Si aquests dos enters ocupen justament el subconjunt {1, 52} no sumen
104. Ara pero, d’acord amb el principi de les caselles, si distribuim 20 — 2 = 18 enters entre
17 — 1 subconjunts, n’hi haura almenys |18| + 1 = 2 al mateix subconjunt. Com que totes
les parelles d’enters que es troben a la resta de subconjunts sumen 104 aquesta és la parella

de nombres que sumen a 104.

PROBLEMA* Donat un conjunt de 10 enters positius diferents i menors que 107,
demostrar que hi ha dos subconjunts disjunts que tenen la mateixa suma.

Solucié:

Els possibles valors de les sumes de qualsevol conjunt de 10 enters positius diferents i menors
que 107 estad comprés entre 01 97+98+99+ 100+ 101 + 102+ 103 + 104 + 105+ 106 = 1015.
En total doncs, hi ha 1016 valors que poden prendre totes les sumes possibles dels elements
dels subconjunts de ’enunciat. D’altra banda, hi ha 1024 sumes possibles, corresponents a
tots els subconjunts que es poden formar del conjunt de 10 elements. Per tant, d’acord amb
el principi de les caselles, hi ha almenys H{%J +1 = 2 subconjunts que tenen la mateix suma,
diguem-los A; i A;. Si A;NA; = ¢ ja hem acabat, sin6 els dos subconjunts A; — A; N A4, i
Aj — A; N A; son disjunts i tenen la mateixa suma.

PROBLEMA* Donat un conjunt de n enters positius qualsevol, hi ha un sub-
conjunt tal que la suma dels seus elements és divisilbe per n. Demostrar-ho.

Solucié:
Sigui aq, ay, ...a, els n enters positius. Considerem les segiients sumes, avaluades modul n:

81 = a1

S =aj + aq

Sp,=a1+as+ ... +a,

Si existeix una s; tal que s; = 0 ja hem acabat, sin6 vol dir que els possibles valors de les n
sumes pertanyen al conjunt {1,2,...,n — 1}. Com que hi ha n sumes, d’acord amb el principi
de les caselles almenys |_"T_1J + 1 = 2 sumes sén iguals, posem s, i sq, p < g. Se’n segueix
que la seva diferéncia és divisible per n, és a dir que s, — s, = apt1 +apia+...+a, és divisible

per n.

PROBLEMA* (OME 2008 3-3) Demostrar que d’entre 17 enters positius qual-
sevols que no tenen cap factor primer major de 7, sempre n’hi ha dos tals que el
seu producte és un quadrat perfecte.

Soluci6:
Sigui X el conjunts dels 17 nombres de ’enunciat, aquest pot ser definit de la segiient manera:
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X = {2%3%5%7% a;,b;, ¢, d; € N;1 <4 < 17}

Considerem els exponents a;, b;, c;, d; modul 2. Aquests poden o ser 1 o 0, per tant hi
ha com a molt 2* = 16 nombres diferents. D’acord amb el principi de les caselles n’hi ha
almenys [17/16]| = 2, tals que s6n iguals, i.e, la paritat dels exponents de cada factor primer
respectivament és la mateixa. Se’n segueix que la suma dels exponents relatius a cada factor
primer de cada nombre és divisible per 2, equivalentment, el producte dels dos nombres és
un quadrat perfecte.

PROBLEMA** Demostrar que en qualsevol conjunt A de 13 reals diferents,
existeixen z,y € A tals que:

0< 2L <o-v3
1+ xy
Solucié:
Sigui z; = tan a;. Llavors:
&£y — Ty N o
1+, tan(c — )
A més, observem que:
2(2 — V/3) 1

“T_pvi - 72 V3 = tan 15
Considerem ara la circumferéncia goniométrica, dividim-la en 4 quadrants. Es clar que
tana = tan(180 + «), per tant podem suposar sense pérdua de generalitat que tots els o;
es troben en els dos primers quadrants, que formen una semicircumferéncia. Es clar que si
distribuim 13 angles entre dos quadrants, d’acord amb el principi de les caselles n’hi haura
alemenys 7 en un mateix quadrant. Dividim aquest quadrant en 6 sectors circulars iguals,
d’aquesta manera, qualssevol dos angles que estiguin en un mateix sector difereixen com a
molt de % = 15 graus. Per tant, altra vegada d’acord amb el principi de les caselles, de 7
angles almenys n’hi haura dos, ; i oj, amb o; > a;; que estaran en el mateix sector circular
i que per tant la seva diferéncia sera igual o menor que 15. Tenint en compte les propietats
de la funci6 tangent se’n segueix que:

tan(2arctan(2 — v/3))

Ty — .’L‘J'

0 < tan(o; — aj) = <tan15=2-3

B 1+(Di£L'j

PROBLEMA** (OCanM 1997-3) Sigui f(n) el nombre de permutacions a;, a,,
ey 0, de 1,2, ..., n tals que:

[ J a1=1
i Ia’i_a'i+1| <2,i=12,..,n—1
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Determinar si f(1996) és o no divisible per 3.
Solucié:
Considerem els primers casos:

o n=1 (1)

o n=2:(1,2)

e n=23:(1,2,3);(1,3,2)

o n=4:(1,3,4,2);(1,3,2,4); (1,2,4,3); (1,2,3,4)

o n=>5 (1,2,4,3,5):(1,3,54,2); (1,3,2,4,5): (1,2,3,5,4); (1,2,3,4,5); (1,2,4,5,3)
Per tal de buscar una recurréncia per a f(n), definim g(n), h(n) i i(n) de la seglient manera:

e g(n): El nombre de permutacions de 'enunciat tals que a, = n.
e h(n): El nombre de permutacions de ’enunciat tals que a, = n — 1.

e i(n): El nombre de permutacions de l'enunciat en qué n i n — 1 s6n dos nombres
consecutius tals que cap dels dos es troba al final de la permutacié.

Comencarem buscant g(n). Considerem les permutacions de ’enunciat de longitud n — 1.
Si volem afegir-hi un a, = n al final per obtindre una permutacié de longitud n, o bé
an-1=n—10a, 1 =n—2 Que acabin amb n — 1 n’hi ha exactament g(n — 1). Per a
les que s’acaben amb n — 2, les possibilitats pel valor de a,_3 sén, a,_a =n—3,n— 1. Si
@n—2 = n — 3 llavors no podriem col-locar el nombre n — 1. En canvi, si a,_o = n — 1 llavors
an_3 = n — 3 i com que la resta de nombres que queda per col-locar sén tots menors que
n — 3, aix0 ens permet assegurar que hi ha exactament g(n — 3) permutacions de longitud
n — 1 tals que a,_; = n — 2. En conclusi6, hem arrivat a que g(n) = g(n — 1) + g(n — 3).
Prosseguim buscant h(n). Considerem les permutacions de longitud n — 1. Si volem afegir-hi
el nombre n entre dos nombres d’aquesta per per tal d’obtindre una permutacié de longitud
n que acabi amb n — 1, necessariament n ’haurem de posar entre n — 1 i n — 2, és a dir
que haurem de tindre que a,_9 =n — 2, a,_1 = nia, = n — 1. Per tant és facil veure que
h(n) = g(n — 2).

Finalment calculem i(n). Per tal de construir les permutacions per al cas n a partir de
n — 1, necessitem afegir el nombre n entre dos membres consecutius no finals, és a dir, a
dos membres a;, a;4; amb 1 < i < n — 1, a les permutacions de longitud n — 1 tals que els
seus valors siguin n — 1 i n — 2, o afegir n entre els membres consecutius n — 1in — 2 de
les permutacions de n — 1 tals que a,_; = n — 2. En el primer cas en trobem i(n — 1), en
el segon cas, com que a,_2 = n —11ia,_1 =n — 2, necessariament a,_3 = n — 3 i per tant
d’aquests n’hi ha g(n — 3). En total doncs, i(n) = i(n — 1) + g(n — 3), com a conseqiiéncia,
in)=gn-3)+gn—-4)+..+9(1)+:i38)=9(n—-3)+g(n—4)+ ... +g(1).

Ara, a partir de g(n), h(n) i i(n) és facil construir una recurréncia per a f(n):

f(n) = g(n—1)+h(n—1)+i(n—1) = g(n—2)+g(n—4)+g(n—3)+g(n—3)+g(n—4)+...4+g(1) =
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=g(n—2)+2(g(n—3)+g(n—4)+ ...+ g(1))

Com que d’acord ’expressié anterior f(n—1) = g(n—3)+2(g9(n—4)+g(n—>5)+...), llavors
2(g(n—4)+g(n—5)+..) = f(n—1) — g(n — 3). Per tant, f(n) = g(n —2) +2g(n — 3) +
fln=1)—g(n=3) = f(n-1) +g(n—2) + g(n—3).

Si prenem ara f(n) i g(n) modul 3 es pot veure que f(n) té de perfode 24:

n |[1[2]3[4[5[6[7[8]9[10]11[12]13]14
fm) [1[1]2[1]0(of2]0(1[1 |2 [1]0]2
gm) [T[1(1[2]0(t(ojo(t|1 |1 |2]0]1

n | 15|16 |17 |18 [19]20 212223 [24 [ 25] 26 | 27
fmy[1 101210020 1]1
gm)[o o[t |1 1|20t [o]of1[1][1

N

Finalment, com que 1996 = 4 mod 24, f(1996) = f(4) = 1 mod 3, concloem que f(1996) no
és divisible per 3.

PROBLEMA* (OME 1996-5) A Port Aventura s’hi troben 16 agents secrets.
Sabem que si ’agent A vigila a ’agent B, llavors B no vigila a A. A més,
qualssevol 10 agents poden ser numerats de tal manera que el primer vigila al
segon, el segon vigila al tercer, ..., I'altim (el desé) vigila al primer. Provar que
qualssevol 11 poden ser numerats de la mateixa manera.

Solucié:

Sigui X = {41, A, ..., A1} €l conjunt dels 16 agents. La primera observacié que cal fer és
que tot agent A ha de vigilar almenys 7 agents més, ja que en cas contrari, si suposem que A
només vigila a A; , A;,, ..., A;; el grup de 10 agents X/ A, , A,,, ..., A;; no podria ser numerat
com se’ns diu a 'enunciat. De la mateixa manera, es prova que almenys A ha de ser vigilat
per 7 agents. Per tant, el nombre d’agents que vigilen a un agent A més el nombre d’agents
que vigila A ha de ser com a minim 15.

Ara, escollim qualssevol 10 agents i numerem-los de tal manera que el primer diem-li A;

vigila al segon Aj,, el segon vigila al tercer A;,, ..., I'tltim A, vigila al primer. Escollim
un agent qualsevol, suposem A;, si A; vigila a un agent el qual vigila a A, ja hem acabat,
podriem numerar aquest agent A} ila resta A} = A, Al = Aj,, .., Ay = Ajpo, de
tal manera que el primer vigilaria al segon, el segona al tercer, ..., I'altim (onzé) al primer.

Suposem ara el cas en qué no existeix tal agent, és a dir, que A; no vigila a cap agent el
qual vigili a A;,, com que A;, i Aj, vigilen com a minim 7 agents cada un, i com a minim
son vigilats per 7 agents, i a més no poden vigilar un agent que els vigili a ells, ha d’existir
un dnic agent, diem-li B, que no sigui vigilat per A; i que no vigili a A;,, perd aixo és una
contradicci6, perqué llavors, el nombre d’agents que vigila B més el nombre d’agents que
vigilen a B seria com a molt 16 — 2 = 14 < 15. Per tant hem arrivat a una contradicci6 i
per tant no pot existir el tal agent B.

Concloem que es poden numerar 11 agents de manera que el primer vigili al segon, el segon

al tercer i aix{ successivament fins a que el onzé vigili al primer.
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PROBLEMA** (Moldavia Test de Seleccié 2008-2) Direm que un conjunt {1,2,3, ..., 3k}
te la propietat P si pot ser descomposat en ternes disjuntes tals que en cada una
d’elles hi hagi un nombre que sigui igual a la suma dels altres dos nombres.
Provar que:

e El conjunt {1,2,3,...,3324} té la propietat P.
¢ El conjunt {1,2,3,...,3309} no té la propietat P.

Soluci6:
Primer de tot observem que la condicié necessaria perqué un conjunt {1,2,3,...,3k} tingui
la propietat P és que la suma dels seus elements sigui parell, per tant hem d’imposar que:

3k(3k + 1)

1+2+...+3k= =0mod2<< 3k(Bk+1)=0mod4 < k=0,1mod4

Aixi doncs, d’acord amb el que hem provat, el segon conjunt no pot tindre la propietat P
ja que 3309 = 3:1103 = 3- (4- 275 + 3). Queda veure doncs, que el primer conjunt té
efectivament la propietat P. Per veure aix0 observem que el conjunt {1,2,3,...,12} té la
propietat P:

{1,2,3,...,12} = (1,11,12) U (2,6,8) U (3,7,10) U (4,5, 9)
Per tant, com que 12 | 3324 podem partir el conjunt {1,2,...,3324} en subconjunts dis-
junts {12k + 1,12k + 2,...,12k + 12} amb 0 < k < 276 de tal manera que cada un d’aque-

sts subconjunts disjunts té la propietat P, d’aquesta manera, queda provat que el conjunt
{1,2,...,3324} també té la propietat P.

PROBLEMA** (IBERO 1993-5) Siguin P i Q dos punts diferents en el pla.
Definim m(PQ) la mediatriu del segment PQ. Sigui S un conjunt finit de punts
en el pla, amb més d’un element tal que compleix la segiient propietat:

¢ Si dos punts P i ) estan en S, llavors m(PQ) intersecta a S.

e Si P (1, P,Q, i P3Q3 s6n tres segments diferents amb extrems pertanyents
a S, llavors no hi ha cup en S tal que pertanyi als tres segments m(P,Q;),

m(PQ2) i m(P3Q3).

Determinar el nombre de punts que pot tindre S.
Solucié:
Sigui n el nombre de punts d’un conjunt S de propietats esmentades a I’enunciat. Provarem
que S només pot tindre o bé 3 o bé 5 punts.
Per veure aix9, primer de tot, d’acord amb segona condicié de I’enunciat:
(3)
Per tant només queda considerar els casos en qué n = 2,3,4,5. Els casos n =3in =5
s6n possible, només cal tindre un tres punt que formin un triangle equildter i cinc punts que
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formin un pentagon regular, respectivament, per veure que efectivament es compleixen les
dos propietats requerides a ’enunciat. Anem a veure perqué els casos n = 21in =4 no sén
possibles.

En el cas n = 2, si només existeixen dos punts en 9, diguem-los P i Q, llavors m(PQ) hauria
de contindre un tercer punt X que és diferent de P i @, que és una contradiccié.

En el cas n = 4, suposem que els punts que tenim sén A, B, C i D. Hi han d’haver
exactament (‘21) = 6 mediatrius, per tant almenys hi haurad un punt, suposem que és A
pertanyent a dos mediatrius, posem m(BC) i m(CD). Aquestes dues mediatrius han de ser
diferents, perque en cas contrari trindriem que B = D que és una contradiccié, per tant al
ser m(BC) i m(CD) diferents, A és el circumcentre del triangle BCD i com a conseqiiéncia
m(DB) també intersecta a A, cosa que contradiu ’enunciat.

Aix{ doncs, els possibles valors son n = 3 i n = 5.

PROBLEMA** (IBERO 2000-1) Considerem un poligon regular de n costats
(n > 3). Numerem els vértexs de 1’1 fins a n i tracem totes les diagonals possi-
bles. Demostrar que per a un n senar sempre és possible a cada diagonal i cada
costat un nombre del conjunt {1,2,...,n} de tal manera que es verifiquin aquestes
condicions:

e El nombre assignat a un segment no sigui igual a cap dels dos nombres que
té als seus extrems.

¢ Els nombres assignats a tots els segments que surten d’un mateix vértex
siguin tots diferents.

Solucié:

Provarem que assignant al segment que té d’extrems els nombres i i j, amb 4, j < n el nombre
i+ j mod n i al segment que té d’extrems els nombres n i j el nombre 25 mod n es compleix
les restriccions imposades en 'enunciat.

En efecte, suposem el contrari, que per algun segment d’extrems i i j amb 3,5 < n, el
nombre assignat en aquest sigui igual a un dels nombres dels extrems, llavors tenim que
t+j=¢modnoi+j=jmodn. En tots dos casos arrivem a qué 7 = j mod n, que és una
contradiccio, perqué ¢,j < n i1 # j. Ara suposem que per algun segment d’extrems n i j, el
nombre assignat en aquest sigui igual a un dels nombres dels seus extrems, llavors tindriem
que 25 = j mod n on arrivem a qué j = 0 mod n que és una contradicci6 ja que 7 < n o
2j = n mod n que també és una contradicci6 pel fet que n és senar.

Ara suposem que per un vértex de nombre j surten dos segments d’extrems j+ ki -+ h
tals que el nombre assignat en ells sigui igual, llavors tindriem que j+ & = j+ h mod n i per
tant kK = h mod n que és una contradiccié perqué h # k.

Per tant, queda provat ’enunciat.

PROBLEMA#** (IBERO 1997-3) Sigui n > 2 un nombre natural i D, el conjunt
de punts (z,y) en el pla tals que z,y € Z i |z|, |y| < n. Provar que:

e Si col-loregem D, amb tres colors diferents (cada punt només es pot pintar
d’un tnic color), sempre existeixen dos punts del mateix color en D, tals
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que estan continguts en una recta que no conté a cap altre punt de D,,.

e Determinar una manera de col-lorejar els punts de D, amb 4 colors diferents
de tal manera que tota recta que contingui només dos punts de D,,, llavors
aquests dos punts tinguin colors diferents.

Solucié:

Comencgant provant el primer apartat. Procedirem per reduccié a ’absurd. Suposem que
hem col-lorejat D, amb 3 colors i que tota recta en D,, que només conté 2 punts aquests dos
punts tenen colors diferents. Veurem com aixo no és possible.

Sigui @, el quadrat de vértexs (n,n), (n — 1,n), (n — 1,n - 1) i (n,n — 1), Q2, Q31 Q4
els quadrats simétrics de @; respecte ’eix y, la recta y = —z i l'eix z, respectivament.
Cada un d’aquests quadrats té 4 punts de D, per tant, pel principi de les caselles hi haura
almenys |4/3| + 1 = 2 punts del mateix color. D’acord amb la hipotsis plantejada doncs,
necessariament hem de tindre que (n — 1,n — 1),(n,n) en @1, (—(n — 1),n — 1) en Qo,
(—n,—n),(—(n —1),—(n — 1)) en Q3 i (n,—n),(n — 1,—(n — 1)) en Q4 siguin les parelles
de punts d’igual color (els dos punts de cada parella tenen el mateix color), que anomenem
respectivament P;, Py, P3 i P4, ja que siné ja hem arrivat a una contradiccié.

Suposem que els tres colors de qué disposem sén A, B i C. Suposem que hem assignat a P; el
color Aia P, el color B. Llavors, almenys un dels punts de Q); /P, ha de ser o B o C, suposem
que aquest és (n—1,n) (el cas en qué aquest punt sigui (n,n—1) el raonament és el mateix).
Si el punt (n — 1,n) el pintem de color B, arrivem a una contradiccié perqué se’ns formaria
una recta d’extrems (n — 1,n) i (—n,n) del mateix color que no conté cap altre més punt de
D,.. Sisuposem que el punt (n—1,n) el pintem de color C, llavors, el punt (—n,n—1) no pot
ser pintat de color A ni color C i per tant s’ha de pintar de color B. Aixd ens porta a qué el
punt (—(n—1),n) s’ha de pintar de color C, i raonant andlogament, arrivem a qué perqué no
es produeixi cap contradicci6, hem de tindre (—n, —n), (—n, —(n — 1)), (-(n — 1), —(n — 1))
de color A, (n,—n),(n,—(n—1)),(n—1,—(n—1)) de color B i (—(n—1),—n),((n—1),—n)
de color C. Ara pero, tant si pintem el punt (n — 2, —n) de color A, B o C arrivem a una
contradicci6 ja que llavors la recta d’extrems (n—2, —n), (—n, —(n—1)), (n—2, —n), (n, —(n—
1)) o (n—2,—n), (n — 1,n) respectivament, té els extrems del mateix color i a més no conté
cap altre punt de D,.

En resum doncs, hem arrivat que per qualsevol col-loraci6 de D, amb tres colors sempre
existeixen una parella de punts del mateix color que determinen una recta que no conté cap
altre punt de D,,, que és el que se’'ns demana provar al primer apartat.

El segon apartat és forga més facil que el primer. Si A, B, C' i D sbn els colors de qué
disposem és suficient pintar un punt de coordenades (z,y) d’acord amb la segiient regla. A
si tant z com y son parells, B si z és parell perd y senar, C si z és senar perod y parell i D si
tant £ com y sbén senars.

Es facil verificar que d’acord amb aquestes condicions s’aconsegueix al qué se’'ns demana a
I’enunciat.

189



PROBLEMA** (OME 2008-6) Pintem el pla amb 7 colors diferents. Es possible
trobar un trapezi inscriptible en una circunferéncia tal que els seus quatre vértexs
siguin del mateix color?

Solucié:

La resposta és que si.

Considerem H un octagon regular A;A,...Ag de centre O. Sigui F la familia d’octagons
homotécics a H sent I’homotécia de centre O. Numerarem tot octagon H' # H de F' com
X1X5..Xg amb X, Xy, ..., Xg en els raigs OA;, OA,, ..., OAsg, respectivament.

Observem que cada octigon, almenys tindra, pel principi de colomar, una corda d’extrems
amb els mateixos colors. Si ara prenem un n tal que |n/7] +1 > (S), és facil veure que
si escollim n octagons de F, com que les cordes d’un mateix octagon només tenen (g)
direccions, pel principi de palomar, almenys 2 octdgons M;M,...Mg i N1 N,...Ng tindran
dues cordes M;M; i N;N;, respectivament, tals que tenen els extrems del mateix color i a
més son homotéciques de centre O. Se'n segueix, que M;M;N;N; és un trapezi isoscel-les, i
per tant inscriptible en una circumferéncia.

190



Capitol 7

Conclusi6

Les matematiques no sén tan sols una ciéncia, no sén una simple eina de calcul com alguns
pensen, s6n una manera d’entendre els nous reptes, una manera d’enfrontar-nos a noves
situacions, i ha estat un dels grans motors del desenvolupament de la nostra societat. El fet
de tindre un cert interés pel que passa al nostre voltant, el fet que, en el moment de sorgir-
nos un dubte o preguntar-nos una determinada qiiesti6 tinguem la inquietud per buscar-ne
una resposta, una causa o una rad, ha estat un dels principals elements que justifica el
progrés experimentat en bona part de la nostra historia i és aquesta, en part, l'esséncia
que trobem en les matematiques, més en concret, en la resolucié de problemes matematics.
Actualment, les matematiques tenen un paper molt destacat sobretot en I’educaci6 (a part
de la investigaci6). En un pafs en qué el nivell educatiu ha baixat tant en picat en darrers
anys les matematiques han esdevingut un dels pocs lluitadors ferms en contra d’aquesta
precarietat en 1’ensenyament.

Tal com il-lustra aquest treball, la resoluci6 de problemes permet potenciar moltes de les
capacitats de l'estudiant: la capacitat logica i deductiva, la capacitat d’abstracci6, la capac-
itat de concentracid, adquirir una actitud critica amb un mateix i amb l'entorn, disposar
d’un cert grau d’autonomia moral per prendre decisions i inclis la capacitat creativa, ap-
titud associada molts cops solament a l'art. La gran dificultat dels problemes proposats
en el present treball en comparacié amb la dels problemes o exercicis convencionals que es
realitzen a 'escola o institut reflexa aquest déficit en el sistema educatiu del nostre pafs i
mostra la necessitat d’adquirir un compromis col-lectiu per tal de pal-liar-lo.

En un enfocament més practic, també queda demostrada la necessitat de I’estudiant d’imposar-
se un métode de treball estructurat i pautat, uns habits d’estudi i la necessitat d’adquirir
la iniciativa d’aprendre per ell mateix, d’una manera independent perd igualment rigorosa,
que li permeti assolir amb éxit els objectius académics que es proposi en el futur. Creiem
profundament, que la iniciativa que hem pres en aquest treball/manual, permetra a l’estu-
diant endinsar-se en nous horitzons en qué descobreixi la vertadera esséncia i bellesa de les
matematiques i la resolucié de problemes, i contribuir aixi a qué les matematiques siguin
valorades com una matéria divertida, atractiva i interessant, esborrant la idea distorsiona-
da que tenen alguns de qué aquesta és una ciéncia ensopida, basada en calculs avorrits i
extenuants.

Per tancar aquest dltim apartat, només queda expressar com a Gltimes paraules, la nostra
voluntat de que aquest treball esdevingui I'inici d’un projecte col-lectiu de difusié de les
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matematiques que serveixi com un compendi de problemes olimpics, i que s’amplii i es
complementi amb idees, suggeriments, correccions i aportacions de tercers.
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