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Partint d’‘una situacié problematica de tanta actualitat com és la
criptografia matematica, per saber-ne trobar les arrels matematiques
més profundes, analitzar-les i exposar-les amb rigor, explorant-ne
amb virtuosisme les implicacions algorismiques i computacionals, tot
en un marc metodologic i heuristic remarcablement eficients.
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La portada mostra un nombre primer de 3 799 digits calculat en 16 hores

a través d’un dels métodes que s’analitzen en el treball. Els nombres
ombrejats representen la funcié zeta de Riemann.
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Preface

It is always a pleasure to encounter someone who shares my fascination
with the prime numbers and their surprising importance in a wide variety of
practical applications, from cryptanalysis to nuclear physics. I was therefore
flattered to hear from ,who tells me that his project was inspired in
part by my book Prime Obsession.

I have only been able to look over the project’s Table of Contents, but it
seems to me that Mr. has made a thorough survey of his topic, and
presented it in a very professional way. Our knowledge of the prime numbers, of
their importance and utility, is constantly expanding. It is very encouraging to
see young researchers like Mr. taking up the challenges left to us by the

great mathematicians of previous generations.

John Derbyshire
Author of Prime Obsession: Berhard Riemann
and the Greatest Unsolved Problem in Mathematics
Huntington, Long Island
January 2007



CCCCCCCOOCOCOCO000C0000000000000D00DO232D0



NOMBRES PRIMERS: Introduccid

Introduccié

Aquesta memoria és fruit d’una recerca en el camp de la teoria dels
nombres i la matematica computacional. L’element d’estudi i d’experimentacié

han estat els nombres primers i les propietats que d’aquests se’n desprenen.

La primera entrada del Diari & abord -és una cronologia de les etapes- data

del 3 de desembre de 2005, quan se’m va recomanar investigar en el tema
(accessible en certs nivells) de la criptografia pel meu interés en la programacié i
la informatica en general. En un moment inicial em vaig plantejar mostrar

Pevoluci6 historica dels métodes de xifra fins arribar als criptosistemes de clau
publica. Foren aquests darrers els que més em sorprengueren, tan pel seu
funcionament meravellosament senzill com la seguretat que proporcionaven. El
seu funcionament esta basat en les propietats dels nombres primers que em vaig
decidir a estudiar amb deteniment per poder construir les eines necessiries a

I'hora d’implementar un criptosistema assimétric, és a dir, programes generadors
de primers i altres que factoritzessin el seu producte.

Tanmateix, de manera progressiva el pes dels nombres primers en el treball
ana augmentant fins al punt de relegar la criptografia als apéndixs. Personalment
he descobert en els nombres primers una bellesa i ordre que no esperava aixi que

el treball s’ha orientat cap a ’analisi matematic (tedric) i computacional (practic)
d’alguns algorismes relacionats amb els problemes fonamentals dels nombres
primers: recompte, generaci6é i factoritzacié del seu producte. Per conéixer les
propietats inherents d’aquest tipus de nombres que els feien tant especials i ttils
la notacié O altres conceptes matematics han sorgit com a eines fonamentals.

La unicitat i caracter personal d’aquest treball no haurien d’ésser posats en
dubte si es té en compte la organitzacid, la seleccié i ’apropament als temes.
Utilitzant un anglicisme, certes parts d’aquest treball sén un State of the Art, des

d’un punt de vista tant rigorés com ha estat possible; en els casos en qué la
dificultat del tema ha superat els meus coneixements he remés el lector a

Pabundant bibliografia de la qual he partit per arribar després a les conclusions
en els tres ambits senyalats, o bé m’he posat en contacte amb professors de

Pesfera universitaria que em poguessin ajudar a entendre els conceptes.
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La principal dificultat del treball ha residit en aquesta voluntat de rigor,
intentant extreure informacié d’articles d’investigacié matematica i demostrar els
teoremes que avalen el funcionament de certs algorismes. El rol dels diferents

tutors ha estat cabdal a 1’hora d’escapgar, redirigir, sintetitzar... per tal que el
treball tingués un plantejament realista i precis.

Ha estat realment el primer cop que he tingut la sensaci6 d’estar tractant
un tema amb la profunditat que mereix, aquest apropament als problemes tot i
ser molt més exigent, desafiant i complex s’ha revelat enormement gratificant. He
d’admetre que al acabar i durant el procés de redaccidé tenia proves constants de
la meva suprema ignorancia i limitacions matematiques.

Estructura interna

El treball que es presenta a continuacié s’ha dividit en quatre parts, la
primera presenta els conceptes més elementals de la teoria dels nombres per
després poder utilitzar-los com a eines a ’hora d’analitzar algorismes i realitzar
calculs. Les altres tres parts son un reflex dels tres problemes principals dels
nombres primers que ja s’han mencionat anteriorment; cada una d’aquestes tres
parts té uns objectius i unes conclusions especifics, si bé és cert que al final

s’estableixen unes conclusions generals.

Material utilitzat
La part experimental d’aquest treball s’ha dut a terme en ordinadors, el
laboratori més proper al qué tinc accés. Els resultats experimentals que s’adjunten

s’han obtingut en un Pentium IV a 3GHz amb una memoria RAM de 1GB que es
tradueix amb una capacitat de realitzar aproximadament 10° operacions binaries
per segon.

El codi ha estat programat en Pascal i compilat amb el Free Pascal
Compiler 2.0.2 que té accés a tota la memoria disponible del sistema a diferéncia
del compilador de Delphi 7Zurbo Pascal 7.0 que utilitza la disponible per
compatibilitat amb el sistema DOS i que per tant esta molt més limitada.

Per obtenir resultats practics d’una banda ha estat necessari disposar de

llibreries que suportessin ’aritmeética de multiple precisio, és a dir, amb nombres
de magnitud arbitraria. En una primera etapa del treball vaig programar tot un
seguit de funcions per dur a terme les operacions elementals en enters pero
finalment em vaig decidir a utilitzar FGInt de Wailed Othman i Numerix de
Michel Quercia per la seva major eficiéncia.
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En un punt de la elaboraci6 va esdevenir evident que necessitava un
programari matematic potent que permetés dur a terme certs calculs i verificar
resultats. He utilitzat principalment Aathematica 5.2 de Wolfram Research,
Maple 10 de MapleSoft i Derive 6 de Texas Instruments, aquests han estat molt
utils a ’hora d’ avaluar integrals impropies, la integral logaritmica i algunes series
infinites de convergéncia lenta.

Nota al lector
El treball es pot llegir a diferents nivells pero cada un d’aquests permet

arribar a les conclusions, si bé s’ha de senyalar que per tal de tenir una visi6
completa cal llegir totes les seccions i subcapituls. Quan es parla de lectura a
diferents nivells es fa referéencia al fet que per copsar les idees principals no cal
entendre i llegir totes les demostracions dels teoremes, lemes, corol-laris i
propietats que van apareixent.

Un lector molt interessat en la vessant practica pot simplement llegir i els
objectius i conclusions de cada seccid, perdo el que resulta més apassionant
d’aquest treball no és que els algorismes funcionin sin6 de quina manera i perque
ho fan. Per respondre a aquestes dues darreres qiiestions resulta obvi que un
analisi matematic rigorés és fonamental.

Quan s’estimi necessari adjuntar un resultat numeric no s’utilitzara la
notacié americana que utilitza comes per cada tres digits i un punt per denotar
que es tracta de la part decimal ni la europea, sindé que un espai separara els blocs
de tres digits i el punt denotara la part real. No és una convencid arbitraria siné
que serveix per evitar ambigiiitats quan es defineixen intervals.

La notaci6 matematica és molt abundant i no tant sols aixo sin6 que
I’estructura interna i el desenvolupament de les seccions respon a una voluntat de
formalitat matematica numerant els teoremes, lemes, corol laris, propietats,
algorismes i tancant les demostracions amb el simbol ©. S’ha partit d’un nivell
de matematiques de I de batxillerat amb les eines del Calcul, son les iniques que

el lector hauria de necessitar perqueé els altres conceptes queden definits en
seccions préevies per assegurar la bona assimilacié dels continguts.
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Agraiments
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the beautyful subject matter.
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1. Definicions previes

Es presenten a continuacié els conceptes fonamentals de la teoria de la
complexitat i la teoria dels nombres, és un capitol imprescindible per estar en

condicions d’entendre els diferents objectius que s’han proposat i les conclusions a
les que s’arribarda. Aquestes dues disciplines han desenvolupat noves eines

d’analisi des que en la década dels 70 es posa de relleu la seva importancia
trascendental en el mén de la telematica i la computacio.
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1.1 Teoria de la complexitat

Oh dear Ophelia!

[ am ill at these numbers.

I have not art to reckon my groans. (...)
Thine evermore most dear lady, whilst
this machine is to him,

Hamlet (Acte II, escena. 2, Linia 120)

La teoria de la complexitat és una branca de la teoria de la computacié que
s’ocupa de l’estudi d’algorismes: analitza els costos computacionals per resoldre

un determinat problema. Els aspectes més importants son el temps d’execucié i la

memoria utilitzada, per aquest motiu un programador sempre intentara
optimitzar aquests recursos limitats.

1.1.1 Notacié O

En l’analisi d’algorismes, si es coneix el nombre de passos necessaris per
resoldre un problema, no es fan servir expressions exactes per la complexitat sind

que s’utilitzen aproximacions. La idea és molt similar al concepte matematic de

limit, per valors grans simplificant I’expressi6 el valor no canvia de manera
apreciable. Si sabem que un algorisme per a un problema de mida NV es pot

establir ’expressié 7{NV)=3N %8 N+3, quan llm es pot considerar que 7{NV)= M.

Utilitzarem la notaci6 segiient:

T(N)eO(N?),

on la O s’utilitza per expressar la magnitud.

De la mateixa manera es pot establir comparacions entre el comportament
de diversos polinomis que representen una estimacié del temps d’execucié en

funci6é de ’entrada NV d’un algorisme. Escriure:

SIN) ~ g(N)
representa que f té el mateix comportament assimptotic que g quan /N — o. Per
tant:

lim fIN)/ g(IV) =1
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Quan es diu

(V) =0(g(N))
que es llegeix com, “fés (O-gran de g” vol dir que existeix un enter positiu C, per
totes les WV, tal que:

If (V)] < Clg(v)

La notacié o —petita serveix per denotar que una funcié en domina clarament
una altra, és a dir:

fINV) = o(g(N))
significa que

lim AIN)/ g(N) =0

Hi ha tres tipus de complexitat d’algorisme: polinomic, exponencial, i

logaritmic. Un algorisme és polinomic quan el nombre d’operacions estara acotat
per la funci6 7T'(NV)= O(N C), per una constant ¢ Un algorisme polinomic és:
constant si ¢ val 0, lineal si ¢ val 1, quadratic si ¢ val 2, ctbic si ¢ val 3... Un
algorisme és exponencial si 7' (N )=O(cg(N)) per un polinomi g(AN) i una
constant c. Si el comportament asimptotic de 1’algorisme és logaritmic, llavors el

nombre d’operacions sera de O(In V)", on la constant ¢ € (0,).

Si es considera que un ordinador és capa¢ de processar 10° instruccions per
segon; la taula seglient mostra el temps d’execucié per als diferents tipus

d’algorismes.

Operacions
Tipus Complexitat N=108 Temps
Pol. constant o(1) I 10 segons
Pol. lineal O( N) 10° 1 segon
Pol. quadratic O(NQ) 10™ 1 100 dies
Pol. Cubic O(N3) 107 3,1- 10° anys
ExponenCial 0(2N ) 109 030 900 109 U3U0 892 anys
Logaritmic O(In V) 19 1.9-107" segons
Figura 1.1
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En informatica sempre es parla d’optimitzar recursos, és a dir, temps i
memoria; la solucié és dissenyar algorismes més eficients. Els cientifics utilitzen la

notacié O per expressar en grans termes la complexitat d’un algorisme. Sempre
s’intenten evitar algorismes amb un temps d’execucié exponencial perque per

potent que sigui I’ordinador, en molts casos, no obtindriem un resultat en un
temps raonable.

En articles dedicats a la computacié6 sovint es tracten meétodes per
dissenyar un algorisme de complexitat logaritmica perqué aquests sén els més
eficients.

g H | H —
z T
............................................................................ ';...-f-:;":'ff‘...‘.i._A.........._,.
; | "] : ficst el = =
2 : ool M O © oo i T, o ol
- _'__‘__,_L_F-—ﬂ- : l— —
' ' ﬁ_,_.—-lr—'—'- '
~:_;"~f_3_:.——ﬁ-ﬂ’;r—g‘_;72¢'”‘_'_:?f- ----- S e T
NS e e RO
4 5 ] 7 8 ]
-------------------------------- R et R S P

Figura 1.2

Aquest grafic és molt revelador perqué mostra una comparaci6é interessant
entre el logaritme natural —base e- i diferents polinomis. Si ’exponent de x és

major que 1/e les dues funcions no es toquen mai, tanmateix si és més petit no

tant sols es produira una primera interseccié entre 1’1 i el 15 siné que després per
un valor de x elevat es tornen trobar. La funcié logaritmica al limit, quan

x — oo, sempre sera inferior que x sigui quin sigui I’exponent.

Utilitzant el meétode de Newton-Raphson, es pot aproximar que Inx
intercepta x°* quan x= 379.0962301, mentre que x> no ho torna a fer fins que

x=332 105.1082 i x°' quan x=3.430631121-10".

S
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Sembla doncs que Inx sigui x° tot i que no sigui cert perqué seria absurd;
tanmateix a I’hora de comparar grafics és una analogia forca interessant. El
logaritme neperia sempre sera inferior que x° per petita que sigui . Fins i tot
(Inx)” -per gran que sigui ¢ creix més lentament que qualsevol poténcia de x. Es
pot il-lustrar amb un exemple el darrer raonament:

(ln X)IOO — XO.I

(lnx,)™ - x,%

g4

X =X, -
T 100(n x,)” - X7 - 0,1x°°

No es creuen altra vegada fins que x=7,94-10""; és una x enorme perd

eventualment es tornen a creuar.

il f(x) x=100 | x=500 | x=1000 | (10" 5,(10%)

T cx 100c 500c 1,000¢ 107/c 10°/c
it o 10,000c | 250,000¢ - 10° 10°/4e | 107 /4%

31 o & c-10° 1.25¢-10° | ¢-10° |2187.7/%c | 10°/%c

4 g 3" c-10° 6.2c - 10" c-10*  |316.22/4c | 5623.4 /4/c

51 . x° c-10® | 16c-10° | c-10® | 46.41/%c | 316.22/%c

61 ¢.x° c-10% | 20c-10* | ¢-107 13/%c | 46.41/%c

A 10° 7.3-10° | 3.9-10" = el

81 of 1024 5.4-10° | 3.3.10° 1,104 1,346

91 o 1.12.10® | 1.8-10® | 3.3.-10® 60 99

101 gfmeGmd | 2.78.107 | 3.56-10° | 1.75-10” 162 318

Taula 1.3

Aquesta taula mostra com augmenta el temps d’execucié segons la

complexitat; I’entrada en aquest cas s’expressa en funcié del nombre de bits. Per

tant es fa referéncia a la longitud de I’entrada i no a la magnitud del nombre;
també es pot interpretar com algorismes de complexitat polinomica analitzats

segons la longitud de I’entrada.
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Les columnes 3-5 mostren els temps d’execucié mentre que les columnes 6 i
7 delimiten la longitud de ’entrada considerant les diferents complexitats i tenint
en compte un maxim d’operacions a realitzar: 10" el primer i 10" el segon. Si fem
una estimacié assumint que un ordinador és capag de realitzar 10° operacions

binaries en un segon, trigard poc més d’un minut en realitzar 10’ i menys de
quatre mesos realitzar-ne 10%.

Els algorismes de complexitat lineal o quadratica, f; i f,, poden tractar
nombres exorbitantment grans en un temps raonable. Si 1’algorisme realitza un
nombre cubic d’operacions poden tractar nombres de milers de digits decimals
sense problemes. Perd quan I’entrada té al voltant de 15 000 digits decimals pren
10 hores i per tant deixa de ser operatiu. Si analitzem f; es veu clarament que

només és viable per nombres d’una longitud de pocs milers de digits decimals;
quan en té 5000 digits decimals triga 72 dies.

Tractar un nombre de 7 digits decimals o 23 binaris amb f,
f(log, N) =(log, N)’, necessitem 10" operacions, i per tant es pot resoldre en 3

hores. Pero si Vté 15 o 30 digits es necessiten 220 dies i 307 anys respectivament.

Els algorismes amb complexitat de
f4(log, V) = (log, N )il s fs(log, N) =2 it fo(log, V) = 20a M2 exce-

deixen qualsevol polinomi en la seva complexitat per una N prou gran i per tant
el seu Us queda molt limitat. En criptografia la seguretat de molts criptosistemes
resideix en la impossibilitat de trencar la xifra per for¢a bruta en un temps
raonable degut a la complexitat exponencial del problema de la factoritzacié o bé

del logarisme discret.

Els algorismes de complexitat polinomica i un exponent petit poden tractar
nombres grans, perd quan I’exponent és superior a quatre, la longitud de ’entrada
haura de ser forcadament reduida per ser acceptable el temps d’execuci6. Pels
algorismes superpolinomics o exponencials tractar nombres grans en general és
inviable. Es aqui on resideix la importancia de la teoria de la computacio,
analitzar els algorismes per coneixer fins a quina entrada poden tractar en temps
raonable. De fet des d’un punt de vista teoric es classifiquen els algorismes segons

siguin polinomics o no perqué tot algorismes superpolinomic per una entrada
suficientment gran excedira un de polinomic.



NOMBRES PRIMERS, Definicions prévies

S'adjunta una taula per poder tenir referéncia del que representen els grans

nombres. Es important tenir-la en ment per reconéixer quan l’entrada per un
algorisme esdevé intractable.

Analogia fisica Nombre
Probabilitat de morir fulminat per un llampec(per dia) 1 entre (2%)
Probabilitat de guanyar el primer premi de la Primitvia 1 entre 2%
Temps fins la proxima glaciacié 14000 (2"%)anys
Temps fins que el sol s’extingeixi 10°(2”)anys
Edat del planeta Terra 10°(10”")anys
Edat del Univers 10"(2")anys
Nombre d’atoms del planeta Terra 10°1(2'")
Nombre d’atoms del sol 107(2°%)
Nombre d’atoms de la Via Lactea 10°(2°)
Nombre d’atoms de I’Univers (excloent matéria obscura) T g
Massa de la Terra 5.9:107(2%%)Kg.
Massa del Sol 2-10% (2%¥)Kg.
Volum de Ia Terra 10 (2%) m?
Volum de I’univers 10 (2°%) m’
Temps fins que la matéria radioactiva es transformi en ferro 107 anys
Temps fins que la matéria col-lapsi en forats negres 107" anys

Taula 1.4 (veure [35])

Introduirem ara la nomenclatura més generalitzada P i NP que retrobarem quan

analitzem algorismes, especialment al limitar el marge d’error d’alguns d’aquests.

1.1.2 Complexitat d’un problema

Segons la teoria de complexitat, un problema es pot classificar segons
Pespai i el temps minims que requereix per ser resolt pels valors d’entrada més
dificils amb en maquina de Turing. Una maquina de Turing és un model tedric
per estudiar la complexitat d’un problema; té un nombre d’estats finits de
memoria per controlar les operacions que du a terme perd una cinta infinita de
lectura i d’escriptura. Els problemes que es resolen polindmicament en un sistema
real es poden resoldre polindmicament en una maquina de Turing i viceversa.
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S’anomenen problemes tractables aquells que es poden resoldre en temps
polinomic en la maquina de Turing. La resta sén problemes intractables o dificils.
Quan no es pot escriure un algorisme capag de resoldre un problema es diu que és
indecidible: per exemple, un algorisme que quan se li introdueix qualsevol
problema genera el codi que el soluciona.

Els problemes de decisi6 resolubles en un temps polinomic respecte la mida
de les dades d’entrada sén de classe P. La classe NP inclou tots aquells problemes
que es poden resoldre en temps polinomic en una maquina no determinista. Si la
maquina troba la solucié afirmativa pot comprovar si el resultat és correcte en
temps polindomic verificant amb una informaci6 extra anomenada certificat. La
classe co-NP inclou tots els problemes que la resposta negativa pot ser verificada
amb temps polinomic amb un certificat. No s’explica aqui el métode per obtenir el
certificat.

Considerant les dues definicions que hem donat, es pot dir que la classe NP
inclou la classe P. Tot i que hi ha problemes NP que demanen un temps
exponencial, no s’ha pogut demostrar que P#NP ni que P=NP ; per tant no es
pot renunciar al fet que potser un dia es troben algorismes polinomics per resoldre
tots els problemes de classe NP, els exponencials inclosos.

@\(Q}W\ N

co—NP

NN

Figura 1.5

Un problema NP-dificil és aquell que no es pot resoldre en temps
polinomic, a no ser que P=NP. Un problema NP-complet és aquell que és NP i
NP-dificil. Els problemes NPC es poden reduir els uns als altres, séon equivalents,
per tant si en resolguéssim un en temps polinomic els hauriem resolt tots.

Hi ha una fundaci6 sense esperit de lucre, I’Institut Clay de Matematiques,
dedicada a extendre els coneixements matematics. Han ofert a qui pugui provar
que P = NP un premi de 1.000.000%; tal descobriment representaria una
revoluci6 en la teoria de la computacié. De fet només que es trobés un algorisme

polindmic per a un problema NP-complet, s’hauria demostrat que P=NP;

10
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tanmateix molts cientifics es mostren escéptics perqué creuen que aquesta qiiesti6
és independent dels axiomes inicials, i per tant és impossible de provar o
invalidar.

Definici6 1.1.2.1: Tipus d’algorismes
Hi ha dos grans tipus d’algorismes els deterministes s probabilistics o
aleatoritzats. Els deterministes donat un mateix problema sen 3 arriben -si hi ha

d’arribar- a través del mateix cami a la mateixa solucid.

Els algorismes aleatoritzats es classifiquen segons la probabilitat amb la
que retornen la resposta correcta. Sigui G un algorisme aleatoritzat per al
problema de decisi6 -ha de retornar cert o fals- D. b, és la probabilitat que retorni
cert quan [ és cert i b, la probabilitat que retorni cert quan D també és fals.

e G és del tipus error nulsi b=1i b=0
* G és del tipus error simplesi b;>c on ¢ és una constant positiva i 5,=0

¢ G és del tipus error doble si b, Z%+8 ib, S%—g

El tipus d’algorisme a error simple el es veura forca en la seccié6 3 perquée
aquest error pot ser reduit a valors infims i per altra banda resulta molt eficients.
Estudiant la complexitat es veu que donat un algorisme, segons la magnitud de

I’entrada, aquest pot prendre temps astronomics fora del abast fins i tot dels
ordinadors més potents que existeixen.

1.1.3 Progrés tecnologic i algorismic

El concepte d’infinit té diverses aplicacions en les matematiques perd
també té diferents matisos: no es el mateix I’infinit de nombres naturals que

Pinfinit dels reals. Aixo es deu al fet que entre 0 i 1 o entre 0 i el nombre més
petit que es pugui imaginar ja hi hauria infinitud de nombres més petits.

Cramér i Dirichlet van dedicar forga temps a I’estudi de I’infinit; de fet, hi
ha enigmes que es basen en el concepte infinit. Si es tené un hotel d’infinites

plantes i sabem que esta tot ocupat, i arriben infinits clients com se’ls hi
proporciona una habitacié: desplacant els infinits clients de la planta N a la
2N+1, reservant aixi els pisos parells als recent arribats.

11
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Objectivament mai es pot estar treballant amb nombres grans, per molts
digits que tingui un nombre sempre hi haura un nombre finit de nombres més
petits i un nombre infinit de nombres majors. En computacié quan es parla de
nombres grans, simplement, es fa referéncia a que el nombre que es tracta és
major que els que es podien tractar anteriorment. Actualment estem en condicions
de factoritzar nombres vuit cops majors que 30 anys enrera, i certificar la
primalitat de nombres 500 cops majors.

Aquest progrés computacional es deu a dues raons: d’una banda el progrés
tecnologic i de I’altra al desenvolupament de nous algorismes. Part del merit ha
de ser evidentment atribuit a les millores de hardware (processadors, memoria

RAM....) i a la proliferaci6 d’ordinadors en general. Perd si s’utilitzessin
actualment els algorismes existents fa 30 anys molt possiblement el limit de
magnitud dels nombres que es podrien factoritzar o certificar la primalitat
rondaria els 50 digits. Si la computacié quantica, basada en ordinadors amb un

funcionament radicalment diferent a ’actual, acaba sent una realitat, si que es
podria produir una veritable revolucié.

El nombre més gran que mai ha estat provat primer (al moment de

redacci6 del treball) és 2*%%7_1  d’aproximadament 9.808.357 digits. Si ara, al
comencament del segle XXI, intentem fer una estimaci6 de les operacions dutes a
terme per totes les maquines durant tota la historia, és aproximadament un mol

quimic d’Avogadro 6,02 -10% =~ 10*.

Aquesta estimaci6 la es pot mantenir fins i tot davant la llegendaria
superpotencia computacional dels organismes d’intel ligéncia governamentals. En
general quan li preguntem a algi que no té cap vinculaci6 especial amb el mén de
la programacié i la computacié “quan diries que triga...?”; la resposta més
generalitzada és: “No ho sé, els ordinadors sén molt rapids: 1 segon?, 5 segons?”.
Com diu Knuth, tot i que la gent sovint ho oblida, els ordinadors van néixer com

a instruments de calcul; i, si, sén rapids (afortunadament) pero la qiiestié és com
de rapids?

Estimacions molt optimistes dirien que 10" operacions binaries —actuar
sobre cada bit de memoria, canviant zeros i uns-, o una més raonable de 10°

operacions segons |’eficiéncia del compilador en el processador. Per donar la idea

d’una escala, per verificar la primalitat amb el metode classic de buscar un divisor

de N fins a /N, per un N =10 es necessitarien aproximadament deu “mols

12



NOMBRES PRIMERS, Definicions prévies

computacionals”, deu cops tota la historia dels ordinadors, per dur a terme el
calcul.

Els intents de factoritzar o provar la primalitat més complicats en general
requereixen en 1’ordre de 10" operacions binaries. De la mateixa manera, produir
una pel licula d’animaci6 digital com Buscant a Nemo de Pixar i Disney també
necessita 10" operacions. Es sorprenent que per dos problemes tant diferents es

requereixi una milionésima part de mol computacional atribuible a 1’espécie
humana.

1.1.4 Grans nombres: aritmética de miiltiple precisi6

Definici6 1.1.4.1 Siguin A/, NV dos nombres naturals en base B
a) Sumar o restar pren O (log, N +log, M) operacions binaries.

b) Multiplicar, a través de métodes elementals, pren

O(log, NV -log, M) operacions binaries.

c¢) Calcular el quocient o el residu quan dividim N entre M per métodes

elementals requereix O ((log2 N —log, M +1)log, M ) operacions binaries

La complexitat de la suma i la resta és lineal en la longitud de I’entrada de
manera que ja és prou bona. Perd la multiplicacié i la divisi6 tenen un
comportament assimptotic quadratic a través dels métodes elementals.

Definici6 1.1.4.2 Existeixen métodes més eficients per la multiplicacié. Vdenota la

longitud de I’entrada

a) El meétode de Karatsuba divideix cada producte en quatre de més petits i

d’aquests en realitza tres; aplicant aquesta estratégia de manera recursiva

assoleix 0(N‘°g23) =0(N"*).

b) Aplicant transformacions de Fourier als multiplicands es pot multiplicar en

O (N log N loglog N )operacions binaries.

Corol'lari 1.1.4.3 Es pot dividir en O (N log Vloglog V) operacions binaries.

13
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Prova

El métode de Newton per trobar arrels d’una funci6é pot ésser aplicat al problema
de la divisi6. El métode iteratiu de Newton defineix les aproximacions com:

Xy =X, -f(Xu)/f'(Xn)

la seqiiéncia acaba convergent a la desitjada solucid. La idea principal consisteix

en veure que a/b = ab™', fet que ens evita dividir. Per obtenir el reciproc de b

apliquem el métode de Sir Isaac Newton a la funcié x™ - 5.
Ara desenvolupem:

)

- s f(_f\i =9%. — bx?

Xy = Xy o T 44Xy XN
_XA,‘

de manera que dividir és un cas particular de multiplicaci6. Per tant té la mateixa
complexitat, comportament asimptotic, que la multiplicacié.

14
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1.2 Fonaments de la Teoria dels Nombres

La teoria del nombres ha estat vista com una de les branques de les matematiques pures més
inutils. Contra aquesta acusacié no existeix defensa valida; i no és mai tan apropiada com quan va
dirigida contra les parts de la teoria numérica relacionades amb els nombres primers. Una ciéncia
es considera util si el seu desenvolupament tendeix a accentuar les existents desigualtats en la
distribuci6 de la riquesa, o directament promou la destruccié de la vida humana. La teoria
relacionada dels nombres primers no compleix aquest criteri. Aquells que la persegueixen no faran,
si son savis, cap intent de justificar el seu interés en un tema tan trivial i remot, i es consolaran
amb el pensament que els més grans matematics de tots els temps han trobat una atraccié
misteriosa impossible de resistir.

Godfrey Harold Hardy
Classe impartida el 1915 sobre els nombres primers a Cambridge

Els nombres primers sempre han captivat i fascinat als matematics per la
seva aparent aleatorietat i per aquell component misteriés, sorprenent,
exasperant, atractiu, pur, criptic, enigmatic, impenetrable, magic, aestétic pero a
la vegada de bellesa exultant. Davant d’aquest desplegament d’adjectius sembla
que ens estiguem referint a quelcom de metafisic més propi de la poesia; és, per
tant, paradoxal que tractem als nombres primers, pilars de les matematiques, la
eina fonamental que ens permet ordenar el cosmos de manera logica.

Quan tractem els nombres primers apareixen diverses qiiestions
estretament vinculades entre elles: existeix una funcié que ens permeti calcular el
N nombre primer? Com recondixer quins nombres sén primers o compostos?
Quina funci6é defineix la quantitat de nombres primers inferiors a un enter N?
Existeix un nombre infinit de nombres primers?

Més enlla de la bellesa subjectiva que aquesta classe tinica de nombres
pugui tenir, avui en dia estan de plena actualitat pel seu s fonamental en un dels

criptosistemes més utilitzats: RSA i d’altres de similar funcionament. Per aquest
motiu, en les darreres décades, des de ’aparicié el 1978 de 1’article de Diffie i

Hellman [15], s’han fet progressos en la teoria numeérica i en D’analisi
computacional dels nombres primers. En aquesta part del treball es defineixen els
conceptes basics relacionats amb els nombres primers que permetran prosseguir en

I’estudi del tema.
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1.2.1 El Teorema Fonamental de 1’ Aritmética

Definici6 1.2.1.1 Un nombre natural /V ;1 és primer si té com a unics divisors
positius 11 NV, és a dir, els factors trivials.

Teorema Fonamental de I’ Aritmética: Tot enter /Vté una factoritzacié inica com
a producte de nombres primers.

er

N =p"p" - p",
on p és un factor primer, e la quantitat de vegades que apareix i r és el nombre de
divisors diferents.

PROVA: Primer demostrarem [’existéncia de tal factoritzaci6. Per inducci6 cal
discernir dos casos possibles: quan /V és primer i quan és compost. Pel primer cas

la factoritzaci6 és trivial: 1 i N. Quan és compost, N =a-b on, ab>1.

apliquem el mateix argument per ai a b: primer o compost. Si seguim 1’estrategia
de manera recurisva arribarem eventualment a la descomposici6 de N en factors
primers.

Ara demostrarem la unicitat per reduccié a 1’absurd: assumim que certs
enters poden ésser factoritzats en nombres primers de dues maneres diferents, ha

d’haver un NV minim que compleixi aquesta propietat.

N=p P =¢"4
establim la relaci6 p, <---< p i q, <---<gq, per evitar exponents. Sabem que
cap p, =¢q; on 1<i<r també 1< j<s perque sin6 podriem treure factor comu
i /Vja no seria el menor enter amb com a minim dues factoritzacions diferents.
Prenem ¢, /p,=d+r/p, on 0<r< p <gq,, r no pot ser zero perqué llavors

g, contradiria la definicié6 de nombre primer. Rescriurem el producte anterior:
N:pQ...p{ :(d+le)q2qs
:dq2 ...q5+pilq2 ---qs
Sigui &k = leq2 ---q, llavors pk =rq,---q, on k ir es descomponen en factors

primers. L’assumpcié inicial queda contradita: només pot haver una possible
factoritzacio.
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El teorema presenta també el Problema Fonamental de 1’Aritmética, donat
N trobar la seva descomposicié en factors primers. A més resulta obvi perqué 1’u
no pot ser considerat un nombre primer: el Teorema Fonamental de 1’Aritmética
—TFA- no seria cert perqué podriem afegir un nombre il limitat de factors que no
alterarien el producte, Idltim matematic en considerar-lo primer fou Henri
Lebesgue el 1899. Aquesta “petita” convenci6 permet assentar la base de

I’aritmeética.

Definici6 1.2.1.3 7(x) denota la quantitat de primers p tal que p < x.

Historia

Es una de les més importants en la teoria dels nombres. Tot i que es denota amb
la mateixa lletra grega que el nombre irracional 3.14159265358979323846 que
estableix una relacié entre el perimetre i el radi, no té res a veure. Per aquest

motiu quan es llegeix s’ha de fer molta atencié a qué s’esta referint: si es tracta

de la funci6 o bé del nombre irracional i trascendental. Aquesta notacié s’ha
establert com notacié tunica i va ser introduida per Edmund Landau el 1909 en

das Handbuch on unia dues disciplines separades, la teoria dels nombres i ’analisi
numeric per permetre el naixement de la teoria dels nombres analitica.

Corol-lari 1.2.1.4 Si un nombre primer p divideix a M - NV, llavors p divideix a NV
oa M

Prova (d’Euclides): Sigui p, - p,--p, -q, *q, -+ q, la descomposicié factorial del
producte M - N, on p, --- p, és la factoritzacié de Vi g, --- g, llavors com que p
divideix a M - N per forga s’ha de trobaren p, - p, -+ p, - q,-q, ---q,. Llavors p

divideix a /Vsi es troba entre p, --- p, i divideix a M si és un dels q,""°q

¥ o r*

Teorema 1.2.1.6 La funcié 7(x) per x > 8 queda acotada amb la segiient

expressio:

Inx
7(x)>—"7—
2Inln x
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Prova
Es demostra la cota a través del TFA que permet aproximar

ﬂ(X)=#{pSX:pe7>}

Segons el TFA cada nombre té una tinica descomposicié en factors primers; per

[1p=x
D

tant el nombre de solucions a

és igual a x perque cada nombre tindra la seva tnica factoritzacio, on p, denota
I’i-éssim primer i a, el nombre de vegades que apareix el factor. O dit d’una altra

manera , per X, p;,a; € Z, la quantitat d’elements del conjunt
S={N=Hp;’" SX}

és igual a x. Se sap del cert que p? no pot ser major que x per tant, es pot dir

a; < {1+ lnXJ
In p,

Quantes N del conjunt S es poden fabricar? Doncs per un argument combinatori,

que

si es consideren el nombre de possibles as com a producte dels exponents de cada
factor, sera com a molt:

XSH‘}-&- IHXJ

Pis<x ln pi

Per obtenir la segilient aproximacié cal veure que:

H{1+ lnXJSH(1+ h”‘}

Pisx ln pi D; <X hl pi

com que tots els primers sén majors o igual a 2 es pot establir que p, =22 iel

reciproc del seu logaritme més 1 també satisfara la condici6,

1+L21+ :
In2 In p,
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Com que anteriorment s’ha realitzat el producte dels exponents per cada primer
ara es transforma en una altra multiplicacié tenint en compte quants primers es
poden trobar i el valor maxim que aquest podria tenir. En conclusié:

z(x)
x < {1+IHXJS(1+IH—X)
oy In p, In2

Inx < 7z(x)In Ly 1+ln_2
In2 In x

Inx < 7(x [ (1+ln_2ﬂ
In x

Inx < 7z(x lnlnX+ln ! ]+1 [1+ln_2j *
n2 In x
Inx<n lnlnx—-lnln2+lnln2+lnlnx]

El salt més radical es produeix al desenvolupar 1’expressi6 *; s’ha de dir que no es

tracta d’una igualtat sin6 una cota o desigualtat. Per provar que el pas és
correcte cal veure que

ln(1+1n—2]s Inln2+Inlnx
Inx

perque la derivada de

InIn2+1Inln x - ln(1+ln—2J
In x

és sempre positiva, per tant la funci6 és creixent i només té una interseccié al

voltant de 8. De manera que la cota es compleix per x > 8
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S’obté un marge molt pobre pero valid

Inx

P
(%) 2Inln x

Resulta molt interessant d’obtenir informacié sobre la distribucié dels primers a
partir d’un teorema tant elemental com el Teorema Fonamental de 1’ Aritmeética.

[}

1.2.2 Quants nombres primers hi ha?

A TDépoca classica els matematics grecs com Pitagores o Euclides ja
coneixien el problema de la primeritat que consisteix en: donat un enter /N,

discernir si es tracta d’un nombre primer o no.

235711131719 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103
107 109 113 127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199
211 223 227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281 283 293 307 311 313
317 331 337 347 349 353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509 521 523 541 547 557 563
569 571 577 587 593 599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661 673
677 683 691 701 709 719 727 733 739 743 751 757 761 769 773 787 797 809 811
821 823 827 829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911 919 929 937 941
947 953 967 971 977 983 991 997

Aquests sén els 168 nombres primers situats en I’interval [1..1000], com es
pot veure la densitat es redueix a mesura que els nombres sén majors. Entre 1 i
100 hi ha 25 primers mentre que entre 900 i 1000 tant sols n’hi ha 14, en el darrer
bloc de 100 nombres fins a un milié (999 999 901-1 000 000 000) n’hi ha 8. En el
darrer bloc de cent nombres fins a un trili6 només hi ha 4 primers; és per tant un

questi6 molt legitima i apropiada preguntar-se si arriba un punt on els primers
desapareixen, i eventualment quin seria aquest darrer primer.

Euclides al voltant del 300 a.C, mentre era professor a la universitat
d’Alexandria, ja va demostrar que hi ha un nombre il-limitat de nombres primers
(en matematiques sempre es pot trobar una manera alternativa per referir-se al

concepte d’infinit).
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Teorema 1.2.2.1 Existeixen infinits nombres primers

Prova d’Euclides (s. IIT a.C): Assumim que 7 és un conjunt finit amb tots els

nombres primers, on p, és el major. NV sera el producte de tots els elements del

conjunt més u:
N=2-3-5---p +1

N mno és divisible per cap element del conjunt anterior, sempre deixa residu u.
S’havva assumit que el conjunt comprenia tots els nombres primers, i si V no és
divisible per cap primer contradiu el teorema fonamental de ’aritmética. Per tant

I’assumpcié que 7 fos finit queda contradita ja que els divisors primers de N -si és

compost- seran majors que p,.

A partir d’aquesta demostracié de la infinitud dels nombres, simplificant el

producte, es pot obtenir una aproximacié de 7(x) prou bonica:

Pya < Py Py

tornant a aplicar aquesta idea es veu que

PyPya < (p1 e pn—l)(pl T pn—l) = (pl Py )2

2‘2
Py Py Py < (Pl T p,v_z)

Si es generalitza i s’aplica aquesta idea recursivament s’arriba a una expressié
com

N
pN+1 < 22

tenint en compte que el primer nombre primer és 2. Ara perd es canvia de notaci6

1 s’apliquen logaritmes per que es vegi més clarament qué representa I’expressié.
log, log, p, v, <7 (N)
i si es diu que a l’infinit
log, log, p,, ~ log, log, V
log, log, p, < N
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Prova de Leonhard Euler (s. XVIII) El matematic suis va proposar una
demostracié indirecta perd que és molt 1util ja que esta relacionada amb una
funci6é que es retroba més endavant. La funcié Zeta és una serie Dirichlet

1 | 1 1 1 1 1 1 1
{8)=1l+—+—+—+—+—+—+—+—+
22 3 4 5 6 7T & 9 10

. - . 1 :
Si es multipliquen tots dos costats de la igualtat per P s’obté:

1 1 1 1 1 1

1
—{(s)=—+—+—+—F+—+—+
2 ¢(s) 2 4 6 & 100 12

Al restar les dues expressions anteriors de la funci6é {(s),

(1__1_jg(5):1+i+i+i+i+ ! + ! + ! + !
2z 3 5 7 9 11F 13F 15 17

El procediment ha eliminat els miltiples de dos, deixant tant sols els senars. Es

repeteix el procés multiplicant per 3%
i(1—ij§(s)=i+i+ : + . + L + . + s -
3’ 2 3 9 15 21° 33 39° 45

Si es resta aquesta darrera de ’anterior tractant la part esquerra de la igualtat

com un bloc en funci6 de s

(1_ij{1_i)§(s)=1+_l_+_l_+ ! + L + ! + L + : + L +
3 2 5 7 117 13 177 19° 237 25°

Aquest cop s’han eliminat tots els multiples de tres, curiosament aquest procés
recorda al garbell d’Erastotenes que es tractarda més endavant. Ara s’hauria de
repetir el procés multiplicant per 5° i restant, tot seguit amb 777, és a dir, on la
base és un nombre primer i d’aquesta manera s’aconsegueix a la part esquerra de
I’expressi6 una llista amb primers. Si es repeteix el procés infinitament s’obté que

I’expressio convergeix a 1:

"'(1_ 1;5)[1_ 125)(1" 115)(1_7%)(1—5%)(1_3%(1_51?)4(5) -

Si es passen els termes que multipliquen a dividir obtenir quelcom similar a
1 1 1 1 1

MG CRRCRRCR )
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per tant es poden rescriure I’expressio

{(s)=(1-27) " (1-37) " (1-5°) " (1-7°)"..

) =T1(1-p7)"

p

Per p s’entenen tots els nombres primers, és per tant un producte d’una série
finita o infinita: aixo és el que es vol demostrar. Com que la funci6 zeta {(s) es
pot rescriure com una sumatoria d’una série infinita s’arriba a I’expressié darrera

() =T10-»)"

n P

que té nom propi: “Formula del producte de Euler”. Concluim per tant que si una

banda de I’igualtat és divergent I’altra també ho és; queda provada la infinitud de
nombres primers.
Quod Erat Demonstrandum

Apareix en un dels pocs papers publicats per Euler el 1737 sota el nom
Variae Observationes circa Series Infinitas presentat a 1’Académia de Sant

Petersburg el 25 d’abril de 1737 (veure [21]). El llati va romandre com a llengua
de cultura durant molt de temps, de fet grans cientifics com Sir Isaac Newton,

Galileo Galilei, Leonhard Euler mateix i molts d’altres van escriure els seus llibres
en llati.

El darrer gran matematic a escriure en llati probablement fou Gauss;
també va ser ell dels darrers “sabis”, ja que tenia coneixements amplissims de
fisica i de totes les branques de les matematiques. Li costaria d’entendre que avui
en dia la fisica i les matematiques siguin dues disciplines diferents i que els
matematics s’especialitzen en només un camp com pot ser: algebra, teoria de
nombres, analisi, teoria de funcions complexes, estadistica, geometria...Tot i que

la notacié d’Euler és diferent en el seu paper, la idea és la mateixa.

Prova d’Ernst Kummer (1878): Sigui una seqiiéncia finita de nombres primers: on
P <P, <---<p, isigui NV = H:P/ > 2. L’enter M-1 perqué no sigui primer, ha

de ser un producte de primers. Té un factor primer p, en comt amb NV perqué
aquest conté tots els primers.
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Aplicant la propietat de divisibilitat segons la qual si a|b i a|c llavors
a|b—c, s’obté que pl.|N —(N~N -1)=1 i aix0 és absurd, per tant la proposici6
queda contradita i es demostra que hi ha un nombre infinit de nombres primers.

O

Prova de Thomas Stieltjes (1890): S’assumeix que hi ha un nombre finit de
nombres primers. Sigui A i B dos conjunts finits en qué estan continguts tots els

diferents primers. Sigui P, i F, el producte dels elements dels respectius

conjunts. Cada p, dividira a P, o a F, pero no a tots dos. La suma P, + F, no

sera divisible per cap nombre dels conjunts de manera que o bé sera un altre
primer o bé un compost amb primers que no pertanyen ni a A ni a B.

1.2.3 El Teorema dels Nombres Primers

Definici6 1.2.3.1 La funci6 integral logaritimica es denota:

!
Li(x)= |—dt
5 Int

Teorema 1.2.3.2 (Chebyshev) Hi ha enters positius A i B tal que per tota x >3,

Chebyschev va senyalar que si algun limit existia entre 7(x) i Cx /Inx, C

hauria de valer forcosament 1.

Teorema dels Nombres Primers
7Z' —~ —
(X) Inx
Historia

El TNP va ser conjecturat per Gauss als catorze anys, el 1794, i per

Legendre poc després. A finals del segle XIX se’l considerava com un dels més
importants i diversos matematics, entre ells Riemann, van dedicar grans esforgos
en provar la conjectura de Gauss. Es deia entre els matematics que aquell qui
aconseguis provar el Teorema dels Nombres Primers esdevindria immortal. El
1896 dos matematics, de la Vallée Poussin i Hadamard, van provar el teorema de
manera independent utilitzant les eines matematiques que havia dissenyat
Riemann.
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Cap dels dos no va esdevenir immortal, tanmateix van tenir una llarga
vida: de la Vallé Poussin va viure fins als 96 i Hadamard fins als 98. Littlewood

analitza i dona proves de I’especial longevitat d’un gran nombre de matematics en

el llibre The Mathematician’s Art of Work publicat el 1967 que mostra com el
pensament raonat ajuda a mantenir una gran claredat mental fins a edats
avancades.

De la Vallée Poussin i Hadamard van establir una definici6 més precisa per una
constant C'

z(x)=Li(x)+ O(Xe‘cm)

Teorema Fonamental del Calcul Sigui /' una funci6 continua en [a, b], llavors la

funcié g definida

és continua en [a, b i derivable; a més g'(x) = f(x)

No donem la prova d’aquest teorema perqué no té cap especial interés en la
branca de les matematiques que estem considerant. Si fos un treball sobre calcul

llavors molt possiblement 1’afegiriem perod en el nostra cas semblaria innecessari.

Corollari 1.2.3.5 (del TNP)
Li(x)~x/lnx

Prova: S'aplica la llei de I’Hépital perqué es tracta clarament d’una
indeterminacié, sigui F(x)=Li(x) i G(x)=x/Inx quan lim les dues

funcions sén divergents.

Li .
lim I(X)z. 1/111X=. 2lnX __Inx _q
o x/lnx x>elnx -1 soln’x-Inx Ilnx-1
In® x

de manera que la relaci6 queda provada.
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Historia
Fins el 1914 es creia que el valor de la integral logaritimca sempre era
major que el de 7(x) perd Littlewood va demostrar que 7 (x)- Li(x)canvia de

valors positius a negatius infinitat de vegades. De fet el 1933 un alumne seu,
Samuel Skewe, va demostrar que si la Hipotesi de Riemann és certa, llavors el

f79 . T 1]
primer creuament s’havia de produir abans de e =1( Pilions de trilions de trilions - j¢

digits, major que el nombre d’atoms de ’univers (10%)!

Aquest nombre era el major que havia aparegut en una demostracié

matematica fins al moment. Richard Hudson i Carter Bays I’any 2000 van fer una
estimaci6 basada en un teorema de Lehmann i ronda 1.39822x10%¢, (veure [5]).
Roger Plymen i Kuok Fai Chao del Regne Unit han publicat un article el 16 de
Setembre del 2005 que demostra una violacié en un subinterval de Hudson i Bays
perd0 més precis en un  factor de 10, concretament en

[1.39792101 - 10°°,1.39847603 - 10°].

Corol‘lari 1.2.3.6 La probabilitat que al prendre un valor gran de /N s’obtingui un

nombre primer és aproximadament 1/In NV

Prova
Pel TNP la quantitat de primers fins a Nés N /In N i per tant la seva densitat
és 1/In N . La probabilitat que al prendre un enter qualsevol en ’interval aquest

sigui un primer sera igual a la densitat.

Corol‘lari 1.2.3.7 L’e Vesim primer és /N In V

Prova
Considerant un interval [1..V] i @ el valor de z(/V). Aproximadament el primer
nombre primer hauria d’aparéixer en N/ @, el segon a 2N/ @, el Pe primer en

P N/Q 1 finalment el ¢ primer a QN/ @), és a dir en V. Aplicant el Teorema dels
Nombres Primers, el Pe primer apareixera aproximadament en

P-N_ P-N
Q N/IhN

=P-InN
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Com que la majoria dels valors de P s’assemblen a /N —en magnitud- es pot

intercanviar i afirmar que el Mé nombre primer és ~ N In/V . Per veure aquest
tltim raonament es posa com exemple els nombres fins a un trili6 -13 digits-: en

Iinterval [1..10"] el 90% dels nombres tenen 12 digits o més.

x =10" 7 (x) #(x) - X Li(x) -7 (x)
In x
1 4 -7.5% 55%
2 25 13.2% 20.4%
3 168 13.695% 5.95%
4 1,229 11.635% 1.38324%
) 9,592 9.445% 0.3961%
6 78,498 7.791% 0.1656%
7 664,579 6.644% 0.051%
8 5,761,455 5.775% 1.3-10°%
9 50,847,534 5.098% 3.345-10°%
10 455,052,511 5.561% 6.821-10"%
11 4,118,054,813 4.126% 2.81-10"%
12 37,607,912,018 3.767% 1.0174-10"%
13 346,065,536,839 3.465% 3.14885-10°%
Figura 1.6

Aquesta taula mostra com I’aproximacié de I’integral logaritimica a 7 (x) és molt

millor que la que s’obté a partir del TNP.
1.2.4 Algorisme d’Euclides

Els algorismes d’Euclides sén I’exemple a seguir en la branca de la
programacié basada en la teoria dels nombres per la seva gran eficiéncia. Ens
permeten de calcular el maxim comi denominador entre dos nombres sense

coneixer la seva factoritzaci6 i també I’invers multiplicatiu.

Definici6 1.2.4.1 Un enter N divideix un altre enter A si existeix un enter x tal
que Nx=M. Es denota com N |M i es diu que Vés un divisor de M o que M és
un miultiple de V. Ara es veuran les propietats basiques de divisibilitat que

permetran analitzar 1’algorisme del maxim com divisor.
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Propietats 1.2.4.2

a)Si N, M= 0i N|M llavors N < M
b) Si N|M lavors -N|M i N|-M
¢)Si N|M i M|Z llavors N |Z

d) Si N|M i N|Z Navors N|(Zv + Mu)

Prova:
a) Per la definici6 1.2.4.1 es veu clarament que M = Nx , per tant x;0, x > 1
i sera un enter. Al refer la igualtat M - N =Nx-N=N(x-1) i
aquesta darrera igualtat és més gran que zero.
b) Per 1.2.4.1 M = Nx, itambé M =(-N)(-x) o -M = N (-x)
¢) M =NxiZ =My llavors Z = Nxy
d) M =Nx i Z =Ny llavors Zv + Mu = Nyv + Nxu = N (vy + xu)

Definicié 1.2.4.3 Per tot enter /V, D (V) denota el conjunt de divisors.

Definici6 1.2.4.4 S’anomena maxim comu divisor de Vi M, el major enter que
divideixi a Vi a M, formalment és el producte dels elements de D(N )N D(M).

Cal veure que sempre hi haurd almenys un element, I’'u. Si el mcd(, M)=1
llavors es diu que Vi M sén coprimers. El med(0,0)=0.

Propietats 1.2.4.5 x, M, N € Z
a) med(N, M)= med(N, -M)= med(-N, M)= mcd(-N, -M)= med (|NV|,|M])
b) med(#, 0)= med(0, M= mcd(V, N)=|N|
c) med(N, M)= med(M, N)

d) mecd(N, M)= med(N+ Mx, M)
e) mecd(N, M)= mcd(N mod M, M)

Prova
a) D(N)=D(-N)=D(|N|) per 1.2.4.2a

b)ic) Per 1.2.44
d) Si M 6 x sén zero la propietat és immediata. Si no, cal provar que

D(N)NnD(M)=D(N +Mx)nD(M). Sigui N +Mx=4ku i M =kv
per tant N = ku — mx = ku — kvx =.k(u—VX), k divideix a V.
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e) mcd(V, M)= mecd(N mod M, M)=mcd(N —qgM M). Ara s’aplica
1.2.4.5d i queda demostrat.

Corol'lari 1.2.4.6 Per tot x, M, N € Z mcd(xN, xM)= x mcd(N, M)
Prova
S’ha vist que el mcd(V, M) és el producte dels elements D(N)n D (). Sigui

N'=xN i M'=xM ; es proposa calcular med(N',M"). Es pot dividir si se

sap que x és un divisor comu, per tant dividim N' i M' entre xi es busca llur

maxim comi denominador. Retornatn al problema incial med(N',M ") és igual a
x med(N, M).

Algorisme 1.2.4.7 (Euclides)

ENTRADA: dos enters N i M
SORTIDA: retorna a
a,b,c:Enters;

BEGIN

1 If (|N|Z|M|) then a=|N; b= IMl
2 else a=|M|; b= |N|,
3 while (b >0) do

4 c =a; a = b; b= c mod b;

END.

Les linies 1 i 2 sén I’aplicacié de la propietat 1.2.4.5a i s’assegura que a
sempre és major que b. Si no es fes, ’algorisme trobaria un cas en qué med(0,b) i

acabaria en el moment abans d’obtenir el resultat desitjat.

Les linies 3 i 4 formen un bucle i en cada iteracié es canvia el divisor (5),

que esdevé amod b el mateix moment en qué a pren ’antic valor de b. Per aix0

s’utilitza la variable intermitja ¢. Aquest bucle genera la seqiiéncia:

(ao,bo),(al,bl),...,(a[,bt),

aquesta compleix a, =b, ,, b, =a, , modb, , per 0<7i<¢. Quan i val zero, el

1

valor ve determinat per les linies precedents 1 i 2. Per tant (ay,5,) = (|a0|,|b0]).
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134

Lema 1.2.4.8 Per cada parella (a,,b;) de la seqiiéncia, es compleix
mcd (a;,b,;) = med (a,b)

Prova:
Es es demostra la hipotesi per inducci6 amb el recolzament de la propietat
1.2.4.5e. En la seqiiéncia que hem definit es pot veure que:

med (a;,b,) = med (b,_;,4,, mod b, ) =med(a,,,b,,) = med(V,M).

A més el nombre d’iteracions del bucle és finit perqué s’acaba assolint un valor
b, = 0. Es retorna el valor a, =mcd(a,,0) = med(V,4/) com s’ha pogut veure.

o
Un cop s’ha demostrat que el funcionament de ’algorisme és correcte, cal veure

quina és la seva complexitat; és a dir, quantes iteracions tindra el bucle de les
linies 3-4.

Teorema 1.2.4.9 Les linies 3-4 tenen la complexitat O(min {log, N,log, M }) .

Prova:

S’ha pogut observar anteriorment com la seqliencia va descendent prou
rapidament perd es pot acotar més aquesta velocitat perqué ens permetra establir
en quantes iteracions s’arriba al zero.

Hi ha dos casos possibles:

Si b,,, >+b, = +a,,, llavors es pot veure que b,, =a,, — b, <+b

i+1 Ol |

modb,,, < b,, <1b,

i+l — 27

a,,éadir, b,,=a

i+1

0|
~.
| =

Es constata que en dues iteracions la variable divisor, b, perd un digit binari. Per

tant en 2min {log, V,log, M/ } la variable b assoleix el zero i I’algorsime s’atura.
Per la definici6 1.1.4.1 s’ha vist que es podia dividir a través de la representaci
binaria del nombre, en O((a, — b; +1)b;). En el nostre cas cal veure que b, = a,,,

per la linia 4, i s’haura de considerar tota la seqiiéncia on 0 <i<¢.
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Per tant, el nombre total d’operacions binaries en les linies 3-4 queda
acotat per:

0<i<t 0<i<t

D> O((a; —b, +1)b,) =< 0( D ((a;—a., +1)b, + b,.))

= O(ayb, +th,) = O(log, N -log, M)
1.2.5 Aritmética modular

Definici6 1.2.5.1 Donats els enters a,b1 N #0, diu que a és congruent amb b
modul Nsi V I(a —b). La notaci6 més establerta és a = b(mod V).

El cas paradigmatic de la utilitat de ’aritmética modular en programacié és

I’exponenciacié modular. Es til perqué s’evita generar possibles overflows o
sobreeixements de memoria, quan es programa o es fan calculs amb nombres
grans.

Definici6 1.2.5.2 Qualsevol nombre pot ser representat de manera binaria:

k
Zaj2’ ésadirV =a, +2a +4a,+..+2’a, +..+2a,
J=0

a pot ser 0 o 11 4 és el nombre de bits.
Per tant tota I’exponenciacié es pot representar de la segiient forma:

bN _ bao+2al+432+...+2k']ak_|
=p% . p2a . pla . p? e
() () () )
Exemple: a¥ =(((a’y))a’a;
a7 = (@ PPYFFPPa
Algorisme recursiu per calcular x" segons la descomposici6 binaria de I’exponent
Algorisme 1.2.5.3 exp(x,n:integer):longint;

01 BEGIN
02 if n=1 then exp:=x

03 else begin

04 if n mod 2=0 then exp=exp (x*x,n div 2)

05 else exp:=x*exp(x*x, (n-1) div 2);
06 end;

07 END;
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Es disposa d’un meétode per calcular a” de manera més eficient, evitant
aixi les #1 multiplicacions que requeriria el meétode tradicional; la qiiesti6
tanmateix és quina sera la complexitat del nou algorisme, és a dir, quantes

multiplicacions es realitzaran. Si b,...h, és la representaci6 binaria de I’exponent,
el metode segilient tracta els bits de menys a més representatius. Es respon a la

qliesti6 de la complexitat després de proposar una modificacié de 1’algorisme
anterior, aquest cop en versié iterativa.

Algorisme 1.2.5.4 Exponenciacidé modular
Entrada: a,z,n;
Sortida: x;
al,zl,x: enters
BEGIN
x:=1; al:=a; zl:=z;
while (z1<>0) do
begin
while (z1 mod 2=0) do
begin
zl:=z1 div 2;
al:=(al*al)mod n;
end;

© 0 J o0 s W N

x:=(x*al)mod n; zl:=z1-1;
10 end;
End;

Lema 1.2.5.5 L’algorisme 1.2.5.4 per calcular &’ mod NV té una complexitat de
0 (2 log) z).

Prova

L’algorisme exp mod processa els bits de I’exponent de menys a més
significatiu, és a dir [z,,...z;]. Quan z=0 calcula només el quadrat -una
multiplicaci6-, quan z=1 expmod multiplica i calcula un quadrat —dues

multiplicacions-. Per tant per cada bit és fan dues multiplicacions a tot estirar
excepte pel darrer bit, el més important, que només déna lloc a una multiplicacié.

Si la llargada de bits de z és |—log2 Z—|; el nombre de multiplicacions sera com a

molt:

2(|—log2 z]|- 1)

32



NOMBRES PRIMERS, Definicions prévies

S’ha obtingut el nombre d’operacions aritmétiques, si es té en compte la

complexitat d’aquestes definida en el punt 1.1.4.1 es veu que aproximadament

I’algorisme té una complexitat de 0(210g§ N ) a través de meétodes elementals i

0(2 log: N ) ~ 0(log§ N ) si s’apliquen convolucions de Fourier.

o
Per posar de relleu la importancia d’aquest algorisme que apareix en
repetides ocasions, es fa una estimaci6 de calcul si utilitzem el métode

convencional d’exponenciacié. Considerem que M i e sbén dos enters que tenen
una representacié binaria de 256 (2°) bits; tot i que 2*° pugui semblar un nombre

gran -77 digits- no és res comparat amb el que es veura. Al fer el calcul de M° es
necessiten aproximadament

log,(M°) =e-log,(M) ~2%°.2° =2 ~ 10"

bits per emmagatzemar la exponenciacié. Aquest nombre és similar al volum de
I’univers; és inconcebible treballar amb aquest volum de calcul. Si es considera
que hi ha 500 milions d’ordinadors amb 1 GByte de memoria. El nombre de bits
disponibles per emmagatzemar és de: 500-10°-10° = 10", només suficient per

emmagatzemar M° si M i e tenen una representaci6 de x bits.

S’ha de resoldre I’equaci6 10 = x -2*; com no es pot resoldre de forma
exacta s’utilitza el metode d’aproximaci6 iteratiu de Newton-Raphson que s’ha
vist anteriorment. En el nostre cas: f(x)=x2" -10"i f'(x)=2" + x2* In(2).
Després de representar graficament la funcié es pot estimar que la interseccié es
produeix quan x val entre 50 i 55.

X2 —10"
ez Xl ™ o2

Xy = Xy

Es pren x;=50
x,=54.30362298 (=x,-0.696377023), x,=54.06222680 (=x,-0.241396174)
x;=54.03897680 (=x,-0.023249998), x,=54.03878246 (=x;-0.000194342)

x,=54.03878244 (=x,-0.000000020), x,=54.03878244 (=x;-3.6:10"%)
54.03878244 - 2>+0%™24 = 10'
La capacitat de memoria que s’havia assumit només permetria 1’exponenciaci6 de

nombres d’uns 54 digits.
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1. Conclusions

S’han revisat els conceptes elementals que seran utilitzats com a les eines
que facilitar calculs i analisis d’algorismes de manera que treball es pugui dirigir
de manera directa cap als objectius. Aquesta part no podia ser considerada un
annex perque en el llarg i complex procés d’elaboracié del treball ha estat
necessari aprendre tot un seguit de conceptes matematics; d’entre tots aquests

només apareixen en la memoria del treball aquells que sé6n fonamentals per assolir
les conclusions i assegurar que el lector segueix tots els raonaments.

Tanmateix cal remarcar que la teoria dels nombres és un mar immens on
és facil perdre-s’hi si no es té clar cap on es va i per tant, en la mesura del
possible, s’ha intentat limitar la quantitat de teoremes tot mantenint un fil
conductor entre aquests. Aix0 no descarta la possibilitat que en cada seccio
s’introdueixin alguns altres conceptes pero calia partir d’una solida base per

assolir les conclusions i la possibilitat de dur a terme algun tipus d’experimentaci6
personal.

(4

Mai no he fet res “atil”. Cap descobriment meu ha fet, ni és probable que fassi, directa o
indirectament, per bé o per mal, la minima diferéncia en I’amenitat del mén... Jutjat per

tots els estandards practics, el valor de la meva vida matematica és nul. (...)

A Mathematician’s Apology , G. H. Hardy
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2. Recompte: 7(x) i garbells

”’Com s'atrapen lleons en el desert? > Resposta:
’En el desert hi ha molta sorra i pocs lleons; s'agafa un garbell

i es garbella la sorra, i resten els lleons.

Sir Arthur Stanley. Eddington (1882-1944)

Els nombres primers sén les bases de ’aritmética, les joies de la corona
com deia Gauss; referint-se a la seva bellesa i ubiqiiitat en la teoria dels nombres.

La funci6 més caracteristica d’aquesta branca de les matematiques és 7(x) per la

qual la majoria dels grans matematics de tots els temps s’han sentit atrets.

Fruit d’aquest intens desig de conéixer, comprendre i comprimir diversos

metodes de calcul per aquesta funcié s’han anat succeint, cada un amb les seves
caracteristiques iniques i amb una major o menor eficiéncia. En aquest capitol es

presenten alguns dels meétodes més coneguts per aproximar els valors de 7 (x),
alguns de caire més computacional o numéric i altres més matematics.
L’apropament a aquests métodes és tant teoric com practic per establir una

interessant comparativa i decidir quin s’escau millor segons la magnitud de x.
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2.1 El garbell d’Eratosthenes

Definicié 2.1.1 Es defineix un garbell com un procés per determinar de manera

molt eficient la primalitat i la factoritzaci6 d’un conjunt de nombres en un
interval gran de nombres. De manera indirecta ens permet calcular el valor de

7(x).

El matematic, geograf i astronom hel lenistic grec del segle III a.C,
Eratosthenes de Cyrena (actual poble de Shahhat a Libia), va dissenyar el primer
meétode per trobar tots els nombres primers fins a un enter V.

S’ha dissenyat un vector -array- on s’hi col-loquen tots els nombres fins a

N. Tot seguit, com va optimitzar Ibn al-Banna, es prenen valors fins a vV i es
prova la divisibilitat d’aquests entre la resta d’enters de la taula. En cas que

siguin divisibles s’elimina de la taula. Al acabar el procediment tan sols quedaran
els nombres primers, és a dir, aquells que sén tan sols divisibles entre ells i 1.

A nivell practic, per poder dissenyar un algorisme que, donat un enter NV
d’una magnitud aproximada de 10° calculi quins sén els nombres primers menors
que N, per no excedir la memoria limitada del compilador, cal inicialitzar un

vector de magnitud 10" perd el declarat com un array de boolean. D’aquesta
manera a cada posicid, en lloc de situar un nombre que ocuparia 64 o 32 bits de

memoria, tant sols s’hi emmagatzema una variable boleana, un 0 o un 1, que
representen fals i cert respectivament i només ocupen un bit.

S’aconsegueix aixi maximitzar el limit de l’arxiu d’entrada per poder
analitzar més nombres primers. Simplement es treballa amb dues variables,
aquestes si de magnitud 64 bits o 10", que actuen de punters i a partir d’aqui
s’executa ’algorisme. El problema del garbell d’Eratosthenes és que per enters

grans pren un temps d’execucié enorme, i com es veura s’han dissenyat altres
meétodes de recompte i de generacié de primers molt més eficients. Degut a les
limitacions de Free Pascal Compiler -FPC- els arrays no poden ser majors que

10" i per tant s’han de buscar altres métodes més eficients i moderns; tanmateix
cal remarcar que 1’algorisme deixa de ser practic per “merits propis”, és a dir, pel

temps d’execuci6é que pren.
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La representaci6 grafica mostra com el temps a partir d’un valor comenca
a créixer excessivament.

Temps (s)

40
30
20

10

- ‘ - Logi, N
2 4 6 8
Figura 2.1

La taula de resultats ha estat completada a través de l’execucié del
programa per diferents valors de N en un rang de 1 a 8 inclosos. Com es
demostrara tot seguit, anar més enlla no resulta eficient.

N 7(N) Temps
Tas 4 0:0:0:01
19 25 0:0:0:01
10° 168 0:0:0:01
10* 1 229 0:0:0:01
10° 9 592 0:0:0:01
10° 78 498 0:0:0:03
1 664 576 0:0:0:40
10° 5 761 455 0:0:4:93
2%10° 11 078 937 0:0:9:71
3%10° 16 252 325 0:0:14:87
4%10° 21 336 326 0:0:20:45
5%10° 26 355 867 0:0:26:57
6*10° 31 324 703 0:0:32:23
7%10° 36 252 931 0:0:37:10
8*10° 41 146 179 0:0:42:46
9%10° 46 009 215 4:2:21:14

Taula 2.2
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Algorisme 2.1.2
Function eratost(n:int64) :int64;
var t:array(l..MaX]of boolean;
i,j,p:int64;
BEGIN
p:=n-1;
repeat
begin
if t[j]=false then
begin
i:=3%3;
while i<=n do
begin
if t[i]=false then begin
t[i]:=true; dec(p,1);
end;
i:=i+j;
end;
end;
inc(j);
end until (j*j>=n);

eratost:=p;
END.

Per calcular la complexitat de I’algorisme cal veure que en el primer

repeat, on la variable de treball és j, es produeixen +//V iteracions. En cas que j

sigui compost el temps sera constant, si és primer llavors 1’algorisme entre en un
altre bucle per eliminar els multiples de la llista tot i que ja hagin estat marcats

anteriorment. Cal doncs determinar quin és el nombre d’iteracions del while, on la
variable de treball és 7 per un primer p <+/N no pot haver més que N /p
multiples tals que r- p < V. Retornant al while anterior es pot limitar el nombre

d’iteracions on es marca un nombre com compost:

ZﬁsN.zl

pS{? 1) szﬁ‘p

Teorema 2.1.3 L’expressio segiient es compleix:

Z i<1+ln\/ﬁzl+%ln]\f.
pSJﬁ:p

Prova
L1
Per establir el limit superior ens cal en realitat provar que si/V, = Zf, la
i=1 1

segiient expressid es complira per /V major o igual a 2:

InNV<N,<1+InN
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és rapidament verificable que

i+l i

1 1
J.—dlx<l,,per1'21,també J‘—dX>—,,per 1>2.
!X b 1

aX

Al sumar la primera igualtat per 1 <7 < N s’obté:

N i+l
InV = j-di= > jd—"< >iov,-Lenw,

1 X 1<i<N X 1<i<n 1 N

Quan es treballa amb aquestes sumatories és cabdal no perdre en cap moment per
quin domini es fa la sumatoria. En el darrer cas, al excloure /Vde la sumatoria es

diu que Ny — - < N,.
Si es suma la segona igualtat per 1 < i < N s’obté:

Ny-1= ) L > ijf’ﬁ;ji’i:lnzv

1isv 4 1<y 5 X 1 X
Aixi doncs queden provats els dos marges de 1’expressi6 i per tant retornant a

I’analisi de I’algorisme es pot aplicar la demostracié per Jx .

El nombre de passos on es marquen compostos és:

N l=0(N1og1v)
pS\/ITp

Tanmateix aixo no és del tot cert; en la demostracié s’ha basat el limit superior

en la consideraci6 de N, com una série on entraven tots els nombres, primers o

no, fins a \/V .

Teorema 2.1.4 En una sumatoria sobre els primers es compleix

z“l=lnlnN+0(1)+B1

DPSN p

per una constant B, .
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Prova (Veure, teorema 427 [23]).

Per tant, com a algorisme per generar nombres primers grans és inviable ja

que té una complexitat de O(N Inln V). Un test eficient hauria de prendre un

temps polinomic, aproximadament O (log N ) y

Obtinguda la complexitat de la funcié es presenta un grafic de la funcid
temps en relaci6 a la potencia de V. Resulta interessant veure que els resultats
teorics coincideixen forca amb els practics.

_ 10" log, N log, 10
30
25
20
15
10 /
5 7
-) 4 6 8 10
Figura 2.3

Abans de ’adveniment dels ordinadors aquells que es dedicaven a la teoria

numeérica, a I’astronomia o a les matematiques en general i que havien de fer un
treball numeric constant, disposaven de taules de factors que els ajudessin quan
volien factoritzar un nombre.

Aquesta idea no ha quedat oblidada tot i que té un us diferent; ja no es
consulten taules de factors perqué poden ser infinites sin6 que dins d’un algorisme
que faci una funcié determinada es demanen les factoritzacions de certs nombres.
Executant el garbell d’Eratosthenes simplement canviant les posicions de la taula
per enters enlloc de boleans no té un efecte significatiu en el temps d’execucié
simplement, es nota en la memoria perqué en lloc d’un bit per posici6 de la taula

ara se’n ocupen 32 o 64 segons el rang d’enters amb el qué el compilador permet
treballar.
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Quan es troba un factor s’emmagatzemem en la casella de manera que
després rapidament es pot resseguir la factoritzaci. Per exemple la factoritzaci6

de 1050: anant a la posici6 1050 de la taula s’hi troba el 2, que es el primer factor,
ara a la posici6 1050/2 (525) hi ha el factor 3, a la posici6 525/3 (175) hi ha el 5,
es va a la posici6 (175/5) on s’hi troba un altra 5, al anar a la posicié 7 s’hi troba
un 0, és a dir, el 7 és primer.

1050 =2-3-5%.7

Els temps d’execuci6 de l’algorisme 2.1.2 sén excessivament elevats per
valors grans de V la causa després d’una eternitat de proves es pot hipotetitzar
perd amb forga elements de la nostra part, que es tracta d’un sobreeixement de la

memoria cache de I’ordinador, aquella on emmagatzema informaci6é constantment
canviant o consultada. Hi ha programes que el factor limitant és la memoria, i

aquest és un d’ells. (veure [1]).

Es proposa una altra versi6 del garbell d’Eratosthenes, aquest cop tenint
en compte que tots els nombres primers s6n imparells i que per tant compleixen:

p = *1(mod4), d’aquesta manera es pot estalviar aproximadament la meitat de

memoria i resultara més eficient a mesura que /Vsigui major.

Teorema 2.1.5 El comportament assimptotic de la segiient sumatoria és:

l+2 Z p'1=lnlnN+0(1)
P<N,p=1(mod 4)
Prova
Es remetem el lector a la bibiliografia [Davenport] perqué la demostracié esta fora
del enfocament del treball.

Algorisme 2.1.6

BEGIN
For i:=1 to sqrt(n) do
Begin

x:=2*i+3; // com a primer

//eliminacié dels multiples imparells de

//la forma

xX2:=(2*k+1) *x; //per k en [i+l,n div i]
si (x2< n*2) llavors t[(x2-3)div 2)]:=false;
End;
END.
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En aquest cas s’ha optat per un pseudocodi molt allunyat de qualsevol
llenguatge de programacié perque es vegi clarament la idea que s’ha desenvolupat,

comengar a introduir les variables no hagués estat més 1util i el codi ja s’adjuntara
apart.

S’han utilitzat nombres representables com 2+i+3, de manera que només
poguessin ser senars i estalviéssim la meitat de la memoria. Cal ser forga esceptics
amb aquest meétode perqué tampoc permet cap millora considerable, en el sentit
que la complexitat segueix sent la mateixa que en ’algorisme d’Eratosthenes, tant
sols és aplicable en un rang d’entrada que es veura tot seguit. En un principi el
fet de dividir impedeix que pugui competir amb 1’algorisme 2.1.1 pero rapidament

el fet d’utilitzar menys memoria es girara en el nostre favor.

Temps [s]

175 i

150

125

100
75

50 /

25 4

Figura 2.4

En aquest grafic 1’algorisme 1’algorisme 2.1.1 apareix representat en
vermell mentre que el 2.1.6 apareix en verd; es pot apreciar com el creixement del

primer és inferior fins aproximadament N =10°. Perd ara que es disposa d’una
idea general cal veure de manera més precisa llur comportament, per aquesta rad

s’ha prosseguit a experimentar amb diversos parametres d’entrada.

Una aproximaci6é a ’interval N = [106,108] corroborara el que la figura

2.4 suggeria.
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Temps [s]

N W s 0oy 3

——

6.25 6.5 6.75

112250 125075

Figura 2.5

En linterval N = [108,109] I’algorisme 2.1.3.6 va prenent territori pel seu

menor 0s de memoria i el fet que no consideri els nombres parells. S’ha

determinat que definitivament el darrer programa basat en el garbell

d’Eratosthenes resulta més eficient a partir de N =10%%.

Temps [s]
180
160
140
120
> 100
)' 80
e 60
) 8.92 8.94 8.96 8.98 S
Figura 2.6
N ”(N) Temps
896 500 000 45 839 615 0:1:35:20
999 999 000 50 847 489 0:1:53:68
3-10° 50 847 534 0:1:53:67
1.05-10° 53 257 350 0:1:59:85
1.9-10° 93 547 928 0:2:0:68
2-10° 98 222 287 0:2:1:54
3-10° 144 449 537 0:2:2:57
Taula 2.7

No s’ha pogut prosseguir a través d’aquest métode perqué ’ordinador es

queda sense memoria virtual el nombre de bits necessaris és O(N )
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2.2 Garbell d’Atkin

La idea és de A.O.L Atkin, professor ara emeritus de la universitat
d’Illinois a Chicago, i D.J Bernstein, un jove programador i matematic. El seu
article publicat a Mathematics of computation el 1999 porta com a titol, Prime
sieves using irreducible quadratic forms. Abans d’aquest, Pritchard i Mairson ja

s’havien adonat que es podia realitzar un garbell amb una complexitat de
O(N/log log N) pero utilitzant O(NV ") bits de memoria. Aquesta és una millora
si es té en compte la complexitat dels garbells no combinatoris anteriors requerien

O(N) operacions i aproximadament O(V'? (log log N/log N)) bits de memoria.

Atkin i Bernstein proposen un nou algorisme més eficient amb la mateixa
complexitat O(NV/log log N) perd que tant sols necessita O(NV ?*W) bits de

memoria basat en la transformacié d’un problema analitic en un de geometric. De

fet pot ser interpretat com una generalitzacié del garbell d’Eratosthenes tot i que
aquest es basa estrictament en la definici6 de primer. Resulta convenient
interpretar Eratosthenes perd mantenint la idea essencial perqué després ens
permetra la generalitzacié que es busca.

Definicions 2.2.1 p“* ||N denota la poténcia maxima d’un primer que divideix a /V.

Per comptar divisors s’eliminen sempre els associats trivials. En Z els associats
son (-1)(-p) i (-p)(-1). Si la norma d’una unitat és |u| =1 on ue{l} i
xy = N llavors:

(ux)(u"ly) =N

En realitat els nombres primers també poden ser negatius pero per convencio se’ls
elimina.

Teorema 2.2.2 Un enter /Vlliure de quadrats es primer tant sols si i només si:

#{(X,y), x,y>0:xy =N} = 2(mod4)

Prova
La demostracié del primer teorema es dividira en tres parts: la primera i la
tercera son estrictament necessaries perqué posen en relacidé dos elements

fonamentals. D’altra banda la segona completa la primera en el sentit que pot ser

dificil de seguir el raonament si no s’especifiquen tots els passos.
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S'estableix ara la primera relaci6 a través de la funcié Zeta per fer-li honor
a Riemann tot i que Atkin i Bernstein hagin utilitzat un altra métode.

) =TT T

s s s
a2l 11 > 1 n,m>1 (Hm)

En la primera linia la sumatoria a doble variable és el que a programacié es diria

for anidat. Primerament s’executa per m i quan aquesta arriba a infinit passa a
n=2 i altra vegada m des de 1 a infinit. Cal veure que sén séries convergents per
tota s superior a 1.

El resultat seria quelcom semblant a:

( 1 1 1 ) (1 1 1 J (1 1 1 j
l+—+—+—+ . |+ =+ —+—+ . |+ —F+—+—+..
25 35 45 25 4b 65 35 65 95

El segon pas representa el nombre de vegades que apareix un mateix resultat, és a

dir, el nombre de maneres que es pot escriure una mateixa 4 Per exemple 27
només pot aparéixer de dues maneres diferents: al multiplicar 1 amb 27° i al
revés. Tanmateix 6, apareix de quatre maneres diferents com a producte de 1

amb 6, 2° amb 37 i al revés. I com que el nombre de maneres que es pot
formar k coincideix amb el nombre de divisors de %, s'obté la darrera igualtat.
Abans de prosseguir cal demostrar la segiient igualtat ja que ens permetra dur a
terme el segiient pas en el nostre raonament.

| -5

p 0<k P

(-

1
pS

Es pot seguir el segiient raonament partint del producte d’Euler

-2 b3 -3

p 0k pi
1 1 1 1 1 1
=ll+—+—+—+ 1 e peams b dp
V2R 2 by P, Py D
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siE Y e Y P e

1<i Pi 1cisj Pi P 1<isjsk P PPy
1 1 1 1 1

-+

El pas més sobtat possiblement sigui el segon, per passar de la primera igualtat a

la segona on s’han d’utilitzar seéries de Taylor. Es considera la funcid

fAlx)=(1 —X)~l i a través de séries de Taylor s’observa que es pot expressar la

funcié com:

1 1 1
f(x)=f(x0)+Ff'(x0)(x—x0)+5f"(x0)(x—x0)2 +§f'"(x0)(x—x0)3 +...
A Dinici x, =0 de manera que f(x,)=1. Amb la primera derivada s'obté:
f(x)=-(1- X)_Z i f'(0) =-1 perd es tornarna tot positiu;

f(x)=2(1- X)_B =2; f"(x)=-6(1- X)_4 = —6... Al reconstruir s’obté:

f(X)=1+l'1X+l2X2+i6X3+...
1! 21 3!
=1+X+X2+X3+...=2Xk

0<k

i substituint x per p~° s’obté la identitat.

En el penultim pas simplement comentar que la sumatoria infinita de
sumatories infinites és el metode per denotar un producte de sumatories infinites,
en aquest cas el de les séries geomeétriques. A més des del punt de vista de la
teoria dels nombres cada sumatoria és molt rellevant: en la primera apareixen tots
els primers, en la segona aquells compostos de 2 factors primers, en la tercera els

compostos de 3 factors primers i aixi fins a ’infinit.
Tant sols és una aplicaci6 del Teorema Fonamental de 1I’Aritmeética. Ara

finalment es repren la demostraci6 del teorema 2.2.2 perd tenint en compte la

formula del producte d’Euler.
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p P p
(1+a)
-\ Pl
k21 kS

Els dos primers passos no representen cap pas radical, m’he limitat a aplicar les
igualtats que es coneixien fins ara. Aixi doncs la tercera igualtat és la que reqereix

més esforg per veure. Sigui g (x)=(1- X)_2 =— f(x). Per tant si

Mfx)= ZI]XH_I =Y (2 +1)x"

n20 n20

reemplagant x per p~° s’obté la tercera expressi6. La darrera igualtat és una

aplicaci6 del Teorema Fonamental de I’ Aritmética i no admet comentaris.

En resum, si es té en compte aquest resultat a través de la formula del producte i

Panterior a través de la funcié Zeta de Riemann es podra constatar que:

a’(k)=H(1+a)

P&

Aquest és un molt bon resultat ja que ens permet calcular els divisors de 4. Si es
té en compte la definicié d’un nombre lliure de quadrats -tots els factors primers

8(N)

tenen multiplicitat 1- llavors és obvi que d (k) =2 on §(N) és la quantitat

de nombres primers diferents. Tot nombre primer complira:

2°™ = 2(mod 4)
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Exemple 2.2.3
Divisors(2352751123) =4-3-6-24=1728

de la mateixa manera s’aplica la idea anterior al producte:

(F+1)(k+1) (j+1)(£+1)

2j53ks (2j3k )s

on el numerador representa la quantitat de maneres diferents que pot apareixer
un mateix nombre, és a dir, la quantitat de divisors que té. Al generalitzar per un

al

enter k = p...p;
j

el nombre de divisors sera el producte de cada exponent més

Definicié 2.2.4 Z[i] és un anell de Gauss que comprén tots els nombres de la

forma a+bi on abeZ. Les unitats del anell seran quatre: ue{il,ii},

permetran a partir d’un sol nombre complex formar-ne 7 més associats. Bé aixo

no és del tot cert, a partir d’un nombre complex & es generen 3 més i a partir del

seu conjugat, 5, les altres quatre. Pels vuit nombres la seva norma, el modul al

quadrat, sera la mateixa. Per cada unitat z, es diu que zd és un associat de & .

Lema 2.2.5 Els primers de Z[i] sén (1+i), ¢ =3(mod4) on g € Z i és primer.
També tot nombre 7z tal que N (7)= p =1(mod4).

Prova

S’han diferenciat tres casos perqué a partir d’aquests es poden englobar tots els

primers de I’anell Z[i]. El primer cas és una excepci6, un cas estrany fins i tot en

complexes. Ja en enters és I’inic primer parell, doncs en el Z[i] és I’inic associat

al seu conjugat, per tant només es pot generar tres nombres complexos més a

través de les unitats. Per veure el segon cas es suposa que ¢ = 3(mod 4) no és

primer i s’arriba a una contradicci6. Sigui :

g =(a+bi)(c+d)
q = (a2 +b2)(c2 +d2)
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tenint en que no hi ha cap nombre congruent amb tres modul quatre expressable
com a suma de quadrats perqué a’ +b° ={0,1,2}(mod4); llavors només hi ha dos

casos possibles en queé es pot donar la factoritzacié anterior:

ag+b2=1—>c2+d?=q2

a+b=¢ > +d* =1

Finalment si a+ i és primer, llavors /V(a+ Ai) no pot ser compost perqué si

pIN (a+bi) > m|a+ b llavors perqué :
(a+bi)(a-bi)=zxk = pk = N (a+ bi)

per tant 7r|a + bi.

Teorema 2.2.6 Un enter V =1(mod 4) lliure de quadrats és primer si
#{(X >0,y >0) |X2 +y? = N} = 2(mod 4)

Es pot representar d’aquesta manera els nombres amb la forma:
60k +d, de{1,13,17,29,37,41,59,53}. El nombre de solucions ha de ser dos
congruent amb quatre perqué no s’han eliminat les simetries en aquesta forma,

per contra Atkin i Bernstein desenvolupen el seu algorisme a través de 4x* + y*.

Prova: utilitzen la forma quadratica x* + y° = NV, factoritzable en Z[i] de la

seglient manera:

X2+y2=(X+yi)(X—yi)

Es pot aplicar el Teorema Fonamental de I’Aritmética en aquest anell
també de manera que:

o=n---m"

r
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on 7z sén els primers d’aquest anell tal que si uv = 7 llavors la norma de z o la
norma de v sigui igual a +1. Per la demostraci6 cal tenir en ment el lema 2.1.3.5
perqué defineix els primers de I’anell Z[i].

Sigui

, =#1{6: NV (5) = n}
=#{X2+y2=11:(x>0,y>0)}

és a dir la quantitat de nombres complexes que tenen la norma n, eliminant les
simetries de les unitats. Es fa el mateix plantejament de la funci6 Zeta que ha

permes demostrar el primer lema d’aquest capitol.

= -2 -1
L5 L -F)
=l1-— 1- k——
2° pzlj!;!dzl) pS g=3(mod 4) qu (2)

1Y 1Y
o) o)
(S)ngdq p qssg(n) q

Il
™
—_
0
p —_
N
[

xR
o~
“[
S
—ro
A
A —_
N
—_
“l N
) —
&

o 1l «x(n) T 5)
PN RO I WL |

m21 111 5> k=mn21
6, =2 x(d)=TT(1+x(p)++x(r%)) (6)
dlk a3

Si @ =1i g|k llavors 6, =0 sino 6, =2°") =2(mod4), si i només si n és
primer. ;((11) és una funcié6 multiplicativa, anomenada caracter Dirichlet, que es

demostra iterant, 1’Gnica condicié és que els factors han de ser coprimers perqué
la funci6 no és completament multiplicativa. Es a dir:

z(pe - pi) = x(pf) 2 (5 p2)

En la demostraci6 y val -1si ¢ =3(mod4),1si p=1(mod4) i0 si n=2.
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El nou desenvolupament de la funcié Zeta no implica cap canvi conceptual

radical, és simplement 1’adaptaci6 d’aquesta a les caracteristiques dels primers en

I’anell Z[i]. Per veure la primera igualtat (1) cal recordar la veritable definicié de

la funci6 zeta com a série Dirichlet; en Z el numerador és sempre 1 perqueé,
eliminant simetries, només existeix un nombre tal que la seva norma sigui z.

(1) és Paplicacié de la formula del producte d’Euler perd en Z[i]. No

s’inclou la demostraci6 de que també es compleix en Z[i] perqué és quasi idéntica

que per enters. Ara bé, qué canvia? Doncs els p es converteixen en 7, i com que
no es necessita la variable complexa i perqué es considera 6, , s’aplica la norma a

T.

(2) de primers n’hi ha tres tipus, el 2, els NV (5)=p =1(mod4) i els
g = 3(mod4). Els congruents amb 1 modul quatre tenen dos primers de Zy per

cada norma: 7 i r, per aix0 el producte esta elevat al quadrat. Els de la forma
g+0i, tenen norma ¢, per aixo cada primer quedara elevat al quadrat.

(3) és una reordenaci6é dels termes. Només hi ha dos tipus de primers

modul quatre, els que tenen residu 1 i els de residu 3. D’aqui segueix
immediatament el fet que:

LT iy 1Y 1Y)’ 1
2 =(1——:) (1—'—5—) (1— Sj (1— 5) (11" e
( ) 2 psll(ldli) p ngm;) p qssgu) q qs(lxld‘l) q
-1 i
1 1
-¢() T1 [1-=) 11 [1+2] -
g=3(mod 4)

p=1(mod4) p q

(4) representa la introducci6 del caracter Dirichlet que s’ha comentat abans: és

per sintetitzar I’expressio.

(5) El producte de les dues séries es fa terme a terme.

(6) segueix al fet que si (k) és multiplicativa llavors e % (d) també ho és.
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Es veu ara com s’ha desenvolupat 1’expressio:

d|kl(d):HZI(d)=H(1+;((p)+...+z(pa))

Pk d|p” Pk

De manera analoga es poden demostrar els teoremes segiients.

Teorema 2.2.7

Un enter NV = l(mod 6) lliure de quadrats és primer si
#{(X >0,y >0) 3x* +y* = N} =1(mod?2)

Amb aquesta forma quadratica, es representen tots els nombres de la forma
604 +d, on d € {1,7,13,19,31,37,43,49} .

Teorema 2.2.8

Un enter /V =11(mod12) lliure de quadrats és primer si
#{(X >0,y >0) |3X2 -yi= N} =1(mod?2)
representen tots els nombres de la forma 60k +d, on d € {11,23, 47, 59}

Per tant Atkin i Bernstein dissenyen una criba similar a la d’Eratosthenes
amb la diferencia que en lloc de considerar els nombres de la forma xy utilitza
tres formes quadratiques irreductibles que engloben a tots els nombres primers. A
banda de demostrar aquests teoremes fan una interpretaci6 geomeétrica del

problema, tractant els diferents valors de x i y com punts en una conica d’un
reticul de coordenades enteres.

El problema inicial de comptar primers queda dividit en tres parts similars
pero que consideren nombres de diferent naturalesa i a més es transforma en un

problema geometric. Aqui en la memoria del treball només inclou 1’algorisme que
detecta els primers representables com x°+ y° perqué els altres sén molt
similars. Evidentment quan es presenti la comprativa entre Atkin i Eratosthenes

s’hauran implementat les tres parts.
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Algorisme 2.2.9
OUTPUT: retorna tots els primers de la forma

60k+d quan d pertany {1,13,17,29,37,41,49,53} en 1’interval L<k<L+B

BEGIN
T[L]=T[L+1]=---=T[L+B]=0;

1. Per cada (x,y,k) tal que x>0, y>0, LSK<L+B i 4x’*+y°=60k+d
Do: T[k]:=1-T[k];

2. Per cada g27 i g’<60L+B;
Per cada k amb 60k+d divisible per q2
T[k]:=0

3. Retorna 60k+d, per cada k tal que T[k]=1

END.

El primer pas conta el nombre de parelles x i y que permetin representar a
604+d, el valor de ’array va canviant de zero a 1 per cada solucié que es troba
perque es recorda que pel teorema 1, el nombre de solucions ha de ser senar. La

segona part elimina tots els nombres que no siguin lliures de quadrats: d’aquesta
manera només resten els primers.

L’analisi de la complexitat d’aquest algorisme es divideix en dues parts en
realitat; el pas 1 i el pas 2. De fet el primer pas és un altre algorisme geomeétric
que ara es comentara tot seguit. La segona part si admet directament unes cotes

per aproximar el nombre d’iteracions.
Cal veure quants multiples de ¢ hi ha fins a B: ¢’k < B, és a dir: k <% . Per
q

trobar el nombre de iteracions cal sumar per totes les ¢ <+60L + B queda
doncs:

B 1 :
=B ) %SB > LQSB = =B{(2)=BZ
qsooz+B 9 q<J60L+B 4 nsJ60L+B n21 11

g denota nombres primers i # qualsevol enter de manera que la justificaci6 de les
cotes és immediata. La ultima igualtat no es demostrara aqui, és a titol de
curiositat i va rebre el nom de problema de Basel, ciutat suissa on els dos
germans Bernoulli, Jakob (1687-1705) i Johan (1705-1748), van impartir classes
de matematiques. En realitat s’hauria de dir problema de Bologna perqué va ser
proposat per primer cop per Pietro Mengoli el 1644 tanmateix van ser els germans
Bernoulli qui el van fer conegut el 1689. En el llibre que Jakob va publicar incloia
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demostracions del seu germa i seves respecte la divergéncia de les séries
harmoniques perd demanava a qualsevol que pogués donar una expressié tancada

pel quadrat d’aquestes que els ho fes saber. El jove Leonhard Euler va donar la
soluci6 el 1735, 46 anys més tard.

L’algorisme 2.2.9b és imprescindible pel funcionament del primer; compta

el nombre de parelles de x i y tal que 4x° + y° =60k +d . En realitat aquesta
forma quadratica és una hipérbole per6é tant sols ens interessen els valors
d’aquesta amb coordenades enteres positives; si s’imagina la figura, només se’n
necessita una quarta part d’aquesta. Aquest és el métode de comptar punts
utilitzat per Atkin i Bernstein: partint del primer quadrant en un rang definit

entre 60L < 4x* + y’ <60L + B compta punts de la reticula; s’ha d’imaginar

dues el lipses que marquen el limit i ’area del mig representant tots els punts,

tant els de coordenades enteres com els reals. Aquest és 1’algorisme que serveix
per enumerar els punts en la reticula de coordenades enteres.

Algorisme 2.2.9.b
INPUT: donats d<60, £<15, g<30 tal que 4f’+g’=d(mod 60)

OUTPUT: retorna les tripletes (x,y,k) amb x>0,y>0, L k<L+B,
4x’+y’=60k+d, x=f (mod 15), y=g(mod 30)

BEGIN

1 x:=f; yo:=g; ko:=(4£f°+g°-d)/60.
(Si es comencga en el pas (3) ens estariem desplacant de dreta a
esquerra quan kg:=(4f%+y,%-d)/60)

2 si ko<L+B llavors kp:=ky+2x+15; x:=x+15; ves a (2);
3 x:=x-15; ky:=ko-2x-15; para si x<0 (ves a l’esquerra)
4 si ko<L: kg:=k,-2x-15. Para si x<0 (Puja si cal)

ves a (4)

5 (4x*+y%, 2 60L si y>30 llavors 4x’+ (yo+30)2<60L)
k:=ko; y:=Yoi
6 (4x*+y?,;=60k+d>60L, si k< L+B)
retorna (x,y,z). k:=k+y+15; y:=y+30; ves a (6)
7 ves a (3) '
END.

Abans de prosseguir s’haura de provar I’area de I’el‘lipse.
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Figura 2.8 Mostra una representaci6 de les tres formes irreductibles quadratiques.
Les solucions d’aquestes sén el conjunt de coordenades enteres en un reticul

limitat per dues el-lipses.
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Teorema 2.2.10 : L’area de I’el'lipse és 7ab

Prova
Per calcular 1’area de I’el-lipse cal d’aplicar calcul, primer expressant y en termes

de x tenint en compte que la funcié de 1’el-lipse és:

X2 }/_2
I
a b

per tant:

Com que es considera que l’elipse esta centrada, es pot aplicar el principi de

simetria: calcular I’area d’aquesta en el primer quadrant i multiplicar per quatre.

A= 42?Ja - x’dx
a()

no és una funcié facil d’integrar, s’haura d’aplicar el meétode de substituci6. Ara

x =asinf i dx = acos@; adaptant els limits d’integracié s’obte:

Ja? —x? =+Ja? —a’sin? @ = vJalcos’ 6 = alcos 9|
/2

A=42 [Na-xdx=A= 42 [ (acoso) do
ao a

0
/2 /2
=4dab I cos’ 8d0 = 4ab .[ 5+ 5€0s20d6
0

0

=2ab [6’ + %sin 29];!/2 = 231)% = mwab

No s’han tingut en compte en cap moment el valor absolut perque sempre es

treballa amb valors positius dins ’interval 0 < 8 < 7 /2.

2 2
L F

15B 60B

Retornant al cas que interessa; 1’el'lipse de forma =1, com que

a=+15B i b=608,
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llavors

2J15B\60B = 75-3-B/5-3-2° - B = 30Bx

perd com que només es considera el primer quadrant: el nombre de punts a tenir
en compte -enters i reals- (area) és

307 B =153=£603.
4 2 8

Encara es pot limitar més els punts a considerar i per tant fer una millor
aproximacié al comportament asimptotic de ’algorisme. Com que x i y estan
elevats al quadrat i x esta multiplicat per quatre, valen x modul 15 i y modul 30.
Es compta doncs en una congruéncia de 15 per x i una de 30 per y.

x = x'(mod15)

4(x +15)° = 4x* +120x + 30° = 4x* (mod 60)
y = y'(mod30)

(7 +30)° = 3> +60y +30° = y* (mod 60)

De manera que es pot dir que el nombre de punts a considerar és

1 7z603=60ﬂB_£

450 8 3600 60

Per estudiar el comportament asimptotic de la criba d’Atkin i Bernstein cal fer
unes observacions prévies, sigui:

W =12 l_[ D
p<dn N

W= 3 lmp+mi2=z(VinN)<+Vin N
p<NIn N

Els primers es conten en intervals [WL,WL + WB] utilitzant ¢(W)B

operacions, on ¢ (W) denota la funcié totient d’Euler i conta la quantitat de

nombres coprimers amb W.
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Sigui B un enter al voltant de WNN .

=wl](1-2)=w (1‘%)20($)

pW p<In N

perque

Zln(l—%)~zl~ j:%a’u:lnlnN

p<N pP<N P t ln t In

(en la darrera igualtat s’ha aplicat la substitucié; u =Int¢ i ¢"'dt = du).
En total ’algorisme té una complexitat de

N
e~
g ? W)

N
Inln NV

on WA denota la quantitat d’elements en un interval, N/WB les iteracions per
interval, mentre que (p(W)B és la quantitat d’operacions que es necessiten per

interval.

Finalment s’ha optat per un metode d’enumeraracié dels punts del reticul
menys refinat pero forga eficient que troba les solucions de cada forma quadratica

en Pinterval [x,...x,], tal que 3 < x, < x,, de la segiient manera:

For (u;=Ceiling(Sqrt(x,/2)); ulzﬁxz; u;++)

For (u,=Ceiling (Sqrt (max(0,x;-u;?)); (u;<u,)&(n= u;>-u;?) <xp; up++)
If (n mod 4=1)then t[n]:=t[n]-1;

For (u;=1; 3\112£x2; u;++)

For (u2=Ceiling(Sqrt(max(O,x1—3u12) )% (n=3u12—u12) sz; u,++)
If (n mod 12=7)then t[n]:=t[n]-1;

For (u;=Ceiling(Sgrt(x,/3)); 2u123x2; u;++)

For (u,=Ceiling(Sqrt (max(0,3u;%-x;)); (uy<u;)&(n= 3u;?-u?) 2 xp; Up++)
If (n mod 4=1)then t[n]:=t[n]-

Resultats experimentals 2.2.11
Per poder veure leficiéencia de l’algorisme es recomana descarregar i

executar l'aplicaci6 programada per Bernstein mateix i disponible a
http://cr.yp.to/primegen/primegen-0.97.tar.gz.
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2.3 Garbell de Legendre

El 1808 Antoine Marie Legendre (1752-1833) va proposar una formulacid
combinatoria del garbell d’Eratosthenes que permet estalviar molta memoria. El

meétode de Legendre permet calcular 7 (V) si es coneixen els primers menors o

iguals que JN .

Sigui A4 el conjunt d’enters en I’intérval [1..X ]:

A={NeZ:1<N < X}
i sigui

Pznp

p<z

on z = L\/ﬁ J El garbell es defineix com:

S(A,P)={Ne€Z:1< N < X,mcd(N,P)=1}

és a dir els nombres entre 1 i X que no tenen factors més petits que z.

Teorema 2.31 de Legendre

X
7(X) -7 (VX)+1= dlpz(z)y(d)bJ _S(4,P)

on u denota la funcié de Mébius i | |la part entera.

Definici6 2.3.2 La funci6 de Mobius es calcula de la segiient manera:

u(l)=1

u#(d)=0 sip’|d per un primer p

,u(plpz, ---pr) = (—1)’ si p;,..., p, son primers diferents

Corol‘lari 2.3.3 El garbell es pot rescriure com:

S(A,P)=|_XJ—Z[£J+ ¥ [ X }_;“h[ X J+

n<z pl D1<P2<z p1p2 p1p2p3

WG

d|P(z)
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Tot seguit es prossegueix a reinterpretar el garbell d’Eratosthenes tal i com
Legendre ho va fer per poder comprendre millor 1’expressié que defineix el seu

garbell. Donat un conjunt S ={1,..,.X }, C, denota els subconjunts de S que

contenen els multiples dels primers menors que X . Els primers de S seran els

primers menors que VX 1 tots els elements de S que no pertanyin a la unié de

C,uC,v..uC,. Fins aqui no hi ha res de nou, és una explicaci6 del garbell

d’Eratosthenes des del punt de la teoria de grups.

Definicié 2.3.4 Generalitzant pel conjunt S, on p,, p,,..., p, <N establim que
C,={aeS:p]a}.

Definici6 2.3.5 Pels  valors Jis Jorees Ja sigui N (Jis Joreer Ji) =
#(C’ .NnC, n.nC jk), és a dir, el nombre d’elements de S divisibles per

p, "+ p;, berqueels p; son primers diferents. De manera que:

S.I.— . ZN(‘jlaJ‘m”'ajk)
iS,=#5=|X]-1.

El fet de reformular un problema sovint té avantatges perqué es pot
aprofitar eines diferents per resoldre el problema inicial, en aquest cas el principi

d’ inclusié i exclusid.
Teorema 2.3.6 El nombre d’elements que pertanyen a Sino a cap C,; és

Sy =8+ 8, =+ (-1)" 8, =x(X)-7(VX)
Prova
Sigui a un enter que pertany exactament a N 21 dels conjunts C; i que

per tant té n factors primers diferents. S’ha de veure quants cops es compta en els

successius garbells parcials, és a dir en S;. En S, un cop perqué és un cas

especial; en S, només z cops, un per cada un dels subconjunts als que pertany.

60



NOMBRES PRIMERS, Recompte: 7 (x) i garbells

En S, s’utilitzen parelles de subconjunts, i es conta un cop per cada
vegada en qué apareix en dos subconjunts dels NV totals, per tant (2 )

Generalitzant ’expressi6 per S, s’obté que I’enter a es conta

(M) () ()

cops. Si w no pertany a cap dels C,; llavors només es conta en S,. Els elements

de S que no pertanyen als C;, no sén divisibles per cap primer menor o igual que

l.\/f J, son per tant aquells nombres primers p tal que [ﬁ J < p <X . Per tant

Sy =S+ 8, =+ +(-1)" S, = 7(X) -z (VX)

a

Teorema 2.3.7 El nombre de termes majors que zero de les sumatories 2.3.3 és
exactament

6(1-1n2)

2

X~0(X
. (x)

Prova

La demostraci6 esta fora I’enfocament del treball i es remet el lector a [32].

Exemple 2.3.8 Sigui X =43 i I_\/YJ =6. Els primers p tal que p <6 sén 2, 3 i
el 5. S’estableix la segiient notacio:
N (1) = Nombre d’elements en {1,..., X} divisibles entre 2.
N (1,2) = Nombre d’elements en {1,..., X} divisibles entre 2 i 3.

S’inicia ara el garbell 2.3.3

+N(3)=|8]+| 8] +[2]=21+14+8=143

3

)+ N (23)=|%]+|8|+|8]|=7+2+4+13

6 10

43)-7(V43) = S, - 5, + 8, - 8, =42 -43+13-1=11
43) -3 =11 — de manera que 7(43) =14
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Exemple 2.3.9 S’ha considerat important proveir al lector amb exemples per

assegurar que es comprenia bé el significat de I’expressié assolida per Legendre.
Tot seguit es veura com es van generant les diferents permutacions amb els
primers.

7(100) = 7 (10) + 99— 20| [0 | [ 0| | 20 [+
=[5+ xn]+ (2] + (2] - (3] -

9-50-33-20-14+16+

10+7+6+4+2-3-2-1-0+0=25

Il
S
+ <
o

Exemple 2.3.10 Ara es fara una especial atencié a com es tracten els primers en

un garbell per un valor de X prou gran. Sigui X =729 i JX =27. Per calcular

S, s’han de considerar 4 primers menors que 27.

2:3-5-7=210
2-3:-5-11=330
2-3-5-13 =390
2-3-5-17=510
2-3-5-19=570

2:3:5:23=690
mentre el producte de quatre primers és menor a X s’augmenta el darrer primer.
Ara s’augmenta el tercer primer.
2-3-7-11 =462
2-3-7-13 =546
2-3-7-17="714
El segiient primer ja és massa gran de manera que no s’ha considerat. En lloc
d’utilitzar el 7 ara es considera 1’onze.
2-3-11-13 =858
Aquest torna a ser massa gran i no cal seguir provant. S’ha d’augmentar el segon
primer:
2:5-7-11=T70
També és massa gran, s’augmenta el primer nombre primer de la llista.
3-5-7-11=1155
Supera el valor de X de manera que tampoc es considera; s’ha acabat d’enumerar

les seqiiencies de primers a considerar en S, .
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Aquest metode és cabdal perqué tots els métodes utilitzats actualment es
basen en optimitzacions d’aquest que és el primer métode combinatori per

calcular 7 (x). El codi de Pascal resultat de la interpretacié de la formula 2.3.3

de Legendre ha permés calcular valors de 7 (V) per valors de /V forca elevats.

Temps [s]
0.3} Y
///
0.25 |
0.2}
0.15 |
Log [N]
6.2 g 6.6 6.8
0.05 |
Figura 2.9
Temps [s]
///
B
70 Vs
P /
60 /
50 #4/
: — - Log [N]
8.9/‘7/ 9.05 9.1 9.15 9.2 9.25
Figura 2.10
Temps [s]
4000 |
3000
2000 |
1000 —
2 ; [N]
| _—10.2 10.4 10.6 10.8 n e
Figura 2.11

Pren uns temps d’execuci6 for¢a raonables i una memoria de O (\/N )

Aquesta és utilitzada per executar el garbell d’Eratosthenes i extreure els primers

en l’interval |:2, JN :|
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2.4 Garbell de Lagarias-Miller-Odlyzko

Pel Teorema dels Nombres primers quan x — o el valor de 7 (x) és

Inx ?

per tant si s’utilitza el métode més obvi per calcular 7 (x), és a dir, comptant no

es pot reduir la complexitat de Palgorisme de O(%) L’algorisme

d’Eratosthenes, tot i la seva complexitat, ha estat durant molt temps [’Gnica
manera practica de calcular els primers < x. A finals del segle XIX I’astronom

alemany Meissel va descobrir que 1’apropament combinatori modificant el garbell
de Legendre podia produir un metode més eficient; cal atribuir-li el merit de

calcular 7r(108) i 7r(109) a ma tot i que en el darrer va donar un resultat massa
petit per 56. Més tard, el 1959, Lehmer va executar un algorisme amb el metode
de Meissel simplificat en un IBM 701 per calcular el valor de 7[(1010) tot i que el

seu resultat diferia en un del real.

Lagarias, Miller i Odlyzko el 1985 van adaptar el metode de Meissel-

Lehmer i van provar que es pot calcular 7(x) en O(Xz/ 3*5) operacions i

O(Xl/ *log® x log logx) bits de memoria (veure [32]). Lagarias i Odlyzko van
treballar en un altre algorisme basat en la integracié numerica de transformacions
de la funcié ¢ de Riemann pel calcul de 7 (x) en O(Xl/ 2*) segons i O(Xl/ 4+E)
bits de memoria, pero a nivell practic 1’algorisme no pot competir per x <17
amb el seu métode anterior perqueé les constants sén massa grans (veure [33]). La
millora de Deléglise i Rivat (1996) ha permeés reduir el nombre d’operacions a
O(XZ/ Sln™ X) perod la memoria utilitzada a passat a ser O(Xl/ *log® x loglog X),

(veure [52]).

No s’analitza ni s’implementa el métode combinatori aqui mencionat per la
seva complexitat, simplement era necessari mencionar que els garbells

d’Eratosthenes, Atkin i Legendre no poden competir amb aquests per valors
suficientment grans. El metode de Déléglise i Rivat ha estat utilitzat per calcular

7(4-10™) =783 964 159 847 056 303 858 en una xarxa d’ordinadors, amb un

temps d’execucié de 132 dies. Amb Eratosthenes, Atkin o Legendre aquest calcul
hagués estat impensable.
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En una implementacié a través de Mathematica 5.2, els temps d’execucié han
estat:

N Primers Temps (s)
10° 4 0
10° 25 0
10° 168 0
10° 1 229 0
ik 9 592 0
i 78 498 0
10’ 664 576 0.15
10° 5 761 455 0.16
2%10° 11 078 937 0.16
3%10° 16 252 325 0.16
4*10° 21 336 326 0.16
5%10°% 26 355 867 0.16
6*10° 31 324 703 0.16
7*10° 36 252 931 0.16
8*10° 41 146 179 0.16
9%10° 46 009 215 0.16
i 50 847 534 0.19
10%° 455 052 511 0.219
TG~ 4 118 054 813 0.953
Lo 37 607 912 018 4.641
10" 346 065 536 839 23.359
L 3 204 941 750 802 113.75
2x10% 6 270 424 651 315 249.969
Taula 2.12

L’algorisme és polinomic en la magnitud de I’entrada i per tant exponencial en la
longitud.

Temps [s]

250
200
150 /
100

50

S
- . — — [N]
10 11 12 13 14 -

Figura 2.13
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2.5 Bernhard Riemann i z(x)

Els matematics han intentat, fins al dia d’avui en va,
descobrir algun ordre en la seqiiencia dels nombres primers,
i tenim motius per pensar que aquest és un misteri

en el qual I’enteniment mai podra penetrar.

Leonhard Euler
G. Simmons, Calculus Gems

En aquest subapartat es mostra com Georg Friedrich Bernhard Riemann,
nascut a Breselenz el 17 de setembre de 1826 i mort a Selasca el 20 de juliol de
1866, va trobar una expressi6 que relacionava la funci6 Zeta amb la distribucié

dels nombres primers, (veure [48]). S’ha donat un apropament matematic sense
provar estrictament totes les diferents expressions i s’investiga si la teoria

matematica pot donar lloc a un algorisme de calcul de 7 (x).
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La funci6 definida pels nombres complexos s basada en una série Dirichlet
infinita

juntament amb la seva prolongaci6 analitica rep el nom de funcié Zeta de
Riemann. La funci6 és convergent per tota s >1. Esta estretament vinculada
amb la funci6 gamma pero limitarem ’explicaci6 al qué ha permés avancar perqué
en aquesta seccid, més que en cap altre, hi ha el risc de perdre el fil.

La seva hipotesi ( o bé conjectura, els matematics no semblen haver-se

aclarit en I’Gs dels dos termes) més famosa diu que totes les arrels no trivials
tenen com a part real un mig. Si bé Hardy va provar el 1914 que infinitat de zeros
no trivials de la funcié zeta de Riemann tenien com a part real un mig, tanmateix
aixo no prova la hipotesi del geni nascut a Breselenz el 17 de setembre de 1826 en
el Regne de Hannover i que mori amb poc després del seu 40 aniversari

possiblement d’una tuberculosi que patia des de la infancia. “Infinitat de zeros”
significa que de les infinites arrels que pugui tenir £(s), algunes d’elles tindran

part real un mig, perd no implica que totes compleixin la hipotesi.

El 1859 Bernhard Riemannn va publicar un paper anomenat “Uber die
Anzhal der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse”, és a dir, Sobre el nombre
de nombres primers per sota una quantitat donada. En aquest paper va relacionar
el marge d’error de la funci6 7z(x) amb els zeros no trivials de la funcié complexa
que ell mateix va redefinir. Com passa en els R, tota funcié analitica es pot
factoritzar i en C també es compleix. L’article és tremendament complicat i

requereix uns coneixements matematics fora de 1’abast, tanmateix he intentat
comprendre part dels raonaments del geni que el van portar a calcular la funcié

de 7(x) de manera exacta i analitica.

La funci6 7(N) denota el nombre de primers inferiors o iguals a /V on
N e N, pero ara s’esten el domini de NV als reals; aix0 a primera vista no
produeix cap canvi remarcable ja que w(13) = 7n(13.29745) = 7(13.9999) =6. La
funcié6 n(x) pertany a aquella estranya classe de funcions amb salts, a I’hora de
graficar simplement s’haura de tenir en compte que quan m(x) =6 quan x=13.2,

13.5, 13.9 pero n(x) = 5.5 quan x=13, és una convencio.
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Riemann va introduir també una altra funcié amb salts, el seu domini es situa en
els naturals positius, es denota amb la J

T0) = w0+ (4R 7 (3F) + f(4F) +
J(x) = ¥ n({x)

i 1

25 ¢ e i
—
20 =
15| g
‘J
10 r
|
st
il
20 40 60 80 100

Figura 2.15

Si es té en compte el fet que m(x) on x<2 és igual a zero, es veu que la série és

sempre convergent. Si x=1000, a partir de la desena arrel n(x)=0 perque

Y1000 = 1.995262315. Per exemple, es pren x=50
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J6®=n®m+%ﬂ00ﬂ+éﬂ@6$+in@6$+éﬂ2m)

15+—1—-4+l-2+l+l=18+l
2 3 60

Al fer la grafica de J(x) es veu que quan x és un primer la funcié augmenta

u, quan x és exactament un quadrat d’un nombre es produeix un salt d’un mig,
quan és un cub salta un terg...

#(N) denota la funcié6 de Mobius. Rep el nom en honor del matematic i

astronom alemany August Ferdidnad Mobius (1790-1868). Es molt utilitzada en

teoria de nombres i juga un paper important en el paper de Riemann. La definici
es troba en el punt 2.3.2.

En matematiques moltes vegades ens interessa expressar una funcié en
termes d’una altra i per tant s’han desenvolupat nombrosos instruments per
invertir les relacions. Quan s’aplica la inversi6 de Mobius per expressar n(x) en

funcié de J(x), desapareixeran tots els factors quadratics i canviara el simbol a
negatiu per tots els primers o aquells que tinguin un nombre imparell de factors
primers.

Aquesta inversié és molt positiva perqué Riemann va trobar una manera de
relacionar la funci6 J(x) i {(x). Cal remarcar que aquesta sumatoria és

convergent perque la funci6é J(x) és igual a zero per tota x menor a dos.

nwm=J®®—%JUOﬂ—%ﬂ&®—%J@h
Impressionant,

18+l—(l-4.5)—(l-2)—l=15
60 \2 3 )

Aquest és el nombre de primers inferiors o igual a 50!
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Quan s’han vist demostracions de la infinitud de nombres primers ja havia
aparegut la idea que la funci6 {(x) podia ser rescrita com el garbell

d’Eratosthenes.
£(8) = s x i x e X e
el ee
2° 3 5° 7° 11°

Si s’aplica el logaritme en tots dos costats de la igualtat i es simplifiquen segons

les seves lleis s’obté la série:

In¢(s) = —ln(l -2%)-1n(1—51;)-111[1—-51;)—1n(1—%)—ln(l— 11)

Sir Isaac Newton va aplicar series de Taylor de calcul per desenvolupar un tipus

similar d’expressio, on x € [—1, 1]:

1
——=1l+x+x*+x* +x*
I—=x

Si ara procedim a integrar ambdds costats de ’expressid, anant amb molta cura
)

amb els signes s’obté:

2 X3 X4 Xa XG

—ln(l—x)=x+X—+—+—+ =+
2 3 4 5 6

canviant el signe de costat:

Retornant a la funci6 Zeta, es pot aplicar la idea a cada terme i expandre els
logaritmes. Aixo sembla empitjorar, una serie infinita de séries infinites....
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

N M e M s b e
2 2 3 2 4 2 5 2 6 2

+(l. 1 +(l. 1 +(l. 1 +(1.L)+[l. 1 )+
2 3¢) \33) \43) \53) \6 3°) "
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

S Pl I il Bl Biiervall Bl il Bl Boeerll I
25 35 4 5 55 6 5

Es pren un terme qualsevol de I’expressié de Newton, per exemple, (3'1 -2'35) ies

1
2
1
3
1
5°

considera la funcié x°', ara s’integra des de infinit a 2% i sent la inteeral
b 2

convergent s'obté:

wX’S’la’Xz— s =0-(-2"")/s = i
Jrrtae -] 0= ()5 -2

23 S 23

» . 1 1 : .
Per tant I’expressi6 anterior (g . 235) pot ser rescrita segons una integral:
1 1 1 I
—- ==-5- |x7"dx
3 2% 3 -[

23

La qiiesti6 perd, és que representa aquesta integral? Doncs és una area
corresponent a la funcié J(x), perd no és el tipus d’area que generalment es veu

sin6é que esta delimitada per dues rectes paralleles a les abscisses, una a x=3* i

1 »
Paltraa x =—+ . , és a dir, d’algada un quart.
2

L’area de la funci6 J(x) estda formada per la suma de franges que van de
cada primer a infinit i d’alcada u; de cada quadrat de primer a infinit i d’alcada
un mig; de la franja tancada per cada cub fins a infinit i d’alcada un terc.... i aixi

progressivament. Evidentment 1’area és infinita, de fet una sola d’aquestes franges
Ja té una area infinita, de manera que ens seria molt ttil de fer que aquestes
integrals convergissin.
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Es pot aconseguir aquest objectiu si es multiplica J(x) per x °'on x és major

que 1; per exemple per x=50 J(x)x*" =18.11667 -8-107° on s val 2. Sembla que

hi ha alguna possibilitat que 1’area sigui finita, convergent; es buscant el valor de

o}

IJ ()" dx.

0

0.175 |

0.125
o
0.075
0.05

0.025 |

2 4 s s 0 1w 14
Figura 2.17
Per buscar aquesta area en realitat s’hauria de calcular la franja de cada
primer fins a infinit, de cada quadrat de primer per un mig, de cada cub per un

terc... i a més el nombre de primers és infinit de manera que es tropa amb una

sumatoria infinita d’una sumatoria infinita d’integrals.
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El que equival a:

@ o0 o) o0 @
Il cx " ldx + JI% cxdx + J.é cx " ldx + ‘H i J-é x5 dx + .
2 22 93 ol 95
0 0 [ o] o [ o]
_[1 x5 dx + J.é cx N dx + j% x5 dx + J‘% - x " dx + I% s P gl 4 ..
3 3 3 3 3

és a dir, ZZ J.% -x " ldx

Si es repren el fet que un terme de la sumatoria de les séries de Newton

’ . 1 b e s 2
com (4"1 -3"45) és igual a el I x*'dx , al comparar I’expressi6 formada per la
34

sumatoria infinita d’integrals amb 1’expressié de Newton es veu que és s cops més

gran. En realitat la sumatoria infinita d’integrals representa 1’area sota la funcié

J{x)a=".

Per tant:
Lings) [7(x)x"dx
S

1

Aquest és un dels resultats centrals de D’article de Riemann, va rescriure la

formula del producte d’Euler,

2 () =T1(-r)

n P

obé {(s)=[[(1-»")"

a través del calcul; permetent aixi la seva millor manipulacié.

De fet va obtenir una expressié directa de la funcié J(x) a través de la funcid

Zeta. En resum, va expressar n(x) en funcié de J(x), i a la vegada J(x) en
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funcié de {(s), de manera que podia calcular n(x) a partir de {(s). A més, les

propietats de la funcié {(s) definien d’alguna manera les propietats de n(x).

Aquesta definicié de la funci6 J(x)és una de les conclusions a les que arriba en el

seu paper.

J(x) =Li(x) - Y Li(x”) - In(2) + ?_——t( ® _G;I; In(e)

En un primer cop d’ull sembla molt enrevessat pero si s’analitza cada terme de
manera aillada. Primerament senyalar que Li(x) té un valor que es pot determinar
rapidament amb una aplicaci6 matematica potent com Maple 10 o Mathematica
5.2. El tercer terme és un logaritme neperia, cap problema: 0.69314718...

El darrer tot i semblar molt complicat és una integral impropia pero

convergent per x >1 i en el nostre cas no ens interessa cap cas amb x < 2; els
seus valors varien entre 0.140010101143286926686917221371 (per x=2) i 0. De

manera que els dos darrers termes, son quasi negligibles i oscil len entre -

0.69314718 i -0.553137079. En resum la part important de I’expressié és ZLi(X” )
P

on p son els zeros no trivials de la funci6 £(s), cal doncs ampliar el domini de

Li(X” ) als C. Per Mathematica 5.2 cal redefinir ja que no executa bé I’ordre

Li (X” ) per nombres complexes.

1 .
Li[x"’ l j = EXpIntegralEi[(% + irjln[x]:l

prepresenta cada parella d’arrels no trivials, una rere 1’altra i la part irreal és

sempre irracional. El primer zero no trivial és
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1

5 £14.134725141734693790457251983562.. i
é +21.022039638771554992628479593896...i
% +25.010857580145688763213790992562.. i
% +30.424876125859513210311897530584...1 .
% +32.935061587739189690662368964074...i
é +37.586178158825671257217763480705...1
é +40.918719012147495187398126914633...i

Andrew Odlyzko ha calculat les primeres 100 parelles d’arrels no trivials

amb 1000 decimals de precisid, cada arrel sigui % +ir té un conjugat %— ir iha

dissenyat I’algorisme més eficient i utilitzar per explorar regions remotament altes

de I’eix imaginari.
3.5}
2.5 |
1.5 7%

0.5} -

10 2 30 40
Figura 2.18

Aquest grafic permet veure com es comporten els zeros de la funcié Zeta, cada

cop es troben més junts. El procés de recompte d’avaluacié de ZLi (X” ) és
P

complicat, perque requereix moltes sumes tot i que la x sigui petita. L’ordre

segons el que procedim per avaluar la suma és cabdal: si es vol assegurar la

convergencia de la part real cal comencar pel zero més proper de I’eix dels reals i

anar remontant l’eix imaginari, combinant cada vegada amb el conjungat

complex. Quan es pren la integral logaritmica d’un nombre elevat a cada parella

de zeros no trivials es veu que, I’expressid, va convergint a +zi amb un radi de
bl )

Jx .
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En lloc de prendre la infinitat de zeros, deixant de banda que no es coneixen, es
limita a un nombre fix com 200.000 per tal de simplificar la tasca. Aquest nombre

serveix en principi d’aproximaci6 per 7(x),x <4-10". En general es necessiten

aproximadament +x zeros complexes per donar una aproximacié prou bona com

indica D’article: [47].

Riemann va aconseguir doncs escriure la funci6 7(x) en termes d’una
altra funcié J(x), on J(x) estava escrita en termes de {(s). Per tant les
propietats de 7(x) estan estretament lligades amb les de ¢(s) i si es coneixen

les propietats de ¢'(s) es pot saber molt més sobre la distribucié dels nombres

primers.
50 e

0 m m{ﬁl.!._ i ﬁn,t l‘ﬁ !
T i | |
) b 'J“h Fh’ L»W

Tl I
20 \ 1 |

lOI}'

20000 40000 60000 80000 100000
Figura 2.19

Aquest grafic mostra el comportament aparentment caotic de la funcid 7Z'(X)

respecte la integral logaritmica que Riemann va aconseguir explicar a través de les

arrels de la funcié Zeta de variable complexa.

i
30.5 w \v. .
’ ’\Wi )
[
30t wm \/\'
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28.5 ,,’I
|
Figura 2.20
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La obtenci6 dels valors que han permes la representaci6 de la figura 2.20
ha requerit més de dues hores d’execuci6 de Mathematica 5.2. La variable
dependent en aquest cas és p, contada en milers; tot i que hi ha infinits zeros

només se n’han considerat 2-10°. Aquest grafic mostra com ZPLJ'(X" )
convergeix tot i que de manera molt lenta.
Codi per Mathematica

Plot[Sum[ (ExpIntegralEi[ (0.5+t[j]I) *Log[n]]+
ExpIntegralEi[ (0.5-

t[j1I)*Log[n]]),{3,1,1000*x}],{x,1,100}]

On t[j] és un array que emmagatzema els valors dels zeros no trivials. Com es veu

s’ assumit la certesa de la hipotesi de Riemann, tots els zeros tenen part real un
mig.

60 1

Figura 2.21

En la darrera grafica apareixen representats els surcs que causen els zeros de la
funci6 Zeta.

Figura 2.22
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La figura 2.22 mostra els zeros trivials de la funcid zeta pels reals, els enters
parells negatius.

Codi per Mathematica

Plot3D[1/Abs[Zeta[x+I*y]~2],{x,-5,3.5},
{y,-50,50},PlotPoints->120,PlotRange->{0,15}

Figura 2.23

En aquest cas els zeros no trivials i els seus conjugats apareixen com a assimp-
totes de la grafica.
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N =10

7 ﬁ_@Li(Nl/i) _&zLi((Nl/i)P) —i,j)ln2 _,U(.j)ii‘ dt

1 i . bi i .2 t(t —1)lnt
1 1246.1415 1.9002 -0.6931471 5.161659129-1071°
2 -15.063115 -0.577681 0.3465741 4.9378351314-10°°
3 -3.4714815 -0.30236 0.2310491 -0.0001023296215
5 -0.8785215 -0.0821036 0.1386291 -0.0011265120358
6 0.56777515 0.523602 -0.1155251 0.00204238534385
7 -0.39513915 0.0122924 0.09902115 -0.0031225733354
10 0.16802315 0.413473 -0.0693147 0.00672376373033
11 -0.13188415 0.0981064 0.06301341 -0.0079231019426
13 -0.083790815 0.12121 0.0533191 -0.0102199636604

1226.853366 2.1067392 0.0536191 -0.0137283315

total 1229
Taula 2.24

Aquest metode a nivell practic no és viable perqué el segon terme és

enormement dificil d’avaluar a causa de la seva convergéncia harmonica, és a dir

de comportament assimptotic logaritmic: ni sumant 100 000 termes s’assoleixen

els tres decimals de precisio.
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2. Conclusions

En aquesta secci6 s’ha pogut veure els esforcos que els matematics han
destinat al estudi de la funcié 7(x), ja sigui des d’un punt de vista
computacional basat en el calcul o bé establint una formula matematica exacta.
En certa manera és realment sorprenent que un meétode com el d’Eratosthenes,
aparentment tant rudimentari, estigui, d’alguna manera, encara vigent ja sigui a
través de les seves optimitzacions utilitzant formes quadratiques irreductibles o bé

simplement per la utilitzaci6 de la idea de garbell que s’ha revel-lat absolutament
fonamental.

El millor métode pel calcul de ﬂ'(X) que avui en dia existeix, com mostren

els resultats experimentals, és el garbell de Miller-Lagarias-Odlyzko. Personalment
el descobriment més sorprenent i enriquidor que he fet en aquest treball ha estat

la funci6 Zeta, ¢, i el gran matematic alemany Riemann. Els seus resultats, tot i

que des d’un punt de vista estrictament matematic sén impecables, no sén
aplicables computacionalment perqué utilitza seéries de convergéncia molt lenta i
que per tant tenen un error gens menyspreable.

“Ara, cinquanta anys després de la publicacié de ’article de Riemann Sobre la quantitat
de nombres primer per sota d’'un nombre donat, tan sols hem comencat a entendre i

absorbir el que la creativitat i imaginacié supremes de Riemann van produir. S’han fet
progressos en el cami que Riemann va obrir sense por i que ha estat dubitatiu i lent; i
només la famosa hipotesi en la qué es basa la seva tesi ha resistit tots els esforgos de ser

provada. ”

E. Landau, 1909
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3.Generacid i verificacid

El 317 és un primer, no perque ho pensem, no perqué les nostres ments hagin estat
modelades d’una manera o d’una altra, sin6 perqué és aixi, perqué la realitat matematica

esta construida d’aquesta manera.
Classe impartida per G. H. Hardy el 1915 a Cambridge

L’objectiu d’aquesta seccid és analitzar la complexitat i el funcionament
d’alguns dels tests de primeritat aleatoritzats més utilitzats, aixi com dur a terme
una comparativa entre aquests tant a nivell practic com teoric. Per tant s’hauran

d’implementar els algorismes i mostrar els resultats experimentals, és a dir, el
comportament de cada metode en el nostre medi llenguatge, compilador i

llibreries. Finalment s’analitzara si aquests métodes aleatoritzats sén més
competitius a nivell practic que els deterministics.
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3.1 Tests de Monte Carlo

That I essentially am not in madness,
But mad in craft.
Hamlet Acte quart escena IV

Quan es busca obtenir una resposta a la pregunta: “V és primer o
compost?” hi ha un conjunt d’algorismes de caracter heuristic coneguts com
meétodes de Monte Carlo que resolen aquest problema d’una manera estocastica,

no deterministica, perque per obtenir el resultat utilitzen una font atzarosa, millor
dit pseudoaleatoria. Per conseqiient tenen un error simple i quan retornen el

resultat primer existeix un marge d’error que s’ha de considerar. També convé
senyalar que son altament eficients com es veura tot seguit.
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3.1.1 Test de Fermat

Definici6 3.1.1.1 a tindra un invers multiplicatiu en modul N només si

med (&, V) =1, és a dir es pot trobar una & tal que ak =1(mod p).

Definici6 3.1.1.2 La funcié totient d’Euler que es denota com ¢ permet calcular la
quantitat d’elements en el conjunt [0..V —1] que sén coprimers amb Vi per tant

invertibles en el modul. Per p primer ¢(p)=p-11i ¢(1)=1.

Propietats 3.1.1.3

a) Per pi g primers, ¢(p-q)=(p-1)(¢g-1).
b)Sia,b eZ,,, llavors abmod N € Z
c)SiaeZ

#(NV) (V)

4v) Si1mnomés si existeix un b € Z, tal que abmod V =1

Prova
a) Sigui NV = p-q, el conjunt de residus seran Z, = {0, L,...(pg - 1)} D’aquests
hi haura dos subconjunts no coprimers amb , { D0.2p;...,(qg - 1) p} i
{p,2p,...,(p - 1)q} a més del zero. Per tant:
¢(N)=pq—[(q—1)+(p—1)+1:|
=pg-(p+q)+1
=(p-1)-(a-1)=4(r)¢(q)

(]

No es demostra absolutament totes les propietats perque més que ajudar a seguir
el raonament es podria perdre el fil conductor del capitol. No es preten provar
tots els teoremes fonamentals de la Teoria dels Nombres sin6 utilitzar-los per
treure conclusions sobre uns algorismes.

Teorema d’Euler Si mcd(a,/V)=1 llavors

a*™) = 1(mod V)
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Prova

Considerant el conjunt § = {XI,XQ,...,X ¢(N)}, si es multiplica cada element per a
modul V s’obté: §'= {ax1 mod NV, ax, modN,...,aX¢(N) mod N}. Com que a és

coprimer amb Vi x; és coprimer amb /V, llavors ax; ha de ser també coprimer
amb N. Per tant tots els elements de S” sén menors que Vi coprimers amb ell. Si
ax;mod NV = ax; mod NV , llavors x, = x; i per tant com que no hi ha duplicats
en S:

#() #()

[ 1 (ax, mod V) =];[ b

i=1

#(N) #(N)
H ax; EH x,; mod V
i=1 i=1
o 400)
'™ 4 H X EH x; mod NV

O
Teorema Petit de Fermat Sigui p primer i a un enter tal que 1 < a < p, llavors es
compleix:

a”™ =1(mod p)
Prova

Com que ¢(p) = p -1 el Teorema Petit de Fermat és un cas particular del

teorema d’Euler.

El Teorema Petit de Fermat té moltes aplicacions: per exemple pot ser utilitzat
per trobar I’invers multiplicatiu de a modul p si dividim entre a als tots dos
costats de la congruéncia s’obté:
APV = gp? = g7t (mod p)
Tot seguit es veura que es pot aplicar aquest teorema per diferenciar els
nombres primers dels compostos perqué quan a”'mod NV #1 llavors es té un

certificat de la compositivitat de V. Aquest és un dels casos on s’ha d’aplicar

I’exponciacidé per evitar els sobreeixements de memoria.
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| 10 | 11 | 29 | 87

N |3 14|56 7]8]
2 (modN) [ 1| O [ T2 TT]0]

Taula 3.1

Definici6 3.1.1.6 Sigui a un enter tal que 1<a< /N i a " mod NV # 1; s’anomena

9 |
PRI

testimoni de compositivitat. Es important fer observar que no representa cap
pista sobre possibles factoritzacions.

La taula mostrava que el 561 és primer i aixd no és cert perque 561 =3-11-17.

Aquest fet permet introduir dos conceptes importants: la idea d’error i un tipus
de nombre molt especial.

Definici6 3.1.1.7 Sigui 1 < a < NV, s’anomena mentider si a” ' mod V =1

Definici6 3.1.1.8 S’anomena nombre de Carmichael tot compost imparell NV que
per totes les aeZ), =7 g)- Lot nombre de Carmichael esta format per tres o

més factors primers. Gracies als resultats obtinguts per W. R. Alford, A.

Granville i C. Pomerance el 1994 se sap que n’hi ha infinits i que tenen una

densitat assimptotica de més de x?/7.

Per comprendre el funcionament d’un possible algorisme basat en aquest métode

s’han d’introduir algunes propietats que caldra demostrar.

Propietats 3.1.1.9 Sigui un enter NV >1,
a)Si 1<a< N satisfa a’mod NV =1 per alguna ¢ > 1 entera llavors a € Z 4(V)

b) Si per totes les a en el rang 1<a< /N es compleix a” ' mod N =1 llavors NV
és primer.

Prova
a) Aquest és un cas especial de la propietat 3.1.1.3c; si a"mod NV =1, llavors

r-1 _
r-a mod/N =1 per tant an¢(N).

b) Si per totes les a tal que 1<a<N, a"'modN =1 llavors el conjunt
Zyyy = {1,.,n-1} > #Zyyy =¢(N)=N -1 iaquesta és la definicié de primer.

(m]
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De la propietat 3.1.1.9b se’n deriva un fet important, per un NV compost la
quantitat de testimonis de la compositivitat sera exactament N —1 —¢(N ) El
problema és que per alguns casos aquest conjunt és forga petit. Sigui NV = pg;

prenent el cas de N =85=5-17 es veu com les consideracions teoriques

s’apliquen.

Testimonis 2,3,6,7, 89,11, 12, 14, 19, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 31, 32,

en 7" 36, 37, 39, 41, 42, 43, 44, 46, 48, 49, 53, 54, 56, 57, 58, 59, 61,
62, 63, 66, 71, 73, 74, 76, 77, 78, 79, 82, 83

Mentiders 1, 4, 13, 16, 18, 21, 33, 38, 47, 52, 64, 67, 69, 72, 81, 84

Miltiples de 5 | 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80

Muiltiples de 17 | 17, 34, 51, 68

Taula 3.2

La taula mostra els 48 testimonis, els 16 mentiders i els 20 multiples de 5 i
17; seria una bona estratégia prendre els valors de a de manera aleatoria. En

aquest cas la probabilitat d’error és EI;%’ representada pels 16 valors de a que son

mentiders, cal observar que hi ha NV —3 tries possibles diferents.

Teorema 3.1.1.10 Per un enter compost /N >3, tal que al menys hi ha un
testimoni de compositivitat en ¢(/V), la probabilitat que aparegui com a primer
no és major que %
Prova

Com que s’ha afirmat que existeix un testimoni de compositivitat llavors ja

es pot afirmar que el conjunt A/ de mentiders és un subgrup de Z V) - Es pot
aconseguir una millor aproximacié que simplement # M < ¢(N ) —1. El nombre
d’elements de M ha de ser un divisor de ¢(N ) < N -1, doncs es pot establir que
#M < (N -2)/2 perqué Iordre del grup divideix al subgrup. De manera que la
probabilitat que un element pres en {2,...,/V -2} sigui un mentider és:

-2 N-6 N-6 1

= = <
N-3 2(N-3) 2N-6 2
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Es presenta I’algorisme aleatoritzat fruit d’aquest analisi:

Algorisme 3.1.1.10 (de Fermat)
Entrada: enter senar n> 3, enter e> 1.
function Fermat:boolean;

Var a,c,j:integer;

01 BEGIN
02 for j:=1 to e do
03 begin
04 a:=random{2,...,n — 2} ;
05 c = a ‘mod n;
06 if ¢ # 1then begin Fermat:=false; break; end;
07 end;
Fermat:=true;
08 END.

Amb £ iteracions, suposant que es prenen k as diferents, es veu que es pot reduir
la probabilitat d’error a 27*. Si I’algorisme retorna fals es pot estar segurs de la

compositivitat, siné la probabilitat d’error quedara marcada per 1’anteriorment

mencionada cota —assumint que pel nombre compost existeixi un valor de a tal
que mcd(a,V)=1-. Tanmateix és important recordar la definicié 3.1.1.8 perqué
se’n despreén que per certs compostos tots els valors de a que pertanyen a Z 4V
son mentiders.

Quan es tracta d’un nombre de Carmiachel, la probabilitat d’error és #(N)/N i

aix0 s’apropa molt a 1. Per exemple: quan N=651693055693681 llavors
#(N)/ N =0.9999650684 . L’Ginica manera de corregir I’error és definir una

constant d’iteracions que s’ha de multiplicar pel factor primer més petit, pero
quan els factors tenen una desena de digits el métode ja és inviable.

En conclusié, degut a les clares deficiéncies tedriques i practiques del métode aqui

analitzat s’hauran d’utilitzar un altre tipus de test de primeritat.
3.1.2 Test de Miller-Rabin

Els nombres primers tenen unes propietats aritmétiques tniques que poden ser

utilitzades per identificar-los d’entre els compostos. Es aixi com funcionen la
majoria de tests de primeritat.
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Definicié 3.1.2.1 S’anomena a una arrel quadrada de 1 modul Nsi 1<a< /N i

a’ =1(mod V).

Propietat 3.1.2.2 Per tot /NVsempre hi ha 11 M1 com arrels quadrades de 1 modul

N, s’anomenen trivials.

Prova:
Cal veure si els dos casos compleixen la igualtat,

(N -1)" =(-1)" =1(mod V)

Lema 3.1.2.3 Si p és primer, i es compleix que a’ =1(mod p), a només pot ser

una de les arrels trivials.

Prova:

Sigui a* =1(mod p), és a dir, a’—1(mod p)=0, i a més aplicant identitats
notables es veu que (a+1)(a—1)mod p =0. Si el residu és zero aix6 vol dir que
o bé pl(a+ 1) o p|(a —1); com que el rang de a esta limitat entre 1<a < p es

ot veure qu r que es compleixi ’anterior condicié ¢ a= =p-1.
t e que pe e 1 I’ant dicibobé a=1 o0 a 1

(]

Aquestes consideracions aparentment tant elementals no tant sols permetran
analitzar un test de primeritat sin6 que, es poden aplicar per tractar un dels
millors algorismes de factoritzacié dels que disposem avui en dia.

Del lema 3.1.2.3 es desprén una primera aplicacio: si es troba una arrel quadrada
de 1 modul AV no trivial llavors es disposa d'un testimoni de la compositivitat

d’aquest. Si es considera la descomposici6 en factors primers de N, N =p, --- p

r

com que per cada primer en té exactament dues, /V tindra 2" arrels quadrades de
1 modul V. Ara bé, la probabilitat de que per un /N amb pocs factors primers
aconseguim trobar una arrel quadrada no trivial és remota, exactament

2" /N -2.

Pero si encara es recorda el Teorema Petit de Fermat en ment, la congruéncia

a¥l= l(mod N ), la es pot transformar si es considera que /V sera sempre senar i
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que per tant N —1=u-2" per algun uz imparell. Inserint la nova expressié en

I’exponenciacié anterior es veu que:

&
=
L
Il
Q
=
.
i
—~~
Q)~
Nt
[

(a" mod NV )2k mod NV

Per tant es podra calcular a™ =1(mod V) en k+1 passos intermedis si es

forma la seqiiéncia b, =a’mod NV i b, = b} , mod N fins que i = k. Cal estudiar
els possibles valors obtinguts en aquesta seqiiéncia de manera exhaustiva perqué

és a partir d’aqui que es podra formalitzar I’algorisme.

e Cas 1: by e{l,N -1} per tant b =b, =b, de manera que no s’obté

informacié rellevant. Es pot aturar a b, i dir que /V és primer. Aquest

fenomen es produeix per la propietat 3.1.1.2.
e Cas 2: by {1,V -1}, perd hi ha un valor b, =N —1.

e Cas 3: by#1 i b, =1. A més no hi ha cap valor b, = N -1 per
1<i<k. Es pot trobar el valor minim b, =1 i aturar-nos perqué el
resultat ja no canviara i a més se sap que b, ¢ {1, NV -1} per tant s’ha

trobat un factor primer no trivial: queda provat que NV és compost.

e Cas 4: b, #1 per tant /NVés compost. Cal recordar que s’havia d’haver

obtingut 1 pel Teorema Petit de Fermat
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Cas | Primer?

Si
Si
Si
No
No
No
No

N.g.‘
|

&
g

p—t

S T T I I S
= ] Q| W D |

F| I I I I |~ &

S N N S
F| IR I I I —|
:H:,Zp—l)—l)—lb—lp_a

Taula 3.3
Mostra els canvis en la seqiiéncia.

Definicié 3.1.2.4 Sigui /V un enter senar major que tres, tal que NV —1=u-2* on

u és un enter senar i & >1. S’anomena testimoni tot nombre a tal que 1 <a < NV

si amod/N #1 i a”* modN #1 per totes les 7 en I’interval 1<7< k. Per
contra, si /Vés compost i a no satisfa les anteriors congruéncies sera un mentider.

La historia d’aquest algorisme es remonta als anys 60, quan el rus M.
Artjuhov va publicar un article on suggeria 1’anteriorment analitzada seqiiéncia
per estudiar la primalitat d’un nombre. 10 Anys més tard, Miller va utilitzar la
idea de Artjuhov (veure[4]) i es va adonar que podia crear un algorisme

deterministic i de temps polinomic si assumia que la Hipotesi Extesa de Riemann
era certa (veure [39]). Aquest va demostrar que el primer testimoni havia

d’aparéixer abans de O(In2 N ) i el seu resultat va ser corroborat el 1990 quan

Bach (veure [5]) va provar el que la cota superior era 2In® V. Cal perd ser

conscients que no és un algorisme incondicional perqué reposa en la certesa d’una
altra hipotesi matematica.

Tanmateix el 1980 Rabin (veure [45]) ja havia pres la idea de Miller per

donar lloc al que es coneix avui en dia com test de Miller-Rabin, de naturalesa
aleatoritzada i molt eficient.
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Lema 3.1.2.5 Si I’algorisme retorna compost, el resultat és de ben segur correcte.

Prova

L’analisi de la seqiiéncia mostra com s’ha trobat una arrel quadrada no trivial o
bé que a és un testimoni de la compositivitat.

Algorisme 3.1.2.6 Miller-Rabin;
Entrada: enter senar N> 3

Var a,b, j:integer;

01 BEGIN

02 Trobar u senar i k tal que n-l=u-2%;
03 a:=random{2,...,N - 2};

04 b:=a"(mod n);

05 4if b e {1, N - 1} then return true;

06 for j:=1 to k-1 do begin

07 b = b’(mod N)

08 if (b=N-1)then return true;

09 if (b=1) then return false; end;
10 return false;

11 END.

La complexitat d’aquest algorisme reposa principalment en la complexitat
de l’exponenciaci6 modular a la vegada que aquesta depén dels métodes
d’aritmetica de multiple precisié utilitzats. E1 nombre d’operacions aritmétiques

és O(2logN)~O(logN). Si sutilitzen métodes elementals el nombre
d’operacions binaries és O(IOg N )3 mentre que si s’utilitza FFT, o Karatsuba es

pot reduir a O (log V )2 amb el primer i O (log N )1+10g23 =O(log N )2’584
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Lema 3.1.2.7 La probabilitat que 1’algorisme retorni primer quan /V és compost és
4",

Aquest lema no és gens trivial, és dificil de provar i com que a través del
teorema xinés del residu només s’arriba a establir una cota de 2" simplement es

remet el lector a [11]. L’error es pot reduir amb poques iteracions i amb un cost
computacional molt raonable. En el meu cas com que volia ser capa¢ de verificar
la primeritat de nombres d’una desena de milers de digits he pres 10 iteracions.
Pero s’executen log /V iteracions, la complexitat de I’algorisme en relacié a la

magnitud de I’entrada continua sent logaritmica i amb un error de 47" .

Lema 3.1.2.8 Si I’algorisme Miller Rabin retorna compost, llavors /Vho és.

Prova
En part aquesta demostracié és una reelaboracié de les idees que han permés

analitzar la seqiiencia; en la linia 04 la variable b s’inicialitza, i en la i-éssima
. .7 . i=1 i . .
iteraci6 canviant de b,, =a” modN a b, =a"> mod N. Per que s’obtingui

compost, false, es necessita que b, =1. Només hi ha dos casos en qué aixod pot

passar:

e Cas 1 : si es retorna compost significa que b, =1, per les prévies
execucions de les linies 08 i 09, i de la linia 04 se sap que la seqiiéncia
by, b, & {1, N —1}, de manera que by,...,b, , € N —1 i per tant a és un

testimoni de la compositivitat.

e Cas 2 : s’executa la linia 10, les iteracions prévies no han detectat cap

b, =N -1, per tant by,...,b,, € N —1 i N és compost.
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3.1.2.9 Resultats experimentals

Les taules que s’adjunten a continuacié sén fruit de ’execucié de
I’algorisme de Miller-Rabin, implementat per Free Pascal. S’ha volgut determinar
la qualitat de I’analisi de la complexitat aixi com de la implementacié; per fer-ho
s’ha assumit que en aquest compilador es poden executar 10° operacions binaries
per segon de manera que es pogués estimar el nombre d’operacions reals dutes a
terme per ’algoritme. Cal assenyalar que com que 1’exponenciacié modular depén
en gran mesura del nombre, -concretament de la seva representacié binaria-, els
valors de la constant oscillen perd cal remarcar també la tendéncia a anar
augmentat progressivament, aixo és un problema del compilador i de la gestié de

la memoria que a mesura que se’n requereix més es va enlentint. Per cada
nombre, el programa ha executat 10 iteracions de manera que:

]{(log2 ION)C =T -op
T -op
k

cln(NVlog,10) = In T}(Op

(V log, 10)" =

_InT+lnop-Ink  In7 +Ilnop-Ink

e +1n(1“10j " InN +Inlnl0-Inln2

In2

c

On 7 denota el temps en segons, op les operacions binaries (10°) i & el
nombre d’iteracions. De fet és una aproximacié perqué no introduim el nombre

sin6 una poténcia que representi el seu nombre de digits. la probabilitat d’error

quan el programa resol que el nombre és un primer, en el aquest cas és 9.53-107" .

Els nombres primers que han estat introduits per veure el comportament
del test han estat obtinguts de la pagina web http://primes.utm.edu/curios/. Els
programes que permeten generar primers prenen un nombre imparell aleatori, i
van sumant dos fins que en troben un que passi el test de primeritat. Aquests
resultats previs sén imprescindibles per estimar quant pot trigar un programa com
aquest en trobar un primer de /V digits.

El primer de la portada té 3799 digits i va ser obtingut després de 16 hores

d’execuci6; de fet vam tenir sort perqué només en va mirar 190, quan segons el
teorema dels nombres primers, la probabilitat que un nombre de 3799 digits sigui
primer és aproximadament 1 entre 11 431.
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Digits Constant Temps
25 2.91876 0:0:0:04
50 2.6325 0:0:0:07
60 2.60922 0:0:0:10
70 2.56886 0:0:0:12
75 2.28551 0:0:0:03
80 2.53503 0:0:0:14
85 2.52002 0:0:0:15
91 2.54884 0:0:0:21
95 2.503 0:0:0:18
100 2.48088 0:0:0:18
125 2.46234 0:0:0:28
150 2.46645 0:0:0:45
175 2.43243 0:0:0:53
190 2.42573 0:0:0:62
200 2.42526 0:0:0:70
225 2.42824 0:0:0:95
253 2.41302 0:0:1:14
275 2.42667 0:0:1:53
290 2.42579 0:0:1:73
300 2.42746 0:0:1:90
350 2.43039 0:0:2:82
401 2.43713 0:0:4:12

Taula 3.4

94



NOMBRES PRIMERS, Generacié i verificacid

Temps (s)
4+ g
T
[
[ /
3t //
| ’//
» 4
2} /
/,//
1 ///
[ G
\} ///
i A~ ///
—/ . Digits decimals
100 200 300 400
Figura 3.5

Aquesta grafica representa els temps d’execucié en segons, per nombres primers

de fins a 400 digits. De fet s’assembla for¢a a aquesta funcié

£ (x) =10(xlog,10)** /10°.

Temps (s)

- : . — Digits decimals
100 200 300 400
Figura 3.6
Tot seguit es pot observar les oscil'lacions de la constant que arriba un
moment que s’estabilitzen. El gran surc es deu a l’aplicacié de I’algorisme

Karatsuba que redueix molt el temps d’execucié pels valors en qué resulta més

eficient combinat amb el fet que aquest el nombre té una representacié binaria
molt curta.
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Valors de la
Constant

2.6? \
2.55 | |
2.5
2.45 | I S
2.4 | -

2.35 | |

; S Digits decimals
100 200 300 400

Figura 3.7

S’adjunten alguns valors més que permetran tenir una visi6 més aproximada del

comportament assimptotic de I’algorisme.

Digits Constant Temps
507 2.46386 0:0:8:90
601 2.44437 0:0:11:67
777 2.47554 0:0:27:93
1000 2.47556 0:0:52:17
1137 2.49842 0:1:26:54
1276 2.48808 0:1:45:89
1309 2.50384 0:2:8:76
1647 2.51482 0:4:11:53
1781 2.51806 0:5:14:95
2000 2.54093 0:8:35:84
2164 2.53083 0:9=36:12
2493 2.54408 Bl5-28-92
2883 2.54484 0:22:33:96
2993 2.56015 0:28:34:65
3235 2.56055 0285:0:26
3522 2.51663 0:28:50:29
3705 2255613 0:47:47:39
3862 2.57288 1:1:85:25

Taula 3.8
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Digits Constant Temps
3995 2.57204 1:7:0:64
5000 2.59074 2:23:6:98
16208 2.6225 68:24:53:19

Taula 3.9

Aquests sén els valors de la constant. Si seguim augmentant la longitud de
'entrada queda palesa clarament la tendéncia a anar creixent, pero cal senyalar
que aixo es deu a la gran quantitat de memoria que el compilador ha de gestionar;
el moment en el queé resulta menys eficient, és molt probable que ja no sigui capag
de dur a terme les 10° operacions binaries per segon perqué li costi desplagar-se
per la memoria.

Valors de la

Constant 2.56f —
1 7///
+ //
2 54 I /
[ //
2i52 4 //
Vs
% 1000 500 2000 2500 3000 Plgits decimals
2.48
2.46 ; y
I \\//
Figura 3.10

si es va més enlla, la tendéncia s’accentua i queda confirmada
Valors de la
Constant

2.625
2.6 ———
2.575 /
2.55 /
2.525

/2500 5000 7500 10000 12500 15000  Pigits decimals
/

2.475

Figura 3.11
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Pel que fa als temps d’execucid la grafica segueix cada cop més clarament la

forma d’un polinomi de la forma: f(x) = 10(x log, 10)*” /10°

Temps (s)

r [ ]

2000 |
. /

1500 "

[ /7

t 7/
1000 | 4

/

, 7
500 | P

[ i =

-
e e ®
500 1000 1500 2000 2500 3000  Di9its decimals
Figura 3.12

Si s’executa un Batch file, o arxiu de lots, es pot especificar la prioritat del procés
i aconseguir un alt rendiment de processament

£ Administrador de tareas de Windows @@@
Archivo Opciones Ver Apagar Ayuda
Aplicaciones | Proceso ” Funciones de red | Usuarios
Uso de CPU Historial de uso de CPU
Uso de PF Historial de uso de archivo de pagina
Totales Memoria fisica (KB}
Identificadores 12443 Total 1047272
Subprocesos 599 Disponible 619140
Procesos 54 Caché sistema 601328
Carga de transacciones (KB) Memoria del nicleo (KB)
Total 420964 Total 66788
Limite 1731800 Paginado 44248
Maximo 681808 No paginado 22540
Procesos: 54 Uso de CPU: 100% Carga de transacciones: 411M
Figura 3.13

També és important aconseguir determinar quines aplicacions soén estrictament
necessaries pel funcionament del sistema operatiu i no executar cap de les altres.
Per exemple si hi ha altres programes en execuci6, el temps real de processador
dedicat al nostre programa és possible que només arribi al 50%.
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3.1.3 Test de Solovay-Strassen

De fet el test de Solovay-Strassen és previ al de Miller-Rabin, ja que va ser

presentat el 1976; les caracteristiques generals de 1’algorisme sén forca similars a
les de Miller-Rabin perqué és aleatoritzat, de temps logaritmic en relacié a la

magnitud de I’entrada i d’error simple. Tanmateix mentre el funcionament de

I’altre es basava en les arrels quadrades de 1 modul »V, aquest depén en els residus
quadratics.

Definicié 3.1.3.1 Sigui NV 22, aeZ i mcd(a,N)=1; es diu que a és un residu
quadratic modul NV si a=x*(mod N) per alguna x eZ. Contrariament si

mcd(a,n)=1 perd no és un residu quadratic es diru que és un residu no-quadratic.

Ser o no ser un residu quadratic és una propietat de la congruéncia en qué es

calcula. A més els nombres que mcd(a,n)# 1 ni se’ls considera, per tant en

general es limita 1’atencié al conjunt Z, .

Exemple 3.1.3.2 Si es pren V =17, els quadrats modul &V de {1,..,.N -1} sén: 1,
4,9, 16, 8, 2, 15, 13, 13, 15, 2, 8, 16, 9, 4, 1 i els residus quadratics: 1,2, 4,8, 9,
13, 15, 16. Per NV =22 els residus quadratics sén: 1, 3, 5, 9, 15 i per N = 35 sén:
1,4, 9, 11, 16, 29.

Es pot realitzar una observaci6 interessant per NV =17 hi ha 8 residus i 8 no-
residus; es deu al fet que /Vés un primer.

Propietat 3.1.3.3 Elevant al quadrat els elements de Z; s’obtinen com a molt

(p—1)/2 valors diferents.

Prova

S’obtindran com a maxim (p —1)/2 residus diferents (p — x)* = x*mod p . Els
residus  quadratics  {1,...,(p -1)/ 2}  seran diferents; imaginem que

yi=x'(modp) per 1<x<yc< p/2, llavors p divideix yi-x'=

(7 +x)(¥ — x) i aix0 només pot passarsi y =xo0 y=p—x
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Lema 3.1.3.4 El Criteri d’Euler diu que va provar que si p és primer, el conjunt

de residus quadratics (RQ) té una mida de (p—1)/2; amés per ae Z,,

—— 1(mod p) si a és un RQ modul p
a
= -1(mod p) si a no és RQ modul p

Lema 3.1.3.5 Si p és un nombre primer amb p = 3(mod 4), en aquest cas per tot a

que sigui un residu quadratic en Z;, I’element x = a”"/*(mod p) satisfara

x* = a(mod p).

Prova

Primerament cal senyalar que p =3(mod4) perqué és 1’inica manera que

(p-1)/4 € Z. Després la igualtat és immediata si es té en compte que:

a(p“)“ _ (a2 )(p+1)/4 _ a(p+1)/2 _ a(p—l)/2+l - a(p—l)/

*a = a(mod p)
a?™"? =1(mod p)

Definici6 3.1.3.6 Per un nombre primer p >3 i un enter a s’anomena (%) simbol

de Legendre si compleix:

1, si a és un RQ modul p

(i) =1-1, si 2 no és RQ modul p
p .
0, si p|a

Les seves propietats estan lligades al criteri d’Euler
Propietats 3.1.2.7 Sigui p =23
s [i)z[ﬂid—p) per tots els a
2
. (%J =(i] per a,beZi bmodp #0.
P

-1] =(-1)""2 p1ésun RQsi p =1(mod p).
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Propietats 3.1.3.8 Sigui N >3 wun enter senar amb descomposicid
N =p -p,--p,, llavors (%) s’anomena simbol de Jacobi de a i N i s’evalua

aixi:

El Simbol de Jacobi és una generalitzaci6é del Simbol de Legendre, en el sentit que
permet verificar si a és un residu quadratic modul z, sent z primer o no (sempre

que el med(a,N)=1).
Propietats 3.1.3.9 Si ’enter V>3 i ai b sén també enters llavors:
1)_1:(0)_
) () =11 () =0
0 (3)-(3) (3)- o meta=

9 () (5)1 (52)-(3) () per 221

d) (%) ( o ol ) per a qualsevol valor de a

Hi ha moltes més propietats que poden ser demostrades perd 1’enfocament es

limita a només algunes d’elles. Al final de la seccié aquesta idea prendra sentit.

Llei de Reciprocitat Quadratica Siguin A/, N > 2 enters senars,

)

Propietats 3.1.3.11 Si V ;2 és un enter senar,

(lj, si N oM =1(mod 4)
M

—(ﬁj, si NV o M =3(mod 4)
M

(2){ 1, siN=10oN =7 (mod 8)

N)|-1,siN=30N =5 (mod 8)

Si es fa ara un breu repas de les identitats que s’ha vist, es pot constatar que

I’avaluacié de (%) es pot realitzar de la segiient manera:
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1. Si a=0, el resultat és 0
Si a=1, el resultat és 1

3. Si gjVllavors el resultat és (%)

4. Si(a2)iao N =1(mod4), el resultat és (N“;"df')

5. Si(a;2)iaiN =3(mod4), el resultat és (‘“’":0‘1")
6. Si a és multiple de 4, el resultat és ("Aﬁ)
7. Si 2|a, el resultat és (%/2) si N (mod8) e {3,5} i ("‘Aﬂ) si

N (mod8) e {1,7}.

Tenint en compte aquestes propietats ja es pot dissenyar un algorisme recursiu
per avaluar el Simbol de Jacobi.

function 3.1.3.12 Jc(a,n :longint) :longint;
BEGIN
if n=0 then Jc:=1
else if a=0
then Jc:=0
else if (a mod 2 =1)
then if (a mod 4=3)and(n mod 4=3)
then Jc:=-Jc(n mod a, a)
else Jc:=Jc(n mod a,a)
else if (n mod 8=3)or(n mod 8=5)
then Jc:=-Jc(a div 2,n)

else Jc:=Jc(a div 2,n);

END;

Pero donat que es vol assegurar [’eficiencia de D’algorisme, és preferible un
procediment iteratiu que no carregui en excés la memoria de ’ordinador. Es

tornen a aplicar les propietats que s’han anat veient, i es reserva una variable al
simbol.
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Algorisme 3.1.3.13

Fucntion Jc(a,n :longint) :longint;
var j, i, s, x : integer;

01 BEGIN

02 j:=a mod n;

03 i:=n; s:=1;

04 while (j>1) do

05 begin

06 while (j mod 4=0) do j:= j div 4
07 if (j mod 2=0)then

08 begin

09 if (i mod 8 in [3,5]) then s:=-s;
10 j:=j div 2;

11 end;

12 if (j=1) then break;

13 if (j mod 4)=(i mod 4)=3 then s:=-s;
14 x:=j; j:= i mod j; i:=x;

15 end;

16 Jc:=s*j;

17 END;

Teorema 3.1.2.14 L’algorisme 3.1.1.13 funciona de manera correcta, és a dir:
(2)=(3)

A Tinici el cas és trivial perque els valors son els mateixos; en la linia 06 es
divideix entre quatre pero aixd per la propietat 3.1.3.9.c no altera el resultat. En
la linia 10 es divideix entre dos pero aixo tampoc altera el resultat perque la linia

Prova

anterior s’ha multiplicat s per (3) Si s’arriba a la linia 13 segur que 7 és un senar.
J

A la linia 13 es canvia el valor de ssi cal i a la 14 es canvia (i) per (L"‘“), aixo
1

J

tampoc altera el resultat per la propietat 3.1.3.9.d.

Teorema 3.1.3.15 L’algorisme retorna el resultat en O (log V) operacions arit-

metiques.
Prova

L’analisi de 1’algorisme en realitat és equivalent a trobar el nombre maxim

d’iteracions de les linies 04-15; s’haurd d’estudiar la segiiéncia de (4, j,),
(7s71)s--»(dy, J,) 1 es veu que quan s’inicia la linia 04 en la A-iteracié j, > 2i,.,.

Per tant el nombre d’iteracions sera com a molt 2[log, N |=O(log V).
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Cal concretar en un metode practic totes aquestes propietats matematiques
sense les quals no s’hagués entés el veritable funcionament de I’algorisme.
L’algorisme de Solovay-Strassen és un test de primeritat aleatoritzat desenvolupat
per Robert Solovay i Volker Strassen I’any 1976 (veure, [58]). La idea en queé es

basa ’algorisme és la segiient: si NV és primer llavors pel criteri d’Euler, lema

3.1.3.4, (%) i a2 mod N han de ser iguals per totesles 1 <a< /N .
Lema 3.1.3.16 Si un primer p cumpleix p>3 llavors

(i) g2 < 1(mod V) per 1<a< N

N

Definicié 3.1.3.17 Si &V és un nombre compost i per un valor de a tal que
1<a< N, es compleix (%) g I/2 2 1(mod V), es diu que a és un mentider. Si

no ho complis llavors seria un testimoni de la compositivitat.

Lema 3.1.3.18 Sigui NV > 3, llavors tot mentider de la definici6 3.1.3.17 també
sera un mentider de Fermat.

Prova

Com que a és un mentider, per 3.1.3.17 (%) g ¥V = 1(mod V), per tant

2)leil, -1} il= P L3 ZmoszaN‘l mod NV
+) e {1,-1 . ( )

Lema 3.1.3.19 El nombre d’elements de Z, que sén mentiders no pot ser major

que 5 #(IV).

Prova
Cal remetre al lector a la abundant bibliografia perque la prova no és

immediata i tampoc té un interés especial per als objectius d’aquest treball. Quan

N és primer no hi ha possibilitat d’error, perd quan és compost la probabilitat que
es prengui un mentider és 1/2, de manera que després de k iteracions es pot

afirmar que el marge d’error sera de 27%.

104



NOMBRES PRIMERS, Generaci6 i verificacid

Algorisme 3.1.3.20
Function Solovay-Strassen(n, k :longint):boolean;
var j : integer;

01 BEGIN

02 for j:=1 to k do

03 begin

04 a:=random {2,...,N -2}

05 if (%]_(aw—n/z mod N) + 1then Solovay-Strassen:=false; break;
06 end;

07 Solovay-Strassen:=true;

08 END;

Lema 3.1.3.21 La complexitat de [’algorisme és 0(10g3 N ) per meétodes

elementals i O(log2 N ) si s’utilitzen subrutines de multiplicacié molt eficients.

Prova
Per cada iteraci6 el que té cost computacional sera l’avaluacié del simbol de
Jacobi i I’exponenciacio; per tant es veu

0(logN)+O(logC N) ~ O(log” N)

per ¢ >1.

3.1.3.22 Resultats experimentals

Les mateixes consideracions experimentals de 1’apartat 3.1.1 sén aqui
aplicables tanmateix cal veure que en aquest algorisme quan retorna primer, la
probabilitat d’error és un mig i en el nostra cas, després de 10 iteracions,
9.765-107*. Hi ha mltiples factors que afecten el valor de la constant per aquest

motiu va canviant, tanmateix ha de quedar clar que en principi té un valor
constant.
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Digits Resultat Temps
25 3.10225 0:0:0:09
50 2.80605 0:0:0:17
60 2.74012 0:0:0:20
70 2.67156 0:0:0:21
75 2.75493 0:0:0:40
80 2.62396 0:0:0:23
85 2.59577 0:0:0:23
91 2.61703 0:0:0:31
95 2.65433 0:0:0:43
100 2.56303 0:0:0:29
127 2.51488 0:0:0:40
155 2.49957 0:0:0:60
175 2.45707 0:0:0:62
191 2.41607 0:0:0:59
200 2.44772 0:0:0:81
225 2.44902 0:0:1:09
253 2.4267 0:0:1:25
271 2.44738 0:0:1:70
289 2.42951 0:0:1:76
300 2.46778 0:0:2:51
355 2.44205 0:0:3:17
401 2.46292 0:0:4:96

Taula 3.14

Per valors petits és poc eficient perd a mesura que la longitud de /Vés major el fet

d’avaluar el simbol de Jacobi perd importancia.
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Temps [s]
5t ,
[ /
[ v
4 L
3 L
e
/
2} /
[ //J
7/
il
1r ‘///’/
J‘_/\//*
100 200 300 400
Figura 3.15

Digits decimals

La semblanca amb la funcié f(x) = 10(x log, 10)*" /10° s’anira confirmant a

mesura que afegim més dades.

100 200 300
Figura 3.16

400

Digits decimals

La constant que s’esta intentat determinar té el comportament segiient:

S

Valors de la™
Constant

100 200 300

\\/ L Wb

Figura 3.17
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Digits Resultat Temps
507 2.45479 0:0:8:32
601 2.44639 020:11:85
777 2.45933 0:0:24:59
1000 2.47473 0:0:51:82
1276 2.48911 0:1:46:81
1505 2.51038 0:3:13:07
1781 2:51829 0:5215:60
2000 2,53726 0:8:19:45
2506 2.5991 0:25:46:80
2993 2.59356 0:26:47:48
3235 2.57594 0:40:22:65
4332 2.58225 1:31:00:07
5000 2.58884 2:20:30:32
5941 2.56782 2:58:21:45
6002 2.58207 3:30:50:48
6533 258551 4:31:36:17
7054 2.58815 5:40:5:62
Taula 3.18

A partir de I’anterior taula es pot confeccionar la segiient grafica que confirma els
resultats teorics i el que els primers calculs havien deixat entreveure, es pot

verificar la primeritat en temps polinomic en funcié de la longitud de I’entrada.
Temps (s)
15000 7
12500
10000

7500

5000 g

2500 J//////

1000 2000 3000 4000 5000 6000 Digits decimals
Figura 3.19
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2.5849

La semblanca amb la funcié f(x)=10(xlog,10)"" /10°, que és similar a la

funcié g(x)=10(xlog, 10)1+1°g23/ 10°, és forca clara. Si es consideren les dues

grafiques sobre el mateix eix de coordenades, la similitud queda confirmada.

Temps (s)

15000
12500
10000
7500
5000

2500

Digits decimals
1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 3.20

La constant poc a poc es va estabilitzant com mostra la grafica segiient.

Valors de la
Constant

2.6 r
/

2.575 / \/ ///\\ -
2.55 /

2.525 /

o f PR
1000/ 2000 3000 4000

5000 6000 Digits decimals
2.475

2.45 V

Figura 3.21
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3.1.4 Test de Lehmann

L’algorisme que es descriu a continuacié va ser publicat per D. J. Lehmann el
1982, pot ser interpretat com una revisi6 del test de Solovay-Strassen perque

utilitza els residus quadratics, pero amb la diferéncia que no requereix 1’avaluacié
del simbol de Jacobi.

Algorisme 3.1.4.1 Lehmann:boolean;
Entrada: enter senar N> 3, enter k> 1.
Var a,c,j:integer;

b:array [1l..k]Jof integer;

01 BEGIN

02 for j:=1 to k do

03 begin

04 a:=random{l,..., N - 1} ;

05 c = a""" " ?’mod N;

06 if c ¢ {1, N - 1} then begin Lehmann:=false; break; end;
07 else b[j]l:=c;

08 end;

09 4if b[l]=---=b[k]= 1 then Lehmann:=false;
10 else Lehmann:=true;
11 END.

Teorema 3.1.4.2 La probabilitat que el resultat erroni sigui retornat després de &

iteracions és de 27 .

Prova
Si es repren el Criteri d’Euler (Lema 3.1.3.4) es veura que si /V és primer

llavors exactament la meitat dels elements en {I,..,/N -1} satisfan

(v-1)

a2 mod N =1 i per tant la probabilitat que després de k iteracions la

seqiiéncia b[1]=---=b[k]=1 és exactament 2% .

D’altra banda, en el cas que /Vsigui compost és possible que no hi hagi cap valor
de a que satisfaci AV mod N = IV - 1; en aquest cas el resultat sera el

(N

correcte. Tanmateix és possible que a 2 mod N =N -1, pero en aquest cas la

meitat dels elements en {1,...,NV —1} satisfan A"V mod N ¢ {1, N -1}, ra6 per

la qual la probabilitat d’error sera 27 .
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Pel teorema 3.1.4.2 es pot dir que ’algorisme 3.1.4.1 és d’error doble tal
com la definici6 1.1.2.1 indica, pero millora el test de Solovay Strassen perqueé

amb el mateix marge d’error, no requereix el caclul del simbol de Jacobi, tot i aixi

s’hauran d’esperar els resultats experimentals abans de treure cap conclusid.

Teorema 3.1.3.3 La complexitat de I’algorisme de Lehmann és O(k log'*°&3 v )

Prova
Si s’assumeixen 10 iteracions, I'inic que realment té un cost rellevant és
’exponenciaci6 modular que pot ser duta a terme en O(log/V) operacions

aritmetiques; assumint que s’utilitza Karatsuba per multiplicar i dividir (la divisio
és un cas particular de multiplicaci6 en reals) es pot veure que:

O(log V) - 0(log]°g23 N) =0 (logl”"g23 N)

3.1.4.4 Resultats experimentals

Tot seguit es presenten els resultats experimentals del test de Lehmann,

després de 10 iteracions la probabilitat d’error queda reduida a 9.765-107.
Intuitivament hauria de ser més eficient que el test de Solovay-Strassen pero
caldra contrastar aquesta idea amb les segiients taules confeccionades després de

hores i hores d’execucid.

Digits Constant Temps
25 2.60508 0:0:0:01
50 2.6325 0:0:0:07
60 2.60922 0:0:0:10
70 2.59715 0:0:0:14
75 2.7028 0:0:0:30
80 2.53503 0:0:0:14
85 2.52002 0:0:0:15
91 2.54884 0:0:0:21

Taula 3.22
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