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1. Introduccio

1.1 Presentacio del treball

1.1.1 Criteris d’eleccio

Ha estat dificil I'elecci6 del tema del treball. En primer lloc convenia que el tema
complis una série de requisits per adequar-se al que ha de ser un treball de
recerca, per exemple: calia que fos quelcom afi als meus interessos i gustos ja
que el termini de temps de realitzacié és ampli. Tanmateix amb aixd no n’hi
havia prou. Necessitava que fos alhora un tema relacionat amb alguna de les
assignatures que s'imparteixen a I'escola per aixi poder-me assegurar suport
per part del professorat especialitzat en la matéria a 'hora de consultar els
dubtes que anirien sorgint. En segon lloc havia de ser un tema que permetés
fer un treball amb un cert pes perd que, a la vegada, fos prou concret com per
evitar un desbordament d’'informacié que caigués en la superficialitat. Calia que
no fos senzill pero si accessible i a 'abast d’'una alumna de batxillerat. Es a dir,
s’havia de trobar I'equilibri en 'amplitud i en la dificultat. Volia que, fos el que
fos el que escollis, em permetés fer un petit treball de camp per no limitar-me a
elaborar un resum o escrit extret exclusivament de llibres, enciclopedies o
manuals informatius. Calia que inclogués, a més de la teoria, quelcom
experimental que em permetés treballar sobre alld préviament estudiat en
I'apartat teoric. |, per ultim, original.

Estava interessada en els camps de musica, fisica, logica i matematica. El
primer pero, presentava en certa manera un problema ja que I'assignatura en
questi6é no entra dins el curriculum previst en el batxillerat cientific —que és el
que jo curso —. La fisica va ser descartada perqué la idea considerada per fer
com a treball dins d’aquesta area no complia el requisit de I'originalitat i estava
vinculada a la musica pel que a aixd s’unia el que hem dit anteriorment. La
logica, aixi d’'entrada, se'm presentava distant i, finalment vaig acabar decidint-
me per les matematiques.

Ara bé, se'm presentaven dues opcions: fer un treball d’aprofundiment en un

tema ja tractat en cursos anteriors o recentment, o bé fer-ne un d’introduccié a
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un tema desconegut i nou per mi. Després de buscar en llibres de secundaria,
elaborar llistes amb el temari impartit fins aleshores, cercar pagines de
matematiques a internet i interessar-me per les assignatures contingudes en la
carrera en questio vaig topar-me amb els grafs.

1.1.2 Objectius

e La introduccié als grafs.
e L’aplicabilitat en situacions quotidianes dels grafs.
e L’'aprenentatge del llenguatge matematic.
e La comprensi6 de textos matematics.
e La utilitzacié de diferents programes informatics.
o Microsoft Word: pel redactat del treball i la seva presentaci6.
o Microsoft Photo Editor: pel tractament de les imatges.
o Microsoft Power Point: per 'exemplificacié del desenvolupament dels
algorismes.
o Paint: pel tractament dels dibuixos.
o Visual C++: per la part practica.

1.1.3 Procés
El treball consta d’'una part teorica i una altra de practica. Dins la primera es
presenten els conceptes basics relacionats amb el tema aixi com altres

aspectes dels grafs.

En primer lloc va ser necessaria la recerca d’informaci6 relativa als grafs al ser
aquests part d'una matéria completament nova per a mi. Internet, i els llibres:
“Grafs: fonaments i algorismes” i “Cuentos con cuentas” van esdevenir les
principals eines de consulta.

Vaig elaborar un index per estructurar el treball en funcié dels diferents apartats
a tractar.

En segon lloc vaig iniciar la part practica. En un principi volia elaborar un graf
format a partir de les capitals de comarca de Catalunya com a vertexs i les

autopistes o carreteres directes entre elles com a arestes utilitzant uns
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programes especifics que em van ser facilitats pel senyor Benseny (UB).
Posteriorment s’aplicaria Dijkstra al graf i s’obtindrien els camins de cost minim
per anar d’un lloc a un altre.

Vaig trobar a www.xtec.es/~aguiul/imatges/004/p1.htm el “Gran mapa de

Catalunya” i el vaig col-locar a Microsoft Photo Editor ja que aquest programa
permet coneixer les coordenades dels punts per on passa el ratoli a mesura
que aquest es va desplacant per sobre la imatge. D’aquesta manera vaig
determinar les coordenades en pixels dels punts del contorn de Catalunya, aixi
com les dels punts relatius a les capitals de comarca (futurs vértexs). Calia
aleshores determinar quines serien les arestes del graf. Per fer-ho vaig visitar

www.michelin.es/es/home/home.jsp. Mitjiangant aquesta pagina web vaig anar

buscant totes les combinacions possibles de carreteres que unissin unes
capitals amb les altres i comprovant que existissin. El resultat d'aquesta
recerca va ser una llista de 703 arestes. Més tard, utilitzant el Visual Studio 6.0
va ser possible la visualitzacié a través de la pantalla del graf obtingut. Es va
veure pero, que el nombre d’arestes era tant elevat que no permetia distingir-ne
una de la resta amb claredat. Va ser per aixd que vaig haver de tornar a fer una
altra selecci6 d'arestes, aquest cop més ajustada, seguint el mateix
procediment que la vegada anterior perd sent més estricta a I'hora de
determinar si una aresta passava en el seu recorregut per una capital de
comarca que no fos la mateixa que a la que es dirigia. Com a resultes
d’aquesta segona tria la llista es va reduir a 150 arestes.

Més tard vaig pensar que seria interessant ampliar la practica i, aprofitant que
treballant en els camins minims utilitzava un mapa de Catalunya, vaig decidir
d’'introduir-hi l'apartat de coloraci6. La nova idea consistia en transformar el
mapa politic de Catalunya en un graf i aplicar-hi una coloracié de vértexs per tal
d'obtenir un mapa pintat de manera que els colors entre comarques que
comparteixen una mateixa frontera fossin diferents. El problema va sorgir al
veure que el mapa emprat per buscar les coordenades dels punts del contorn
de Catalunya no era un mapa politic. Vaig haver doncs, de buscar un altre
mapa on apareguessin les fronteres entre comarques i tornar-hi a cercar els
punts del contorn a més dels de les fronteres.

I, finalment, els exemples. Quan el treball estava ja bastant avancat, vaig

creure necessaria la inclusié d’exemples per il-lustrar alld exposat en la teoria I,
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sobretot, per mostrar I'aplicacié dels algorismes tractats en un graf per facilitar-
ne la comprensio ja que la lectura dels algorismes resulta una mica espessa.
Els exemples i llurs explicacions s’han elaborat en Microsoft Power Point a
causa de les multiples possibilitats que ofereix.

Tot aquest procés ha estat controlat i supervisat a través de diverses consultes
i visites pel tutor del treball.

1.2 Simbologia i terminologia

A continuaci6 es presenta la llista de simbols que apareixen en el treball.

o VY Per tot

o 3 Existeix

o 7 No existeix

e {} Conjunt

° = Si

s & Si i només si
e N Interseccié

e U Unié

e C Inclos

e C Inclos o igual
e € Pertany

¢ No pertany
e X Sumatori
o = Operador utilitzat per assignar un valor a una variable. Aquesta
tindra el valor de I'expressio que hi haura a la dreta de =.
o = Operador utilitzat per definir el valor d’'una variable. Aquesta en
cada moment prendra el valor de I'expressié que hi haura a la dreta del

e J Conjunt buit

e Infinit

25/04/06 4



Teoria de Grafs

Tot seguit s’exposa un recull de la terminologia emprada en el treball per
referir-se als grafs i als seus elements.

on nombre de vértexs

o m nombre d’arestes

o a aresta i

o (vi, V) aresta o arc que vadev;ay,

o c(a) costde laresta ai

o Gj cost de l'aresta (v;, vj)

o Cj  camiperanardev;ay;

o ¢(Cj) cost del cami que va de v;a v,

o () interval on s’exclouen els termes extrems
o [1] interval on s’inclouen els termes extrems
o W vertex inicial

o V* vertex actual

o f vertex final

o K, graf complet de n vértexs
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2. Teoria de grafs

2.1 Teoria

2.1.1 Historia

Els inicis de la teoria de grafs se situen a mitjans de s. XVIIl amb Euler.

Leonhard Euler va néixer el 15 d’abril de

1707 a Basilea (Suissa). Fill d’'un pare
matematic, que es va consagrar al clergat,
ben aviat va ser introduit en lart del
saber. Ja de petit va mostrar facilitat pels
nombres. Estudia a [I'Universitat de
Basilea, teologia, hebreu i matematica
amb els germans Bernouilli i aviat va
destacar pel seu talent. Al 1727 es
trasllada a Sant Petersburg on

posteriorment obtingué una catedra de

filosofia natural.

Als 28 anys va solucionar en tant sols tres dies un problema de I'Académia del
qual els tedrics deien que es tardaria mesos a trobar soluci6. Arran d’aquest
esforg exhaustiu va perdre la visié d’un ull. No per aixd es va veure reduida la
seva activitat intel-lectual. Al 1741 es trasllada a Berlin amb la seva dona i els
seus tretze fills, per invitaci6 del rei Frederic el Gran, on residi fins al 1766, que
torna a Sant Petersburg. Va morir el 18 de setembre de 1783 a Russia.

Euler ha estat una figura cabdal en la historia de la ciéncia. Fou un home
polifacétic, amb una gran memoria, capacitat de concentraci6 i facilitat pel
calcul mental de quantitats realment grans. Va realitzar estudis sobre
astronomia, resolgué problemes de fisica, medicina, metal-lirgia i geografia
pero especialment va destacar en la matematica. En aquesta area va aportar
resultats en la teoria de nombres, el calcul, I'algebra i la geometria de la posici6
i, es pot dir, que crea noves branques com la topologia combinatoria, el calcul
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de variacions i la teoria de corbes. El seu llegat en el camp de la matematica
ha estat immens (va establir les bases de lanalisi matematic, féu una
investigacié sobre la curvatura de superficies, simbolitza I'arrel quadrada de —1
amb la lletra i, va legalitzar el concepte de nombres complexos, fou el primer en
utilitzar el terme de funcio, va trobar 59 parelles de nombres amics...) i, prova
d’'aixd n'és la quantitat de teoremes (teoremes sobre el residu obtingut per
divisio de poténcies, teorema dels poliedres d’Euler...), formules (la formula
d’Euler...), jocs (el quadrat magic d’Euler...), equacions (I'equacié d’Euler-
Lagrange, métode d’Euler per les equacions diferencials...) descobriments (la
recta d’Euler...)... que porten el seu nom.

Euler va ser el precursor de la teoria de grafs amb el plantejament i posterior
resoluci6 del problema dels ponts de Konigsberg i amb la corresponent
caracteritzacié del que més tard passarien a anomenar-se circuits i camins
eulerians d'un graf. Fou a partir d'aquest treball que nasqué la teoria de grafs, i
s’ha anat desenvolupant fins avui en dia amb les aportacions que realitzaren
altres matematics al llarg de la historia.

Al s. XIX Cayley, Hamilton, Kempe i Kirchhoff entre d’altres van contribuir a
I'ampliaci6é d’aquesta nova branca de la matematica que tot just estava sorgint.
Arthur Cayley va néixer el 16 d’agost de 1821 a Richmond (Anglaterra). Fill de
comerciants, va passar els primers anys de la seva vida a Sant Petersburg i,
posteriorment va tornar a Anglaterra. Va ingressar al Trinity College 'any 1838
on va realitzar els estudis de matematiques i dret. Posteriorment, hi treballa
com a professor. Cayley és considerat un dels pares de I'algebra linial. Introdui
el concepte de matriu i estudia les seves propietats. Va fer destacables
contribucions en les branques de teoria de corbes, geometria de determinants i
en la teoria dels invariants algebraics. D’altra banda, el seu treball sobre
geometria tetradimensional fou la base dels fisics del s. XX. En 'ambit de grafs
desenvolupa el concepte d’arbre generador en un graf simétric. Cayley mori un
26 de gener de 1895 a Cambridge.

William Rowan Hamilton nasqué el 4 d’agost de 1805 a Dublin (Irlanda). El seu

pare era un home de negocis sense temps i als tres anys el petit William va
anar a viure a casa d'un tiet rector, James Hamilton, que fou qui s’encarrega de

la seva formacio.

25/04/06 r 4



Teoria de Grafs

Hamilton va ser un nen prodigi: amb tan
sols tres anys ja era capag¢ de llegir,
escriure i tenia nocions avangades
d’algebra; amb cinc ja llegia llati, grec i
hebreu; amb wuit, italia i francés i als
catorze arab, sanscrit i persa. Al 1820
comengca a mostrar interés per les
matematiques i la fisica. Dos anys més

tard, va descobrir una errada de Laplace,

llegint la seva obra Mecanica celest.

Al 1923 va ingressar al Trinity College on realitza els seus estudis. De ben jove,
amb menys de 22 anys, fou proposat per ocupar les places de professor
d’astronomia i d’astronom reial d’'Irlanda. Treballa al mateix Trinity College i a
I'observatori de Dunsink. Més tard es va casar amb Maria Bayley i tingué dos
fills i una filla. Al 1835 fou nomenat encarregat de la British Assotiation for the
Advancement of Science i, posteriorment ocupa el lloc de president de la Royal
Irish Academy. Una mala alimentacio i una lleugera tendéncia a I'alcohol van
fer que patis de gota en els seus ultims anys. Va morir el 2 de setembre de
1865. Hamilton fou un home culte amb interés per les llengles classiques i
I'observacio. Tanmateix, no fou en aquestes disciplines on destaca per la seva
tasca i les seves aportacions, siné en matematica i fisica. Féu un treball sobre
Optica per demostrar la naturalesa ondulatoria de la llum, predigué la refraccio
conica, establi en dinamica les funcions que porten el seu nom, intenta unificar
optica i dinamica i introdui un nou operador diferencial, el V, anomenat nabla.
També fou el precursor del calcul vectorial amb la seva descoberta dels
quaternions. Hamilton idea un joc que anomena Viatge pel mén consistent en
realitzar un recorregut per 20 ciutats del mén corresponents als 20 vertexs d’un
dodecaedre sense haver de passar més d’'un cop per cadascuna d’elles. Fou
arran d'aixo que s’atribueix el nom de hamiltonians als camins i circuits que
passen un sol cop per cada vértex d’un graf.

Alfred Bray Kempe nasqué el 6 de juliol de 1849 a Kensington, Londres
(Anglaterra). Era el tercer fill del rector de Picadilly. Ana a I'escola de St. Paul,
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d’alta reputaci6 académica on també rebé formaci6 musical. Kempe aviat
destaca per la seva bona veu.

Més tard estudia al Trinity College de
Cambridge. Fou deixeble de Cayley i
al 1872 es gradua en matematiques.
No obstant es féu advocat i
s’especialitza en llei eclesiastica. Al
1877 es casa amb Maria Bowman.
Malgrat haver escollit una professio

que, en certa manera s’allunyava de

les seves aficions, el seu amor per la
mausica | les matematiques no minva | ambdues foren arts a les que dedica gran
part del seu temps. Escrigué alguns articles sobre matematiques pero sel
coneix, sobretot, pel teorema dels 4 colors. Al 1850, Francis Guthrie, un
estudiant anglés es planteja un problema consistent en trobar el menor nombre
de colors possible per pintar un mapa politic de manera que paisos veins no
rebessin el mateix color. Guthrie ho consulta al seu germa Frederick i aquest ho
pregunta a un professor de matematiques aficionat als trencaclosques, De
Morgan. Augustus De Morgan de seguida comenca a abordar el problema perd
no va trobar-hi una solucié convincent. Envia una carta a Hamilton perd
Hamilton se’n va mantenir al marge. El problema es va anar estenent fins que
Cayley al 1878 el proposa a la London Mathematical Society. Al cap de poc,
Kempe proposa una demostraci6 on mostrava que quatre colors eren
suficients. Aquesta es va mantenir durant els segiients onze anys fins que el
matematic Heawood troba un error en la demostraci6 de Kempe. Engrescat
amb aquesta troballa dedica la resta de la seva vida a intentar resoldre el
problema. Malgrat que arriba a una série de conclusions (com que sén
necessaris 7 colors per pintar un mapa sobre la superficie d’'un pneumatic o 6
per fer-ho en la cinta de Mébius) i elabora una demostracié valida per a cinc
colors, no aconsegui fer-ho per als quatre que havia proposat Kempe. No fou
fins al 1950 que Heesch es planteja la resolucié del problema mitjangant un
ordinador. Va anar desenvolupant técniques que posteriorment ajudaren a
Appel i Haken demostrar definitivament el teorema dels quatre colors al 1976.
Kempe mori un 21 d’abril a Londres.
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Kirchhoff va néixer el 12 de marg¢ de 1824 a Kénigsberg (Prussia). Era fill d’un

advocat i estudia a la Universitat de Kénigsberg. Més tard es casa i es trasllada

amb la seva dona a Berlin on exerci de
professor. Conegué a Bunsen, amb qui
realitzaria el seu treball sobre
espectroscopia. Kirchhoff feu
importants aportacions en circuits
electrics, espectroscopia i emissié de
radiaci6 de cos negre. El seu treball
sobre la teoria de circuits fou el que
contribui al desenvolupament de la
teoria de grafs. Mori el 17 d’octubre de
1887.

Al llarg del s. XX l'interés pels grafs ana augmentant pero, sobretot, fou a partir

de la segona guerra mundial quan s’hi feren més avencos. Personatges com

Berge, Edmonds, Erd6s, Harary, Kuratowsky, Lovasz, Tutte, Withney, Kruskal,

Prim, Dijkstra, Ford, Floyd, Goldberg i Tarjan, entre molts d’altres, van permetre

amb les seves corresponents aportacions el desenvolupament de la teoria de

grafs fins arribar a avui en dia.

2.1.2 Conceptes

2.1.2.1 Esquema

(Veure esquema.ppt
del CD que s’adjunta)
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2.1.2.2 Grafs

Un graf és una representacié grafica formada per un conjunt de punts
anomenats vértexs i un conjunt de linies denominades arestes o arcs tals que
cada linia uneix dos dels punts.

a

La figura de lesquema
mostra un graf (G;).

Els punts negres sén els
vértexs i estan units entre
si per les linies.

Graf G¢

Matematicament un graf es designa de la segiient manera:
G(V,A)
On V representa el conjunt de vértexs i A el conjunt d’arestes:
V={vy,vz, ... ,Vq}

A={a1,a2, ,aq}

V2
. Aquest graf G té 7 vértexs i 8 arestes.
¥3
A Els vertexs* de Gt son:
V2 ={v1, v2, v3, v4, V5 Vs, v7}
Ve | les seves arestes so6n:
/ V4
Vs

Az = {{v1, v2), (v1, V1), (v2, Ve), (V2, V),

(v3, Ve), (v3, v7), (v4, Vs), (V5, Ve)}

* En segons quins casos no indicarem els vértexs amb
punts siné amb l'etiqueta “v;” per facilitar-ne la referéncia
graf G2

24/04/06 11
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Un graf pot ser dirigit, simétric o mixt.

o EI graf dirigit és aquell les linies del qual tenen una orientacio

determinada.

Gs és un exemple de graf
dirigit perqué totes les seves

V3
v, / \ linies estan onientades.

Yy Y5

Graf G3

o El graf simétric és aquell que no té les linies orientades.

G4 és un exemple de graf

__'_____,_,...-—-——""Va simétric ja que les seves
V.

\ linies no tenen un sentit
deferminat.

Graf G4
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e El graf mixt és aquell que té tant linies orientades com no orientades.

Gs és un exemple de

. f o —— "% graf mixt perqué té

\ linies  orientades i
d’altres que no ho
estan.

Graf Gs

» VERTEXS
Podem diferenciar en un graf dirigit dos tipus de vértexs en funcié del sentit de

'arc i en relacio a un vertex v;:

e Veértexs antecessors de v;: son tots els vértexs des d’on es pot arribar a
v El conjunt format per aquests vértexs es designa I (v;).
e Veértexs successors de v;: son tots els vértexs on es pot accedir des de

v;. El conjunt format per aquests vértexs es designa I'(v;).

Y
" <
L~

vy és un vértex del graf dingit Ge.

v4 és linic vértex antecessor de v;.
Pertant, I"'(vy) = {vg}

V2 i v3 s0n els vértexs successors de v1.
“ A Per tant, ITv;) = {vz, v3}

Graf Gs
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En un graf simétric al no poder-los diferenciar parlarem de:

o Vertexs adjacents o veins: s6n aquells units per una aresta. El conjunt

de vertexs adjacents a un v; es designa I'(v;).

v1 és un vértex del graf simétric G.
V2, V3, V4 SON els veértexs adjacents a v;.
Per tant, ITv) = {v, v, v}

Graf G

Grau d’un vértex
Tenint en compte I'adjacéncia d’'un vértex entra en joc el concepte de grau
d’aquest vértex.
En un graf dirigit podem parlar de:
e Grau exterior de vi: el nombre de vértexs on es pot anar des de v;. Es a
dir:
|T(v) |
e Grau interior de v;: el nombre de vértexs des dels quals es pot arribar a
vi. Es adir:
IT"(v)|
e Grau de v;: la suma dels graus interior i exterior de v;. Es a dir:
[T |+ (w) |

4 v1 és un vertex del graf dirigit Ge.

vy té dos vertexs successors: vz i vs.

Per tant, el grau exterior de vy és 2.
/iy /=2

vy només té un veértex antecessor: v4

v Per tant, el grau interior de vy és 1.

/rv) /=1

Graf G Aixi doncs, el grau de v; és 3.

nvy/+ Ir'vy/=2+1=3

24/04/06 14
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En un graf simétric es parla tant sols de:

e Grau de v;: el nombre de vértexs adjacents a v;.

IT(v) |

En els grafs simétrics tenen una especial importancia els valors maxim i minim
per als graus dels vértexs de G. Es defineix:

AG; max,., {grau(vi)}

8G)= min,., {grau(v)}

Vy \f) v1 és un vértex del graf simétric G7.
vy té tres vertexs adjacents: v», vsi v
Per tant, el grau de v1 és 3.

/nvy) /=3
/nvy /=3
V3 Ya /nva) | =2 AG7) =3
Graf G; /nvs) [ =2 XG7) =2
/Mvy /=3

Un graf G simétric on tots els vértexs siguin de grau k s’anomena k-regular .

Tots els vértexs de Gg sén de

grau 4.
Per tant Gs és 4-regular.

Graf Gg

24/04/06 15
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En un graf mixt parlem de:
e Grau de vi: la suma del nombre d’arestes i arcs que hi porten i/o en
surten. Es a dir:
| T(Vares |+ | T (W)arcs | + | T(vi)arestes |

¥y
v2 és un vértex del graf mixt G.
Amben dos arcs a v.
. =

2 V3 Surt un arc de vo.
v2 també forma part d'una aresta: (v2, vs).
Per tant, el grau de v» és 4.
[TW2arcs [+ T (V2arcs [+ [TV o)arostes [ = 1+ 2+ 1= 4
70 £
Graf Go
= LINIES

Les linies rebran els noms de:
e Arcs: si estan orientades. Apareixeran nomeés en grafs dirigits o mixtos.
e Arestes: si no tenen orientacié. Apareixeran només en grafs simétrics o
mixtos.
e Llagos: quan surti del mateix vértex on es dirigeixi. Pot aparéixer tant en
grafs dirigits, com mixtos, com simeétrics.

V1 V1 V1
Y, PV, v, Y3 Vs > Y3

Graf G Graf G411 Graf G2
G1o és un graf Gy és un graf G2 és un graf
dirigit, les seves simétric, les seves dirigit (té arcs) i té
linies s’anomenen linies s’anomenen un llag en el vértex
arcs. arestes. V3.

24/04/06 16
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Seqiiéncies d’arestes/arcs
Un cami és una seqiéncia ordenada d’'arestes o arcs d’un graf G tal que el

vertex final d’una aresta (arc) sigui el vértex inicial de I'aresta (arc) segient.

La figura de lesquerra mostra un

/ V3 cami per anar de v a vs.
¥y \

Aquest cami esta format per la
Vs seqiéncia d’arestes (v, v1), (v1, v3),
(v, ve), (v, Vs).

Graf Gs

Podem distingir entre:
e Cami simple: aquell que no repeteix arestes (arcs). (Veure camins
eulerians)

e Cami elemental: aquell que no repeteix vertexs. (Veure camins

hamiltonians)

Un circuit és un cami tancat.

va La figura de lesquerra

v f— - \ mostra el circuit format
per les arestes (v, vy),

(v1, v3), (v3, ve), (vs, Vs),

(vs, v2).

Graf G4

24/04/06 17
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La distancia entre dos vértexs v; i v; és el nombre d’arestes contingudes en el
cami més curt existent entre v; i v;. Es designa:

d(vi, vj)
¥
En G4 la distancia entre vy i vs
és 2.
b d(vy, vs) =2
3

v  — \ Aquesta ve donada pel nombre

darestes que formen el cami

més curt que en aquest cas és

(v1, v2), (v2, vs).

Graf G4

* TIPUS DE GRAFS | ELS SEUS ELEMENTS

Tipus de grafs
Atenent/atenyent a una série de caracteristiques presentades pels grafs

anomenem:

o Graf trivial: aquell graf que consta d’un sol vértex i cap aresta.

G13 és un graf trivial.

Graf Gy3

e Graf parcial de G(V,A): aquell graf les arestes i vértexs del qual estan
continguts en G(V,A). Es a dir:

Gp(Ve.Ap)= VpcV i ApcA

24/04/06 18
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V3 Vg Vs V3 A

¥g Vig

Graf G1a Graf parcial de G14*

* Els nombres dels vértexs
es corresponen amb els
dels vértexs de G4

e Subgraf de G(V,A): graf obtingut a partir d'una série de vértexs de G i
les arestes que els uneixen. Es a dir:
Gs(Vs,As)= VscV i VvicVs=Ts(vi)=T'(vi)nVs

V4

v, / 2
V3 Va Vs V3 Ve Vs
\ . \ \ .
¥y et Vg V7 Vs
Vg V10 Vio
Graf G1s Subgraf de G4

Els nombres dels vértexs es
corresponen amb els dels vértexs

de Gyq.
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o Subgraf maximal de G respecte a p (éssent p una propietat
aplicable a G): subgraf de G que compleix p, tal que no existeix
cap altre subgraf de G que contingui els vértexs del subgraf
maximal de G complint p. Es a dir:

Gs és subgraf maximal de G = verifica p i 4 Gs tal que V cVS i

verifiqui p

o Subgraf minimal de G respecte a p: subgraf de G que compleix
p, tal que no existeix cap altre subgraf de G els vértexs del qual
estiguin continguts en el subgraf minimal de G que també
compleixi p. Es a dir:

Gs és subgraf minimal de G = verifica p i Z Gs tal que VS cVS i
verifiqui p

o Graf mixt balancejat: graf mixt cada vértex del qual té el mateix nombre
d’arcs que en surten que d’arcs que hi porten.

Gis és un graf mixt
balancejat perqué

V3 »Vs < v,

E conté arcs i arestes i
\ perqué en cada vertex
A/ hi amba el mateix

v

L nombre d’arcs que en
surt.
k v
Yy » V10
Graf G5
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e Graf mixt parell: graf mixt cada vértex del qual és de grau parell.

\ / Gis €s un graf mixt parell perqué
tots els seus vérfexs sé6n de grau

parell.
(Gis és també un graf mixt
v balancejaf).
V5 < 5 @ k.
Vg Vs
Graf G 1

e Multigraf: aquell graf que té arcs/arestes repetits/des.

/ Gis7 és un multigraf
V3

perqué les arestes (v;,
v3) i (vs vs) estan
duplicades.

Graf G17

24/04/06
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o Graf complet: aquell graf sense llacos que conté el maxim nombre
d’arestes/arcs possible.
o El graf simétric i complet de t vértexs es designa K;.

La figura de l'esquemra és un graf
complet perqué cada vérfex esta
unit mitjancant una aresta a la
resta de veértexs.

Com que Gg és simétric, té 5
vériexs i és un graf complet es pot
designar també Ks.

Graf Ga

e Graf complementari d’un altre graf no complet: aquell graf que afegit al
graf al qual complementa dona un graf complet. Es designa:
G(V, A)
Dit d’altra manera: "El graf complementari G(V, A) corresponent a un
graf G(V,A) és el graf format per totes les arestes que li manquen a G
per a ésser complet™.
*Grafs: fonaments i algorismes

Graf G1s Graf Gm
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El graf G 18 €s complementari de G1s perqueé:

Graf Gis

Graf ?315

e Graf simétric connex: graf simétric on cada parella de veértexs esta

conectada almenys per un cami.

Graf G4

Vg

Vs

/

Vg

G4 és un graf simétric connex.

G, en canvi, és un graf
simétric disconnex perqué
entre{w, V2, V3, V4 Vs, Vdi
{v7, vs, Vo} No existeix cap

cami.

24/04/06
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Elements dels grafs

Podem trobar en els grafs:

o Component: subgraf maximal connex.

v \/vz /
v, v \

Vs Vs

Y7

Vg

Graf Gio

G19 és un graf simétric disconnex.
El subgraf maximal de Gy,

Gsro(V sts, Asis) format per:

V s19={vs, vs, vo}

As1s = {{v7, ve), (v7, ve), (s, Vo))

és un component de Gys.

Gis és un graf amb 2 components.

e Pont: aresta a; en G tal que G sense a; t&¢ més components que amb

ella.
Si ang;

ajésponta G — |components de G(V,A)| <| components de G(V,A—{a}) |

_

/
AN

s Vig

5\ )

/

5

Graf G

v,

7
N\

:\ )

e

G20 és un graf simétric
d’un sol component.

(vs, v7) és una aresta de
Gzo.

Aquesta aresta és un
pont de Gz perqué si
s’elimina el graf resultant
tindra més components
que G, en tindra dos.

Aquest graf sera el
resuiiat de fer:

G2o—(v4, v7)

24/04/06
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e Articulacio: vértex v; en G tal que G sense v; ni les arestes que tenen v;
com a vertex final t¢ més components que amb v; i les arestes que

l'uneixen als seus vértexs adjacents.

Si vicV i AcA, éssent A={arestes amb v; com a vértex terminal}
v; és articulacié— | components de G(V,A) | <| components de G(V—{v}, A-A) |

—_— N

S

/1
.

7 B — Y10

G 6s un graf simétric

d’un sol component.
Vg és un vértex de Goo.

v4 és una arliculacié de
G20 perqué si leliminem
i, amb ell, les arestes que
'uneixen a la resta de
vértexs de Gz, el graf
resultant tindra més
components que Gz, €en
tindra dos.

Aquest graf sera el
resultat de fer:

G2o— vy

24/04/06
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e Separador: conjunt d’arestes o vértexs en G tal que G sense ells/es té

més components que amb.

Si U:=conjunt de vértexs o arestes de G

U és separador—»> | components de G |<] components de G-U |

Vg Vg
Graf G2¢
¥4
V3 V4

G21 és un graf simétric d’una
sola component.

Els veérlexs v, i v¢ formen part
de Ga1.

v2 i vs juntament amb les
arestes que els tenen en un
dels seus extrems com (v, v»),
(va, v2), (v7, v2), (vs, v2), (v5, Ve),
(vs, ve), (v7, vg). (vio, Vo)
constitueixen un separador de
G21 ja que sense ells el graf
resultant té dues components

24/04/06
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e Tall: conjunt minimal d’arestes en un graf G simétric i connex sense les

quals G resulta disconnex.

SiAcA

A’ és tall ->G(V,A-A") és disconnex

/“ W >
WK/

Graf G22

e
N

El graf G2 és un graf
simétric connex.

Les arestes (vo, vg) i (vs,
V1) SOn arestes de Gz,.

El conjunt format per
aquestes dues arestes és
un tall ja que és el conjunt
minimal d’arestes necessari
per tal que Ia seva
supressié de Gz origini un
nou graf disconnex.

24/04/06
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* EMMAGATZEMATGE DE GRAFS
Hi ha dos sistemes d’'emmagatzematge de grafs: mitjancant les matrius
d’adjacéncia o les llistes d’adjacéncia.

e Matriu d’adjacéncia: Aquesta indica la relacié d’adjacéncia entre cada
parella de vértexs del graf en qiestié. Es a dir, el nombre que apareix en
la i-ésima fila i en la j~€sima columna determina el nombre d’arestes o
arcsque vandes diifins aj.
La matriu d’adjacéncia d’un graf simétric sera també simétrica i per tant
només caldra fixar-se en la informacié d’un dels dos costats de la
diagonal principal.

v, 000010
/ T 100010
v 010100
/\ A(Gz) = —
/ O 010100
Vs/ \001010

Graf G3

¥a
/ T~ (011010
, / 101010

: |
110101
e AG24) = 01010
Y,

// ‘ 110101
: 001010

GrafG24
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Llista d’adjacéncia: Aquest sistema consisteix en elaborar per a cada

vertex de G una llista on apareguin els seus adjacents en el cas d’un

graf simétric o els seus successors en el cas d’un graf dirigit.

¥2

/ T~ ¥s vi — |5
vy / v — [(1]15]/
V. vi —» |2 /
Ve vi —» |/
// v —> [2]4]]
= vve —> [3]5]/
Graf G272’
vz\ v — [2]3]5
/ \’ v —» [1]3]5
K / w —» [1]2[4]6]7
Ve v —» |35/
e vs — [1[2[4[6]/
/ v —> [3]5][7
Vs
Graf G4
24/04/06 29
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2.1.2.3 Arbres

Un arbre és un graf connex sense circuits.
La caracteritzacié dels arbres es pot fer a partir de diversos punts de vista
recollits en els teoremes segtients:

e Teorema: G(V, A) és un arbre < no conté circuits i n = m+1, essent n el
nombre de vértexs i m el nombre d’arestes.

e Teorema: G(V, A) és un arbre < és connex i n = m+1

o Teorema: G(V,A) és un arbre < conté un sol cami entre cada parella de

vertexs vi, v;.

Arbres generadors

Un arbre generador (spanning tree) d’un graf G(V, A) és un graf Gp(Vp, Ap) tal
que Gp siguiun arbre i Vp = V.
Un graf pot tenir més d’un arbre generador. Per esbrinar-ne el nombre caldra
procedir de la segiient manera:

e En el cas d’un graf dirigit G(V, A):

El nombre d’'arbres generadors amb arrel v, vindra donat pel valor del
determinant de la matriu D’ obtinguda com a resultat de suprimir les r-
esimes fila i columna de la matriu de graus-entrant D.

La matriu de graus-entrant D = d(ij) &s una matriu quadrada tal que:
grau interior (v;) Sii=]j
d(ij) =

— grau exterior (vi) sii=#]j

e En el cas d’un graf complet K,:
El graf K, generara n"? arbres.
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Tipus d’arbre

Hi ha diferents classes d’arbres generadors segons la seva utilitat, segons el

nombre de vértexs que aquests tinguin...

1. Segons el recorregut:

Els arbres BFS i DFS s'utilitzen per conéixer I'estructura interna d’un graf, per

resoldre-hi un problema...

arbre BFS DFS

nom complet Breadth first search depth first search
exploracié Per amplada Per fondaria

explicacidé S’obté a partir d’'una S'inicia I'exploracié des

exploracié des d’un
vértex vy a I'(v4). Es
continua I'exploraci6 des
del primer vértex v; €
I"(v4) a I'(v;). Després
des del segon vertex v;
€ I'(vq) a ['(v))... i aixi
successivament fins
esgotar tots els vértexs
de I'(v4). A continuacié
es va repetint el mateix
procediment al segient
nivell de vertexs.
S’acaba quan s’ha
passat per tots els

vertexs v e V.

d’'un vértex v4. Des de v4
esvaaunv;el(vy), a
continuacié es va de v, a
unv; € I'(v;)), de vja un
vk € I'(v)) i aixi
successivament fins
arribar a un vertex v, tal
que I'(v,) = . Al arribar
a aquest punt caldra
retrocedir finsa v,_4 i
buscar un vertex v; €
I'(v;r—+1) per continuar
fent I'exploracio6 a partir
de v;. S’acaba quan s’ha
passat per tots els

vertexs v e V.

algorisme a utilitzar

BFS

DFS

25/04/06
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2. Segons el cost de les arestes o arcs

En altres casos pot interessar coneixer una solucié optima. Aleshores caldra
buscar arbres de cost minim en grafs amb costos en les arestes o arcs. En
funci6 del nombre de vértexs z € Z (essent Z c V) que es requereixin en I'arbre

a buscar es presentaran tres situacions:

tipus d’'arbre | segons |Z| segons el graf | segons el | algorisme a
cost usar
arbre optim 1z]=]V] G simetric c(ij) > 0 Kruskal
Prim
G dirigit Edmonds
2<[z]l<n graf de Steiner* Sullivan
[2]=2* G simétric c(a)) = c(a) | Moore
G dirigit c(ij)=0 Dijkstra
c(ij) no Ford
restringit
c(ij) no Floyd
restringit

* cas particular
** de fet, quan |Z|= 2 s’'esta parlant de camins

** sense circuits de cost negatiu

21 1Z[=|V

G(V, A) és un graf simétric amb costos no negatius en les arestes. Per buscar
un arbre generador de G que contingui tots els vértexs de G caldra aplicar els
algorismes de Kruskal o Prim.

Si G(V, A) en comptes de ser simétric és dirigit aleshores caldra multiplicar el
cost de cada aresta per —1 i aplicar a G I'algorisme d’Edmonds.
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22 2<|z|l<n

Quan l'arbre generador que es vol buscar conté | Z| vértexs —o |Z |+ |U], tal
queUc (V-2)—,essentZc Vi |Z] e (2, n) sera un arbre de Steiner per a Z.
L'arbre de Steiner per a Z és I'arbre optim que permet unir els vértexs de Z.
Depenent de cada cas aquest arbre estara format solament per Z vértexs o per
aquests mateixos vertexs Z a més a més d’altres vertexs U necessaris per tal
que el resultat sigui optim.

Per facilitar la resoluci6 del problema es pot reduir el volum de dades a tractar

en l'algorisme d’acord amb els segients punts:

-Sivi e G, vi ¢ Zigrau(v) =1 = v;i(v;, vj) es podran eliminar de G.
-Sivie G, vi ¢ Zigrau(v) =2 = v; s’elimina i (vj, vi) i (v, vk) se
substitueixen per una sola aresta (v;, vk) de ci = ¢;ji + Ci. Si ja existia una
altra aresta (vj, vk) se suprimeix la de major cost i es manté l'altra.

- Si c(aj) > ¢(Cj), essent ai = (vj, vj) = ai s’elimina.

-Sivi e G, vi e Zigrau(vi) = 1= vji (v, v;) formaran part de 'arbre de
Steiner per for¢a. Aleshores v; podra ser eliminat i v;, considerat v; € Z
tant si anteriorment v; € Z com si no.

- Si{vi, v, i} € G, {Vi, vj, Wi} € Z, vi € I'(v)) i c(v;, V) = ¢(Cy) i c(vi, V}) =

c(Cy) = (vi, vj) s’eliminara de G.

Un cop realitzada la supressi6é de vertexs i arestes prescindibles en G es
procedeix a aplicar I'algorisme de Sullivan. El resultat obtingut en I'algorisme és

un arbre de cost minim molt aproximat a I'arbre de Steiner 6ptim.

23 [Z[=2
Quan I'arbre de cost minim que es vol buscar conté tant sols 2 vértexs es pot
parlar de cami de cost minim o cami optim perquée, en definitiva, no deixa de

ser una sequencia ordenada d’arestes o arcs adjacents.

25/04/06 33



Teoria de Grafs

Segons les caracteristiques que presenti el graf s'utilitzara un o altre algorisme:

e Moore: L’algorisme de Moore s’utilitzara a 'hora de buscar un cami
optim Cij en un graf simétric G(V, A) els costos de les arestes del qual
siguin tots iguals entre ells.

e Dijkstra: L'algorisme de Dijkstra s’utilitzara per a trobar un cami optim Cij
en un graf dirigit G(V, A) on els costos dels arcs no son negatius. Aquest
algorisme també es pot aplicar en grafs simeétrics. En aquest cas tan sols
caldra desdoblar cada aresta en dos arcs -un en cada sentit- i, a partir
d’aqui, procedir igual que en el cas dels grafs dirigits.

e Ford: L'algorisme de Ford s’aplicara en grafs dirigits amb costos no
restringits en els arcs i sense circuits de cost negatiu. En aquest cas, a
diferéncia de Dijkstra, no es pot aplicar I'algorisme de Ford a grafs
simétrics perque el desdoblament d’arestes de cost negatiu en arcs
donaria lloc a circuits de cost negatiu i aixo bloquejaria I'algorisme.

e Floyd: Aquest algorisme s’aplicara en grafs dirigits amb costos no
restringits en les arestes. En aquest procés és facil de detectar la
preséncia de circuits de cost negatiu i, per tant, aquests deixen de ser un

problema.

Arborescéncies

Una arborescéncia d’un graf dirigit G és un graf parcial de G, T(V+, Ar) (amb el
graf subjacent connex) tal que tot vieVr té |I'(v)|l = 1 excepte un vertex v,
anomenat arrel que té | (v))| = 0.

Si V1=V < l'arborescéncia és maxima.
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2.1.2.4 Camins i circuits

Ens centrarem especialment en dos tipus de camins i circuits: els eulerians i els

hamiltonians:

Camins i circuits eulerians

Es designen amb el nom d’eulerians els camins i/o circuits que recorren un

graf passant una sola vegada per cadascuna de les seves arestes (arcs).

Reben aquest nom en memoria d’Euler i el problema que planteja.

1. Existéncia de camins i/o circuits eulerians.

No tots els grafs presenten un circuit o cami euleria. Per saber-ho cal recorrer a

una seérie de teoremes que caracteritzen els grafs que en tenen.

Teorema 1: Un multigraf simétric i connex G(V,A) té cami (circuit) euleria
< té com a maxim 2 (0) vértexs de grau senar.
Corol-lari 2: Un graf simétric i connex G(V,A) té circuit euleria < és
possible una particié d’A obtenint k circuits disjunts d’arestes.
Teorema 3: Un graf simétric i connex G(V, A) amb 2k vértexs de grau
senar = és possible una particié d’A en k camins disjunts d’arestes.
Teorema 4: Un multigraf dirigit G(V, A) amb el graf subjacent connex té
circuit euleria < grau interior(v;) = grau exterior(v;) V vieV.
Un multigraf dirigit G(V, A) amb el graf subjacent connex té cami euleria
desat< - grauinterior(v;)) = grau exterior(v;) Vt=vi#s

- grau interior(t) = grau exterior(t) + 1

- grau interior(s) = grau exterior(s) — 1

2. Obtencid de circuits eulerians.

Un cop vist si un graf conté un circuit o cami euleria cal procedir a trobar-lo.

Obtencié: Es pot aconseguir un circuit euleria d’'un graf mitjangant la
regla de Fleury. Aquesta consisteix en anar tragant un cami simple a
partir d’'un vértex qualsevol a la vegada que es van esborrant les arestes
(arcs) per les quals es passa. S’ha de tenir en compte unicament de no

deixar disconnex el graf resultant cada cop que s’esborri una aresta.
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Existeixen també els circuits eulerians mixtos, és a dir aquells que apareixen en

grafs mixtos. Per entendre el mecanisme de recerca cal primerament fer un

incis en l'obtencié d'un circuit euleria en grafs mixtos balancejats formats

unicament per arcs (és a dir, grafs dirigits els vértexs dels quals compleixin que

el seu grau interior coincideixi amb I'exterior.)

Obtencié d’un circuit euleria en un graf mixt balancejat G on només
apareguin arcs: Cal numerar els arcs que surten de cada vértex v; amb
I'dnica condicié que I'ditim arc numerat de cada veértex sigui I'arc que
intervingui en l'arborescéncia maxima de G. Posteriorment cal anar
tracant un cami partint de I'arrel i agafant en cada vértex 'arc de sortida
amb menor numeracié. Cal anar seguint aquest procés fins esgotar tots

els arcs. El resultat obtingut sera un circuit euleria.

L'obtencié de circuits eulerians en grafs mixtos balancejats parells és molt

semblant a I'anterior.

Obtencié d’un circuit euleria mixt: Per poder aconseguir un circuit euleria
en aquest tipus de grafs cal orientar les arestes. Posteriorment se’ls
aplica un algorisme basat en I'extensi6 d'una arborescéncia T i
I'exploracié de vertexs. L’estencié de I'arborescéncia es duu a terme a
partir d'un vertex v; tal que v;eT. S’haura d'utilitzar un arc (v;, v;) —on v;
era un vertex nou — i v; passara a formar part de T, a ser un vértex usat i,
a la vegada, passara a ser el vértex actual a partir del qual es repetira el
mateix procediment aplicat anteriorment a v;. L'exploracié d'un vértex
vieT es duu a terme buscant entre |F(vj) | vertexs nous que intervinguin
en arestes. Si v; €s un vertex nou adjacent a v; per 'unié entre els dos
d’'una aresta, aquesta prendra el sentit (v;, v)) i vi passara a ser un vértex

usat, el vértex a explorar i T:= TU{v;}.

3. Sequeéncies de De Bruijn.

Una aplicacié o cas particular dels circuits eulerians rau en les seqiiéncies de

De Bruijn.
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Essent: 2. l'alfabet
o el nombre de simbols de X
n la longitud de les paraules formades sobre 3.

c" el nombre de paraules diferents de n longitud formades en 3.

Una sequéncia de De Bruijn és una successié de longitud ¢" formada per o
simbols pertanyents a > distribuits de tal manera que traslladant-los
circularment d’'un en un s’obtindran les o¢" paraules de longitud n possibles

sobre ..

Qualsevol seqiiéncia de De Bruijn pot estar associada a un graf dirigit G, n(V,
A). Aquest rebra el nom de diagrama de De Bruijn.
Gsn(V, A) V conjunt de 6"~ " paraules de ¥, de longitud n — 1

A conjunt de ¢" paraules de Y. de longitud n

Cada arc sortira d’'un veértex I'iltim simbol de la paraula del qual coincideixi amb
el primer de la paraula assignada al vertex successor. D’aquesta manera la
paraula corresponent a cada arc vindra donada pel fet de solapar la paraula del
vértex antecessor amb la del successor.

Per poder obtenir sequéncies de De Bruijn només caldra cercar un circuit

euleria de G, , i agafar el primer simbol de cada arc del circuit.

Exemple:
>={0,1,2}
c=3

n=3

Una possible sequéncia de De Bruijn d’acord amb les dades anteriors és:
000100222122021112102011012

25/04/06 37



Teoria de Grafs

S'observa que si es desplaga de manera circular el primer simbol de la
seqliiéncia, els tres primers nombres aniran variant donant totes les

combinacions possibles (paraules) entre els elements de ..

ol O O] O

1
111
1111
111
1 1
1
1
1
111
111
1 1
1
1
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El diagrama de De Bruijn corresponent a aquesta seqiiéncia és G 3.

4. Problema.
Es conegut el problema del carter xinés o CPP (Chinese Postman Problem)

vinculat als camins i circuits eulerians. Aquest presenta un carter que té uns
carrers assignats pels quals ha d’anar repartint cartes. Quin seria el recorregut

que hauria de fer per tal de passar per tots els carrers i que aquest fos minim?
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Camins i circuits hamiltonians

S’atribueix I'adjectiu hamiltonia als camins i/o circuits que recorren un graf
passant una sola vegada per cadascun dels seus vértexs.

El nom prové de Hamilton que els introdui a través del problema del
dodecaedre.

Tot circuit hamiltonia és un 2-factor. Un k-factor en un graf G és un subgraf k-
regular de G aconseguit a forga de suprimir arestes de G.

1. Existéncia de camins i/o circuits hamiltonians

A Tigual que amb els circuits i camins eulerians, no tots els grafs contindran
camins i/o circuits hamiltonians. Per identificar quins d’ells en tinguin caldra
seguir una serie de teoremes i corol-laris referents a les caracteristiques que
compartiran els grafs hamiltonians.
e Teorema 1: Un graf pla G(V,A) que contingui un circuit hamiltonia H
verificara:

2.U-2(R-R)=0

2

Essent: R el nombre de regions de G interiors a H
R’ el nombre de regions de G exteriors a H
j el nombre d’arestes que delimiten cada regio.

e Teorema 2: Si un graf simétric G(V, A) és hamiltonia = C(G - V') < | V']

Essent: VeViV 0
C(G -V’) el nombre de components del graf G — V'’

e Teorema 3: Tot graf G(V, A) simétric i complet té circuit hamiltonia.

e Teorema 4: Si un graf simétric i connex G(V, A) compleix que
|V|=n>2igrau (v) = n/2, essent v; € V = G és hamiltonia.

e Teorema 5: Si un graf simétric G(V, A) t¢ |V|>3 i compleix que per tots
els vertexs no adjacents v; i v; grau(v) + grau (v) > V| = G és
hamiltonia.

e Teorema 6: Si un graf dirigit té el graf subjacent complet = té cami
hamiltonia.

e Teorema 7: Si un graf dirigit &€s fortament connex i amb el graf subjacent

complet = té circuit hamiltonia.
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2. Obtencié de camins hamiltonians

A continuaci6 es presenten dos métodes de recerca de camins hamiltonians en

grafs dirigits:

El métode de les multiplicacions llatines

El métode de Roberts i Flores: aquest métode es basa en el
backtracking. Sigui G(V, A) el graf a estudiar cal elaborar una taula P de
k files i n columnes. A la primera fila s’hi col-locara cadascun dels
vertexs veV. A continuacié sota v; s’hi col-locara el T'(v)) omplint la
columna v;; sota v; caldra posar-hi I'(v))... i aixi fins completar totes les
columnes corresponents a cadascun dels vertexs de G. D’aquesta

manera s’haura obtingut una taulaon n = |V]ik = mgax,_, [T(v)|. Un

cop feta la taula s’iniciara I'elaboraci6 d’una llista S que contindra tots els
vértexs pels que s’anira passant i, si G és hamiltonia donara el cami o
circuit que es busca. Per obtenir S cal fer el segiient:

S'agafa el vértex v; corresponent a la primera columna i s’afegeix a S. A
continuacio es busca el primer vértex vjeI'(v;) no usat i s'incorpora a S.
Després cal buscar el primer vertex no usat wvcel(v) i aixi
successivament.

Suposem que S = {vj, Vj, Vi, ..., Vr_1, V}

Al final pot passar:

a. Que no hi hagi cap vertex no usat en la columna on s’estigui

actualment buscant i no apareguin tots els vértexs veV en S.

b. Que no existeixi cap vértex no usat en la columna on s'esta
buscant actualment i que apareguin en S tots els vértexs veV.
b.1 Que vigI'(vy)
b.2 Que viel'(v;)
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Segons quin sigui el cas de G ens trobem amb:

Cas Resposta
a Caldra fer backtracking
b 1 S — cami hamiltonia
2 S — circuit hamiltonia

En el cas b, S contindra un cami hamiltonia. Només caldra buscar si la
columna en quiestié conté el primer vértex que aparegui en S de manera
que, en cas afirmatiu, en comptes de cami, G tindra un circuit hamiltonia.
En el cas a, en canvi, caldra fer backtracking.

El backtracking és un procediment que consisteix en, un cop tallat el
cami per I'abséncia de vértexs no usats en la columna en la qual s’esta
buscant, retrocedir a I'anterior columna i cercar-hi un altre vértex no usat
de manera que permeti continuar el cami per una altra via. Es a dir, si
tenim S={vy, v;, v;, Wi} i {v1, v;, v;, i}eV essent V G(V, A) i G consta de
més de 4 vertexs s’haura de retrocedir de la columna de vk a la de v; i
buscar-hi un vertex v # vk i continuar a partir de v. Si veI'(v;)) = caldra fer
backtracking a v; i aixi successivament fins arribar a v4. El procés

acabara quan no hi hagi veI'(v4) possible per a continuar.

3. Problema
Dins de l'apartat de camins i circuits hamiltonians s'estudia el problema del

viatjant o TSP (traveling salesman problem). Aquest presenta un viatjant que ha
de passar per uns llocs determinats. Quin sera el recorregut minim que haura
de fer per passar per cada indret el menor nombre de vegades possible sense

descuidar-se’n cap?
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2.1.2.5 Planaritat

Un graf és pla quan és possible la seva representaci6 grafica de manera que
no es tallin les arestes en el pla.

Les diferents zones en que ha quedat dividit el pla s'anomenen regions i venen
delimitades per les arestes del graf. La regi6 exterior és aquella que no queda
limitada per les arestes de manera que resta envoltant el graf.

Un graf pla extern és aquell tots els vértex del qual estan en contacte amb la
regié exterior.

Caracteritzacio:

Els grafs plans comparteixen unes mateixes caracteristiques. Els segiients
teoremes i corol-laris permetran identificar o distingir d’altres que no ho siguin
els grafs plans.

e Teorema: Tot graf pla i connex verifica la férmula d’Euler.
La formula d’Euler diu que, essent G(V, A) un graf connex amb R regions es
complira:
IR[+]Vv]=]|A]+2
e Corol-lari: Tot graf pla, connex i sense llagos G(V, A) on |V|> 3
compleix:
3lv|-6=|Al
e Corol-lari: Tot graf pla, connex i bipartit G(V, A) on |A|>3 compleix:
|Al<2 |v]-4
e Corol-lari: Tot graf pla G(V, A) amb n > 3 vértexs i essent n; el nombre de

vertexs de grau i, peri= 1, 2, ..., m, compleix:

5n1+4n2+3n3+2n4+n52n7+2n8+...+(m—6)nm+12
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e Corol-lari: Tot graf pla conté almenys un vértex v; grau(v)< 6

Els poliedres
Un poliedre és un cos geométric les cares del qual sé6n poligons. Un poliedre
pot ser:
tots els vértexs sén de grau k
( regular totes les cares estan delimitades per n arestes
tetraedre
hexaedre
octaedre
poliedre < . dodecaedre

L icosaedre

L irregular no tots els vértexs sén del mateix grau
no totes les cares venen delimitades pel

mateix nombre d’arestes

Els poliedres es poden representar mitiangant un graf planar. Les arestes i
vertexs del poliedre coincidiran amb les arestes i vértexs del graf mentre que
les cares passaran a ser les regions del graf (incloent-hi la regi6 externa). Tant
els poliedres com els grafs planars que els corresponen verifiquen la férmula
d’Euler.
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2.1.2.6 Coloracio

El tema de la coloracié intervé en els grafs a dos nivells:

e Coloracio de véertexs

Aquest tipus de coloracié consisteix en atribuir a cada vertex v; un color x de
manera que cap vertex v; € I'(v;) tingui x assignat. El vértex v; € V, essent G(,
A) un graf pla, simétric i sense llagos. El nombre de colors a emprar r ha de ser
minim. En aquest cas r s’anomenara nombre cromatic de G i es representara
¥(G) i G sera r-colorable.

Els valors de y(G) maxim i minim —exceptuant en els casos on G és trivial- es
produiran en els seglients casos:

Valor maxim ——» grafcomplet — 5 y(G)=n

Valor minim  ——  graf bipartit — > yG)=2

No es coneix cap algorisme per determinar el y(G) optim. No obstant, existeixen
una serie de teoremes i regles que permeten conéixer y(G) per a segons quins
tipus de grafs:

e G(V, A) és trivial = y(G) = 1.

e Teorema: G és 2-colorable < no conté cap circuit amb nombre senar

d’'arestes.

e Teorema: Tot graf pla G(V, A) té y(G) < 5.
De fet, si que existeix un algorisme que permet colorar un graf pla utilitzant 5
colors pero, aixi com van demostrar Appel i Haken que el y(G) optim per a
qualsevol graf pla és 4, no es coneix un algorisme eficient per a grafs 4-
colorables.

e SiG(V, A) és pla i té un nombre de circuits de 3 arestes de longitud < 4

= G és 3-colorable.
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e Coloracio d’arestes
Aquest tipus de coloracié consisteix en assignar a cada aresta (v;, vj) un color x
de manera que cap aresta (v;, vk) 0 (v, Vj) tingui x associat. Aixd s’ha de fer
utilitzant el menor nombre de colors possible.
1{G) és el nombre cromatic per a les arestes de G i representa el menor
nombre de colors a utilitzar per colorar les arestes de G possible.
1{G) = A(G)

Els seglients teoremes permeten trobar y.(G) per segons quins tipus de graf o,
si més no, ajuden a precisar-ne el valor:
e Teorema: Si G(V, A) és bipartit = 7.(G) = A(G)
e Teorema: Si G(V, A) és K, tal que n és senar = y/(G) = A(G) + 1
Si G(V, A) és K, tal que n és parell = y/(G) = A(G)
e Teorema: Sigui G(V, A) un graf sense llagos = A(G) < 71(G) < A(G) + 1
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2.1.3 Problemes
e Els ponts de Kénigsberg

Aquest problema sorgi arran de les passejades que feien els habitants de
Kénigsberg (avui, Kaliningrad). El riu Pregel travessava la ciutat deixant al mig
una illa anomenada Kneiphof (dib. 1).

G55 -'_"1:’. 2y e ;--u 3
G A e ’% o7 ;;;L‘% ﬁw_‘
: g;?aﬁ.ﬁ‘m .: e
bigiomy gw@ -33 :"
R

Dibuix 1

Set ponts permetien creuar el riu per passar d'unes ribes a les altres. Els
ciutadans de Konigsberg es questionaven si seria possible fer una passejada
passant un unic cop per cada pont i acabant el recorregut en el mateix punt de
partida. Mentre hi havia qui dubtava hi havia d'altres que ho negaven malgrat
tot, no fou fins que Euler aborda el problema que es troba una explicacio
convincent que demostrava la impossibilitat de realitzar un recorregut amb
aquestes caracteristiques. Euler, a més a més, generalitza la demostracié
(publicada al 1736 en un treball sobre el problema). Aquesta és la que avui dia
es coneix amb el célebre nom de: teorema d’Euler.

Es a partir d’aquest problema que nasqué la teoria de grafs ja que, tot i que
sense saber-ho encara, Euler transforma el conjunt de ribes i ponts en graf
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passant aquests a ser vertexs i arestes respectivament. Com que cap vertex
resultava ser parell esdevenia impossible la determinacié d’un circuit euleria per

al graf en questi6.

Dibuix 2

Resolucié:

Al resultar un graf no euleria és impossible recérrer un sol cop tots els ponts
acabant en el mateix punt de partida. Es pot buscar perd un recorregut que
permeti acabar al mateix punt d’inici recorrent el minim de cops possible cada
pont i passant almenys una vegada per cadascun d’ells. Aquesta solucié es pot

trobar mitjangant Edmonds.

e El dodecaedre de Hamilton

Aquest problema fou plantejat per Hamilton al 1859. El matematic considerava
cada vertex d’'un dodecaedre una ciutat important i proposava de realitzar un

viatge per les arestes per visitar cada ciutat un sol cop.

Resolucié:

La resposta a aquest problema es troba a partir de la transformacio de la figura
en graf. D’aquesta manera s'obté un graf planar (dib. 4) sobre el qual es pot
aplicar el métode de Roberts i Flores per a trobar el circuit hamiltonia soluci6
(dib. 5).
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Dibuix 3

Dibuix 5

Dibuix 4

24/04/06

49



Teoria de Grafs

e El problema del carter xinés

Aquest problema va ser plantejat pel xinés Kwan Mei-ko. Diu:
‘Un carter s’encarrega de repartir la correspondéncia d’'una zona
determinada. Quin recorregut haura de fer per tal de passar per tots els
carrers —a ser possible un cop com a minim per cadascun— de manera
que aquest sigui minim?”
Resolucié:
La resolucié del problema es basa en I'existéncia d’'un cami o circuit euleria
present en el graf format a partir dels carrers considerats com a arestes. Ara bé
pot passar que el graf obtingut no sigui euleria. Per tant podem classificar el
problema de la manera seguent en funcié de com sigui el graf:

Graf euleria
CPP simetric
Graf no euleria

dirigit

Caldra, a més a més associar un cost c; a cada aresta en funcié, per exemple,

de la longitud del carrer.

1. CPP en un graf euleria

La resposta al problema coincidira amb el cami o circuit present en G.

2. CPP en un graf no euleria simétric

La resposta al problema es pot trobar mitjangant el métode Edmonds

3. CPP en un graf no euleria dirigit
La resposta en aquest cas ja és més complexa, si més no, la manera de trobar-

la ja que hi intervenen nocions de fluxos i de xarxes de transport.
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e El problema del viatjant

Aquest problema diu:
“ Un viatjant ha d’anar a visitar una série d’indrets. Quin seria el cami
optim per dur a terme el seu recorregut per tal que hagués de passar el
minim de vegades possible (o un sol cop) per cadascun dels llocs?”
Aixo traslladat al terreny dels grafs es tradueix convertint els indrets a visitar en
els vertexs del graf i les carreteres, camins o vies de comunicacié entre els
llocs en les arestes o arcs del graf. Cada aresta o arc té un cost assignat en
funcié de la longitud de la via etc... . Dins del TSP hi ha:

TSP generalitzat
TSP
TSP no generalitzat

El TSP generalitzat demana que es passi el minim de vegades possible per
cada vertex i el TSP no generalitzat, que s’hi passi un sol cop per cadascun.

!
Sigui G = K, G contindra: % camins hamiltonians

|
circuits hamiltonians

(n-1)
2

Resolucié:
El métode a utilitzar variara segons la recerca sigui d'un cami o circuit

hamiltonia de cost minim (en grafs G = Kp,):

recerca meétode a utilitzar
1. cami hamiltonia 1.1 Kruskal i eliminaci6 d’arestes
2. circuit hamiltonia 2.1 métode basat en I'arbre de cost minim
2.2 meétode basat en I'aparellament perfecte optim
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1. Cami hamiltonia optim

La recerca d’un cami hamiltonia optim és fa entre un arbre de possibilitats i en

base al:

Teorema: Sigui G(V, A) un graf simétric i T(G) un arbre generador per a G tal

que tot v; € V grau (vj) £2 = T(G) és un cami hamiltonia.

Per obtenir T(G) cal aplicar a G 'algorisme de Kruskal. Ara bé, pot passar que
l'arbre obtingut T(G) tingui un vértex v; el grau del qual sigui n > 2 i, per tant
T(G) no sera hamiltonia. Aleshores s’haura de buscar n arbres generadors per
a G: T1(G), T2(G), ..., Ta(G) on en cadascun d’ells s’haura eliminat préviament
una de les arestes (v;, vj). Anomenarem Ti,(G) = {T1(G), T2(G), ..., Ta(G)}.
Aquesta eliminaci6 es fa considerant que c,; ,j = « de manera que, en cada cas
(T2AG), T3(G), ..., Ta(G)) caldra buscar la segiient aresta de cost minim per
obtenir el nou arbre generador de G. Es a dir, s’haura de tornar a aplicar
Kruskal considerant en cada cas c,;, v = «. Un cop realitzat aquest pas caldra
calcular els costos dels arbres obtinguts i mirar si tots ells sé6n camins
hamiltonians. Si resulta haver-hi un arbre Tr(G) € T4 ,(G) no hamiltonia tal que
c(Tm) < c(Tx) éssent Tx(G) € T1a(G) — Tm(G) caldra aplicar a T(G) el procés
seguit anteriorment en el vertex v € T(G) tal que grau (vk) > 2 fins arribar a
una solucié optima. Si T4 ,(G) sén hamiltonians la soluci6 sera I'arbre generador

amb un menor cost associat.

2. Circuit hamiltonia optim

Per a trobar el circuit hamiltonia d’'un graf G= K, es podra recérrer a dos
algorismes que permetran trobar un circuit hamiltonia H molt aproximat al circuit

hamiltonia optim de G, Ho.

2.1 El métode basat en 'arbre de cost minim

Cal buscar I'arbre generador de cost minim per a G mitjangant Kruskal. Un cop
trobat, s’haura de determinar la sequéncia de vértexs a seguir com a resultat
d’aplicar el DFS a l'arbre generador T(G). Finalment es numerara cada k-ésim
vertex nou v; de la llista obtinguda amb una k. El circuit hamiltonia aproximat a
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Ho estara definit per la seqiiéncia de vértexs ordenats segons la numeracio feta
préviament.

2.2 El meétode basat en I'aparellament perfecte optim

Cal buscar també per Kruskal I'arbre generador de cost minim T(G) per a G. En
segon lloc s’haura de fer una llista dels veértexs v; de grau senar. A partir
d’aquests vertexs es buscara I'aparellament perfecte optim M* dins el graf K
format a partir dels m vi trobats en T(G). Per acabar caldra duplicar les arestes
de M* en T(G) amb la qual cosa s’haura obtingut un circuit euleria. Finalment
s’etiquetara cada k-éssim veértex v; de la seqiiéncia que definira el circuit euleria
amb una k. El resultat sera una llista de tots els vertexs de T(G) ordenats
segons el valor de k assignat a cadascun que constituira un circuit hamiltonia
H.

e Recorrequt d’un laberint Visita al laberint d’Horta.

El laberint d’'Horta forma part dels jardins historics que porten el mateix nom i
que es troben al districte d’Horta-Guinardé de Barcelona. Aquests van ser
construits a finals de s. XVIIl per Doménico Bagutti entre d’altres arquitectes i
fins a finals de s. XX van pertanyer al Marqués de Llupia i d’Alfarras. Els jardins
estan distribuits en tres nivells: el més elevat conté un safareig des d’on
s’administra l'aigua destinada al rec, el segon consta d’'unes torres-mirador i
sota es troba el laberint. El parc esta envoltat per una pineda i conté nombroses
escultures, pérgoles...

El laberint esta construit a base de xiprers tallats que constitueixen les parets.
L’entrada es troba a un extrem. Presenta una inscripcié en una taula de pedra i
ofereix dos camins a triar. Al centre del laberint hi ha una plaga circular amb
bancs de pedra i vuit arcades de xiprer que, formant una circumferéncia,
cobreixen l'inici de cadascun dels camins que en surten. Al bell mig d’aquesta
hi ha una estatua d’Eros. El cami que condueix a la sortida desemboca a una
altra plaga amb un estany amb un sortidor.
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Un laberint &€s una estructura no lineal, amb bifurcacions, camins i vies mortes.
Aixo permet traslladar-lo a terreny de grafs. Els trams de cami passaran a ser
les arestes i les bifurcacions entre ells o els atzucacs, els vertexs. D’aquesta
manera es podra aplicar al laberint un tractament propi dels grafs que permeti
recorrer-lo i trobar la sortida sense estancar-se. Aixi doncs, el problema es
presenta de la segiient manera:

- Objectiu: arribar a la meta (sortida, plaga central...)

- Procediment: recérrer el laberint amb un cert control dels camins

que s’escullen (per evitar possibles pérdues)

Aquest en termes matematics es planteja:

- Objectiu: anar del vértex inicial w al vértex final f.

- Procediment: recérrer el graf fins arribar a f.
Per recérrer un graf s'ofereixen dos procediments: el BFS i el DFS. Ambdés
s6n arbres amb Z = V i aix0 garanteix I'existéncia de f dins l'arbre. La
naturalesa del BFS pero, comporta certes incomoditats a I'hora de resoldre el
problema . L'Unica opcié favorable doncs, és I'aplicacié del DFS. Aquesta
soluci6é obligara a recérrer una rere altra cada aresta del graf. Al arribar a un
vértex v; tal que grau(v;) = 1 caldra tornar a v;_ ¢ i des d’alli agafar una altra
aresta no usada encara per tal de tornar a emprendre el cami. Aquest
procediment es coneix a nivell colloquial com a métode de la ma dreta
(esquerra). Consisteix en escollir en cada bifurcacié el cami de la dreta (o
esquerra segons s’hagi decidit). En cas d’arribar a un atzucac caldra tornar a la
bifurcacié anterior i agafar el segiient cami possible no recorregut encara de la
dreta. L'estratégia de la ma és sempre valida excepte en laberints que
presentin un anell de murs al voltant de la meta. En aquests casos, al aplicar el
procediment descrit es tornara sense haver arribat a la meta, al punt de sortida.
Aixd succeeix perqué es crea un circuit que envolta la meta: al seguir
lestratégia de la ma dreta (esquerra) la meta queda a l'esquerra (dreta)
quedant aixi inaccessible. La solucié6 en aquests casos és tornar a l'tltima
bifurcacié visitada i prendre des d’alli el segiient cami possible. Un cop fet aix6
se seguira utilitzant I'estratégia de la ma. També hi pot haver circuits que no
envoltin la meta. En aquest cas no resultaran un problema a I'hora d'aplicar el
DFS.
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Aquest és el planol
del Laberint d’Horta.
(dib. 6)

1 — entrada
2 — plaga central
3 — sortida

Per aplicar el DFS al

laberint caldra
numerar les bifurca-

e gl o
cions i els atzucacs. . AT .

Dibuix 6

(dib. 7)

_}ﬂ\ j ‘i- "ye n-'t.r‘ :&. 4

Dibuix 7
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Un cop fet aixd es procedira a la transformacié del laberint en graf prenent les

bifurcacions i atzucacs com a vértexs i els camins com a arestes. (Graf Ggz3)

Graf Gas

Aplicant al graf I'algorisme DFS s’obtindra la solucié al problema del laberint.
Aixi doncs, la resposta al laberint aplicant “I'estratégia de la ma dreta” sera la
que s’indica en el graf G,3' i en el (dib. 8) i la resposta obtinguda a partir de
“l'estratégia de la ma esquerra” la mostrada en el graf G23” i en el (dib. 9).
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2.2 Practica

A continuaci6é es presenten tres experiéncies d’aplicabilitat d’algun punt de la

teoria de grafs a situacions que, en major o menor mesura, poden ben donar-se

en el dia a dia. Totes tres estan elaborades sobre el mapa de Catalunya.
(Veure I’execucio de “practica”)

Vols estalviar benzina?

1. Plantejament del problema
Et trobes a Amposta i vols traslladar-te a una capital de comarca de
Catalunya concreta. Ara bé, vols que el cami que escullis d’entre les
opcions que se't presenten sigui el més curt possible.

2. Preparacio de la practica

e Cercar un mapa de Catalunya a www.xtec.es

e Col‘locar la imatge en Microsoft Photo Editor, augmentar-la i,
amb I'ajuda del cursor, anar trobant les coordenades (en pixels)
dels punts que en formen el contorn; és a dir, les coordenades
dels punts que constitueixen la frontera de Catalunya amb
Franga, Andorra, Aragd, Valéncia i el mar.

e Trobar les coordenades de les capitals de comarca seguint el
mateix procediment.

e Elaborar una llista ordenada alfabéticament de les 42 capitals de
comarca. Cada comarca estara associada al nombre de posicié
que ocupi en la llista.

e Comprovar l'existéncia d’'un cami directe (sense passar per cap
altra capital de comarca) entre dues capitals diferents. Per fer-ho,

cal anar a www.michelin.es i provar cadascuna de les 861

possibles combinacions entre capitals.

e Trobar la longitud (en quildmetres) dels camins obtinguts en el
pas anterior.

e Elaboracié d’'un graf de 42 vértexs (corresponents a les capitals

de comarca), les arestes del qual seran els camins trobats
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3.

6.

d’antuvi. El cost de cada aresta vindra donat pel nombre de
quilometres del cami representat per aquesta.

e Tractament de dades per tal que els vertexs del graf estiguin
col-locats d’acord amb les coordenades que els corresponen
sobre el mapa de Catalunya.

Aplicacio
Cal aplicar Dijkstra al graf creat.

(Veure practica/Dijkstra/Dijkstra.exe del CD)
Funcionament

La llista de l'esquerra indica la correspondéncia entre el nombre de
vertex i la capital. Quan es trobi el cami optim per arribar a un lloc
determinat les arestes que constitueixen aquest cami quedaran
marcades en blau i, en la llista, al costat de cada vertex, apareixera el
quilometratge. Aquest vindra donat per la suma de costos associats a les
arestes que intervinguin en el cami per arribar des del punt de partida al
vertex (capital) indicat.

Solucio

S’obtindra un arbre I'arrel del qual sera el vertex corresponent a Amposta
des d’on s’indicara el cami optim per arribar a qualsevol altra capital. La
lista indicara al costat de cada capital els quilbmetres minims per
arribar-hi des d’Amposta.

Observacions

¢ Un cop trobat I'arbre solucié els vértexs quedaran pintats en ordre
cromatic en funcié de la proximitat al vertex arrel; és a dir, com
més curt sigui un cami per anar del punt de partida a un vertex,
més fosc sera el color d’aquest vertex d’arribada.

e Si en comptes de partir dAmposta es vol sortir d’'una altra capital
de comarca només caldra clicar amb el ratoli el vertex del graf des
del qual es vol trobar I'arbre.

e Topologicament una aresta és el mateix que el cami que
representa.

e Alguna aresta surt dels limits del mapa. Aixo és causat per la unié

que s’ha fet entre els veértexs utilitzant arestes rectes. En cap cas
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simbolitza que el trasllat per anar d’'una capital a una altra s’hagi

de fer per mar!

Fem turisme!

1. Plantejament del problema
Un estranger arriba a Catalunya. Decideix fer una ruta turistica per visitar
totes les capitals de comarca i acabar el recorregut en el punt de partida.
Per fer-ho lloga un cotxe per poder-se desplacar. Ara bé, vol saber quin
és el trajecte més curt que passi per totes aquestes ciutats.

2. Preparacio de la practica
La preparacié d’aquesta practica coincideix totalment amb I'anterior. Per
tant, no caldra buscar ni fer res si abans ja s’ha trobat.

3. Aplicacié
Aquest problema és, de fet, el problema del viatjant. Aixi doncs el

tractament que rebra sera el mateix que el que s’aplicaria a aquest Gltim.
(Veure practica/Viatjant/Viatjant.exe del CD)
4. Funcionament

De la mateixa manera que en la practica anterior la llista de I'esquerra
indica el nombre de vertex corresponent a cada capital de comarca. A la
dreta, sobre el graf, apareix un circuit hamiltonia inicial de color blau. A
partir d’aqui, s’intenta trobar un circuit hamiltonia alternatiu més curt que
el que esta en pantalla (o bé un circuit hamiltonia alternatiu a partir del
qual se’n pugui trobar un de menor quliometratge*). Quan es troba,
aquest apareix pintat en el graf. Sobre la llista de la dreta figura I'Gltim
circuit trobat fins al moment amb el quilometratge total. Aquesta
informacio va variant en funcié dels nous circuits que es van trobant.
5. Solucioé

La solucio teorica d’aquesta experiéncia és un circuit hamiltonia; és a dir,
un recorregut per unes determinades arestes del graf que uneixin tots els
vértexs (capitals) i que la suma total dels costos de les quals sigui

minima.
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6. Observacions
e El problema del viatjant és un problema NP-hard (nondeterministic
polynomial). Aixd significa que no hi ha un algorisme de temps
polinomial que el resolgui.
e Com a conseqiiéncia del punt anterior no he pogut arribar a
obtenir el circuit hamiltonia optim.
Els primers resultats obtinguts han estat:

Circuit Quildometres Circuit Quildmetres
1 2158 17 2032
2 2145 18 2024
3 2138 19 2021
4 2124 20 2013
5 2116 21 2012
6 2136* 22 2011
7 2129 23 2003
8 2115 24 1996
9 2130* 29 1988
10 2110 26 1985
11 2102 27 1977
12 2076 28 1974
13 2056 29 1967
14 2048 30 1959
15 2047 31 1956
16 2039

El circuit que he obtingut més aproximat a I'Optim ha estat el
seglient amb un total de 1956 km format per la seqiiéncia:

1-9-7-11-15-2-16-5-8-14-13-26-34-28-4-17-27-12-6-10-3-21-39-
25-23-29-31-40-22-36-30-33-18-38-42-41-19-37-32-24-35-20-1
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Quants en necessitaré?

1. Plantejament del problema

En Francesc arriba a casa.

— Mare, avui hem estudiat les comarques de Catalunya i les seves

capitals a I'escola. La professora ens ha dit que hem de pintar un mapa

de manera que les comarques adjacents no rebin un mateix color.

Quants colors creus que necessitaré per fer-ho?

2. Preparacio de la practica

Cercar a www.xtec.es un mapa politic de Catalunya.

Col-locar la imatge en Microsoft Photo Editor, augmentar-la i,
amb l'ajuda del cursor, anar trobant les coordenades (en pixels)
dels punts que en formen el contorn; és a dir, les coordenades
dels punts que constitueixen la frontera de Catalunya amb
Franga, Andorra, Aragd, Valéncia i el mar. Trobar també de la
mateixa manera les coordenades dels punts que constitueixen les
fronteres entre comarques.

Trobar a partir del mapa anterior les comarques que delimiten
amb cada comarca i elaborar una llista amb la informaci6
obtinguda.

Eliminar de la llista una de cada parella de comarques repetida.
(Per exemple, si en la llista hi ha apuntades les parelles de
comarques veines “L’Anoia — La Segarra” i “La Segarra — L’Anoia”
se n’haura d’eliminar una de les dues i mantenir I'altra.)

Elaborar un graf de 41 vértexs (corresponents a les 41
comarques) les arestes del qual representaran I'existéncia d’'una
frontera entre les dues comarques representades pels vertexs
dels extrems de cadascuna d’elles. Aquestes arestes no tindran
cost associat.

Tractament de dades per tal que els vértexs del graf estiguin
col-locats d’acord amb les coordenades que els corresponen
(trobades en la primera practica) sobre el mapa de Catalunya. Per
fer-ho, caldra adaptar l'escala utilitzada per a trobar les
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coordenades del contorn de Catalunya i de les fronteres entre
comarques a l'escala utilitzada en la primera practica per trobar
les coordenades de les capitals de comarca per tal que
coincideixin.
3. Aplicacié
Aquest problema és, en definitiva, un problema de coloracié de vértexs
perqué cadascun d’ells representa una comarca que és I'element que es

vol pintar.
(Veure practica/ColorCom/ColorCom.exe del CD)
4. Funcionament

A l'esquerra de la pantalla apareix una llista que relaciona el nombre de
cada vértex amb la capital de comarca que representa. A la llista també
hi figura el nombre del color corresponent a cada comarca. A la dreta de
la pantalla apareix el graf obtingut i, un cop s’ha trobat la coloracioé
optima, sorgeix el mapa politic de Catalunya pintat segons aquesta
coloracio.

5. Solucié
El mapa obtingut mostra la coloracié optima per les comarques.

6. Observacions

e Al clicar amb el bot6é dret del ratoli s’elaborara una nova coloracio
del mapa. De fet, malgrat canviin els colors, les associacions de
comarques d’'un mateix color no variaran.

e Al clicar amb el bot6 esquerre del ratoli sobre un vértex (capital)
apareixera sobre la llista el nom de la comarca que té per capital
aquest vertex.

e Es pot observar que falta el vertex 34 tant a la llista com en el graf.
La ra6 d’aquesta abséncia és que aquest veértex correspon (d’acord
amb la llista elaborada en la primera practica) a Terrassa. Cal tenir
en compte perod, que tant Sabadell com Terrassa sén capitals d’una
mateixa comarca: el Vallés occidental. Es per aixd que Sabadell i
Terrassa s’han unit en un sol vertex, el 26 i és per aquesta mateixa
rad que el graf utilitzat en aquesta practica té un vértex menys que
el graf utilitzat en la resta de practiques.
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2.3 Conclusions, valoracio i treball futur

Definitivament fer la recerca sobre grafs, problemes on intervenen,
personalitats que en el seu moment els varen tractar i algorismes ha estat una
tasca divertida, interessant i molt enriquidora. Si ara fa un any, quan tot just
havia triat el tema, m’haguessin preguntat: “I doncs? Qué n’esperes del teu
treball de recerca?” Molt probablement no m’hagués imaginat el creixement que
m’ha suposat treballar en aquesta branca de la matematica. En primer lloc, com
és evident, m’ha permeés introduir-me en un petit mén del qual, abans de trobar
el nom per internet, en sabia ben poc (per no dir gens): la teoria de grafs. | dic
‘petit” perqué és una branca relativament nova d’aquesta ciéncia i perque
I'univers de les matematiques és molt ampli; perd aquesta qualificacié no deixa
de resultar un xic ridicula sobretot tenint en compte la quantitat d’informacié i
d’aspectes que per falta de temps i de coneixements no apareixen en el treball.
| aix6 sense deixar de pensar en tot allé que encara resulta desconegut i roman
amagat esperant ésser descobert i estudiat. Deixant de banda aixo i seguint
amb el que deia, I'estudi d’'aquest tema per tal d’elaborar-ne un treball m’ha
ajudat a familiaritzar-me amb el llenguatge matematic, agafar una peculiar
simpatia envers les demostracions (tot i que en el treball no n’apareix cap) i a
ampliar horitzons. He gaudit de valent llegint algorismes, demostracions de
teoremes i resolucions de problemes. Gairebé tots en un principi m’han resultat
incomprensibles perd amb paciéncia, un llapis, un paper, I'ajut del llibre i una
mica de tossuderia s’han acabat tornant més clars. La redaccié d’algorismes en
termes matematics tampoc ha estat facil, després de llegir-los, arribar a
entendre el perqué de cadascun dels seus passos he volgut escriure’ls de nou,
a la meva manera, desglossant-los en parts i mirant que cadascuna d’elles
s’enllacés correctament amb els passos anteriors i posteriors per tal que tot
quadrés. Un altra part rellevant del treball ha estat el disseny de grafs per tal
d’exemplificar I'aplicacié algorismica i facilitar la comprensié d’alguns conceptes
(com en el cas de les seqiiéncies de De Bruijn). En tots ells, els elements com
els costos de les arestes, la distribucié d’aquestes, el grau dels vértexs... han
estat pensats especialment per tal de millorar i completar les explicacions

donades i s’ha intentat buscar exemples on apareguessin tots els casos
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possibles davant dels quals es poguessin presentar dubtes a l'hora de
resoldre’ls (com per exemple la presencia d’arestes formant cicles a I'hora
d’aplicar Kruskal o com la presencia de cadascun dels possibles casos
exposats en la teoria per tal de reduir dades préviament a I'aplicacié de
Sullivan).

De fet, puc confessar que ha estat tant l'interés que en mi ha captat aquest
tema i la motivacié, que en molts casos m’he permés una escapada per anar
meés enlla del que era estrictament necessari pel treball llegint llibres sobre
matematica moderna i sobre la histéria de les matematiques i dels seus
descobriments o visitant pagines web de contingut matematic ja sigui enfocat al
lleure (curiositats...) o a 'ambit didactic.

En segon lloc cal dir que el fet de ser un treball dut a terme al llarg d’'un termini
de temps relativament llarg ha requerit la dedicacié constant per tal de prevenir
acumulacions de feina, i corredisses d’ultima hora. Tot i aixd no he pogut evitar
acabar-lo notant una lleugera sensacié de falta de temps acompanyada del
Pretérit Pluscuamperfet del verb poder: “Hagués pogut afegir...”, “Hagués pogut
fer...”, “Hagués pogut canviar...”

Malgrat tot, el treball s’ha hagut d’acabar i he intentat compensar aquest petit
sentiment de culpa amb algunes propostes de treball referents al tema que
apareixeran més endavant.

En quant a la practica, només dir que ha sigut molt laboriosa, principalment pel
fet d’anar trobant un a un punts propers entre ells del contorn de Catalunya o
de les fronteres entre comarques per tal que el mapa fruit del trasllat de les
coordenades al programa emprat fos el més precis possible. Tampoc ha sigut
lleugera la feina de comprovar una a una I'existéncia o no existéncia dels 861
possibles camins directes corresponents a cadascuna de les possibles
combinacions de capitals de comarca. Sobretot, si després de fer-ho s’obté un
resultat de 703 camins directes i, per necessitats obvies d’aclarir el graf
resultant, s’han hagut de tornar a fer 703 comprovacions per eliminar-ne les
que, malgrat no passar just per una capital de comarca, s’hi apropaven i poder
arribar a un nombre d’arestes més raonable. Tot i aixi, no ha deixat de ser un
exercici nou i interessant que m’ha permés aprofundir més en aquests tres

apartats concrets de la teoria de grafs.
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Per acabar vull presentar alguna conclusié, fer un parell d’observacions i, com

he dit anteriorment, obrir noves propostes de treball.

La funcidé f(x)= i’;‘ﬂ déna el nombre d’arestes que tindra un Ky en

funcié de x.
Un diagrama de De Bruijn tindra tantes sequéencies de De Bruijn
diferents associades com circuits eulerians diferents tingui.
L’eliminacié de les arestes (A, D), (C, D) i (G, E) en la presentaci6 de
lalgorisme de Prim s’han argumentat dient que la seva addicié a l'arbre
comportaria I'aparicié de cicles. En la redaccié de l'algorisme en termes
matematics s’expressa que les arestes candidates a entrar en el segiient
pas a l'arbre han de venir donades per

C:= (v*, vj) tal que v* # v; essent v* el vértex actual.
Al addicionar una nova aresta (v*, v;') a I'arbre tal que:

(v, vi) =min {c(v*,v)}onv* e Eivi¢ E

(v*,v;)eC

(essent E el conjunt de vértexs que formen l'arbre)
observem que C vé definida per:

C:=C - (v*, v/) + (vi, vj) sempre que v* # v;
D’acord amb aix6 no hi haura mai cap aresta candidata a entrar
properament a I'arbre els vértexs situats als extrems de la qual pertanyin
ambdés al conjunt de vértexs integrants de I'arbre.
Es per aquest motiu que cal aclarir el perqué de I'aparici6 (cadascuna en
el seu moment) de (A, D), (C, D) i (E, G) com a arestes candidates a
entrar a l'arbre bo i tenint els vértexs dels extrems classificats com a
integrants de I'arbre. La ra6 d’aixo rau en el fet que la conseqiiéncia que
ambdés vertexs de l'extrem d'una aresta formin part de l'arbre és
I'aparicié d’'un circuit. Per tant els dos arguments sén valids a I'hora de
seleccionar arestes tot i que és més eficient descartar des d’'un bon
principi les arestes amb vértexs pertanyents a I'arbre en els extrems.
Una idea que s’havia plantejat en un principi va ser la de trobar quina
combinacié de carreteres era la corresponent a cada aresta en el graf de
les dues primeres practiques. De no ser per manca de temps i per

resultar una tasca amb una certa complicacié (indicar el quildometre on
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cal canviar, els canvis d’autopista...) hagués estat molt interessant de
preparar aquestes practiques de manera que clicant sobre cada aresta
aparegués el cami que representa.

També m’hagués agradat poder tractar i adquirir unes nocions basiques
o aprofundir en els temes de teselacions, aparellaments i planaritat aixi
com fer incis en més problemes la resolucié dels quals requeris la

utilitzacié de grafs.

Per acabar només dir que els grafs tenen una especial importancia en I'ambit

d’enginyeria ja que tenen molta aplicabilitat en temes de xarxes de transport.

2.4 Agraiments

Vull agrair al senyor Antoni Benseny Ardiaca, a en Manel Martinez Pascual i a

’Ana Anton I'ajut que m’han proporcionat i el temps que m’han dedicat.
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ores/cuatrocolores0004.htm

e http://centros5.pntic.mec.es/ies.ortega.y.rubio/Mathis/Colores/4colores.ht

m

e http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0289-
02/biografias/acayley.html

e http://bacterio.uc3m.es/docencia/profesores/antonio/biog/kirchhoff.htm
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3. Annex

3.1

Vocabulari

Arborescéncia 34
e Arbre 30

de Steiner 32
generador 30

optim 32

e Arc16

e Aresta 16

e Arrel 34

e Articulacié 25

e Berge 10

e BFS 31

e Cami 17
elemental 17
euleria 35
hamiltonia 40
simple 17

e Cayley 7

e Circuit 17
euleria 35
hamiltonia 40

e Coloracié
d’'arestes 46
d’un mapa 9
de vértexs 45

e Component 24

e CPP39

e De Bruijn 36
diagrama 37

sequencia 36

De Morgan 9

DFS 31

Dijkstra 32

Distancia 18

Dodecaedre 44

Edmonds 32

Erdés 10

Euler 6

Fleury 35

Floyd 32

Ford 32

Goldberg 10

Graf
complementari 22
complet 22
dirigit 12
euleria 50
hamiltonia 40
k-regular 15
mixt 13
mixt balancejat 20
mixt parell 21
parcial 18
pla 43
r-colorable 45
simétric 12
simétric subjacent 23
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trivial 18
Grau 14
exterior 14
interior 14
Guthrie 9
Haken 9
Hamilton 7
Harary 10
Heawood 9
Hectaedre 44
Icosaedre 44
Kempe 8
Kirchhoff 10
Koénigsberg 47
Kruskal 32
Kuratowsky 10
Lovasz 10
Llag 16
Llista d’adjacéncia 29
Matriu
d’adjacéncia 28
de graus entrant 30
Moore 32
Multigraf 21
Multiplicacié llatina 41

Nombre cromatic 45

Octaedre 44

Poliedre 44

Pont 24

Prim 32

Problema
del carter xinés 39
del laberint 53
del viatjant 42

Regi6 43

Roberts 41

Separador 26

Subgraf 19
maximal 20
minimal 20

Sullivan 32

Tall 27

Tarjan 10

Tetraedre 44

TSP 42

Tutte 10

Veértex 10
adjacent 14
antecessor 13
successor 13
vei 14

Withney 10
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3.2 Camps vinculats
3.2.1 Algorismes

“Un algorisme és un conjunt finit d'instruccions o passos que serveixen per a
executar una tasca o resoldre un problema (...). D'una manera més formal, un
algorisme és una seqiéncia finita d'instruccions realitzables, no ambigdies,
I'execuci6 de les quals condueix a una resolucié d'un problema.”
http://ca.wikipedia.org/wiki/Algorisme

En la teoria de grafs intervenen nombrosos algorismes. A continuacié se’n

detallen uns quants dels que han aparegut al llarg del treball.

o Algorisme BFS: aquest algorisme s’utilitza per trobar I'arbre BFS.

1. Etiquetar v4 amb un 0.

2. j:=0.

3. Buscar tots els vertexs adjacents a un vértex j no etiquetats.
Si no n’hi ha s’ha acabat.
Si n’hi ha anar a 4.

4. Etiquetar tots els vértexs trobats en 3 amb j+1.

5. j=j+1

Tornar a 3. -

(Veure BFS del CD)

e Algorisme DFS: és I'algorisme utilitzat a I'hora de trobar un arbre DFS.

1. Considerar inicialment totes les connexions aresta-vertex no
etiquetades.
Vi=vy

2. Si totes les connexions a v son etiquetades anar a 4.

Sino, anara 3
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3. Agafar una connexié no etiquetada, etiquetar-la amb un 0 i recérrer

4.

l'aresta fins arribar a I'extrem vi;.

Si v; té cap connexié etiquetada, etiquetar la connexié d’entrada a v;
amb un 0 i tomar enrere cap a v. Tornar a 2.

Si no, etiquetar la connexié d’entrada a viamb un 1, v:=v;. Tornar a 2.
Si hi ha cap connexié etiquetada amb un 1, usar-la per anar a l'altre
extrem de l'aresta v;. v.=v,. Tomar a 2.

Si no, s’ha acabat. ‘
(Veure DFS del CD)

Algorisme de Sullivan: aquest algorisme s’utilitza per a trobar un arbre

de cost minim aproximat a I'arbre de Steiner optim.

Sigui: V1 el conjunt de vértexs que cal unir.

Elaborar el K, = G4(Vy, Ay) a partirde G(V, A)onz = /Z]iZ =V,
Cada cjen K; = ¢(Cy) en G.

Buscar per Kruskal o Prim I'arbre de cost minim T; per K.

Substituir cada aresta (v;, v)) en K; per les corresponents arestes que
formen Cj en G. Aquest nou graf sera Ga.

Recuperar el valor inicial del cost de cada aresta en G..

Buscar l'arbre de cost minim T, per Kruskal o Prim de G..

T> és l'arbre de cost minim aproximat a I'arbre de Steiner per a Z.

Y

(Veure Sullivan del CD)

Algorisme de Moore: Algorisme utilitzat a I'hora de buscar un arbre optim

d’un graf simétric amb un mateix cost en cada aresta.
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Sigui: w el vértex inicial
A(vi) l'etiqueta amb el cost que s’ha arrossegat des de w
finsavy;
f el vertex final
M) = c(Cw)
v* el vértex actual

1. Inicialment: vi=w
A(v¥):=0
i=0
2. Buscar tots els vértexs v; € I{v?).
Si I'(v*) = &, s’ha acabat.
Si no, etiquetar viamb A(v):=i+ 1ianara 3.
3. Actualitzar: vi=y;
i=i+1
Si f=v* s’ha acabat.

Sino, anar a 2.

e Algorisme de Dijkstra: Algorisme emprat a I'hora de trobar I'arbre de cost

minim en grafs dirigits amb costos no negatius en els arcs. No obstant,
també es pot aplicar a grafs simeétrics.

Sigui: w el vértex inicial
f el vértex final
L és el conjunt de vértexs recorreguts
V és el conjunt
1. Inicialment: Aw):=0
L:={w}
Vi=V-L
2. Buscar v; € I{L), vi € V’ tal que A(v;) sigui minim, essent A(v)) = A(Vi_ 1)

+c(Vier, vj)iessentvi_seliviis el ~'(v).
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3. Si V' = & s’ha acabat i no s’ha trobat f.
Si no, actualitzar:  vi:=v;
Anar a 4.
4. Si f=v;, s’ha acabat i A(v) = c(w,f).
Sino, actualitzar: L:=L + {v}}
Tomar a 2.

=

(Veure Dijkstra del CD)

e Algorisme de Floyd:
SigUiZ l: = C(Cij)

Vv ={V1, V2, <oy Vn}

m = pas
{Vi,Vj}EV

1. Inicialment: m:= 1
c(vi v) si(viv) €A

0 si(viv) €A

2. Buscar per tot arc (v, v)):
m . m—1 m-1 m-1
A«ij —m’n{ﬂaj ’lim il lmj }
3. Sim =n, s’ha acabat.
Si no, anar a 4.

4. Actualitzar: m=m+1

Tornar a 2.

e Algorisme de Fleury: algorisme utilitzat a I'hora de buscar circuits

eulerians.
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Sigui: L la llista que conté ordenats tots els vértexs pels quals
~ s’ha anat passant
v* el vertex actual
A’ el conjunt d’arestes recorregudes
A(v)) la llista de veértexs adjacents a v; dins el graf G-A’

w el vértex inicial

1. Es parteix de manera que es té: L:=
v =w
A=

2. Si /A(v*) />0 anar a 3
Si no, s’ha acabat. Anar a 4.
3. Si /A(v*) />1 buscar un veértex veA(v?) tal que (v*, v) no sigui un pont
en G-A’
Sino, v és I'unic vertex de A(v?*).
Actualitzar: A(v*):=A(v)<Hv}
A(v):= A(v)H{v*}

A= A’A(v, v)}
v*=v
L:=Lwwv*

Tomar a 2.

4. Elresultat és L ‘
(Veure Fleury del CD)

Si es pot realitzar aquest algorisme en un graf G de manera que en el pas 3

sempre sigui possible escollir la instruccié6 “Si”, la L que en resultara

contindra un circuit euleria de G.

¢ Algorisme emprat en el circuit euleria mixt:

1. V soén vertexs nous

Escollir un vértex inicial v*eV; v:=v*
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2. Siv és nou, etiquetar-lo com a usat i estendre I'arborescéncia a partir
dev. Anar a 3.
Si no, explorar-lo. Anar a 4.

3. Siv=v*ilarborescéncia és maxima s’ha acabat.
Sino, anar a 2.

4. Si es troba un vertex nou v; tal que 7 (v; v), v.=v, Tomar a 2.
Si no, s’etiqueta v com a vertex explorat. Anar a 5.

5. Assignar a (vi, v)) el sentit de v; a v;, éssent (v; v) una aresta tal que
V=V VIEV,
Si v=v* | 'arborescéncia és maxima, s’ha acabat

Si no, tornar a 2 o 4 (4 si sempre v és explorat).

Algorisme d’Edmonds: aquest algorisme s’utilitza en el problema del

carter xineés per a grafs no eulerians simétrics. Es basa en la duplicacié
d’algunes de les arestes per tal de convertir el graf en euleria. Aquesta
duplicaci6 pero, s’ha de fer tenint en compte el cost de cada aresta ja
que aquest ajudara a determinar la repeticié6 d’'una o d’'una altra. En
resum, aquest métode controla el fet d’'una obtencié d’un circuit euleria
mitjangant la duplicacié d’arestes en base que el cost addicional afegit

sigui minim.

Sigui: G(V,A) el graf no euleria simétric
Cjj el cami de cost minim
C(Cj) el cost de Cj;
Ks el graf complet obtingut a partir de VseV
1. Dividir V en dos subconjunts:  Vp:= {v;eV tal que grau (v;) és parell}
Vs:= {vieV tal que grau (v;) és senar}
s:= /Vs/
2. Calcular c(Cy) tal que vieVs, vjeVs i vi=v; de totes les parelles entre
els vértexs de Vs
3. Elaborar Ks associant els c(Cj) trobats en 2 a les corresponents
arestes (v;, v)).
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4. Cercar un aparellament perfecte optim M* en Ks.
5. Duplicar en G les arestes que formaven els Cj corresponents als
costos de les arestes de M*

6. Resulta un multigraf euleria. )
(Veure Edmonds del CD)

Algorisme de Kruskal: Aquest algorisme s’utilitza en la recerca d’'arbres

de cost minim. Consisteix en crear un arbre d’'un graf G a partir de
diversos components que van sorgint a partir de les arestes de costos
minims. Al final s’obtindra un graf fruit de la uni6 de tots les components.

1. Sigui: G(V, A) el graf del qual es vol trobar I'arbre de cost minim
Go(Vo, Ao=02) el graf que sera I'arbre de cost minim de G
k:=0

2. Elaborar una llista de les arestes de G ordenades de menor a major

segons el cost

3. Prendre la primera aresta a; = (v;, vj)) no usada de la llista que no formi

circuit a Gy.
Actualitzar: k:=k+1
Gk.= Gk-1 U{fay
V= V-1 U {v;, v} sempre que vio vj g Vi1
A= Ak-1 Ufay

4. Sik<n-1,essentn=/V/ tomara 3.

Si no, acabar. -

(Veure Kruskal del CD)

Algorisme de Prim: Aquest algorisme també s'utilitza, com el de Kruskal,

per a buscar arbres de cost minim perod, a diferéncia d’aquest, I'arbre
creix estenent un sol component. L’arbre es forma com a resultat d’anar
addicionant cada cop l'aresta menys costosa possible al component.
Finalment s’obté el mateix resultat pels dos procediments (Kruskal i
Prim) a menys que l'arbre de cost minim del graf en questié no sigui
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unic. Si es déna aquesta situacié els dos algorismes poden donar com a
resultat dos arbres diferents tot i que d’igual cost.

Sigui: E: {vértexs de I'arbre que es va formant}
R: {arestes de I'arbre que es va formant}
C: {arestes candidates a entrar properament a I'arbre}

v*: vértex actual

1. Ex={w}
R=o
vi=w

C:=(v*, v) tal que v* #v;

2. Agafar (v*, vi) tal que (v*, vi) =min {c(v*, v)}onv* eEivigE

(v*v,)eC
3. Actualitzar: E:=E u{v}
R:=R U{(v*, v})}
C:=C- (v vi) +(v/, vj) sempre que v* =
v* = {v* vi}
ViV
4. Si C=0, acabar.

Si no, tomar a 2. ‘
(Veure Prim del Cd)
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3.2.2 Programacio

El llenguatge de programacié utilitzat en la part practica ha estat el C++ i
'entorn de programacié emprat ha estat el del Visual Studio 6.0.

Consta d’'una primera part on es recullen totes les dades necessaries per a
I'execucié del graf relatives a les diferents parts que el componen:

Als vértexs se’ls assigna una identificacio, una etiqueta...

A continuacié s'introdueixen les dades referents a les arestes i la resta
d’informacié necessaria per I'execucié del graf: I'adjacéncia de determinats
vertexs, les coordenades dels punts que constituiran la imatge, I'escala
desitjada per mostrar aquesta imatge...
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