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0.- ABSTRACT

This Treball de Recerca tries to explain, from a mathematical point of view, fractal structures. It is
focused on those which come from iterating processes (iteration stands for repetition). And one specific
iterating process is applying Newton’s method to a polynomial. But in order to see some fractal results
we ought to look at the complex plane, where Real and Imaginary numbers meet.

The aim of this TdR is to code two main programs: one that “draws” these fractal structures given a
polynomial (whose roots are known) and another that finds the roots of any polynomial using Newton’s
method.

But this TdR will not start with coding. First of all, it gives a historical introduction, to know when
were all the concepts that are going to appear first discovered, which leads to the most recent discoveries
about the topic. Then the next point is about the necessary concepts to understand the topic, that not
every reader may be aware of.

Given that solid base, it will explain the Newton’s method and how it is applied with Real humbers,
as well as the principles of iteration.

Next, it explains how arithmetic and iteration works with complex numbers and on the complex
plane. Once this is done, we can apply Newton’s method and see the results: by definition, there are
fractal structures hidden between the basins of attraction.

The rest is about building up the programs and figuring out how to work with some extra theorems
to find the roots.

Este trabajo intenta explicar desde un punto de vista mateméatico qué es una estructura fractal. Se
centra en los fractales generados a partir de procesos iterativos (iterar significa repetir), en especial en
el proceso de iteracion resultante de aplicar el método de Newton a un polinomio. Pero para ello
tendremos que hacerlo en el plano complejo, donde los nUmeros reales e imaginarios coexisten.

Para ello, habra que explicar conceptos tales como nimeros complejos, iteracion, método de Newton
y estructura fractal con el objetivo de hacer dos programas. Uno que “dibuje” estos fractales dado un
polinomio de raices conocidas y otro que permita encontrar las raices de cualquier polinomio usando el
método de Newton.

Pero no se empezara a programar desde cero. Primero se hara una introduccion histdrica para situar
las ramas de la matematica de las cuales se hablaran. Lo siguiente es empezar a repasar (o ampliar)
conceptos, con los cuales el lector puede estar mas o menos familiarizado.

Con esa base de conocimientos, se podra hablar del método de Newton y su iteracion en en los
nameros reales.

A continuacion, se hablara de la aritmética de nimeros complejos y de como funciona su iteracion.
Finalmente, de como aplicar el método en estos nimeros y su resultado: por definicion, hay estructuras
fractales escondidas entre sus cuencas de atraccion.

El resto tratara de ir construyendo los programas, con un teorema extra para encontrar las raices.
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1.- INTRODUCCIO

1.1 Presentacio del tema

Heus aqui altre cop el nom de qui per molts és considerat el geni més gran de tots els temps, tema
que no es rebatra ni confirmara; cientific prolific, polifacétic i imperant, en aquest aspecte hi ha consens;
que tants maldecaps ha donat a estudiants, de secundaria fins a darrer any de carrera, quan s havien
d’estudiar les lleis, identitats, equacions, el binomi 0 el métode (entre moltes altres homonimies) que
se li atribueixen.

Doncs aqui el tenim involucrat altre cop, a mode potser de segell de qualitat o de pedigri, en un
treball més. Aquest cop, pero, utilitzarem la seva aportacié amb un proposit molt diferent del que ell
havia pensat. El cientific anglés el va concebre ab initio per a trobar aproximacions d’arrels de
polinomis. De fet, per Newton era poc més que una casualitat algebraica, i no li va donar molta
importancia. En el que ell si que confiava, era que les eines que incorporava el métode serien
revolucionaries: les derivades. | tan encertat va estar que segles més tard encara s’estudia el calcul
infinitesimal.

Res més lluny, aqui es fa servir per a obtenir fractals sobre el pla complex. Un gir argumental
inesperat? Bé, em plau veure que hi hagi hagut estudiosos inquiets, no conformes amb els proposits
donats, i disposats a reutilitzar, de manera descarada, qualsevol coneixement anterior. Es aixi com es
fan els descobriments més interessants, davant la incertesa i a base de fer proves.

“Hi ha dos possibles finals: si el resultat confirma la hipotesi, has fet una mesura. Si el resultat
contradiu la hipotesi, aleshores has fet un descobriment!” (Enrico Fermi). Tal com afirma aquesta cita,
quan es poden preveure els resultats, solament es fan mesures per a corroborar una hipotesi; i per a que
els resultats siguin poc previsibles, cal que el procés sigui innovador. Aixi doncs, és necessari deixar
de banda I’estudi convencional per a obrir nous camins.

| en materia de poc convencional, hem de mirar obligadament el macroscopic i el microscopic. Les
fractals segurament siguin la barreja dels dos mons: calen infinits processos (iteracions, en aguest cas)
per a arribar a tenir detalls geométrics infinitesimals, pero de bellesa immensa.

1.2 Motivacions

Aqui he de sincerar-me. No va ser pas ab origene que vaig escollir aquest tema com a eix del treball.
Estic ben segur que el lector haura viscut algun moment la incertesa, el no saber qué triar (i, després de
fer-ho, no estar segur de si va pel bon cami).

La cosa va anar aixi (0 almenys aixi ho vull explicar): en un principi, tenia la intencié de fer el treball
sobre penduls. La fisica és una matéria que admiro més que res per la vessant practica i aplicable en
moltes ciencies... pero al final vaig renunciar-hi. Secundo tenia en ment la idea de centrar-me solament
en fractals. Fer-ne un estudi dels més importants, embadalir-se amb les estructures infinites i intrigants
que presenten... altre cop, deficere.

Ambdoés temes presentaven darrere I’oportunitat d’escriure un programa que simulés o bé el
comportament real d’un péndul (en un entorn amb forces i gravetat) o bé una aproximacio del fractal
(després de processos geomeétrics i moltes iteracions). Aquest era el meu principal mobil: la
programacio. Pero aixi com la fisica em causa admiracié i la informatica motivacio, la meva passio
oculta son les matematiques.

| aleshores vaig trobar-me, com qui ensopega amb la seva cangd favorita canviant d’emissora de
radio, amagat rere el titol enigmatic de Newton en colors, el que es presentava com la barreja de moltes
cares diferents de les matematiques. Almenys aixi ho vaig veure jo: el punt del tronc on convergeixen
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les branques, aparentment sense relacio, de la geometria, la topologia, els nombres complexos, el calcul
infinitesimal, les fractals... tot un garbuix que sorprenentment dona resultats bonics.

Es aquesta una de les propietats de les matematiques que la fan una ciéncia tan viva, dinamica i
misteriosa. No se sap mai d’on vindra el proxim aveng, i no pots menysprear cap tema, ni tampoc
assumir que n’hi ha algun d’aillat: tot es pot estendre a un altre nivell, només cal imaginacid. “Qui té
imaginacid, que facilment treu un mon del no-res” (Gustavo Adolfo Bécquer).

Mais je divague. A més, tenint present la meva motivacié principal, vaig veure molt plausible la
possibilitat de fer un programa propi amb el qual es fes el “pintat del pla complex™ i s’obtinguessin les
fractals desitjades (ad finem, objectiu complert). | aixi vaig triar de fer el treball enfocant-lo en aquest
tema.

1.3 Objectius

Aixi doncs, aquest treball té com a un dels objectius apropar tota aquesta informacid, que com ja he
dit, toca una mica de molts ambits matematics, a un public no especialitzat. Indiferentment del nivell
de coneixements o la relacié entre les matematiques i 1’ofici o els estudis de qui llegeixi aquest treball,
el meu objectiu és que es pugui seguir fins al final i gaudir-ne els resultats, ja que no hi ha altra manera:
deixar-ho a mitges només fara que tot sembli una perdua de temps.

Pero alhora, fer-ho sense perdre la formalitat intrinseca que regeix les matematiques. Que sigui
comprensible no treu que hi hagi nomenclatura, formules i simbologia propies dels camps estudiats. El
rigor és el que separa la ciéncia de la ficcio.

A part d’aquesta filosofia de treball, I’objectiu principal (més relacionat amb el titol del treball) seria
tractar el metode de Newton, comprendre’n el funcionament als complexos i aconseguir fer un
programa informatic que en representi els fractals, utilitzant el llenguatge de programacio C.

1.4 Hipotesi

La hipotesi d’aquest treball és que iterar el métode de Newton als complexos dona lloc a estructures
fractals, relacionades amb els conjunts de Julia, i que és possible fer un programa per a dibuixar aquestes
estructures.

1.5 Estructura del treball
Per a arribar al magnum propositum caldra, pero dividir el treball en dues parts, teorica i practica:
Marc teoric:

- Introduccio histdrica, per a situar temporalment (punt 2 Introduccid historica).

- Assimilar i definir conceptes per a assegurar coneixements relacionats amb simbologia,
derivades, metodes iteratius, topologia i fractals, reunits en el punt 3 (Conceptes previs importants).

- Explicar el funcionament en reals i complexos del propi métode, als punts 4 i 6, respectivament
(El métode als reals i EI metode als complexos).

- Repassar D’aritmética dels nombres complexos (al punt 5, Nombres complexos) per a
implementar-la en el programa.
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Marc practic:
- Fer petits programes per a familiaritzar-se amb el Ilenguatge (amb que no havia treballat
anteriorment) i acabar amb un codi de base per a obtenir fractals a partir de funcions del tipus:

p(z) =z(z—1)(z—0)
recollits al punt 7 (Estudi local del metode).

- Retocar aquest codi base per a trobar les arrels donat un polinomi al darrer punt 8 (Procediment
invers).

- A T’Annex hi ha més exemples de fractals amb altres tipus de funcions.
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2.- INTRODUCCIO HISTORICA

2.1 Precedents (segle XV1)

El metode de Newton és un procés que busca aproximacions cada cop més bones per a arrels de
polinomis. Abans del naixement de Newton, al segle XVI, es van fer grans avengos en matéria de
resolucid d’equacions. Ja es coneixia una formula general per a resoldre les equacions quadratiques (que
avui dia s’ensenya i es fa memoritzar a secundaria), una altra per a resoldre les de 3r grau (trobada per
Girolamo Cardano el 1545), que no és tan coneguda:

. - (=P ke dY —b  be _d 2+ c By
o 27a? Ga? 2a N\ 27a® Ga? 2a 3a Sa?
—b3 be d —3 be AN c 2y b
- 7a® 6a® 2a) \N\Z7a® "6 2a) T\3a o= T~ 3a

Fins i tot per a alguns casos de les de 4t grau (propostes per un deixeble del mateix Cardano, Ludovico
Ferrari). Pero per a equacions de grau igual o superior a 5 no és possible establir una formula general
(com no es demostraria fins el 1824, merit de Niels Abel).

Pero el problema d’aquestes formules és que son molt llargues i poc intuitives. A més, molts cops
duien a treballar amb arrels negatives, una feina descrita pel propi Cardano com a “inatil” i “tortura
mental”. EIs nombres imaginaris eren un concepte forga impopular.

Per tant calia, o0 bé desenvolupar un sistema de nombres que permetessin les arrels negatives o bé
trobar una férmula més senzilla per a resoldre els polinomis. Ambdues coses van arribar a mitjan segle
XVII, amb els treballs de Newton i Descartes.

2.2 Segle XVII A
A Franca, el 1637, René Descartes va publicar La GEOMETRIE
DE

Géométrie (portada d’una edicio de 1664 a la dreta), on va | ;
establir una notacié per a plans (coordenades cartesianes),i | RENE DESCARTES:
una per als nombres complexos. Tot i que no estava d’acord o .

amb la idea de “imaginari”, i opinava que si s’havia de
treballar amb aquests nombres, el problema no tenia soluci6
(Newton també opinava aixi).

Més endavant, el 1665, a Londres va haver-hi un dels
darrers brots (i el més mortifer fins aleshores) de pesta que
va obligar a confinar tots els estudiants del Trinity College,
la qual cosa volia dir que Newton havia de retirar-se a
Woolsthorpe Manor, la casa que tenia a uns quilometres de
Cambridge.

Lluny de deixar de banda els estudis, es creu que el geni
anglés va aprofitar aquesta situacio de tranquil-litat, silenci
i aillament (la qual també ens va tocar viure a mitjan mar¢ de 2020) per a investigar sobre les teories
més revolucionaries de 1’época. Va experimentar amb Optica a la seva habitacid, i va prendre moltes
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notes sobre calcul, analisi i lleis de moviment planetari

%
£ T RT A '1“ 1 Sag (que dgspres yan servir pfer redactar el famos Principia).
'?‘ e : La majoria d’apunts, pero, van estar anys amagats a les
;. e ik p seves llibretes abans de publicar-los (fet pel qual va tenir
- MerHop of FLUXION S problemes amb Gottfried Leibniz per plagi) i no se’n sap
- AND la data exacta.
j_ INFINITE SERIES, Es coneix que 1667 va poder tornar a la universitat, i al
| i r e cap de dos anys van nombrar-lo professor. EI metode que
19 tot . . .
R e s duu el seu nom apareix en un dels llibres que va publicar:
s P PR e 3 Analysis per quantitatum series, fluxiones, ac differentias,
7 EWTON K& traduit 2 I’anglés com a Method of fluxions and infinite
| Tranflated from !‘l;leb‘laz]:xg Original not yet series (portada de la publicaci6 de 1736 a I’esquerra).
uDInE
Defgned by the AUTHOR for the Uteof Newton, pero, en aquest treball matematic sobre séries
¥ infinites, vol trobar aproximacions a nombres irracionals
| JHac via inffindien of. (com log(1 + x) o v/7) utilitzant successions i sumes
] LONDON: infinites de polinomis. EI métode que ell detalla és per

Printed for T.WoonmAN at Camden’s Head in New
g’md(:mntb: Strand ; and J. MiLLAN next ta
Ul's Coffee Hqé at the Entrance into Seotland-Yard,
MDCCXXXVIL

trobar aquestes successions. El que tracta aquest treball és
el que ell mateix descriu com un cas especial del primer,
perd com una expressio purament algebraica, sense donar

I ,,j cap relacié amb el calcul infinitesimal.

Newton tampoc menciona res sobre “iteracio”, és a dir, no calculava el terme x,,, 1, Sind que feia tot
el procés manual de substitucio de termes per a trobar una expressio en forma de polinomi, i després
calcular I’aproximacio. Més endavant, es va comencar a tractar com a metode iteratiu per a resoldre
sistemes no-lineals.

2.3 Segles XVI111i XIX

Els matematics van comencar a familiaritzar-se amb aquests conceptes gracies als treballs de

Leonhard Euler, el 1777, quan va establir que el simbol i = v—1 . Poc a poc, la idea de nombres
complexos agafava embranzida.

Euler també va tractar una de les identitats considerades més boniques de la historia, que incloia i :
e% = cos(0) + i sin(0)

El 1806, Jean Robert Argand va proposar que es podrien representar en un pla com a coordenades
(I’eix X seria per a nombres reals, i I’eix Y per a imaginaris). Carl Friedrich Gauss va popularitzar
aquesta idea, i a la representacioé geometrica del pla complex se ’anomena diagrama d’Argand.

Ell, perd, no va ser el primer que va tenir aquesta idea. Contemporani a Newton, John Wallis ja havia
escrit sobre aquesta possibilitat el 1685, pero va ser ignorat. Aquests nombres van ser acceptats de mica
en mica pels matematics.

A mitjan segle XIX, també cal destacar els treballs de Georg Cantor, que va co-inventar la teoria de
conjunts, i va ser capa¢ de formalitzar el concepte d’infinit (a partir de conjunts infinits), una idea molt
lligada a les fractals i també a les iteracions.

Va fer conegut el conjunt de Cantor, obtingut a partir d’extreure la part central d’un segment, i la
central dels dos resultants, i aixi successivament fins a obtenir un conjunt de punts, de mesura nul-la,
pero alhora infinit. Aquestes idees eren tan revolucionaries per a 1’época que a Cantor el van prendre
per boig, i fins i tot el van ingressar a cliniques psiquiatriques.
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2.4 Segle XX

Tot just comencant el darrer quart del mil-lenni, Benoit Mandelbrot va posar per fi nom a aquestes
estructures recursives: fractal, del llati fractus (trencat, partit, fraccionari). Tot i que ell no va ser el
primer en investigar-ho.

Gaston Julia (matematic fill de catalans emigrants) ja els havia estudiat molt abans, pero es va veure
interromput per la 1a Guerra Mundial, i les seves obres van ser oblidades fins que Mandelbrot les va
tornar a citar, apreciant la seva feina. Julia va ser qui va proposar en un article el 1919 que el conjunt de
Julia (que aleshores rebia un nom diferent) sortis a partir d’iterar funcions en un article que va guanyar
molta popularitat.

Aquesta idea de metodes iteratius, pero, la devia prendre de Pierre Fatou, qui va introduir I’analisi
de funcions per al seu estudi en treballs previs de principi de segle, i que va assentar les bases per al
descobriment del conjunt de Julia.

Pero a diferéncia de Julia i Fatou, que disposaven d’idees brillants, Mandelbrot va generalitzar els
casos donant peu al conjunt de Mandelbrot (la imatge fractal més iconica, a baix), va acabar de
desenvolupar la matematica fractal. Va demostrar que la complexitat visual pot sorgir d’instruccions
simples, i que el allo que a priori pot semblar un batibull caotic o un embolic, darrere amaga un ordre
subtil regit per normes.

La diferéncia més considerable és que Mandelbrot va viure suficient com per veure el naixement dels
ordinadors, unes maquines que en questio de minuts realitzaven les tedioses feines que els seus
predecessors havien de fer a base de calculs sobre paper.

Aixi, ell i qualsevol persona al mén amb un dispositiu amb interficie grafica tenia I’oportunitat de
veure els resultats de les seves investigacions, ja que generaven uns dibuixos (que a ma eren impossibles
de fer) amb unes quantes linies de codi.
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3.- CONCEPTES PREVIS IMPORTANTS

Per a parlar del métode de Newton, és convenient fer una base de coneixements que es van repetint
al llarg del treball, que ajudaran a entendre-ho millor.
3.1 Simbologia

Per a qui no estigui acostumat, les matematiques tenen un conjunt de simbols que s’utilitzen sobretot
en les definicions formals. Aquest és un recull de simbols que poden apareixer en aquest treball:

"V" per a tot/qualsevol "3" existeix "31" existeix només un cas "€" pertany a
" " si, i només si " — " tendeix a / retorna "=" implica " c " conteé
“N” intersecci6 de conjunts  "f'(x)" derivada de la funci6 f (x) ": " tal/s que

3.2 Derivades

Limits de funcions
Per comencar, el tema de les derivades. Abans, perd farem un incis en els limits. Concretament en
els limits d’una funcio. Formalment, el limit es defineix:

lim f(x)=L e Ve>0 36§>0 |x—c|<é If(x)— Ll <e¢
X—C

Vol dir que una funcio f(x) qualsevol té limit (de valor L) en un punt ¢ (un valor qualsevol), quan
x — ¢ si i només si, per a qualsevol nombre £ major a zero existeix un nombre § més gran que zero.

& representa la distancia entre x i el valor ¢ al qual s’esta acostant. 24
€ és la distancia entre el valor de la funcié i el limit. Per tant, si € i §
s6n molt propers a zero voldra dir que la funci6 si que té un limit.

Les barres verticals indiquen valor absolut, per tant el limit ha

d’existir tant si ens apropem a c des de I’esquerra o des de la dreta. — "
Per exemple, f(x) = 3x — 1 (representada al grafic de la dreta). Si
busquem el limit quan x —» 0 (amb § = 0.01) calculem:
£(0.01) = 3(0.01) — 1 = —0.97
f(=0.01) = 3(-0.01) -1 = —-1.03

Com que aquesta funcio és continua, el limit és també la imatge 24
del punt en aquest valor. Veiem que s’estabilitzen al voltant de —1 ' 1
(és a dir, convergeixen), per tant podem dir que lim0(3x -1) =-1, “1 fex) = x
x - |

tant si ens apropem per la dreta com per I’esquerra i f(0) = —1. 1
Pero hi ha cops que no és tan senzill i o bé el limit no existeix o

bé la funcid és discontinua, i ens trobem amb expressions que no
. 1 .y
podem avaluar. Per exemple, lm}) = Aguesta expressié (amb § =
X -

0.0001) dona que:

f(0.01) = o = 10000
f(—001) = m = —10000
( ]
t ° )



En aquest cas, si venim de la dreta (des de valors positius) tendeix a fer-se cada cop més gran, pero
si venim de I’esquerra (valors negatius), tendeix a —oo. N0 va cap a cap valor concret: € €s massa gran.
Quan passa aix0 es diu que el limit divergeix (o és indeterminat). Hi ha 7 casos d’indeterminacions:

— = Com es veu a I’exemple anterior, pot ser +oo depenent des d’on t’apropis a 0.

0
0 0 Aqui el problema esta en qué qualsevol nombre elevat a 0 és igual a 1, perd 0 elevat
0% 00" = . . L o (1\Y 1
a qualsevol nombre és 0. El segon cas es deriva del primer: oo® = 5) =50
oo 0 N . . .,
2. 0-0000—00 = D_eper_l _del grau dels polinomis de la funcié (normalment es poden
o 0 simplificar).

1° = Sis’arriba a aquest resultat s’han de fer més passos, ja que no és igual a 1.

Derivades

La derivada és el limit de la variacié d’una funcié f(x) en un punt. La variacié d’una funci6 entre
dos punts (o taxa de variacié mitjana, TVM) és la relacio entre I’increment del valor vertical i
horitzontal de dos punts qualssevol, (x, £ (x1)) i (x2, f(x2)):
Ay _ fe) = f(x) _

TVM = —

T
AX xz - x1

Aquesta mateixa expressio ens donaria el pendent d’una recta 1 que tallés aquests punts. EI pendent
d’una recta (representat amb la lletra m) és també la relacié entre I’increment del valor vertical i
horitzontal de dos punts (una definicié analoga).

(XZ' f(xz))

J () (o1, ) by

<
<

\ J

Ax

Aixi doncs, la derivada és el limit d’aquesta variaci6 en un punt (t), i definim formalment la derivada:

)= f®
mi=— 7

x-t x—t

f'() =limTVM =

2 p—t
—

= mr[

(. f()
f(x) (t,f(t))

f(x) (t,f(t)) 4

<

-y

=
3

(2, fC)

r-

\

Aixi es veu que en el limit (quan x s’apropa a t), la recta r, és tangent al punt (t, £(¢)), i aquesta és
la propietat fonamental que aprofitara el métode de Newton: la derivada avaluada en un punt retorna el
valor del pendent de la recta tangent a aquell punt.

1
1
1
— 1
1
1

——
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Normes de derivacio:
Una cop sabem qué vol dir i que implica la derivada d’una funcié, hem de saber com derivar-ne. Per

fer-ho, se segueixen uns criteris.

La norma general: (x%)" = ax®~1. Es a dir, es multiplica la variable per I’exponent i es baixa un
grau la funcid. Si f(x) = mx, llavors: f'(x) = m, per definicid. La derivada d’una constant és 0, per

tantsi f(x) =¢, f'(x) =0.

Hi ha casos especials, pero es poden consultar en taules de derivacid:

ro - R | A X
V=1+tan"x y=a v'=a"lna
y=tanx 1 2 1
T _Toseex y=Inx y'=—
cos X x
_ s T 2 1
y=cotanx y'= ;= —cosecTx y=log, x y'=
sen” Xx rvIlna
= arcsen x y'= ! [ ' 1
J’ - © - II.'l . } =X _'l.' = - ."_
Ay X =X
, -1 Y = senx V'=cosx
Y = arccosx Yy =—
Wv1l-x y=cCosX V'=—senx

Alguns exemples practics:
f)=2x*-x3+x*-4 = f'(x)=2-4-x3-3-x2+2-x+0=28x>—3x2+2x

1 1 1 .3 -1 -1 —x

I0=7 = g0=x7 = gW=-gxI=—=— =5

També hi ha moltes funcions que s6n compostes i es poden aplicar les segiients normes.

Suma o resta: la derivada d’una suma o resta de funcions és la suma o resta respectiva de les seves
derivades:

(FO)£g(0) = F'(0)+g' ()
Producte: la derivada del producte de funcions és la suma del producte alternat de derivada i funcio,
(FG)g@) = f'() g(x) + () g'(x)

Quocient: Derivada del quocient de funcions:
<f(x)>' g+ ) g'(x)
9(x) 9°(x)

Cadena: la derivada de funcions encadenades és igual a aquesta formula:

(Fla@)) = F'(e@) g

a . . . . ., . , 0 L .. . \
Regla de |’Hépital: quan tenim una indeterminacio del tipus g 0 <,son atils les derivades, perqué

sOn casos en qué es pot aplicar la regla de I’Hépital:
f )
lim 1

xoh g@)  xoh g'(x)




3.3 Métodes iteratius

Definicid i punts notables
Un métode és iteratiu si, a partir d’un valor, després d’aplicar-1i una funcid, s’obté el valor segiient

d’una seqiiéncia:

d(4) Es a dir, a partir d’un punt A, aplicant-li una férmula
—

¢ (A), obtenim un punt B, que sera el proxim a iterar.

A B

| al valor obtingut també li apliquem aquesta formula, i aixi molts cops (iteracions), obtenint una
serie de valors ordenats, on cada un depén de I’anterior.

Perd evidentment s’ha de comencar des d’algun punt. Es el que anomenem condici6 inicial, i aquest
no depeén de res, sind que 1’escollim. Es representa com a x:
X0, x1 = ¢(xo), Xns1 = P(xp)

De tota la serie de valors que obtenim, a partir d’iterar una x,, se’n diu orbita:

Oxp) = {xo, d(x0), P*(x0), P>(x0), ... P™(x0)}

Si I’orbita es repeteix (retorna la mateixa serie de valors de manera ciclica), llavors la condici6 inicial
és un punt periodic, de periode p, tal que quan arribem a la iteracié p, obtenim el valor inicial:

k )
PP (x0) = xp © ( d*(x0) # xg ) Es a dir, si ¢%(x,) = x, també
Vk=1<k<p/ ¢*(x,) = x,, pero el periode és 2, no 4.

Si la orbita té periode 1, els punts sén punts fixos:

¢(P) =P, O(P)={P}= llavors P és un punt fix

Comportament asimptotic
Els punts fixos poden ser atractors o repulsors. La definici6 per a un punt atractor és:

P és atractor & 3 € > 0, |[x = P| <e¢, ¢"(x) - P

Es a dir, un punt és atractor si les iteracions d’un punt x que és proper a P, tendeixen a P. En canvi,
per a un repulsor, encara que comencem a iterar a prop, els valors s’allunyen. Per a definir un punt
repulsor, el més senzill és dir que:

’ Z -1 -1 1 s Z s
P és repulsor < P és atractor en ¢ x Pl # e siné que és la funcié inversa.

El conjunt de punts que convergeixen cap a un punt atractor rep el nom de conca d’atraccio. La
conca d’atracci6 (A) d’un punt atractor P, son tots els valors x tals que en iterar-los convergeixen a P:

AP)=1{x} = O6(x)->P

Hi ha un teorema que relaciona els punts fixos i el seu comportament asimptotic. Es el teorema de
I’estabilitat del punt fix:
S(P) = P = {si |¢p'(P)| <1 - P atractor

si |¢p'(P)| > 1 - P repulsor i

Si ¢ és derivable (és a dir, existeix una derivada) i P és un punt fix, en sabrem el comportament
segons el valor de la derivada. Si és mes petit que 1, atrau; més gran que 1, repel-leix; i si és 1, llavors
no ens diu gaire sobre el comportament del punt: hi haura punts propers que convergiran i n’hi haura




que no (comportament inestable). Com més proper a 0, més atractor. Si és igual a 0, parlem de punts
“sUper- atractors”.

També hi ha una manera grafica de trobar-los, que consisteix en representar la funcié a iterar, ¢ (x),
larectay = x, i igualar-les. Aixi, on tallin s’obtenen els punts que compleixen que ¢(x) = x: els punts
fixos.

Llavors per iterar, comencem a un punt qualsevol g (proper a un punt fix) i fem una linia vertical fins
a ¢(q). El seglient punt de la iteracio, es troba fent una linia horitzontal fins a y = x amb ’objectiu de
trobar (¢(q), ¢(q)), i una vertical cap avall fins que creui amb la funcié ¢ (x). En aquesta vertical,

el punt que creua amb ¢ (x) és ¢(¢(q)), és a dir p?(g).

Llavors, per a tornar a iterar, repetim el procés: tracem una linia horitzontal finsay = x i en vertical
fins a I’eix d’abscisses, i on talla amb ¢ (x) obtenim el seglent punt.

Aixi, podem veure si el recorregut va cap al punt P,, aleshores sera atractor o si pel contrari, comenga
a prop d’un punt fix i marxa a ’infinit, sera repulsor. Si va oscil-lant a esquerra i dreta del punt, P és
inestable o és una Orbita periodica.

X 4xt 77x%  67x2 (@)

PO =133 Tz "6 TO*

y=x

(@)

En aquest exemple, tot i que g és molt proper a P,, aquest és repulsor, aixi que:

6(q) » —o0 = q & A(P;)

En aquest altre exemple, g és més
proper a P, que a P;, pero, com que

P0=0
16/(P)] = 5 x* 16x3+77x2 67x_|_6 _e
¢'(Po)l = 12 3 4 3 -

I el teorema del punt fix ens diu
que el seu comportament és
repulsor, per tant 1’orbita tendeix
cap a un altre punt, en aquest cas,
P,.




Tot i aix0, P; tampoc és atractor:
P, = 0.6734... > |¢'(P))| = 1.8530...

Pero és menys repulsor, per tant 6(q) — P;.

Aquest procediment d’iteracio grafica és poc acurat i pot portar a errors deguts a la precisio, mentre
que analitzant les expressions i seguint els teoremes s’obté informacio més rigorosa.




3.4 Topologia

La topologia és la branca de les matematiques que estudia el comportament dels espais topologics.
Un espai topologic és un conjunt de punts que compleixen unes caracteristiques.

Per exemple, si tenim dos conjunts, A i B:

AcCcB «VxeEAx€EB —m—»

A=B ©AcBBCcA4d ———> -

Si agafem un sol conjunt, podem distingir-ne algunes parts caracteristiques:

Complementari: A ={x ¢ A}

El complementari son tots els punts que no pertanyen al conjunt. Si A€ és obert, llavors A és tancat.

g

Interior: int[A] ={x =>3r>0 B.(x)c A}

L’interior son tots els punts x que estan dins del conjunt, i que per a tots podem fer una bola de radi
r centrada a x, i tota la bola també estara dins el conjunt. Si A = A°, el conjunt no té delimitaci6 exterior,

i es diu que és obert.
‘ .

Adheréncia: A= {x €X, Vxy, 3e> 0, E=|lx —x0ll <&, ENA+ @}

L’adheréncia son els punts x que, en un entorn E (definit com el voltant de x), la seva interseccio no
és un conjunt buit (@ ¢ A). Es relaciona amb el conjunt i I’interior aixi: A° c Ac A.Si A =A4; A és

tancat.
A




Frontera: A=A\ A°

Es a dir, la frontera és ’adheréncia menys 1’interior: el que hem d’afegir a I’interior perqué sigui una
figura amb linia exterior. Aixi ens quedem sempre amb el voltant del conjunt, sigui obert o tancat.

0A

Bola n-dimensional:
Més endavant caldra saber qué és una “bola”. La definicid formal és la segiient:

B'"(p,r) ={x eR™: |lx —pll <7}

Una bola de dimensi6 n és un conjunt de punts representats sobre R™ tals que la distancia a un punt
P, on la bola esta centrada, son menors que una distancia r. Per tant és un conjunt obert (la frontera no
s’inclou) i ple per dins.

Una bola de dimensi6 1, B1(p, r), correspondria a tots els punts en un interval obert de 2r amb P
al mig. (P & r) no formen part de la bola, son la seva frontera: dB* = {p +r, p — 1}.

R! B! T 9Bl
<€ ® ——» >
p—r p p+r

En 2 dimensions, la bola seria el més semblant a un cercle sense vora. El perimetre és dB?, i es veu
que 0B' c dB?.

(p1, 02+ 1)

(p1 —1.02) (p1 +7,02)

(P02 — 1)




En R3, la bola seria una esfera, plena per dins, pero sense contorn. La superficie de ’esfera és B3,
i 0B% c aB3.

(P, P2 +71, D3)

3 (p1, P2, D3+ T)
R (p1 — 7, D2, P3)

(p1 + 7, P2, D3)
(P1, P2, P3 +

aB3
(P1, P2 — 1, D3)

En general: dB™ c dB™ & n < m, és a dir, si un punt és part de la frontera, en augmentar la
dimensio de la bola, segueix formant-ne part (sempre i quan estiguin centrades al mateix punt).




3.5 Fractals

Conjunts fractals
Si apliqguem un metode iteratiu ¢(z), sigui el metode de Newton o qualsevol altre funcio, a tot el pla
complex, podem distingir tres espais topologics, segons la convergéncia dels punts.

El primer d’ells seria el conjunt de Fatou [F(f)], que és el conjunt de punts estables:

ff@-p {f” (z) >

1) - p O Iz » o

Si un punt z és estable (pertany al conjunt de Fatou) té, sota iteracid, un comportament igual al dels

seus veins: els punts propers, a una distancia arbitraria €, tendeixen a un mateix valor. Aquesta definicio
també inclou els punts que divergeixen, és a dir; A(co).

ZzEF(f)=3e>0;, Vz'; |lz—-Z'|<¢: {

Per tant, els punts que estan a la frontera de dues conques d’atraccio no compleixen la definicid, i no
pertanyen a F(f) perque estan envoltats de punts que tendeixen a nombres diferents, i tenen un
comportament inestable.

Un exemple de conjunt de Fatou podria ser el seglient! (el conjunt és tota la part blava):

També hi ha els conjunts plens de Julia [K(f)], que son tots els punts que, a part de ser estables, la
seva Orbita no divergeix. Es a dir, el complementari de la conca d’atracci6 de I’infinit:

ZzEK(f); fz2)»o o zc A’ (o)

! Les imatges d’exemple son resultants d’iterar la funcié f(z) = z? — 0.8

( 1
| 18}




Aquest cop no agafem tots els punts, i es veu que int [K(f)] c F(f)

Cada conjunt ple, té associat el seu conjunt de Julia [J(f)], que és la frontera (no és una figura
plena: és la linia que I’envolta) de K (f):

J(f) = 0 K(f) = 0 A®(o0)

També es pot dir que el conjunt de Julia és el complementari del conjunt de Fatou, ja que compréen
precisament tots els punts inestables:

J(f) = F(f)

Doncs bé, I’espai topoldgic que defineix el conjunt de Julia, associat al métode de Newton, resulta
en fractals.

Dimensié fractal

Tot i que s’han intentat donar definicions per a fractal, encara no s’ha arribat a un acord, i no existeix
avui dia una unica definicié. Pero n’hi ha dues que sén les més comunes? :

1- Qualitativa: és una definici6 donada per D. Sullivan, que diu que una fractal és un objecte quasi-
auto-similar. Per tant, parlem de similituds en diferents escales, és a dir, apropant-nos a la imatge i
donant més quantitat de detalls. Hi ha tres tipus d’autosimilitud, segons la seva exigeéncia:

1. Auto-similitud exacta: I’objecte és idéntic a qualsevol escala (les parts son iguals que el total).
Un exemple seria el triangle de Sierpinski, en qué si agafem un fragment es pot observar que és
igual que el triangle sencer, i aixi successivament:

2 WIKIPEDIA, “Fractal” [en linia] < https://es.wikipedia.org/wiki/Fractal#Intentos de definici%C3%B3n_rigurosa >

( 1
{ ¥}



https://es.wikipedia.org/wiki/Fractal#Intentos_de_definici%C3%B3n_rigurosa

2. Quasi-auto-similitud: les parts son aproximadament idéentiques al total. Poden patir

deformacions com rotacions, translacions, estiraments... Es basa en la quasi-isometria. Un
exemple seria la fulla de Barnsley, una fractal que té parts semblants, perd que s6n una mica
diferents degut a la forma de la fractal (estirada i corba) que fa que com més ens apropem a la
punta de la fulla, més diferencies trobem, pero la figura segueix sent la mateixa o molt similar:

3. Auto-similitud estadistica: és la que depen de components aleatoris, pero si prenem la fractal
com la figura que s’obté en el limit després de que intervinguin tots aquests factors és
tedricament auto-similar. Un exemple podria ser la forma que tenen les muntanyes. Evidentment
no hi ha dues muntanyes identiques, pero totes s’assemblen molt: els components aleatoris fan
gue tot i aixi la forma sigui semblant.

2- Matematica: Una definicié més rigorosa la va donar Benoit Mandelbrot el 1982, i diu que una
fractal és un conjunt en qué la seva dimensi6 de Haussdorf-Besicovitch (Dyp) és estrictament superior
a la seva dimensié topologica (D).

La dimensi6 topologica té una definicié recursiva. Aixo vol dir que el seglient valor depéen de
I’anterior, successivament fins al valor inicial, que hem de definir. Concretament, la Dy és la dimensio
de la interseccio del conjunt amb la frontera d’una bola (amb el centre dins el conjunt), sumant 1:

ACR" - Dy(A) = Dy (AN dB(p, ™) + 1
VPEAVr>0: ANIB(p,r)"+ 0

Primer de tot, definim el valor inicial, quan Dy = 0. Aquest cas es dona en el punt.

interseccio de la bola s6n dos punts (sigui com sigui el
segment), i la seva dimensio seria la Dy ,yn, + 1, és a dir:
DTsegment =0+1=1

m Si passem a calcular-ho amb un segment, veuriem que la

Amb una superficie, la intersecci6 sera una part de circumferéncia (un
segment), per tant una superficie té dimensio topologica:
Dr superficie = 1+1=2

I si ho provéssim amb un volum, la intersecci6 de la bola seria un casquet
esféric, que és una superficie, per tant un cos té dimensio topologica




Dryorum =2+1=3

La desigualtat de Szpilrajn diu que Dy < Dyg. | Mandelbrot diu que si Dy = Dy, la figura NO és
una fractal, aixi que per comprovar-ho homés hem de trobar D 5. Pero per contra, Dy és forca mes
complicada de calcular que la topologica, i requereix de coneixements que no estan a I’abast d’aquest
treball.

Tot i aixi hi ha una altra dimensié que és bastant semblant en valor, que és la de Minkowski-
Bouligand (D). Aquesta es coneix també com box-counting (en angles, recompte de capses) ja que
consisteix a comptar el nombre minim de “capses” necessaries (de mida de costat de valor €) que es
necessiten per a recobrir completament un conjunt. Aquest nombre de capses és la funcié N(g). La
dimensio es calcularia:

1 N
Dun = "2
log(5)

Terme per terme, el logaritme neperia (logaritme en base e) del nombre de capses, dividit entre el
logaritme neperia de la inversa del llarg de les capses (en el limit quan s6n cada cop més petites).

Per exemple, amb el triangle de Sierpinski, suposant que la base del triangle és de longitud 1 unitat:

Sie= % , calen 3 capses; llavors N (&) = 3.

log(3)
=———=~1,5849..
MB = {oat2) ,5849
Sie= % ,encalen 9;
log(9)
=——=~1,5849 ..
MB ™ 1og(4) /5849
Sis=§,whnm2n
log(27)
=———=1,5849 ...

Tots els valors se simplifiquen degut a que son de ’estil:

log(3%)
log(29)

| per propietats dels logaritmes,

log(a?) = b - log(a)




log(3?) alog(3) [log(3)
= log(24)  alog(2) |log(2)

Per tant el triangle és una fractal, ja que la seva D = 1 (si fem la prova del cercle, aquest només
tocara en punts) i la seva Dy, és aproximadament aquest valor:

_log(3) _

DMB—W~

Com es veu, és fraccionaria (no sempre és un enter), cosa que no passa amb la topologica.

Cal aclarir que aquest és un tema d’estudi recent (encara no fa 40 anys de la definicié de Mandelbrot),
i encara no hi ha consens en una definicié complerta i rigorosa que inclogui tots els tipus de fractals.

Segurament no en tindrem cap en els proxims anys tampoc, ja que la primera definicio és poc
rigorosa, i la segona exclou fractals en qué Dy = D, que també n’hi ha.




4.- EL METODE DE NEWTON ALS REALS (R)

El métode de Newton és un métode iteratiu, la férmula del qual és:

f(x) f ) | g i i i
Nf (x)=x— - = |Xpy1 =X — = Es a dir, a un punt x, _I[ _restem_el quocient
f'(x) f' (xy)| entreelvalorde lafunci¢iladerivadaen x,,.

Graficament, es tradueix en triar un punt x, i fer la recta tangent a f (x,). El punt on tallen aquesta
recta i ’eix de les abscisses sera x;. A la imatge de baix es veu:

f(«’L’U)

4.1 Deduccio de la formula

Amb les dades de la imatge, comencem amb x, i volem obtenir x; per a apropar-nos a I’arrel. Per a
fer-ho, hauriem d’operar:

=x9— Ax (1)

X és coneguda (I’escollim nosaltres com a aproximacio), i sabem que el valor de Ax el determina
el pendent de la recta tangent a f(xq):

Ay
tg = —
9=1s (2)
Per tant, per trobar Ax 1’aillem de (2):
P (3)
tg
Perd com ja sabem, aquest pendent (tg) és la derivada de la funcid en x:
tg = [ (xo) (4)
| a més resulta que:
Ay = f(x) (5)




Per tant substituim (4) i (5) a (3):

Ay  f(xo)
Ax = — = 6
g tg (x0) ()
I de la mateixa manera, (6) a (1):
= X9 — Ax = X9 — %
D’aqui surt la formula general:
I AC)) _ o fG)
N (x) —x—m = Xp41 —xn—m

En I’exemple del grafic, x, = 5, doncs:

2
5 ST_LL'%JF%—s 3,5 3.83
5 2 3 7
272

Amb x, repetiriem el mateix procés, i cada cop ens apropariem més a f(x) = 0 (quan creua amb 1’eix
de les abscisses, és a dir, I’arrel de la funcio).

4.2 Punts fixos del métode

Aguest métode s’utilitza amb 1’objectiu de trobar aproximacions a les arrels d’una funcié que s’hi
aplica, ja que les arrels son precisament els punts fixos del métode:

a és punt fixde Ny © a és arrel de f

Aix0 es pot demostrar de la seglient manera:
Si la primera condicio és certa, llavors Ny (a) = a, per tant, tenim que:

_ _ fl@ fla) —1 L
Nf(a)—aza—a—mﬁm—Oz a és arrel de f(x)

Si la segona condici0 és certa, llavors f(a) = 0, per tant tenim que:

f (@) 0 . .
f(a)=0=>Nf(a)=a—m=a—m=a=>—>aespuntflx

Per tant una afirmacié implica I’altra. I també podem aplicar el teorema d’estabilitat del punt fix
(veure pag. 12). Per a derivar N¢, seguim les normes de derivacio (i tenint en compte que f(a) = 0):

f'(@)-f'(@) = f(a) - f"(a) f'(@) - f'(a)
f'(@)? f'(@)?

Aleshores, el métode no només funciona, sin6 que funciona molt bé, ja que I’arrel és un punt stper-
atractor (veure pag. 13), i si arribem a una aproximacio bona, la segiient iteracio no s’allunyara sin6 que
sera millor encara: la convergencia és quadratica, afegim dos decimals bons a cada iteracio. Per aixo
s’utilitza per a trobar les arrels de funcions amb una bona precisio. Aixo tenint en compte que parlem
de P’estudi local: si el punt inicial és relativament proper a I’arrel de la funcié.

=[1-1/=0

INf(e)| = [1- =‘1—

| sempre i quan, f'(x) # 0, ja que ens trobariem en un maxim/minim de la funci6, i el pendent de la
recta tangent seria 0, per tant seria paral-lela a 1’eix d’abscisses i mai tallarien. Aquest punt es podria
trobar a la frontera entre dues conques d’atraccio 0 ser una de les arrels de la funci6. En el darrer cas, se
simplificaria amb el numerador i si que es podria avaluar I’expressio.

( 1
L % )



5.- NOMBRES COMPLEXOS (C)

Com que en aquest treball es parlara del complex, aquest punt servira per explicar una mica
I’aritmética (com operar) amb els nombres complexos.

5.1 Aritmetica

Suma i resta
Per a sumar i restar, ens convenient tenir els nombres en la forma . Aleshores:

z1+zy,=((@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
Ex:(2-5)+ (@A +3)=Q+4) +(-5+3)i=6-2i

Es a dir, sumant part real i part imaginaria per separat. La resta és el mateix, perd canviant els signes.

Producte i quocient
Per a multiplicar-los, amb aquesta formula s’ha de operar tenint en compte que .

7y - Z5 = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Ex:(1+20)2-3)=(12-2-(-3))+((-3)-1+2-2)i=8+i

Per a dividir, s’ha de multiplicar pel conjugat del denominador als dos termes. Si z = (a + bi),
llavors el seu conjugat sera: Z = (a — bi). Aixi el denominador és un nombre real, ja que

lz-z=a®— b2 (no té part imaginaria), i es pot tractar com una multiplicacié de nombres complexos.

zy  zy-7Z; (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i
Z, 2,-Z, (c+di)(c—di) c? — d?

Exponents
Per a treballar amb exponents, va millor utilitzar la forma polar, aixo és expressar el nombre com a

producte del seu modul i I’angle que forma en el pla complex. Si z = a + bi, llavors la forma polar és
|z =r(cos0 + isinf)| onr =+va?+b?i6 = arctan (%).

Es a dir, r és el modul d’un vector que comenga a 1’origen i acaba a z; i 6 és ’angle que forma amb
I’eix de les abscisses.

Tot i intervenir la trigonometria, és més facil. EIl que cal saber és que:

cos(a + ) =cosa - cosff —sina -sinf
sin(e + ) = sina - cosf + cosa - sinf

Llavors la multiplicaci6 quedaria aixi:

zy - Zy = 1,(cos B, +isinb,) - r,(cos O, + sinb,)
=1, -15((cos 0, - cos, —sin6; - sin6,) + i (sin6; - cos O, + cos b, - sinb,))
=17 (cos(@1 +0,) +i(sin(0, + 92)))

Es a dir, multiplicar els arguments i sumar els angles. Si z; = z,, llavors:
z+-z=2z%=r2%(cos 20 + isin20)

| per extensio;

|z” =r"(cos(n- @)+ isin(n- 9))|

També canvia una mica el concepte de distancia entre dos punts, ja que en estar sobre el pla, pot
prendre diferents valors segons el cami per on s’hi arribi.




Allo que en la recta real (R) es defineix com el valor absolut de la diferéncia entre dos nombres
(Dist(ry = 1) = |r; — ), quan hi ha 2 o més dimensions, hem de parlar de la norma euclidiana, que

és el modul del vector que uneix z; amb z,. ES representa amb dobles barres verticals i es calcula restant
les components dels dos nombres i aplicant el teorema de Pitagores al resultat:

Dist(a - b) = |la — bl| = ||(a; — by) + (az — by) + (a3 — b3) +++- +(a, — byl

= lles+ 2+ e+ 4 cull = V(€0 + (c2)? ++ +(cn)?
5.2 Iteracio als complexos

R és part de C.

També hi ha funcions complexes: f : C — C. Son aquelles que treballen amb nombres del pla
complex i retornen, després d’operar-hi, nombres del mateix pla. Poden ser identiques a les reals, ja que

Malauradament, les funcions complexes no es poden representar en un grafic com les reals, ja que
necessitariem dos €ixos per a representar la variable d’entrada i dos més per a la de sortida, un total de
4, i és impossible representar 4 dimensions (R*).

. fw . ..
Tot i aixi, si que es poden iterar: W — Z, on W € C i Z forma part d’una seqiiéncia, i sera el proxim
nombre a iterar ( continuaria amb f(Z) ).
| tenen les mateixes caracteristiques que les reals, com la condici6 inicial, que aquest cop sera un
nombre complex amb el qual comencem a iterar: z,.

Les orbites també existeixen al pla complex, amb la peculiaritat de que ara son les seqiiéncies de
punts que segueix 1’orbita, i poden anar en totes les direccions del pla.

T
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0(z0) = {20, f(20), fz(Zo)» fB(Zo)' o fM(20), 3

Si unim un punt z, amb el
C Fz0)
P e

segiient punt de I’Orbita, podem

tracar un cami a través del pla. Aqui

es veu I’exemple de f(z) = z3 — 1,
’ amb ZO == 1 + l

(20 . f(z)=2%—1

En aquest cas, 8(z,) — . Perd
si les oOrbites es repeteixen, llavors
parlem de punts periddics de
periode p, que també tenen la
mateixa definicio que als reals:

—4i

¥ —61
'

'

'

¥

1

P& =7 f5() # 7
Vk:1<k<p

Un punt z és periodic i de periode

p si en la p-ena iteracié retorna el

F3(=0) i mateix punt: fP(z) = z.
Sip = 1, parlem de punts fixos (complexos):

zéspunt fix & f(z) =z
Tanmateix, els punts fixos poden ser atractors o repulsors, i el teorema d’estabilitat del punt fix
pels punts del pla complex és molt semblant al dels reals:

, , _ If'w)ll <1 - w atractor
SEafs fw)y=w= {IIf’(W)II > 1 - wrepulsor

l26

—t




Pero inclou derivades complexes, i aquest tema no es tracta.

El comportament d’un punt w també es pot definir:
w és atractor & 3 & > 0, lz—-w| < s, f'(2) »w
w és repulsiu & w és atractor en f~1(z)

Nomeés cal tenir en compte que la distancia es mesura amb la norma euclidiana (veure pag. 26).

Tots els punts atractors tenen les seves respectives conques d’atraccio.
zEAW) = f"(2) »w

Aquestes conques son zones (superficies) del mateix pla complex, és a dir, hi haura conjunts de punts
que tendiran cap al mateix punt fix, i pertanyeran a la mateixa conca d’atraccio.

Per exemple, si f(z) = z? = r?(cos(26) + i sin(260)). Com que r és el modul, tots els punts de
dins el cercle unitari (a distancia r < 1) tendiran a 0, ja que si fas el quadrat d’un nombre més petit que
1 cada cop el resultat és més petit.

Per la mateixa rad, els de fora (r > 1) tendiran a oo, perqué el modul s’anira fent més gran a cada
iteracio.

El contorn del cercle (r = 1) és un conjunt de punts inestables, ja que sempre que els iteres, donen
com a resultat un punt del cercle (perqué 12 = 1), per0 estan envoltats de punts que tendeixen oo i punts
gue ho fan a 0: tenen comportaments diferents als dels seus veins.

1 1 i I I 1 1 1 1
TTOIT OO T IT O I T O T r OO TOIOTITAITCOTICIOTIT
| ! ! | | | | | |
| 2 | | | A|((>o) |
ir f=2° rtroogpharoorcorrbaserTalbroar
| | | | | | |
| 1 | | | | | | |
| | | | | | | | |
LS e I o e I A A
| | | | i | | | | |
| | I | | | | | |
I I I | | | I I I
TLOIL DT o4 e SIS |~ T [ [ [ /110
| | | | | | | |
I I I I | | I I I
| | | A(O) | | | |
| | | | | | |
-2 =15 =1 -0.5 [v] 0.5 | 15 2 25
I I | | | | I I I
| | | | | | | | |
IOV, | - DO S ST N T I I
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | ) ' | | | |
e e e e e e e e
I I I | | | I I I
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| | I | | | | | |
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Aixi, el pla queda dividit en dos conjunts separats, Fatou i Jlia:

1. Fatou: conjunt obert de punts estables, amb un comportament igual al dels veins (correspon a
A(0) i A(0)).

2.1 Ple de Julia: conjunt tancat, de punts inestables, on els veins tenen comportament diferent
(correspon a A(0) i la linia blanca).

2.2 Julia: frontera entre les conques d’atracci6 (correspon només a la linia blanca).




6.- EL METODE DE NEWTON ALS COMPLEXOS (C)

El métode de Newton aplicat amb nombres complexos segueix les mateixes pautes que en els reals,
pero amb les normes d’iteracio i aritmética del pla complex.

Només I’aplicarem amb polinomis, per tant la notacio de la féormula seria la segiient:

p(z)
p'(2)
Tot i que no es pugui representar, i perdi el significat grafic original, la l6gica segueix sent la mateixa.

A un punt z del pla complex, apliqguem p(z) i p’(z), en fem el quocient i el restem del punt inicial.
Repetim aquest procés fins que convergeixi a una de les arrels de p(z).

N,(z) =z —

Només s’han de tenir en compte les normes d’aritmeética dels nombres complexos, perd quan es
treballa amb ordinadors les operacions sén més senzilles de realitzar.

Les derivades complexes no es demostren, ja que la falta d’eines faria perdre rigor a les
explicacions, pero en el cas dels polinomis segueixen el mateix criteri que les derivades reals, fent servir
z en comptes de x com a variable.

El metode funciona igual de bé. Els punts fixos també seran les arrels de p(z). La demostracio és
analoga a la dels reals:

a és punt fix de N, © a és arrel de p(z)

Ny(@=a=>a=a- g,gg = Z,EZ; =0= (a és arrel de p(2))

p(a) 0

p(a) =0 = Ny(a) = a_p’(a) = a_p’(a) = 0(=>(0cés punt fix)

La prova d’estabilitat del punt fix (veure pag. 12) també és analoga als reals:

p'(@) -p'(a) —p@) -p" (@)l _ Hl _p'(@)?
p'(a)? p'(a)?

Il = 1.~

=1 =1f = lo[[=0

Aixi que ara els punts fixos stper- atractors (veure pag. 13) son les arrels, tant complexes com reals,
i aquest cop poden estar sobre la recta real o a qualsevol lloc del pla.

I també estaran sobre el pla les conques d’atraccio: seran arees (conjunts) de punts en qué les seves
orbites convergiran cap a una d’aquestes arrels.

La fractal surt a partir d’aquestes conques d’atraccio6 seguint el segiient procediment, que com veureu
fer a ma resulta inviable. EI més eficient és que un ordinador ho faci amb tots els punts del pla: molt
més rapid i sense errors.




Per exemple, el cas que p(z) = z° + z* —z — 1; les arrels del qual s6n z; = 1, z, = —1, z; = i,
z, = —i. Llavors els punts fixos (cap on convergiran les orbites dels punts propers) seran els marcats
amb blau:
Llavors, p'(z) =5z*+4z3—1,ila
formula iterativa del metode quedaria:
Im z>+zv—z—-1

Ny (z) =z —
92 A S

C 75 =05+0.5i

La primera iteraci6 acabara amb

o0 20 Ny (2y) = 0.027 4+ 0.162 .
@
@
(_z: ' o Re_ Amb lasegient ja deduim cap a quinaarrel
-1 -05 ol 2, 05 Tzi  convergeix: Ny(2)” = —0.996 + 0.019 i.
Np (Z) — Zy
o5 Podem dir que z, € A(z,). Aquest

cami que esta pintat amb fletxes de color
taronja és 6, , no A(z,).

Pero es pot deduir:
z4 zy € A(z) = 0(2p) € A(z,)

......

conca d’atraccio, tots els nombres de la
seva Orbita també hi pertanyeran.

Per a obtenir la fractal, hem de diferenciar les conques d’atraccid, no representar les orbites. Cal
identificar tots els punts d’A(z,) i marcar-los per distingir-los (pintant-los d’un color determinat).

Es fa el mateix per a les altres tres arrels, fent servir colors diferents per a distingir, i d’aquesta manera
quedarien tots els punts del pla pintats de diferents colors (un per a cada arrel).

Per exemple, a la funcio f(z) = z3 — 1, on f'(z) = 3z2, la formula iterativa del métode queda aixi:
z3 -1
322

Nf=Z—

f(z) té tres arrels, per tant tres colors: z; = 1,
z, = —-05+0866i, z3~—0.5-0.866i.
Segons el color, es distingeixen bé les conques
d’atraccio.

Ara ens hauriem de fixar en la frontera entre
aquestes conques d’atraccid. Per definicid, és el
conjunt de Julia associat al métode (veure pag.
19):

Inw)

Aquesta linia és la veritable fractal, no les
zones acolorides!




/.- ESTUDI LOCAL DEL METODE

Per a fer I’estudi local del métode, el més senzill i1 eficag és fer un programa i deixar que 1’ordinador
s’encarregui de fer els calculs. A ma seria molt més complicat iterar cada punt del pla. El llenguatge que
utilitzem és C, i anirem de programes senzills a més complexos, explicant el funcionament de tots.

7.1 "z2" com a métode iteratiu

El primer no té a veure amb el métode de Newton, perd si amb métodes iteratius. Concretament a z2,
que eleva al quadrat el nombre per obtenir el segiient. EI qué fa el programa és dir si un punt divergeix,

A(0); convergeix, A(0); o pertany als punts inestables del conjunt cadtic (el cercle unitari).
1

#include<stdio.h>
#incluc tdlib.h>
#include<math.h>

[==lE e N ) RS VR I o)

double a;
double b;
] complex;

o

Ttypedef struct{ Wna

10
11

C és un llenguatge que funciona per llibreries (on hi ha guardades les funcions) i per afegir-les al teu
programa cal indicar-ho (#include<...>). A continuacié definim una estructura (typedef struct{..}
complex;), amb la qual definim un nombre complex: cada nombre complex té dos arguments, a i b
(ambdds de tipus double, que vol dir decimal), que corresponen a la part real i imaginaria.

12 Hint main (void) {

13 complex z;

14

15 double aux;

16 double modul;

17

18 int itMax = 500;

19

20 printf ("Digues el punt inicial:\n");
21 scanf ("%$le %1le", &z.a, &z.b);

22

Aleshores, la resta de codi ha d’anar dins de int main (void){...}, i dins declarem un nombre z, i
dues variables decimals, una auxiliar i una altra que sera el modul de les iteracions (per a saber si
convergeixen o divergeixen). Es declara un enter (int) que farem servir de nombre maxim d’iteracions,
(aquest programa és senzill i no en calen moltes).

S’imprimeix per pantalla el que hi ha dins de printf(...), tenint en compte que “\n” representa un
canvi de linia. Es demanen els valors de z.a i z.b amb la funci6 scanf(...). D’aquesta manera, el
nombre complex a iterar queda definit.

23 H for (int i=0; i<itMax; i++){

24

25 aux=zZ.ar

26 z.a=aux*aux-z.b*z.b;

27 z.b=2%zux*z.b;

28

29 modul=sgrt(z.a*z.atz.b*z.b);
30

31 = if (modul=100) {

32 printf ("Divergeix"):

33 break;

34 L }

35

36 = else if (modul==1) {

37 printf ("Conjunt caotic");
38 break;

39 L 1

40

41 = else if (modul<0.01) {

42 printf ("Convergeix a 0");
43 break;

44 L }

45 L }




La seglient part consisteix en iterar, per a aix0 farem servir la estructura for(...) que permet fer una
seqiiéncia d’operacions un nombre limitat de vegades, ara itMax. El que es fa és assignar un nou valor
az.alz.bqueés z?expressat com (a+bi)*(a+bi), i després es calcula el modul d’aquest nou valor.

Llavors, si el modul és més gran que 100 (if(modul>100)), el programa imprimeix per pantalla que
el resultat divergeix, i surt del bucle (break;). Si el modul és igual a 1 (else if(modul==1)), vol dir
que ens movem al voltant del cercle unitari, i per tant, el punt pertany al conjunt cadtic. Per contra, si el
modul és més petit que 0.01 (else if(modul<e.e1)), el punt tendeix a fer-se més petit cada cop, i
convergeix a 0. Els valors de 100 i 0.01 sén arbitraris, simplement representen un nombre gran i un
nombre petit de referéncia..

46
47
48 return 0;

49 ]
50

Per indicar que el programa s’ha executat correctament, s’escriu com a darrera linia: return ;.

Iniciem el programa i funciona:

B "CA\Users\EUGEMD Desktop\PEMN\Lr BTXATDRAz “2metodelt\bin\Debug\z*2metodelt. exe” ===l @

Digues el punt inicial:
1+ 23

Divergeix

Process returned B <(Ox@> execution time : 20.888 =
Press any key to continue.

B "CA\Users\EUGEND DesktophPEN\Lr BTXATDRAz*2metodelt\bin\Debugz * 2metodelt. exe” || ==] @

Diguesz el punt inicial:
A.5 + B.31

Convergeix a @

Process returned B (Bx@> execution time : 27.401 s
Prezs any key to continue.

i | "C:\Users\EUGEND\Desktop\PEN\1r BTX\TDR\z*2Zmetodelt\bin\Debug\z"2metodelt.exe” [ || = |3

Digues el punt inicial: -
B.6 + B.8i

Conjunt cabtic

Process peturned B (Ox@> execution time : 19.858 =
Press any key to continue.

Efectivament, si z = (1 + 2i): z € A(x)
Siz=(0,5+0,3i): z € A(0)
I, siz=(0,6+0,80): z no tendeix a res (es mou al voltant del cercle unitari)

31



7.2 Iteracio del métode de Newton als complexos

S’aprofiten la inclusio de les llibreries i la definicié de nombre complex del programa anterior.

O W =] Oy s L

e

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

/7
/7

typedef struct] /!
double real; /7
double imag; //
} complex;

Incloem les mateixes llibreries,
que és la que permet fer operacions com 1l'arrel guadrada

/* Programa per aplicar el métode de Newton 1 cop a un nombre complex */

i també la de "math.h"

L'estructura de nombre complex €s idéntica a abans, perd
ara 1i diem real i imag a la part rezl i imaginaria per
més claredat a l'hora d'escriure.

El segiient que s’ha de fer és declarar les funcions que utilitzarem, i després, definir-les:

12
13
14

104
105

complex suma(complex, complex); //
complex resta(complex, complex); //
complex escalar (double, complex); //
complex mult(complex, complex); //
complex conjugat (complex) ; //
complex divi(complex, complex): /7
complex pol(complex, complex): //
complex der (complex, complex); //

double norma(complex);

* complexos" */

[complex suma (complex x, complex y){
complex z;

z.real = X.real+y.real;
z.imag = x.imag+y.imag;
return z;

=}

[Hcomplex resta(complex x, complex y){
complex z;

z.real = X.real-y.real;
z.imag = x.imag-y.imag;
return z;

1

[Hcomplex mult (complex x,
complex z;

complex y){

=1

Fcomplex escalar(double a, complex x) |
complex z;

z.real = x.real*a;
z.imag = x.imag*a;
return z;

1

[ complex conjugat (complex x){
complex z;

z.real = x.real;
z.imag = -x.imag;
return z;

1

[Fcomplex divi(complex x, complex y){
complex z;

z.real =
z.imag =
return z;

1

/* Per no omplir el main(), hem de declarar funcions:

*/

En el darrer programa no havia calgut, pero ara hem de
declarar funcions. S'escriu el tipus de wvariable que ha

de retornar (en aquest cas totes sén complexes) sequit

del nom de la variable (suma, resta, mult...) 1 entre
paréntesis els arquments, és a dir, el tipus i quantitat
de variables que necessitem per fer calculs (en el cas de
la suma, s'han de sumar 2 complexos 1 es retorna un nombre
complex, perd la norma ha retornar un decimal basat en un
nombre.

/* Per definir les funcions, hem d'aplicar
* el que hem vist a 1l'aprtat de "Nombres

Per fer la suma:*/

/*

se

sSe

sumen les parts reals
sumen les parts imaginaries

Per fer la resta:*/

es resten les parts reals
es resten les parts imaginaries

Vi

Per multiplicar:*/

z.real = X.real*y.real-x.imag*y.imag; // ®*y=(x.real+x.imag) * (y.real+y.imag)=
z.imag = x.imag*y.real+x.real*y.imag; /= (X.real*y.realfx.imag*y.imag)ﬂ
return z; // = (x.imag*y.real+x.real*y.imaq)

Per fer el producte escalar:*/

/7
/7

es multiplica part real i part imaginaria
pel nombre gue es vulgui

// El

conjugat

la
la

7/
/7

part real es queda igual
part imaginaria canvia de signe

// Per dividir:

(x.real*y.real+x.imag*y.imag) / (y.real*y.real+y.imag*y.imag) ;
(x.imag*y.real-x.real*y.imag) / (y.real*y.real+y.imag*y.imag) ;

Per dividir, es multiplica pel conjugat a numerador i denominador, i el resultat és aquest (expressat
entermes de x iy, real (x.r;y.r) i imaginaria (x.i;y.i):

xy (r+xdy.r—yi)

x.r-yr+xi-yi)+@xi-y.r—x.r-y.i

X
y

Cy vy (rtydr—yi)

y.r2 —y.i?




Els polinomis que iterarem seran de I’estil p(z) = z- (z — 1) - (z — ¢). On ¢ és un nombre complex
gue podem triar. Aixi, aquest polinomi té tres arrels: 0, 1 i ¢. D’aquesta manera, farem que les conques
d’atracci6 estiguin distribuides al llarg del pla.

106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117

lcomplex pol (complex z, complex c){
complex %, ¥y, pr

x.real = z.real-1;
x.imag = z.imag;
y = resta(z,c)i // I ay, el valor de (z-c)

p = mult(z, mult(x,y)); // Llavors només cal multiplicar-los tots.
return p;

=

També hem de saber el valor de la derivada. La calculem aplicant les normes de derivacié:

118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

[Hcomplex der (complex z, complex c){

p(Z)’:(Z'(Z—l)'(Z—C)),=3Z2—ZZ(C+1)+C

complex u, %, D, yr lel polinomi d'abans,

u.real = 1; vacio:
u.imag = 0; 2*z(c+l) + cC
x=escalar(3, mult(z,z)): // assignem aquests valors a x 1 y

y=mult (escalar(2, z), sumal(c, u));:

D = suma(resta(x,y), c)r // sumem i
return D;

Per saber cap a quina arrel tendeix, assignarem una funcio que doni la norma euclidiana d’un nombre
complex.

130
131
132
133
134

double norma (complex z){

double n = sqgrt(z.real*z.real+z.imag*z.imaq); // es calcula com
return n;

Ara ja podem comencar a escriure la part principal. Declarem z (el nombre a iterar), ¢ (una de les
arrels) i u, (una constant que equivaldra a 1 + 0i, ’altra arrel). També declarem una variable per portar
el compte de les iteracions que portem fins al moment.

Flint main() {

complex z, <, u;s [/ de
double epsilon = le-4; /7

z.real = 1; // Donem valors a z,

z.imag = 2;

c.real = 0; // A c

c.imag = 0;

u.real = 1; // I au, que sera un nombre auxiliar (u =1 + 0i)
u.imag = 0;

int i; // Agquesta variable recomptara el nombre d'iteracions

En aquest cas, epsilon és una variable que servira de tolerancia per a fer els tests de convergéncia.
Es arbitrariament petita, i en aquest exemple té el valor de 1 - 10™* = 0,0001 .




Com en el programa anterior, calcularem cap a on convergeix, pero ara aplicarem el métode de
Newton (linia 39) i després mirarem cap a quina de les tres arrels convergeix. Si arribem a 200 iteracions,
voldra dir que el nombre pertany a la conca d’atracio de I’infinit i, per tant, no convergeix.

8 |4 for(i =0;i<200;i++) { // Posem un

39 z = resta(z, divi(pol(z,c), der(z,c 1 métode
40

41 H if (norma(z)<epsilon) { '/ 81 la distancia de z a 0 és5 molt petita:

42 printf("Convergeix a 0 en %d", 1i);

43 break;

44 - }

45 B if (norma(resta(z, u))<epsilon){ // Si la distancia de z a u és molt petita:
46 printf("Convergeix a 1 en %d", 1);

47 break;

48 L }

49 B if (norma(resta(z,c))<epsilon){ // Si la distancia de z a c és molt petita:
50 printf("Convergeix a c en %d", 1i):

51 break;

52 E }

53 - }

54 H if(i==200){ // 51 s'arriba al maxim d'iteracions:

55 printf ("No convergeix");

56 - }

57 return 0; '/ Acabem el programa.

58 ]

59

Amb els nombres d’exemple, quan z =1+ 2i, i si ¢ =0, z—> A(0) en 15 iteracions donada la
tolerancia de 0,0001 .

-

7| "C:\Users\EUGENT\Desktop\PEN\Lr BTX\TDR\metodel iteracio\bin'Debug\metodel iteracio.exe” [ 2|3

Conuvergeix a @ en 15

Process returned B (Hx@A> execution time
Prezs any key to continue.




7.3 Metode i obtenci6 del pintat del pla

Perque el programa ens retorni una imatge, hem d’afegir llibreries (que haurien de descarregar-se i
col-locar en el mateix directori que el projecte) i paletes de colors (arxius amb extensié .map). Aixi es
defineix una funcio que apareixera més endavant. D’altra manera, el programa donaria errors.

1

2

3 <stdio.h>

4 <math.h>

5 <string.h>

6 <stdlib.h>

7 <ctype.h>

8

9 g "image.h"

10

11 typedef structi{ // Mantenim l'estructura de programes anterior
12 double real;

13 double imag:

14 } complex;

15

16 complex suma(complex, complex);
17 complex resta(complex, complex);
18 complex escalar (double, complex);
19 complex mult (complex, complex);
20 complex conjugat (complex);

21 complex divi(complex, complex);
22 complex pol (complex, complex);
23 complex der (complex, complex);
24 double norma (complex);

La llibreria es diu “image.h”, la resta és identica als programes anteriors. Les funcions tampoc
canvien:

31

3z

33 Hcomplex suma(complex x, complex y){

23 [Flcomplex resta(complex x, complex y)/{

2'? FHcomplex mult (complex %, complex v){

gi [Hecomplex escalar (double a, complex x){

2?. FHcomplex conjugat (complex x){ // El conjugat
g; Heomplex divi(complex x, complex y) | // Per dividir:
3; FHeomplex pol(complex z, complex ¢){

g'? Hcomplex der(complex z, complex c){

gg [ double norma(complex z){

103

El main() comenca semblant. c i u tindran la mateixa utilitzacié que en programes anteriors. La
variable z portara el recompte dels punts que hem iterat. zIt sera una variable auxiliar, que sera igual
a z i farem servir per aplicar el metode de Newton. x i y seran enters que farem servir per a editar

els pixels de la imatge que volem crear. Com abans, necessitem una tolerancia epsilon.
104 Hint main() {

105 complex z, ¢, u, zIt; '/ Com fins ara, Jque sera una

106 variable auxi

107 int v, x; 1 1s de la imatge

108 int i;

109 double epsilon = 1=-8

110

111 u.real = 1

112 u.imag = 0;

113

114 Image *im = createImage (2000, 2000); // creem una imatge (en blanc) de 2000x2000 pixels
115

116 printf ("Escull la part real de c:\n"):

117 scanf ("%le", &c.real); // Inicialitzem "c" amb els wvalors gue es5 vulgui.
118 printf ("\nEscull la part imaginaria de c:\n");

119 scanf ("%le", sc.imaq):

120

Després de declarar les variables numériques, declarem un altre tipus de variable, que esta inclosa en
les llibreries: Image. A aquesta variable li direm im. Sera un munt de dades que representaran una




imatge de 2000 pixels d’ample i 2000 pixels d’alt. Acte seguit, demanem a 1’usuari primer la part real
i després la imaginaria de c.

Amb aquestes dades ja podem comencgar a iterar el métode de Newton:

121 y=0; / Per comengar, y=0, el pr pixel sera el de dalt a l'esguerra.
122 for(z.imag = 2; z.imag > -2; z.imag-=0.002){

123 =

124 -
125
126 x=0; // Cada cop que acabem una filera, x=0, tornem al comencament de la s
127
128 = for(z.real= -2; z.real < 2; z.real+=0.002){
129 %

130
131 = |
132
133 zIt=z; // La variable a iterar s'actualitza i é&s el segiient punt del pla
134
135 H for (i=0; i<50; i++){

136 zIt = resta(zIt, divi(pol(zIt,c), der(zIt,c)));
137 - }

Aguest procediment és molt comu quan es vol cobrir una xarxa de punts: dos for(...) un dins I’altre
(es diu nested loops). El primer cobreix la variable horitzontal, 1’altre la vertical. Cada cop que es
comenga una iteracio del primer, es reinicia la variable del segon. Aixi fem filera per filera, les iteracions
de tots els punts d’un quadrant del pla.

Com que la imatge és de 2000x2000 pixels, hem de fer que cada for(...) acabi al cap de 2000
iteracions, per tant hem de calcular I’increment (o decrement) de tal manera que no faltin ni sobrin

. X —Xmi 2—(-2 4 . . . .
pixels. En aquest cas, =" — 2) = 0,002 . Per cada pixel (i punt) apliguem el métode
2000 2000 2000
fins a 50 iteracions (nombre arbitrari, podrien ser més pero tardaria més a compilar-se).
139
140 H—] if (norma(zIt)<epsilon) {
141 imageSetPixel (im, x, v, 0);
142 1
143 = if (norma (resta(zIt, u))<epsilon) |
144 imageSetPixel (im, x, vy, S50);
145 = I
148 H if (norma(resta(zIt, c))<epsilon){
147 imageSetPixel (im, x, vy, 100);
148 = 1
149 B if (norma (zIt)>4){
150 imageSetPixel (im, x, y, 255);
151 - }
152 X+t ent pixel
153 = }
154 g+t // segiient filera
155 = 1
156 imageSaveAsGif (im, "fractal.gif", "bu.map"):
157 |5
158 -
159 return 0;
160 —-}

Com en tots els programes, comprovem cap a on tendeix o si divergeix la variable iterada. Aleshores
assignem a el punt corresponent (x, y) el color depenent de I’arrel (el 3r argument de la funcio6
imageSetPixel(...). Com que només hi ha tres arrels, farem servir 9, 50 i 100, que son vermell, verd
i blau respectivament.

En el seglient exemple, he fet que les tres arrels formin un triangle equilater, situant ¢ a
(cos(60),sin(60)i) ~ (0.5,0.866 i), d’aquesta manera el fractal sera més simétric:

7| "C:\Users\EUGENT\Desktop\PEN\1r BTX\TDR\Fractall\bin\Debug\Fractall.exe” [ — || & |[w5a]|

Ezcull la part real de c: -
Aa_5

Escull la part imaginaria de c:
A._.866

Process returned B (Bx@> execution time : 136.962 =
Press any key to continue.




7.4 Resultats (fractals auto-similars)

L’arxiu que es crea és aquest [per a la funcid f(z) = z (z — 1) (z — (0.5 — 0.866 1)) I:

Es pot apreciar la quasi-autosimilitud si ampliem. Per exemple, la imatge de baix a la dreta correspon
a la part emmarcada en blanc (de [0,05; 0,55] en I’eix real i de [0,2; 0,7] en I’eix imaginari). La de la
dreta és una secci6 ampliada, de [0,225; 0,3] en el real i de [0,53; 0,605] en I’imaginari:

Perd qué passaria si ¢ no formés el triangle equilater mencionat abans?

e B




Doncs, per exemple, si f(z) =z (z—1) (z— (0.25—1)), la regi6 de [—2, 2] en I’eix real i
imaginari (la mateixa que en la primera imatge) quedaria aixi:

La imatge resultant canvia significativament degut a que les conques d’atraccié es mouen i no estan
situades en el pla de manera tan simetrica com abans, pero segueix presentant quasi-autosimilitud.
Aquest cop els intervals sén [—0,37 - —0,12] en I’eix real i [0,48 — 0,73] en I’imaginari a I’esquerra,
i[—0,34 - —0,325] enelreal i [0,51 — 0,54] en I'imaginari a la dreta:




Recalco que la fractal és la frontera d’aquestes figures, NO pas els colors. Perd d’aquesta manera
queda més visual i és més facil de diferenciar.

A banda de I’estética, hem comprovat que, indiferentment de 1’escala en qué observem, la imatge es
va replicant amb petites diferencies (quasi-autosimilitud) especialment en el segon exemple, i a mesura
que obtenim més i més detall de certes regions, van apareixent formes que recorden al total original.
Aquesta és precisament una de les definicions de fractal.

Ara ens podriem preguntar qué passaria si, enlloc d’apropar-nos, ens allunyéssim. Doncs la regio de
[—100 — 100] en els eixos real i imaginari de la primera fractal (quan ¢ = 0,5 + 0,866 i ) queda de la
seglent manera:

El resultat és poc emocionant, doncs les dues imatges s6n practicament identiques. Tampoc s6n
interessants els voltants més proxims de les arrels del polinomi (que presenten Gnicament un color) ja
que el metode convergeix molt rapid degut al comportament atractor.

Les zones que presenten figures més complicades son les que es troben a mig cami de dues o tres
arrels: en aquests punts (que estan situats a les fronteres de les conques d’atraccid), les orbites fan salts
que poden semblar aleatoris entre les arrels i donen com a resultat al cap de moltes iteracions (després
d’estabilitzar el valor) les figures que hem vist fins ara. Aquest comportament caotic és el que dona lloc
a fractals.




7.5 El métode falla

En els polinomis d’aquest tipus, hi ha certes "c¢" amb les quals apareixen zones del pla que acaben
de color negre, degut a que acaben convergint a orbites periodiques. Per tant, el programa llegeix que
no tendeixen a cap de les arrels i compta que divergeixen.

Un exemple d’aquest tipus:

f(2) = z(z—1)(z — (0.905889 + 0.423516 i))

En Re[—1; 1] i Im[—1; 1], les zones fosques son tot de punts que no tendeixen a cap arrel. Algunes
les he assenyaladess amb fletxes blanques.




Una ampliaci6 de la regié Re[0.57; 0.7] i Im[0; 0.28] (el rectangle blanc de la imatge de dalt):

Si comencem a iterar des de dins de la part negra,
per exemple, zo = 0.6353 + 0.14117 i, les iteracions
segueixen el seglient patro:

-
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(A.635 + B.14 i):
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Els parells ( ) sén iguals, i els senars (blaus)
també. Per tant, ens trobem en una orbita de periode 2,
i els punts van saltant d’un a I’latre, sense deixar que
el métode convergeixi.

Quan ¢ = 0.90929 + 0.416163 i, ens trobem davant d’un cas similar. Aquest cop, pero, I’orbita és
de periode 4 (cada quatre valors es torna al mateix), i per tant la imatge resultant és diferent. Ampliada
a laregi6 Re[0.5725; 0.71] i Im[0.074; 0.21]:

i | "CAUsers\EL... [ = |[ & |[nE3m]|
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8.- PROCEDIMENT INVERS

Hem vist com obtenir les imatges fractals a partir del métode. Per fer-ho, necessitavem congéixer les
arrels del polinomi, pero també és possible fer el contrari: utilitzar el métode per a trobar totes les arrels
(aproximades) d’un polinomi donat.

8.1 Teorema principal

Comptem amb que tard o d’hora les iteracions del métode tendiran a una arrel. També hi ha un
teorema, proposat a 1’article “How to really find roots of polynomials by Newton's method” (Hubbard
et al., 1998) que diu:

“Siguin P, tots els polinomis de grau d > 2, per a qualsevol polinomi p € P, hi haun
conjunt de punts (S; = {x € C}) compost com a maxim per N = [8.32547 d log(d)] punts
en cadascun dels s =[0,266321log(d)] cercles amb la propietat que 3x € S; : x €

A(po) Vpo © p(py) =0.”

Aix0 vol dir que si iterem tots els punts en S, segur que obtindrem aproximacions de totes les arrels,
ja que no hi ha cap conca d’atraccio que no li pertoqui un punten S,.

L’operacio “[x]” es diu ceiling i dona com a resultat un enter k : k > x. Per exemple, [2.15] = 3;
pero [0] = 0.

Aleshores, per un cas general, necessitariem els N punts que determina el teorema, repartits en s

cercles. Per a cada cercle li hem de trobar un radi. Si 1 < v < s, obtenim radis en funcié de v:
2v—-1

T, = (1 + \/E) (%)T

| a cada cercle li pertoquen N punts. Si 0 < j < N — 1, per a cada j obtindrem un angle:
2mj 21

Hj—N, A9=91—90=91=W
Aquesta formula és la que reparteix els punts al voltant de tot el cercle.
Aleshores, un punt qualsevol x € S, es pot expressar en forma polar d’aquesta manera:
x =1, - [cos(6;) + isin(6;)]

Exemplespera: 2<d <5

Radis:
. . Nombre de punts per 2v-1 Increment
Grau: | Nombre de cercles: cada cercle: 7 d—1\ s d’angle:
= : r,=(1+V2)[—— 2

d |5 =102663210g(] | \ _ 1532547 d log(d)] (1+v2) () A — Wn
2 s =[0.184599] =1 N =[11.5416] = 12 r; = 2.0301 AG = 0.5236
3 s =[0.292582] =1 N = [27.4394] = 28 r, = 2.18149 A = 0.2244
4 s =10.369198] =1 N = [46.1662] = 47 r =~ 2.24668 A6 =~ 0.1337
5 s =10.428626] =1 N = [66.9966] = 67 r, =~ 2.28322 A6 =~ 0.0938




8.2 Programa per a trobar les arrels
Noves estructures
En aquest nou programa es treballa amb estructures de punters, d’arxiu i de caracters.

Un punter és una variable que pot emmagatzemar un conjunt de valors del mateix tipus. Es semblant
auna llista de valors. Cada valor té un nombre que I’identifica (1’index) i s hi pot accedir individualment.
Els farem servir per a guardar tots els valors de les arrels i també els coeficients del polinomi.

La sintaxi és lleugerament diferent que la de les estructures normals. EI més important que cal saber
és que es declaren amb un asterisc davant del nom ( double *nom_del_punter ésun punter que guarda
variables tipus double ) i que per accedir a un valor es posa el nom de la variable seguit de I’index (un
enter que pot ser @) entre claudators: nom_del_punter[index].

Una variable arxiu (o FILE) es fa servir si es vol llegir o escriure un fitxer de 1’ordinador. Si es vol
escriure en un fitxer amb el nom de la variable, pero en el directori no n’hi ha cap, el programa en crea
un. La funcio per escriure-hi coses: fprintf(nom_del_ fitxer, “coses a escriure-hi”);

Una variable de caracters (o char) és senzillament un nom, una cadena de caracters.

Noves funcions

Per a fer aquest programa caldra definir més funcions. Primer, una que retorni un nombre complex
elevat a un enter (per a aplicar els polinomis). Per fer-ho partim de la segtient férmula (veure pag. 25):

z" =r"[cos(n-0) + isin(n-0)]

r és la norma de z; 6 es pot obtenir si sabem que & = tacos (z.real/r) i té el mateix signe que la

part imaginaria. D’aquesta manera, si a la nostra funcid hi entrem z i n quedaria:
68 Eﬂcomplex expz (complex z, int n){

69 double theta;

70 complex exp;

71 double r, h;

72

73 r = norma(z) ;

74 h = pow(r, n); // Nou radi.

75

76 theta = acos(z.real/r); // Bngle (funcid arccosinus)
77

78 B if(z.imag < 0){

79 theta #*= -1; // 8i la part imaginaria és negativa,
80 — } // theta també ho sera

81

82 exp.real = h * cos(n * theta);

83 exp.imag = h * sin(n * theta);

84

85 return exp;

86 =1

Per no omplir el main( ), definirem també funcions per a la derivada, el polinomi i el métode en si,
només coneixent el grau i els coeficients del polinomi (com a variable de punters).

La funci6 polinomi consisteix en consisteix iterar a tots els coeficients del polinomi i operar. Com
que és la funcio avaluada en un punt z, necessitarem aquest punt. Amb el grau del polinomi anirem
sumant z elevada a un exponent (amb la funcié que acabem de definir) fins a arribar al grau de la funcio.
Llavors la funcio retornara la suma total.




100 Hcomplex pel(complex z, double *polin, int grau) {

101 int i:

102 complex fun; // Variable on guardarem la suma del polinomi.
103

104 fun.real = [

105 fun.imag = 0; // La iniciem amb el valor del terme independent.
106

107 B for(i=1; i<=grau; i++){

108 fun = suma (fun, escalar(polin[i], expz(z, i))):

109 + }

110 ©

111

iz

113

114 return fun; // Retornem el resultat

115 -}

La funcio per a la derivada segueix la mateixa logica, pero ara hem de multiplicar pel grau i elevar

al grau menys u (son les normes de derivacid).

117 FHcomplex der (complex z, double *polin, int grau) {

118 int i;

119 complex deriv;: // Variable on guardarem la suma de la derivac
120

121 deriv.real = polin[1];

122 deriv.imag = 0; // La iniciem amb el valor del 1lr terme.

123

124 H for(i = 2; i <= grau; i++){

125 deriv = suma(deriv, escalar(i * polin[i], expz(z, i-1)));:
126 = }

127 ©H

128

129 =

130 return deriv;

131 1

Tenint aquestes dues funcions i les d’aritmética complexa, el métode resulta relativament senzill.
Necessitem les mateixes variables que amb les altres funcions, i a més, la tolerancia per saber quan

deixar d’iterar.

121 FHcomplex newton(int grau, complex z, double *poli, double tol){

122 complex z0;

123 z = resta(z, divi(pol(z, poli, grau), der(z, poli, grau)));

124

125 © do{

126 z0 = z;

127 z = resta(z, divi(pol(z, poli, grau), der(z, poli, grau))):
12@ | }while (norma (pol(z, poli, grau)) > tol);

129

130 return z;

131 | of

La condicio d’escapament sera si el polinomi avaluat en el punt és més proper a zero que la tolerancia,

1 per tant €s una aproximacio de I’arrel prou bona, es deixi d’iterar.

També ens ajudara una funcié que comprova si un nombre complex c apareix dins d’una variable
de punters complex *aux, que té int d nombres emmagatzemats. La farem servir per destriar les
arrels no-repetides. Caldra també, afegir la llibreria <stdbool.h> a la capgalera del programa.

171 &bool check (complex *aux, complex c, int d) {

172 int j;

173 double tol = 1e-9;

174 H for (§=0; j<d; j++){

175 E if (norma (resta(aux[j], <)) < tol)/{
176 return false;

177 - }

178 }

179 return true;

180 - 1}




Programa

Ara la primera part del programa és declarar i iniciar totes les variables que farem servir.

181 int main (void) {

182 double PT = acos(-1.0); /* Constant pi (3.1415...) */

183 double epsilon = le-10; // Tolerancia

184 double r, theta; // Radi i angle dels punts a iterar
185

186 double *poli; /* Variable de punters on es guardaran
187 els coeficients del polinomi */

188 —] /* Variable de punters on es guardaran
189 = els punts a iterar */

190 complex *conv, *arrels;

191

192 char nom[20]; //Nom de 1'arxiu on es guardaran

193 //les solucions.

194 complex zIt;

195

196 int 4, s, N, v, Jj;

197 int i, 1 = 0; //Variables auxiliars

198

199 FILE *sol; /* Variable "arxiu" */

El segiient que cal fer és demanar a I’usuari el grau del polinomi i calcular el nombre de cercles i el
nombre de punts en cada cercle segons el teorema de [’apartat anterior.

201 printf (" Quin es el grau del polinomi?\n");

202 scanf ("%d", &d); /* Demanem el grau del polinomi */

203

204 s = ceil (0.26632*log(d)); // Calculem el nombre de cercles 1
205 N = ceil (8.3247*d*log(d)); // els punts per cercle, amb les
206 // féormules del teorema.

207

Un cop sabem N i s, podem inicialitzar les variables de punters, ja que en podem con¢ixer la “mida”
(el nombre d’indexs).

La sintaxi és: nom_del punter = (tipus*)malloc((mida)*sizeof(tipus)); Eltipus sera
de double per als coeficients i complex per a les arrels. La mida del primer és el grau del polinomi
més 1 (el terme independent). La del segon és el nombre de cercles multiplicat pels punts per cercle.

208 /// Inicialitzem les variables del polinomi i dels punts ///
209 poli = (double*)malloc((d+1)*sizeof (double)) ;

210 conv = (complex®)malloc((N*s)*sizeof (complex));

211 arrels = (complex*)malloc((d)*sizeof (complex)) ;

Ara inicialitzem I’arxiu i I’obrim per escriure-hi.

213 printf ("\n Nom de l'arxiu on es guardaran les solucions:\n");

214 scanf ("%s", &nom); // Es guardara un arxiu amb aquest nom

215 // a la carpeta del projecte.

216 sol = fopen(nom, "w"); // Creem l'arxiu i 1'obrim per escriure-hi.

| ja podem demanar els coeficients i anar guardant-los a la variable de punters.

218 3 printf ("\n Digues els coeficients\n"

219 | " (desde el terme independent fins al major exponent):");

220

221 printf ("\n -Terme independent: ");

222 scanf ("%1e", &polil0]);

223

224 H for (1 = 1; 1 <= d; i++){

225 printf (" -Coeficient de x"%d: ", 1i);

226 scanf ("%1e", &poli[i]); // Demanem els coeficients a 1'usuari i els
227 | } // guardem dins la variable "poli". Poden ser
228 // qualsevol nombre real.




Si no s’haguessin guardat bé o I’ultim coeficient fos 0 (condicidé que no es pot donar, ja que si fos
aixi, seria un polinomi de grau inferior), saltaria un missatge d’error i s’acabaria el programa. En cas
contrari, demanem paciencia i comencem a iterar els punts.

230
231
232
233
234
235

if (poli == NULL || poli[d] == 0){
printf ("Error") ; // 81 no s'han guardat bé o 1'ultim coeficient
return 1; // és 0 (cosa que no pot passar) sortira un

} // missatge d'error.

printf ("\n D'acord, espera un moment...\n");

Ara, per a cada punt aplicarem el métode de Newton i el guardem a una de les variables de punters.

237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252

for(v = 1; v <= s5; v++){
r=(l+sqrt(2))*pow((d-1.)/d,
// Calculem el radi de cada
for(j = 0; j <= N-1; j++){
theta = 2 * PI * j/N;
1ls angles de cada punt.

zIt.real = r*cos(theta); // Declarem els punts amb
zIt.imag = r*sin(theta); // radi i 1'angle.

conv[l] = newton(d, zIt, poli, epsilon);
1++;

}

Després he afegit unes linies que permeten escriure el polinomi inicial al nou fitxer. Si no es posa
aquesta part no s’altera el funcionament ni el resultat del programa.

255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269

271
272
273
274
275
276
271
278
279
280
281
282
283
284

:

fprintf(sol, "Les arrels del polinomi:\n\n");

/ Escrivim en l'arxiu el polinomi
int gr=d;
fprintf(sol," %.4f x~%d ", polil[gr], gr);

for(gr = d-1; gr >= 2; gr—-){
if (polifgr] != 0){
if (polilgr] > 0){
fprintf(sol,"+ %.4f x~%d ", polilgr], gr):
telse/
fprintf(sol,"- %.4f x~%d ", fabs(poli[gr]), gr):;
}

}
if (poli[l] !'= 0){
if (poli[1]1>0){
fprintf(sol, "+ %.4f x ", poli[l]);

lelse/
fprintf(sol, "- %.4f x ", fabs(poli[l]));
}
}
if (poli[0] != 0){

if (poli[0]>0) {
fprintf(sol, "+
jelse/
fprintf(sol, "-

e

.4f \n\n son:\n", polil0]);

o\

.4f \n\n son:\n", fabs(poli[0]));
}
}

Ara haurem de destriar aquelles convergéncies que hi apareguin més d’una vegada i guardar-les en
un altre lloc. Utilitzarem la funcié que hem definit com a check(). La d’index 0 la podem agafar, ja
que segur que sera nova. Després hem d’anar al segiient index del punter i mirar si és nova. Si ho és,
I’escrivim al punter definitiu arrels, si no, passem a comprovar la segiient convergencia.




290
291
292
293
294
295
296
297
298
258
300
301

int ind = 1;
arrels[0] = conv[0];

for (j=1; j < s*N; j++){

if (check(arrels, conv[j], ind)){
arrels[ind] = conv[j];
ind++;

}

La variable ind guarda el nombre d’arrels diferents que s’han trobat.

Amb aquesta variable, escrivim totes les arrels tenint en compte que, si és més gran que el grau del
polinomi, hi haura arrels repetides 0 males convergencies (veure pag. 49). Si és igual al grau, s’han
trobat totes les arrels. | si és més petita, pot haver-hi arrels dobles del polinomi, 0 0 + 0 i és una arrel, i
podria donar error. Per a cada possibilitat, s’escriura un missatge personalitzat que ho expliqui a I’usuari.

303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
L3

314
315
316
317
318
=80
320
321
322
323
324
325
326

if(ind > d) |
fprintf(sol, "\n ATENCIO!"
"\n S'han trobat mes arrels de les esperades (total de %d)."
"\n Pot ser que n'hi hagi de repetides,"
" 0 que en surtin aproximacions."™, ind);

for(j = 0; j < ind; j++){
fprintf(sol, "\n Arrel %d:", j+1);
fprintz(sol, arrels[j]);
}
}
if(ind < d){
for (j=0; j < ind; J++){
fprintf (sol, "\n Arrel %d:", j+1);
fprintz (sol, arrels[j]):;
}
fprintf(sol, "\n Potser hi ha arrels dobles, o 0+0i sigui una arrel");
}
if(ind == d){
for (j=0; j < ind; J++){
fprintf (sol, "\n Arrel %d:", j+1);
fprintz(sol, arrels[j]);

}

Ara ja podem tancar 1’arxiu i acabar el programa.

328
329
330
331
332
333
334

fclose (sol) ; // Tanquem 1'arxiu.

/ Missatge de comprovacid

printf ("\n Proces acabat\n");

return 0;

La funcio fprintz () també s’ha de declarar i definir, perd només escriu un nombre complex. Ajuda
a veure el codi més net, i I’he feta perqué era més practic:

148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161

Hvoid fprintz (FILE *sol, complex z){

double tol = 1e-§;

if (fabs (z.imag) >tol) {
if(z.imag > 0){

fprintf(sol, "™ %.8f + %.8f i",z.real, z.imaq);
lelse/
fprintf(sol, "™ %.8f - %.8f 1", z.real, fabs(z.imaqg));

}
telse/

fprintf(sol, " %.8f", z.real);
}

return;




8.2.1 Errors del programa

A partir d’introduir polinomis al programa, s’ha pogut detectar un petit error quan el polinomi
presenta arrels maltiples. La rad pot ser que esta pensat perqué per a un polinomi de grau d en trobi d
arrels, perd n’hi ha que no compleixen aixo. Per exemple, p(z) = (z + 1)° només en té una.

En aquests casos, hi ha cops que les iteracions no convergeixen prou rapid, i arriba a una aproximacio
de I’arrel que introduida al polinomi dona un resultat més petit que la tolerancia.

Seguint amb I’exemple anterior, ||[p(—1.0094 + 0.0007 i)|| < 10~°. Llavors en arribar a aquest
punt, es deixa d’aplicar el métode (que és el que se suposa que ha de fer). Per tant, cal recordar que el
programa retorna aproximacions, i és capac de distingir-les només donada una determinada tolerancia.
Augmentar la tolerancia seria una opcid, pero el temps que tardaria a executar-ho augmenta degut a la
limitacio en la capacitat de calcul de 1’ordinador, ja que és un ordre de magnitud mes precis.

Aquest problema es fa més visible a mesura que augmentem el grau dels polinomis.

L’arxiu després d’analitzar p(z) = (z + 1)° = z°> + 5z* + 1023 + 1022 + 5z + 1, és el segiient:

B "C\Users\EUGEND\Desktop\PEN\TDRABTX\4- Programes\trebar_arrels\bin'\Debug'trobar_arrels,exe” EI@
Quin es el grau del polinomi?

m| »

Mom de 1’arxiu on es guardaran les solucions:
sol

Digues els coeficients
(dezde el terme independent fins al major exponentl:
—Terme independent:= 1
—Coeficient de x™1:
—Goeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de

D'acord. espera un moment...
Proces acabat

Process returned 255 (BxFF> execution time : 34.345 s
Press any key to continue.

| sol: Bloc de notas EI@

Archive Edicion  Formato  Ver  Ayuda

Les arrels del polinomi: -
Si tornem a mirar la taula

de la pagina 42, es veu que
per a grau 5, s’iteren 67 son-

punts, i el programa troba 67 | arencior
arrels diferents. Per tant, tots Shan trobat mes arrels de fles esperades (total de 67).
. For ser que n'hi hagi de repetides, o que en surtin aproximacions.
els punts arriben & | .ame/ 1 -1.00944999 « 0.00078967 i
ANCi H H Arrel 2 -1.00944996 - 0.00078859 |
COﬂVEfgefnCl?S dlferents’ tqt,l Arrel 3. -1.00930208 + 0.00236203 §
gue només hi haunasolucid. | Armel+ -1.00930200 - 0.00236203 i
Arrel 5. -1.00900754 + 0.0039]1372 |
Arrel 6: -1.00900753 - 0.0039]1368 |
Arrel 7. —1.00685542 - 0.00434468 |
Arrel 8 -1.00685526 + 0.00434485 |
Arrel 9- —1.00639235 - 0.00552038
Arrel 10. -1.00638232 + 0.00552047 7
Arrel 11 -1.00582144 + 0.00664741
Arrel 12. —1.005827143 - 0.00664744 i
Arrel 13 -1.00514748 - 0.00771618 i
Arrel 14 -1.00514737 + 0.00771605 7
Arrel 15 -1.00437637 + 0.00871703 7
Arrel 16 -1.00437632 - 0.00871698 i
Arrel 17 -1.002817189 + 0.00771302 7
Arrel 18 —1.002817180 - 0.007713007§
Arrel 19 -1.00205655 + 0.00838464 7
Arrel 20: -1.00205653 - 0.00838471 i 8

1.0000 xA5 + 5.0000 xA4 + 10.0000 xA3F + [0.0000 xA2 + 5.0000 x + 1.0000

Lineal, columnal




En canvi, sip(z) = z'* — 1, un polinomi amb grau més gran, perd amb les arrels repartides, les troba
totes (i més rapidament).

5 "C\Users\EUGEND\Desktop\PEN\TDR\BTX\4- Programes\trobar_arrels\bin\Debughtrobar_arrels.exe” =] @

Mom de 1'arxiun on es guardaran les solucions:
=]

m

Digues els coeficients

{desde el terme independent fins al major exponentl:
—Terme independent:
—Coeficient de x™1:
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de
—Coeficient de

EEEEEEEEE._IL

D' acord,. espera un moment...

Proces acabat

Process returned B (BxB> execution time
Press any key to continue.

zol: Bloc de notas = ||~(=] @
Archive Edicién Formate  Wer Ayuda

Les arrels defl polinomi: »
1.0000 xAT1 - 1.0000
som.

Arrel 1: -0.95949297 - 0.28173256 |
Arrel 2; -0.95949297 + 0.28]1 732567
Arrel 3; -0.65486073 - 0.75574957 |
Arrel 4; -0.65486073 + 0.755748957 i
Arrel 5: -0.14231484 - 0.98982]44 |
Arrel 6; -0.14231484 + 0.98982144 §
Arrel 7: 0.41541501 + 0.90863200 §
Arrel 8 0.415415071 - 0.90963200 7
Arrel 9: 0.84125353 - 0.54064082
Arrel 10 0.84125353 + 0.54064082 7
Arrel 112 1.00000000

F }

Linea 17, columna 2:

49



9.- CONCLUSIONS

Els objectius del treball eren fer un treball entenedor i rigoros, i un programa.

El primer s’ha complert forca bé. Al llarg de tot el treball, tot i que alguns dels conceptes son de
nivell de 2n de batxillerat cap amunt, s’ha intentat explicar de la manera més entenedora possible,
sempre que s ha pogut s’han inclos imatges (de font propia) per poder visualitzar el que s’explicava.

Aix0 fa que es pugui seguir i permet adquirir els coneixements necessaris per entendre i gaudir del
resultat final.

La part dels programes s’ha assolit també satisfactoriament, perd no del tot. Es cert que s’ha fet un
programa que dibuixa les fractals i que és molt versatil en quant a entrar-hi diferents funcions (veure
annex), pero a 1’hora de voler generalitzar-ho per a qualsevol polinomi, hi havia vegades que no sortia
bé (veure pag. 48).

L’inconvenient que té és que cal saber les arrels del polinomi abans d’entrar-lo, i que s’ha d’entrar a
ma. El programa que hauria de dir les arrels del polinomi no té una fiabilitat del 100%, per tant no es
pot implementar i fer una combinaci6 dels dos grans programes del treball. D’aquesta manera només
introduint el polinomi retornaria el pintat del pla. No és facil, per aixd no em preocupa no haver-ho
aconseguit.

De fet, si s’introdueix tot a ma, els resultats son els esperats, per tant es pot dir que és funcional, pero
requereix feina preévia de 1'usuari.

Programar és un procés que de vegades dona errors que costen d’explicar. El fet de no estar gaire
familiaritzat amb el llenguatge fa que es puguin cometre errades sense adonar-se’n (en temes de sintaxi
sobretot, pero també en 1’estructura dels programes). Pero la majoria de programes funcionaven i és tan
sols el projecte més ambicids el que falla.

Un repte per seguir amb la recerca seria aconseguir aquest programa amb el qual s’introdueix un
polinomi qualsevol, en calcula les arrels i retorna el pintat del pla.

Ara bé, estic molt content de com ha sortit, i de tot el que he apres també. Tenint en compte que quan
el vaig comengar no havia fet encara mai una derivada, el que s’ha acabat tractant és bastant més
complicat.

Era un treball que tocava molts camps, i aix0 ha fet que m’hi interessés de seguida, pero també que
el que es tracta sigui complicat, i les dificultats que aixd comporta. Perd crec que és més aviat un
argument a favor, ja que el fet que sigui una part de les matematiques desconeguda per mi suposa un
repte: et descobreix un mén nou.

Es el que el fa atractiu. Que hi hagi moltes formules o que sigui complicat no hauria de fer enrere
ning.
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