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Introducció

Quan se'm va proposar el treball, el primer guió de treball era força diferent del que ha
estat el de�nitiu. En un començament, la intenció del treball era estudiar les transformacions
de Möbius clàssiques, les de variable complexa, les que apareixen a tots els llibres d'anàlisi
Totes les �gures i il·lustracions d'aquest treball són d'el·laboració pròpia.complex. Malgrat
això, després d'un primer cop d'ull al contingut teòric estudiable al treball, ja vaig intuir que
podien existir transformacions de Möbius fora de la geometria complexa planar. De fet, en la
recerca d'aplicacions, ens vam topar amb la geometria hiperbòlica, molt fàcilment descriptible
gràcies a la senzilla manipulació que ens ofereixen les transformacions a què ens referim, sense
desaprendre'ns que això és generalitzable per a un nombre arbitrari de dimensions.

El treball està estructurat en dos blocs temàtics: d'una banda, les transformacions de
Möbius sobre el pla, de l'altra, sobre l'espai.

Referint-nos al primer bloc es descriu, en primer lloc, un estudi de les transformacions
de Möbius de variable complexa, amb les característiques ordinàries, que inclou demostrar
aquestes propietats; en segon lloc, examinar el comportament que proposen les funcions
anomenades sobre el pla i una classi�cació òptima; en tercer i últim lloc, una introducció
a la geometria hiperbòlica i algunes de les seves propietats més importants recolçada en els
continguts anteriors.

Pel que fa al segon bloc, ens plantegem, d'una banda, un estudi introductori de les trans-
formacions de Möbius de dimensió arbitrària, les seves propietats fonamentals i, sempre que
sigui possible, la demostració d'aquestes, i d'altra, una petita aplicació a la geometria hiper-
bòlica en varies dimensions.

Els objectius de la recerca són, principalment, els que segueixen:
1. Exposar el contingut que hem ressenyat a l'estructura, i demostrar un nombre majori-

tari de les proposicions que es formulin;
2. Constituir una analogia entre el primer bloc i el segon, en la mesura que la majoria

dels tòpics tractats siguin semblants;
3. Relacionar la geometria complexa i l'anàlisi complex amb l'estudi d'algunes superfícies

rellevants;
4. Establir ponts teòrics entre els diferents blocs i apartats de forma que el contingut

estigui cohesionat;
Busquem, doncs, relacionar diverses àrees d'estudi de la matemàtica, totes relacionades

amb la geometria, però amb una naturalesa ben diferenta.
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Capítol 1

Transformacions de Möbius

Resum

August Möbius va ser un matemàtic alemany que, durant 50 anys, dirigí l'observatori
de Leizpig i hi excel·lí com a professor en els anys posteriors. Entre les seves més
sensacionals descobertes es troben les transformacions homogrà�ques que, entre el ventall
de denominacions usades, sovint es coneixen, en homenatge a la seva persona, amb el
nom de transformacions de Möbius.

1.1 El pla completat

Abans d'introduir la noció de transformació homogrà�ca cal establir espais en què actuïn
aquestes transformacions. Prèviament els de�nirem prou super�cialment, mentre que més
endavant els descriurem mètricament des d'un punt de vista més avançat.

De�nició 1.1. El pla complex completat o pla completat (de notacions C∞, Ĉ, C, C∪{∞})
consisteix en afegir als nombres complexos un punt de l'in�nit representat amb el símbol ∞.

El punt de l'in�nit és un punt �in�nitament allunyat�. A mesura que s'avanci en el decurs
del treball aquest anirà prenent més sentit. Tanmateix, és indispensable per a entendre cor-
rectament el contingut de la recerca. Com que la noció de punt de l'in�nit pot provocar certes
di�cultats, per tal d'entendre aquest espai mètric, utilitzarem una representació geomètrica
molt útil, que rep el nom d'esfera de Riemann.

L'esfera de Riemann és un esfera bidimensional de radi R centrada a l'origen i en què
cada punt de l'esfera es relaciona biunívocament amb un únic punt del pla completat de la
següent manera: es llança una recta des del pol nord (és a dir, des de (0, 0, R)), passant per
un cert punt de la superfície de l'esfera. Ineluctablement, tallarà el pla per un únic punt.
Aquest últim és el que assignem al primer.

1.2 El model de l'esfera

El model de l'esfera de Riemann, com hem dit, consisteix en una esfera S2 ⊂ R3 que veri�ca
l'equació

x2
1 + x2

2 + x2
3 = R2, (1.2.1)

normalment amb R = 1. De vegades se sol anomenar simplement esfera. La funció que
relaciona biunívocament cada punt del pla amb un punt de l'esfera s'anomena projecció
estereogrà�ca. Sigui φ aquesta funció. Aleshores, les coordenades (x1, x2, x3) de l'esfera es

1



1. Transformacions de Möbius

transformen en les coordenades z = (x, y) del pla d'Argand. A partir del teorema de Tales a
la �gura 1.2.1 veri�quem que

x3

R
=
x− x1

x
=
y − x2

y
.

Així, x1 = x
(
1− x3

R

)
, x2 = y

(
1− x3

R

)
i, a més, per l'equació (1.2.1):

x2
(

1− x3

R

)2

+ y2
(

1− x3

R

)2

+ x2
3 = R2.

R

x2 x

x3

O

Figura 1.2.1: Secció plana de la projecció estereogrà�ca.

Restem R2 als dos costats de la igualtat, així que ens quedarà una expressió igualada a
zero. Després, fent el canvi x2 + y2 = ρ2 obtenim una equació, en la qual treiem factor comú
de 1− x3

R , que només s'anul·la al pol nord, i dividim entre aquest nombre a totes dues bandes
de la igualtat:(

1− x3

R

) [(
1− x3

R

)
ρ2 −R(R+ x3)

]
=
(

1− x3

R

)
ρ2 −R(R+ x3) = 0.

Ara només cal que aïllem x3 en aquesta darrera equació:

x3 =
ρ2 −R2

ρ2

R +R
= R

ρ2 −R2

ρ2 +R2
.

Això últim porta inevitablement a trobar el valor de x1 i x2 que, com haviem vist abans,
es relacionaven amb x3 de la manera següent: x1 = x

(
1− x3

R

)
i x2 = y

(
1− x3

R

)
. Obtenim,

doncs, que

x1 =
2R2x

ρ2 +R2
, x2 =

2R2y

ρ2 +R2
, x3 = R

ρ2 −R2

ρ2 +R2
.

Com que no hi ha cap de�nició fonamental anterior relacionada amb aquest tòpic en què
ens haguem recolçat, prendrem el resultat anterior com una de�nició:

De�nició 1.2. La projecció estereogrà�ca φ : Ĉ → S2, on l'esfera S2 té radi R, d'un punt
z = x+ iy del pla, és de la forma

φ(z) =

(
2R2x

x2 + y2 +R2
,

2R2y

x2 + y2 +R2
, R

x2 + y2 −R2

x2 + y2 +R2

)
, φ(∞) = (0, 0, R).
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1.3. De�nició i propietats de la transformació de Möbius

Observem que és una funció contínua al pla completat. De la de�nició geomètrica de
projecció estereogrà�ca s'obté que la projecció estereogrà�ca és una funció bijectiva i que,
per tant, té inversa. No obstant, necessitem una prova més evident. Suposem que dos punts
(x, y) i (x′, y′) tenen les mateixes imatges. Tenim:

2R2x

x2 + y2 +R2
=

2R2x′

x′2 + y′2 +R2
,

2R2y

x2 + y2 +R2
=

2R2y′

x′2 + y′2 +R2
,
x2 + y2 −R2

x2 + y2 +R2
=
x′2 + y′2 −R2

x′2 + y′2 +R2
.

Per simpli�car la notació, farem R2 = A, x2 + y2 = r, x′2 + y′2 = r′. De l'equació de la
dreta s'obté

r′r +A(r − r′)−A2 = rr′ +A(r′ − r)−A2.

Així que es té r − r′ = r′ − r, d'on r′ = r. Substituïm aquest fet a les dues primeres
equacions i donen lloc a les següents:

2Ax

r +A
=

2Ax′

r +A
,

2Ay

r +A
=

2Ay′

r +A
.

S'obté immediatament que x = x′ i y = y′. Per tant, té inversa. Concretament, donat que
x1 = x

(
1− x3

R

)
, x2 = y

(
1− x3

R

)
, tenim

φ−1(x1, x2, x3) =

(
Rx1

R− x3
,
Rx2

R− x3

)
, φ−1(0, 0, R) =∞.

Sumat a què és contínua i amb inversa contínua, se segueix el següent teorema:

Teorema 1.3. La projecció estereogrà�ca és un homeomor�sme.

D'altra banda, podem trobar la distància euclidiana entre dos punts de l'esfera en funció
dels punts del pla complex a què son homeomorfes. Aquesta s'anomena distància cordal de
dos punts del pla z1 = (x1, y1) i z2 = (x2, y2), i ho denotem d(z1, z2). A partir de la De�nició
1.2, s'obté calculant directament que la distància cordal al quadrat val

d(z1, z2)2 =
4R4|z1 − z2|2

(R2 + x2
1 + y2

1)(R2 + x2
2 + y2

2)
.

Amb això veiem que escollint punts su�cientment petits de forma que la distància cordal
s'aproximi �ns a ser igual a la de la superfície, és a dir, l'arc que va d'un punt a un altre
tendeix al sinus d'aquest arc (la distància cordal).

Com que el diferencial d'un arc i el diferencial del sinus són in�nitesimals equivalents, és
a dir,

lim
x→0

sinx

x
= 1,

obtindriem que el límit quan z1 tendeix a z2 és el diferencial de longitud (d'arc) de l'esfera.
No obstant, no ens aturarem en aquest fet �ns més endavant.

1.3 De�nició i propietats de la transformació de Möbius

Un cop hem de�nit el pla completat, necessitem funcions que puguin actuar sobre aquest
espai, és a dir, necessitem funcions Ĉ→ Ĉ.
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1. Transformacions de Möbius

De�nició 1.4. Siguin a, b, c, d ∈ C constants sotmeses a la restricció ad−bc 6= 0. Anomenem
transformacions de Möbius1 aquelles aplicacions S(z) = w de la forma

w =
az + b

cz + d
. (1.3.1)

La condició ad − bc 6= 0 és necessària ja que, si s'anul·lés ad − bc, hi hauria cancelació i el
valor de la transformació f(z) seria constant possiblement llevat d'algun valor on no hi estés
de�nida com, per exemple, la indeterminació 0/0.

1.3.1 El grup de les transformacions de Möbius

Podem expressar l'acció d'una transformació de Möbius mitjançant un tipus de coordenades
que va introduir August Möbius, les coordenades homogènies. Posem z = z1/z2 i w = w1/w2.
Llavors, la transformació homogrà�ca (1.3.1) es pot reescriure com

w1 = az1 + bz2

w2 = cz1 + dz2.

Això ho podem expressar mitjançant la notació següent:(
w1

w2

)
=

(
a b
c d

)(
z1

z2

)
.

Per tant, tenim una transformació lineal regular C2 → C2. Noteu que el determinant de la
matriu quadrada és ad−bc 6= 0. Una matriu d'aquestes característiques es diu que pertany al
grup GL(2,C) o grup lineal general. Tota transformació de Möbius està directament associada
a la matriu com aquesta, perquè és única per a cada transformació, llevat del producte per
qualsevol λ ∈ C/{0}, ja que

λaz1 + λbz2

λcz1 + λdz2
=
az1 + bz2

cz1 + dz2
.

D'això es conclou que dues transformacions són iguals si i només si llurs matrius siguin
proporcionals per a un cert λ ∈ C/{0}. Llavors, hem de�nit la relació de semblança A ∼
B ⇐⇒ A = λB. Si A és cada matriu amb detA = 1, les transformacions de Möbius
estaran de�nides pel grup GL(2,C)/ ∼. Llavors serà útil, quan s'indiqui, que suposem només
les matrius quadrades bidimensionals amb entrades complexes i determinant unitat, ja que la
resta de matrius amb determinants no nuls són resultat del producte d'aquestes per λ ∈ C/{0}.
Exposem algunes remarques que caldrà tenir presents:

Per una banda, el conjunt de les transformacions de Möbius amb matrius A de deter-
minant unitat forma un grup juntament amb la composició de funcions, que denotarem M
i s'anomenarà grup de transformacions de Möbius bidimensionals. Per altra banda, el con-
junt d'aquestes matrius juntament amb la multiplicació de matrius es evident que forma un
grup. Aquest es designa SL(2,C) i s'anomena grup lineal especial de matrius quadrades
bidimensionals i entrades complexes.

Podem observar que
SL(2,C) ≈M,

ja que d'una banda, el producte de dues matrius(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
,

1També s'identi�quen amb les denominacions de transformacions homogrà�ques, transformacions lineals

racionals o transformacions especials conformes.
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1.3. De�nició i propietats de la transformació de Möbius

i de l'altra, la composició de les dues transformacions de Möbius corresponents és

(aa′ + bc′)z + (ab′ + bd′)

(ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′)
.

1.3.2 Propietats de composició

Els següents exemples de transformació de Möbius tenen noms propis: una homotècia: z 7→
rz, r > 0; una rotació: z 7→ eiθz, 0 6 θ < 2π; una translació: z 7→ z + b; i una inversió:
z 7→ 1/z.

Si tenim una transformació de Möbius com la següent

T (z) =
az + b

cz + d
,

i restem i afegim a
c , per a c 6= 0, obtenim

w =
az + b

cz + d
− a

c
+
a

c
=

bc− ad
c2(z + d/c)

+
a

c
.

És a dir, la transformació de Möbius que haviem de�nit està composada a partir d'una
translació z 7→ z + d/c, una inversió z 7→ 1/z, una homotècia i/o rotació z 7→ bc−ad

c2 z, i
una translació z 7→ z + a/c. Si c és zero, llavors és més que evident que la transformació T
seria composició d'una homotècia i/o rotació i una translació. Amb tot això, hem arribat al
següent resultat:

Teorema 1.5. Tota transformació de Möbius és composició d'homotècies, rotacions, trans-
lacions i inversions.

1.3.3 Propietats d'inversa

Considereu la transformació de Möbius

T (z) =
az + b

cz + d
(1.3.2)

amb la condició ad−bc 6= 0. Llavors, observem que quan T (z1) = T (z2), llavors (cz1+d)(az2+
b) = (cz2 + d)(az1 + b). Calculant els dos productes, apareix una sèrie de simpli�cacions que,
treient factor comú de z1 − z2, porten a què

(ad− bc)(z1 − z2) = 0.

Com que el determinant no s'anul·la, podem dividir entre ad− bc a tots dos costats i obtenir
z1 = z2. Amb això hem obtingut que l'aplicació T és injectiva.

Si a això hi afegim al fet que si tenim w, llavors existeix un nombre z de forma que
w = T (z), és a dir, T és exhaustiva, ja que

z = −dw − b
cw − a

, (1.3.3)

llavors obtenim que l'aplicació és bijectiva. Com que és bijectiva, existeix una transformació
inversa T−1 que retorna el pla w al pla z. Això demostra que tota transformació de Möbius
té inversa, i que és de la forma (1.3.2). Noteu com es veri�ca la igualtat següent:(

a b
c d

)(
d −b
−c a

)
= (ad− bc)

(
1 0
0 1

)
.
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1. Transformacions de Möbius

1.3.4 Pol i punt límit

Considereu la transformació de Möbius (1.3.2). Si calculem la seva derivada,

T ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
.

Una transformació de Möbius és meromorfa al pla complex amb un pol a −dc , ja que és
analítica en tot el pla complex llevat en el pol. Això vol dir, de forma més precisa, que per a
cada z0 ∈ C, existeix un entorn B(z0, δ) contingut a C de forma que la funció és analítica a
cada punt de l'entorn, o bé existeix un entorn del pol on és analítica, sense ser-ho a aquest.
En aquest cas ens trobem que en qualsevol entorn de −dc , c 6= 0, la funció és analítica: existeix

T ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2

però no en el punt −dc . Per contra, en qualsevol entorn d'aquest sí. En canvi, aquesta funció

és analítica a Ĉ, ja que de�nim que la imatge del punt pol és ∞. En canvi, la imatge de ∞,
ja que són funcions bijectives, és el punt pol de la inversa. En l'equació (1.3.3) veiem que és
a
c , i és el punt límit. Es pot veure com un límit quan z → ∞. Amb això hem assegurat que

les aplicacions homogrà�ques són funcions contínues en Ĉ.
Com que les transformacions de Möbius són funcions contínues i bijectives, hem arribat

al següent fet:

Conclusió. Les transformacions de Möbius són homeomor�smes.

Teorema 1.6. El grup d'automor�smes holomorfs de Ĉ és igual aM.

La demostració d'aquest teorema la trobem a [15, pàg. 8]. Nosaltres ens limitarem a
esmentar-lo, ja que el necessitarem.

1.4 Conformalitat i orientació

Les transformacions de Möbius no preserven en tots els casos la forma de l'objecte al qual
són aplicades, com succeeix, per exemple, amb les translacions. No obstant, sabem que són
funcions conformes, és a dir, que preserven els angles euclidians de l'objecte que es transforma.
Vegem aquest concepte amb més profunditat:

De�nició 1.7. Considerem un obert Ω del pla complex, i una funció f : Ω → C. Suposem
que aquesta funció és analítica en z0. En aquesta regió estan de�nides, a més, dues corbes
paramètriques z1 = γ1(t) i z2 = γ2(t), a 6 t 6 b, que es creuen a z0 = γ1(t0) = γ2(t0). Sigui
f(γ−1

i (t)) = Fi(t), i = 1, 2. Asumint que les derivades Ḟ1 i Ḟ2 existeixen en el punt z0. Si
l'angle que formen els dos vectors tangents γ̇1(t) i γ̇2(t) a z0 és el mateix que el format pels
vectors Ḟ1 i Ḟ2 a z0, aleshores la funció f és conforme.

Podem veure que l'angle es preserva mitjançant la regla de la cadena: podem suposar
que tenim una corba suau γ de�nida per z = z(t), i en la regió Ω on la funció és analítica.
Llavors, la corba resultant γ′, després d'aplicar la funció f , és f(z(t)) = w(t). Hem suposat
que existeixen les tangents ḟ(z) i ż(t), i són diferentes de zero, ja que γ és una corba suau.
Llavors, ja que ẇ(t) = ḟ(z(t))ż(t), és evident que γ′ és una corba suau. Suposem que ḟ(z) 6= 0.
Llavors, si calculem els arguments obtenim

arg ẇ(t)− arg ż(t) = arg ḟ(z).
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1.5. Punts �xos

Per tant, l'angle entre les dues tangents de les corbes és independent de les corbes, ja que
és arg ḟ(z), amb la qual cosa les corbes que tinguin les mateixes tangents en aquest punt
continuaran formant el mateix angle. És a dir, dues corbes que formen un angle formaran el
mateix angle un cop aplicada la funció. Per tant, direm que una funció analítica és conforme
a tots els punts on la seva derivada ḟ(z) 6= 0.

Ara considerem una transformació de Möbius de la forma

S(z) =
az + b

cz + d

amb ad− bc 6= 0. Com haviem vist abans, la seva derivada és

S′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
.

Llavors, perquè la derivada sigui nul·la, caldrà que cz + d = ∞. En vista d'això, es conclou
que la funció és conforme en tots els punts llevat en el punt de l'in�nit, és a dir, S és conforme
a C. Ara bé, podem interpretar l'angle a ∞ de la següent forma:

De�nició 1.8. Siguin z1(t) i z2(t) dues corbes paramètriques que passan per ∞ i la inversió
g(z) = 1/z. Sigui gi = g(zi), i = 1, 2. Suposem que existeixen les tangents ġ1 i ġ2 en el punt
w = 0. De�nim que l'angle entre les dues corbes a∞ és l'angle entre ġ1 i ġ2 en el punt w = 0.

En resum, l'angle a ∞ entre dues corbes ve donat per l'angle que hi ha a a
c entre les

imatges de les corbes. Per tant, de�nit això, tenim el següent fet:

Lema 1.9. Les transformacions de Möbius són conformes.

1.5 Punts �xos

Sigui T una transformació de Möbius arbitrària. Rep el quali�catiu de punt �x aquell punt
z que veri�ca l'equació z = az+b

cz+d . Una primera computació ens permet obtenir l'equació
cz2 + (d− a)z − b = 0.

Amb això, distingim dos casos. D'una banda, si c = 0 llavors S(z) = a
dz + b

d . Tenim dos
punts �xos: z = ∞ i també z = b

d−a . Si es donés que d = a aleshores hi hauria una solució
doble z = ∞, i la transformació es tractaria d'una translació, de la forma T (z) = z + b.
Quan es tracti d'una solució doble direm que �xa un únic punt. D'altra banda, si c 6= 0,
tenim dues i només dues solucions diferents o una doble. Aplicant la fórmula quadràtica:
z = a−d

2c ±
1
2c

√
(d− a)2 + 4bc. La solució doble es donarà si el discriminant (d−a)2 +4bc = 0.

En resum tenim el següent fet:

Proposició 1.10. Una transformació de Möbius diferenta de la identitat �xa com a mínim
un punt i, com a molt, dos.

Si la aplicació T �xes tres punts, llavors seria la identitat, és a dir, els �xaria tots. Això ens
permet veure que si dues homogra�es S i T , per a tres punts z1, z2, z3, veri�quen S(zi) = T (zi),
i = 1, 2, 3, llavors S−1T = 1 o, el que és el mateix, S = T . La implicació contrària és que si
S = T llavors existeixen tres punts z1, z2, z3 que veri�quen S(zi) = T (zi), i = 1, 2, 3.

Problema 1.11. Demostreu que, per a dues homogra�es S, T arbitràries, si S i T �xen els
mateixos dos punts, aleshores les dues transformacions commuten.

Com que tenen els mateixos punts �xos, podem conjugar per una transformació de Möbius
per asumir, sense pèrdua de generalitat, que aquests són 0 i ∞. Si es dona això, llavors c = 0
i b = 0, amb la qual cosa les dues transformacions són S(z) = az i T (z) = a′z. En aquest cas
és evident que ST (z) = aa′(z) = a′a(z) = TS(z).
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1. Transformacions de Möbius

1.6 La raó simple

Considereu una transformació homogrà�ca de la forma

w =
z − b
a− b

,

amb determinant a− b 6= 0, on a i b són nombres complexos. La denotem amb w = (z, a, b).
Observeu que a 7→ 1 i b 7→ 0. Els punts pol i límit són ∞. Si multipliquem per a− b als dos
costats de l'equació anterior i hi sumem b obtindrem

z = b+ w(a− b).

Això ens indica que perquè els punts z, a i b estiguin alineats cal que w sigui un nombre
real i, altrament, perquè sigui un nombre real, cal que estiguin alineats. Per tant, obtenim el
següent resultat:

Proposició 1.12. La raó simple és un nombre real si i només si els punts z, a i b estan
alineats.

Podem provar que les aplicacions z 7→ αz+ β preserven la raó simple. És força evident la
igualtat següent

αz + β − αb− β
αa+ β − αb− β

=
z − b
a− b

.

Això prova la invariància de la raó simple sota l'acció de les aplcacions z 7→ αz + β. Si hi
sumem que la raó simple de tres punts és un nombre real si i només si passa una recta pels
tres punts podem enunciar el següent fet:

Proposició 1.13. La raó simple porta rectes a rectes.

1.7 La raó doble

1.7.1 De�nició i propietats

De�nició 1.14. Siguin z2, z2, z3 tres punts diferents del pla completat. De�nim la raó doble
de quatre punts z1, z2, z3, z4, de notació (z1, z2, z3, z4), com la raó entre (z1, z2, z3) i (z1, z2, z4).

Per tant, haurem de tenir que és de la forma

(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z3

z1 − z4

z2 − z4

z2 − z3
. (1.7.1)

En primer lloc, si z1 = z2, llavors la raó doble és 1, si z1 = z3, la raó doble val 0, i si z1 = z4,
llavors la raó doble és ∞. Observeu que si prenem la raó doble en funció de z1 = z, aquesta
és una transformació homogrà�ca, ja que, si diem λ = (z2 − z4) : (z2 − z3), la raó doble de
(1.7.1) es reescriuria com R(z) = λ z−z3z−z4 , i el determinant seria λ(z3 − z4) 6= 0. Si z2, z3 o z4

és ∞, podem veure la raó doble com un límit quan z →∞, així que valdria, respectivament,

z1 − z3

z1 − z4
,
z2 − z4

z1 − z4
,
z1 − z3

z2 − z3
.

Ara suposarem que existeix una altra transformació de Möbius T de forma que T (z2) = 1,
T (z3) = 0 i T (z4) =∞. En aquest cas, veurem que S = T−1R �xa z2, z3 i z4. Com que �xa
tres punts, ha de ser la identitat. Per tant, T−1R = 1 o, el que és el mateix, T = R. Això
prova el següent teorema:
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1.7. La raó doble

Teorema 1.15. La raó doble és l'única transformació de Möbius que porta z2 a 1, z3 a 0 i
z4 a ∞.

A més, podeu observar com, donada una aplicació homogrà�ca arbitrària T , i R(z) =
(z, z2, z3, z4), llavors el Teorema 15 ens permet escriure que

(Tz, Tz2, T z3, T z4) = RT−1(Tz) = R(z) = (z, z2, z3, z4),

és a dir, s'obté el fet següent:

Teorema 1.16. Les transformacions de Möbius preserven la raó doble.

Pel que hem vist a la secció dels punts �xos, si z2, z3, z4 són tres punts diferents qualssevol
i w2, w3, w4 punts diferents qualssevol, de forma que existeix una aplicació que porta zi a wi,
i = 2, 3, 4, llavors és única. Ara podem cercar quina és aquesta aplicació. Considereu les dues
transformacions de Möbius T (z) = (z, z2, z3, z4), S(z) = (z, w2, w3, w4). Per tant, existeix
una única transformació de Möbius que porta zi a wi, i = 2, 3, 4.

1.7.2 Imatges de circumferències i rectes per homogra�es

Primerament, hem de de�nir que entendrem una recta com un cercle que passa pel punt
de l'in�nit. Una forma de veure-ho és que a la representació de l'esfera de Riemann tenim
només cercles. Per tant, d'ara en endavant, quan parlem de cercle ens referirem tant a una
circumferència com a una recta. Una altra convenció de nomenclatura serà afegir el punt de
l'in�nit als nombres reals de la següent manera: R̂ = R ∪ {∞}. Ara ja podem enunciar el
següent fet:

Lema 1.17. Sigui S una transformació de Möbius. Aleshores, el conjunt de punts que tenen
com a imatge R̂ reposen sobre un cercle a Ĉ.

Demostració. Considerem els punts que tenen com a imatge R̂. En aquests s'ha de veri�car
que

az0 + b

cz0 + d
=
az0 + b

cz0 + d
,

ja que un nombre és igual al seu conjugat si i només si és un nombre real. Reduïnt, en la
mesura possible, l'equació a la forma canònica, obtenim

(ac− ac)|z0|2 + (ad− bc)z0 + (bc− ad)z0 + (bd− bd) = 0.

Si ac−ac = 0, com que ad−bc no s'anul·la, obtenim l'equació d'una recta. En el cas contrari,
dividim entre ac− ac, i obtenim

|z0|2 +
bc− ad
ac− ac

z0 +
bc− ad
ac− ac

z0 −
bd− bd
ac− ac

= 0.

Completem el quadrat a l'equació anterior:∣∣∣∣z0 +
bc− ad
ac− ac

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣bc− adac− ac

∣∣∣∣2 +
bd− bd
ac− ac

.

D'aquesta última expressió se segueix immediatament, amb el càlcul directe, l'equació següent:∣∣∣∣z0 +
bc− ad
ac− ac

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ad− bcac− ac

∣∣∣∣ ,
corresponent a un cercle de radi

∣∣∣ ad−bcac−ac

∣∣∣ centrat a − bc−adac−ac .
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1. Transformacions de Möbius

Com a conseqüència directa d'aquest Lema, i ja que la raó doble és una homogra�a,
tindrem que (z, z2, z3, z4) és un nombre real o ∞ si i només si els punts z, z1, z2, z3 es troben
sobre una circumferència generalitzada. Això, sumat a què les homogra�es preserven la raó
doble, ens permet veure fàcilment el següent fet:

Teorema 1.18. Les transformacions de Möbius porten cercles a cercles.

Com que un cercle es de�neix per tres punts d'aquest, i sempre existeix una única aplicació
homogrà�ca que porta tres punts a uns altres punts determinats, es conclou que donats dos
cercles sempre existeix una homogra�a que els relaciona.

1.8 Orientació

Una qualitat, a més que preserven angles, de les transformacions de Möbius, és que preserven
la orientació. El concepte d'orientació cal de�nir-lo.

De�nició 1.19. Una funció preserva la orientació si l'orientació del pla tangent a la funció
és sempre la mateixa, és a dir, si el determinant jacobià és positiu.

En primer lloc, considerem una funció F analítica i contínua en una regió Ω, i que tingui
en tots els punts derivada diferenta de zero. Com que està de�nida a Ω, podem expressar-
la com F (z) = u(x, y) + iv(x, y), on z = (x, y) i u, v són funcions de dues variables reals.
Llavors, com que és analítica sobre C, es veri�quen llavors, i només llavors, les condicions de
Cauchy-Riemann:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
;
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

El determinant jacobià és ∂u
∂x

∂v
∂y −

∂u
∂y

∂v
∂x =

(
∂u
∂x

)2
+
(
∂u
∂y

)2

> 0, és a dir, estrictament positiu,

i en cap cas 0, ja que el diferencial dF = ∂u
∂xdx + ∂v

∂ydy és diferent de zero. El jacobià ens
indica, com que és positiu, que l'orientació del pla tangent a la funció és sempre la mateixa.
Ara observem que les transformacions de Möbius tenen derivada diferenta de zero, així que
s'obté el resultat següent:

Lema 1.20. Les transformacions de Möbius preserven l'orientació.

Hem demostrat que el grup de les transformacions de Möbius conserva l'orientació, però,
ara bé, necessitem un criteri pràctic que ens permeti orientar-nos sobre el pla i que quedi
invariat davant de l'acció de les transformacions de Möbius. Estem parlant del Principi
d'orientació:

De�nició 1.21. (Principi d'orientació) Direm que per a cada terna de punts z2, z3, z4 con-
secutius d'un cercle, el punt z del pla completat:

(a) Es troba a l'esquerra del cercle si Im(z, z2, z3, z4) < 0;

(b) Es troba a la dreta del cercle si Im(z, z2, z3, z4) > 0;

Si Im(z, z2, z3, z4) = 0, llavors el punt reposa sobre el cercle. Gràcies a què les trans-
formacions de Möbius preserven la raó doble, aquest criteri és vàlid. És indispensable que
els tres punts z2, z3, z4 siguin consecutius. Com que les transformacions homogrà�ques pre-
serven la raó doble, podem considerar el cercle de la recta real, i darem la distinció, doncs,
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1.8. Orientació

entre el semiplà superior (dreta) i el semiplà inferior (esquerra). Siguin a, b, c, d nombres reals
restringits amb ad− bc 6= 0. El càlcul directe ens dóna que

Im(z, z2, z3, z4) = Im
az + b

cz + d
=

ad− bc
|cz + d|2

Im z.

Suposem que els tres punts són 1, 0,∞. Donat que (z, 1, 0,∞) = z, obtenim, com esperavem,
Im(z, 1, 0,∞) = Im z. Així que quan ens orientem respecte la recta real, els punts de l'esquerra
són els que tenen la part imaginària negativa, i els punts de la dreta són els que tenen la part
imaginària positivés qui a.

11





Capítol 2

Simetria i comportament

Resum

És evident que no podem classi�car les transformacions de Möbius en homotècies,
rotacions, translacions... ja que la gran majoria de transformacions del grup M no
són una les anteriors, sinó una superposició d'elles. Per tant, cal un criteri general per
discriminar-les. Aquest està regulat pel comportament de la transformació respecte als
punts �xos. Abans que res cal introduir les transformacions de Möbius conjugades.

2.1 Transformació de Möbius conjugada

Fins ara hem tractat les homogra�es i les seves propietats fonamentals. Ara caldrà que
tinguem en compte la re�exió respecte l'eix real z 7→ z. Si composem a la dreta d'una
homogra�a per la conjugació z 7→ z, obtindrem una aplicació de la forma

S(z) =
az + b

cz + d
.

Aquestes aplicacions s'anomenen transformacions de Möbius conjugades. Amb aquesta
de�nició ja podem observar algunes propietats evidents. En primer lloc, per exemple, tota
transformació de Möbius conjugada és composició d'homotècies, rotacions, translacions, in-
versions i la re�exió z 7→ z. En segon lloc, són bijectives, ja que z 7→ z és bijectiva. Així
doncs, tenen inversa, que és de la forma

z = −dw − b
cw − a

,

i evidentment, da− cb 6= 0. El punt pol és −dc , mentre que el punt límit és a
c . Aquesta funció

no és holomofa, sinó que és antiholomorfa, ja que la derivada és

S′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
.

Com que són antiholomorfes, posant S(z) = u(x, y) + iv(x, y), les condicions de Cauchy-
Riemann s'alteren, en re�ectir x 7→ x i y 7→ −y, de la següent manera:

∂u

∂x
= −∂v

∂y
;
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.
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2. Simetria i comportament

El jacobià és ∂u
∂x

∂v
∂y −

∂u
∂y

∂v
∂x = −

(
∂u
∂x

)2−(∂u∂y)2

< 0, que és estrictament negatiu. Per tant, les

funcions antiholomorfes sempre inverteixen l'orientació i, consegüentment, tota transformació
de Möbius conjugada també.

Així com les homogra�es preservaven la raó doble, les transformacions de Möbius conju-
gades la re�ecteixen respecte l'eix real, és a dir,

(z1, z2, z3, z4) = (Sz1, Sz2, Sz3, Sz4).

Per tant, el Principi d'Orientació ens diu que els punts que estiguin a l'esquerra d'un cercle
aniran a la dreta del cercle imatge, i viceversa. Ara bé, si la raó doble és un nombre real,
sota l'acció d'una transformació de Möbius conjugada romandrà com un nombre real. Així
doncs, aquestes transformacions també porten cercles a cercles.

Per a les transformacions de Möbius conjugades diem que un punt �x és aquell que veri�ca

z =
az + b

cz + d
.

Doncs resulta que existeixen constants a, b, c, d complexes amb ad − bc 6= 0 per les quals la
igualtat anterior no val per a cap z del pla completat.

Proposició 2.1. Sigui S una transformació de Möbius amb la normalització ad − bc = 1.
Aleshores, perquè existeixi una transformació de Möbius conjugada T tal que S = T 2 és
necessari i su�cient que a+ d sigui un nombre real.

Demostració. D'una banda, suposem que la transformació de Möbius conjugada T (z) = αz+β
γz+δ

té la restricció αδ − βγ = 1. Llavors,

T 2(z) =
α(αz + β) + β(γz + δ)

γ(αz + β) + δ(γz + δ)
=

(|α|2 + βγ)z + αβ + βδ

(αγ + γδ)z + βγ + |δ|2
.

Obtenim que a+d = |α|2 +βγ+βγ+ |δ|2 és un nombre real, és a dir, (a+d)2. D'altra banda,
les condicions que s'han de donar són a = |α|2 +βγ, b = αβ+βδ, c = αγ+γδ, d = βγ+ |δ|2.
El determinant és

1 = ad− bc = |α|2|δ|2 + |β|2|γ|2 − αβγδ − αβγδ = |αδ − βγ|2,

d'on obtenim una única condició: |αδ − βγ| = ±1. Ja que αδ − βγ = 1, això es veri�carà
sempre. És su�cient, doncs, que a+ d ∈ R.

2.2 Simetria respecte a un cercle

Considereu un cercle de�nit per tres punts z2, z3 i z4. Direm que dos punts z i z∗ són simètrics
si i només si

(z, z2, z3, z4) = (z∗, z2, z3, z4). (2.2.1)

L'aplicació que porta z a z∗ rep el nom de re�exió. Observeu que z = z∗ si i només si
els punts z, z2, z3, z4 formen un cercle. La manera com s'ha d'interpretar això és la següent:
resulta que els punts z2, z3 i z4 es transformen, mitjançant la raó doble, en punts de la recta
real, és a dir, 1, 0 i ∞ respectivament. Si el punt z va a w, la conseqüència de la de�nició és
que el simètric de w és w.

Teorema 2.2. (Principi de simetria) Les transformacions de Möbius preserven la simetria.

Amb preservar la simetria entenem que per a cada parella de punts simètrics z i z∗, i per a
cada transformació de Möbius S(z), es veri�ca S(z∗) = S(z)∗. El teorema és evident partint
del fet que les homogra�es preserven la raó doble.
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2.3. Distorsió de diàmetres

2.2.1 Simetria respecte a una recta

Considerem una recta r. Com que la recta passa pel punt de l'in�nit, podem asumir z4 =∞
i, així, l'equació (2.2.1) es redueix a

z − z3

z2 − z3
=
z∗ − z3

z2 − z3
.

En valor absolut obtenim |z − z3| = |z∗ − z3|, així que la distància de z i z∗ a qualsevol punt
de la recta serà la mateixa. Els punts z i z∗ reposen cadascun a semiplans diferents dels que
genera la recta, llevat si són el mateix punt, z = z∗. Això ens indica que cada re�exió respecte
a una recta és un moviment de la mètrica. Com que z i el seu simètric disten a la mateixa
distància de z3, sigui quin sigui el seu valor, obtenim que la recta r és la bisectriu dels punts
z i z∗. Ho podem veure, a més, en la diferència d'arguments:

arg(z − z3)− arg(z2 − z3) = arg(z∗ − z3)− arg(z2 − z3),

que se simpli�ca en arg(z − z3) = arg(z∗ − z3).

2.2.2 Simetria respecte a un cercle euclidià

Sigui γ un cercle de radi R > 0 i centre a, i siguin z2, z3, z4 punts d'aquest cercle. La
preservació de la raó doble per part del grupM ens permet escriure

(z, z2, z3, z4) = (z − a, z2 − a, z3 − a, z4 − a) =

=

(
z − a, R2

z2 − a
,
R2

z3 − a
,
R2

z4 − a

)
=

(
R2

z − a
+ a, z2, z3, z4

)
;

Consegüentment, per a tot z,

z∗ =
R2

z − a
+ a,

mentre que (z∗ − a)(z − a) = |z∗ − a| · |z − a| = R2. Els punts a, z i z∗ estan alineats ja que,
si |z − a| = ρ z∗ = a + (z − a)(R/ρ)2 és l'equació d'una recta que passa per a, z i z∗. Com
que |z∗| → ∞ quan z → a, és natural de�nir que el punt simètric de a és ∞.

2.3 Distorsió de diàmetres

La re�exió respecte a una recta, com hem dit abans, és un moviment de la mètrica, ja que
consisteix en una conjugació, una translació i una rotació. Un conjunt B qualsevol veri�carà,
a partir d'això, que el seu diàmetre serà constant.

Ara bé, respecte a un cercle no succeeix el mateix. La tasca d'ara és examinar com es
distorsiona el diàmetre després d'un re�exió respecte a un cercle. podem prendre un cercle,
de radi R i podem asumir que a = 0 sense pèrdua de generalitat, mitjançant la conjugació
per rotacions i translacions, que són isometries de la mètrica euclidiana.

La simetria respecte aquest cercle és w = R2/z. La distància de 0 al punt més proper
de la frontera ∂B és ρ, així que una circumferència E = {z : |z| = ρ} està continguda a
Ext(B) i, a més, és tangent a aquest. Després d'una re�exió respecte el cercle, els punts
de l'interior d'aquest van a l'exterior de la imatge d'aquest i viceversa. A més, el cercle
E → E′ =

{
w : |w| = r2/ρ

}
, i B′ és tangent a aquest. Tenim dos casos:
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2. Simetria i comportament

E

B

σ
B′

E′
r2

ρ

ρ

Figura 2.3.1:

1. Si B està completament a l'exterior del cercle (respectivament, a l'interior del cercle),
llavors el cercle E va a l'interior (respectivament, a l'exterior) del cercle, i al seu interior
es trobarà tangent B′, és a dir, E′ delimitarà a B′ (�g. ). Com que diam(E′) = 2r2

ρ ,
obtenim

diam(B′) = sup
z1,z2∈B′

|z1 − z2| 6
2r2

ρ
.

2. Si B té una part a l'interior del cercle i una part a l'exterior del cercle, E és tangent
a B per l'interior del cercle. Així doncs, E′ conté al seu interior a B′, i com que
diam(E′) = 2r2

ρ , obtenim novament l'equació anterior.

Altrament, si ∞ ∈ E aleshores, com que ∞ 7→ 0 i el punt tangent a E′ es troba a una
distància de 0 equivalent a r2

ρ , el diàmetre ha de ser major o igual a aquesta longitud, és a
dir,

r2

ρ
6 diam(B′) = sup

z1,z2∈B′
|z1 − z2| 6

2r2

ρ
.

Proposició 2.3. Considerem la re�exió d'un cercle de radi R i centre a, i un conjunt B
tancat que no conté a a. Si B′ és la imatge de B, i ρ és la distància més curta a al conjunt
B, llavors el diàmetre (euclidià)

diam(B′) = sup
z1,z2∈B′

|z1 − z2| 6
2r2

ρ
.

Si ∞ ∈ B, llavors
r2

ρ
6 diam(B′) = sup

z1,z2∈B′
|z1 − z2| 6

2r2

ρ
.
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2.4. Classi�cació del grupM

2.4 Classi�cació del grup M

En primer lloc, classi�carem les transformacions del grupM. Sigui S una transformació de
Möbius

S(z) =
az + b

cz + d

diferent de la identitat, i a, b, c, d ∈ C constants sotmeses a la restricció ad− bc 6= 0.

1. Una transformació S que té un punt �x doble s'anomena transformació parabòlica. El
punt �x pot ser ∞ si c = 0; o bé (a − d)/2c si c 6= 0. Més concretament, S és de la
forma z 7→ z+ b; o bé tal que 4bc+(d−a)2 = 0. De forma equivalent, S serà parabòlica
si és conjugada a una translació z + b.

2. Per una banda, suposem que la transformació S té dos punts �xos diferents, que són
∞ i b/(a− d), a 6= d; o bé les solucions de l'equació quadràtica cz2 + (d− a)z − b = 0.
Evidentment, el discriminant D = (a − d)2 + 4bc 6= 0. Si z1 i z2 són els punts �xos,
una composició TS(z1) = 0 i TS(z2) = ∞, per una certa aplicació homogrà�ca T , ens
permet asumir que els punts �xos són 0 i ∞; la transformació T (z) = kz = |k|eiθz. Si
|k| = 1 l'aplicació S és una transformació el·líptica. A la resta de casos, si arg k = θ 6=
0 + 2mπ,m ∈ Z, parlarem d'una transformació loxodròmica, mentre que si Arg k = 0,
S rebrà el nom de transformació hiperbòlica.

Lema 2.4. Sigui Λ ∈ SL(2,C) una transformació de Möbius. Llavors Λ és:
1) parabòlica si i només si TrΛ = ±2;
2) el·líptica si i només si |TrΛ| < 2;
3) hiperbòlica si i només si |TrΛ| > 2 i TrΛ ∈ R;
4) loxodròmica si i només si TrΛ /∈ R.

Notació. TrΛ = a+ d denota la traça de la matriu Λ.

Demostració. En primer lloc, suposem que TrΛ = a + d = ±2. Si c = 0, els punts �xos són
∞ i b/(d − a). També tenim ad = 1. En aquestes circumstàncies, a = d = ±1, i obtenim
que l'únic punt �x és ∞. Si c 6= 0, per tal que trobem dos punts �xos iguals és necessari que
el discriminant D = 4bc + (a − d)2 s'anul·li. Comprovem que succeeix en aquest cas: ja que
ad−bc = 1 tenim bc = ad−1, d'on 4bc+(a−d)2 = 4ad−4+a2−2ad+d2 = (a+d)2−4 = 0.
Clarament, les dues solucions són a+ d = ±2.

En segon lloc, Suposem que Λ té dos punts �xos. Si conjuguem per la transformació de
Möbius adequada podem asumir que �xa 0 i ∞. Com que ∞ 7→ ∞ tenim que c = 0, i ja

que 0 7→ 0 el terme b = 0. Per tant, Λ =

(
a 0
0 d

)
. Però, el determinant és ad = 1 i, doncs,

d = a−1 i, a més, |a| = |d| = 1 (per tal que sigui el·líptica). Llavors, suposant que la fase
principal de a és α, la traça és TrΛ = a+ a−1 = eiα + e−iα = 2 cosα, gràcies a la propietat
cosα = eiα+e−iα

2 . Si −1 < cosα < 1, tenim que |TrΛ| < 2, és a dir, si α 6= 0 +mπ per a tot
m ∈ Z.

En tercer lloc, com que |a|eiα + 1
|a|e
−iα = 2 cosα si i només si |a| = 1, tenim que a la

resta de casos, i.e., quan Λ no és ni parabòlica, ni el·líptica, llavors |TrΛ| > 2. Finalment,
una transformació parabòlica és aquella que veri�qui α = 0, d'on a i d són nombres reals,
a+ d ∈ R.

Tenim, consegüentment, que a SL(2,R)/ ± 1 no hi ha transformacions loxodròmiques. En
aquest cas:
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2. Simetria i comportament

Lema 2.5. Sigui Λ ∈ SL(2,R) una transformació de Möbius.

(1) Λ és parabòlica si i només si té un sol punt �x a R̂;
(2) Λ és el·líptica si i només si té un punt �x al semiplà superior i un punt �x al semiplà

inferior;
(3) Λ és hiperbòlica si i només si té dos punts �xos a R̂.

Demostració. Si Λ és parabòlica, a+ d = ±2, llavors té els punts �xos ∞ i (a− d)/2c, i c pot
ser zero. Com que a, b, c, d són nombres reals, obtenim (1).

Vegem ara els dos casos restants: d'una banda, si Λ és el·líptica, llavors és conjugada a una

rotació, A =

(
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

)
. Com que �xa 0 i ∞, llavors ΛA−1(0) = Λ(0) i ΛA−1(∞) =

Λ(∞). Donat que 0 7→ b/d i ∞ 7→ a/c mitjançant Λ, podem suposar que b/d i a/c són
nombres reals diferents de zero mitjançant la rotació convinent. Si b/d és menor que zero
(respectivament, major que zero), llavors a

c és major que zero (respectivament, menor que
zero), així que T (0) = AΛA−1(0) = eiθ bd ; T (∞) = AΛA−1(∞) = eiθ ac , té ImT (0) ≶ 0 mentre
que ImT (∞) ≷ 0 o, el que és el mateix, T (z) té, en qualsevol dels dos casos anteriors, un
punt �x al semiplà superior i un punt �x al semiplà inferior, o viceversa.

Altrament, si θ = 0, aleshores A no rota els punts �xos b/d i a/c, i romanen sobre la recta
real, veri�cant b/d < 0 (respectivament, b/d > 0) ia/c > 0 (respectivament, a/c < 0 )

2.5 Classi�cació de les transformacions de Möbius conjugades

Sigui S(z) = w una transformació de Möbius conjugada de la forma

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0.

1. Si no té punts �xos, com que S2(z) és una transformació de Möbius, �xarà com a
mínim un punt (punt �x doble). Suposem que S2(∞) = ∞ (conjugant S per una
transformació de Möbius). Llavors, composant a l'esquerra per una translació, podem
asumir que ∞ 7→ a/c = 0, és a dir, a = 0. A més, 0 7→ b/d = ∞, d'on d = 0.
Llavors w = b

cz i, posant b/c = µ obtenim w = µ
z . Composant a l'esquerra per una

homotècia podem suposar que |µ| = 1, és a dir S(z) = eiθz−1. Les transformacions
pseudoel·líptiques són aquelles que són conjugades a S(z) = eiθz−1, 0 < θ < 2π.

2. Suposem que �xa un únic punt. Llavors podem composar a l'esquerra per una trans-
formació de Möbius per a suposar que �xa ∞, per la qual cosa c = 0. Llavors tenim
una transformació de la forma z 7→ az+ b i, doncs, 0 7→ b 6= 0. Però, com que no �xa 0,
l'equació az + b = z per a cert z ∈ Ĉ /{0} ens proporciona que a = 1 i z 7→ z + b. En
aquest cas, parlem d'una transformació pseudoparabòlica.

3. Si �xa solament dos punts, podem asumir que són 0 i ∞ pel raonament ordinari. Obvi-
ament c = 0 i b = 0, així que z 7→ a

dz. A més, |a/d| 6= 1, ja que en aquest cas existirien
més punts �xos com, per exemple, un punt z0 amb Arg(z) = θ que podria veri�car
z0 7→ z0 si z 7→ e2iθz. Així, la transformació ha de ser conjugada a t(z) = az. Una
transformació de Möbius conjugada d'aquesta forma s'anomena pseudohiperbòlica.

4. Com que si t té més de dos punts �xos, llavors S2 també els �xa. Ja que S2 és una
transformació de Möbius, ineludiblement és la identitat. Això últim ens proporciona
que S veri�ca S = S−1. D'aquesta manera, a = d, b = −b i c = −c, és a dir, z 7→ z.
En aquest cas, S �xaria la recta real completada R̂. Com que les transformacions de
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2.6. Comportament

Möbius transformen cercles en cercles, composant a l'esquerra per una transformació
de Möbius veiem que tota transformació de Möbius conjugada amb més de dos punts
�xos, ha de �xar un cercle. Les transformacions de Möbius esteses d'aquesta forma són
les re�exions.

Podriem classi�car-les, també, mitjançant la naturalesa de S2. En primer lloc, les trans-
formacions pseudoel·líptiques són conjugades a S(z) = eiθz−1. Així doncs, S2(z) = e2iθz,
θ 6= 0 + 2mπ, és a dir, S2 és una transformació el·líptica. En segon lloc, les transformacions
pseudoparabòliques són fruit de la conjugació per S(z) = z + b. Per tant, S2(z) = z + 2b,
és a dir, S2 és parabòlica. En tercer lloc, les transformacions pseudohiperbòliques veri�quen
que són conjugades a S(z) = az, així que S2(z) = |a|2z, és a dir, S2 és una transformació
hiperbòlica. En quart i darrer lloc, una transformació conjugada a S(z) = z es diu que és
una re�exió. D'aquesta manera, S2(z) és la identitat. Hem obtingut el fet següent:

Lema 2.6. Sigui S una transformació de Möbius conjugada. Llavors

(i) S és pseudoelíptica, si i només si S2 és elíptica;

(ii) S és pseudoparabòlica si i només si S2 és parabòlica;

(iii) S és pseudohiperbòlica si i només si S2 és parabòlica; i

(iv) S és una re�exió si i només si S2 és la identitat.

2.6 Comportament

2.6.1 Xarxa circular

Siguin a i b dos nombres complexos i w una transformació de Möbius w = S(z) tal que

w = k
z − a
z − b

,

on evidentment k(a − b) 6= 0. Clarament veri�ca a 7→ 0 i b 7→ ∞. Així doncs, tota recta del
pla completat que creui per l'origen i, inevitablement, pel pol nord de l'esfera de Riemann,
és a dir, per ∞, veri�carà que és la imatge d'un cercle que passa per a i b. El conjunt de
tots els cercles que tenen com a imatge rectes del pla completat que passen per l'origen els
anomenem cercles C1. Altrament, en mòdul es té l'equació següent:

|z − a|
|z − b|

= r/|k|,

per a r = |w|. Aquesta es correspon als cercles de radi r/|k| i són els cercles d'Apol·loni (�g.
2.6.1) amb punt límits a i b, i els denotem per cercles C2. La con�guració formada per tots
els cercles C1 i C2 s'anomena xarxa circular o cercles de Steiner determinats per a i b (�g.
2.6.2).

Sigui w = T (z) una transformació de Möbius diferent de la identitat de forma que a 7→ a′

i b 7→ b′. Escrivint
w − a′

w − b′
= k

z − a
z − b

,

veiem que aquesta transformació sobre el pla porta els cercles C1 i C2 a tenir punts límit a′,
b′. Suposem que a i b són els punts �xos de T , és a dir, a′ = a i b′ = b. Naturalment, a 6= b.
Aquesta transformació porta tota la xarxa circular sobre ella mateixa. Si k = |k|eiθ obtenim
que cada cercle C1 i la seva imatge C ′1 formen un angle θ, e.g., el cas a = 0 i b = ∞, on el
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2. Simetria i comportament

conjunt de rectes que creuen per l'origen de coordenades rotaria un angle θ. En valor absolut
tenim

|k| |z − a|
|z − b|

=
|w − a|
|w − b|

.

Geomètricament, l'equació anterior signi�ca que la imatge de les circumferències d'Apol·loni
de radi ρ que formen C2 seran circumferències de radi |k|ρ, és a dir, que el valor de la raó
entre els distàncies |z− a| i |z− b| és |k| vegades major (si |k| > 1), igual (si |k| = 1, o menor
(si |k| < 1).

Figura 2.6.1: Cercles d'Apol·loni.

Ara considerem k de forma que la seva fase principal sigui 0. En aquest cas tenim, d'una
banda, que cada cercle C1 es transforma en ell amb la partícularitat que els punts d'aquest
es desplacen pel seu interior, és a dir, cada cercle C1 gira al voltant del seu cercle; d'altra
banda, cada cercle C2 augmenta de mida o disminueix de mida multiplicant el seu radi per
|k|. En aquest cas, és quan diem que l'aplicació és hiperbòlica.

Altrament, si |k| = 1 pero la fase principal de k no és 0, llavors la transformació és
el·líptica. Què succeeix amb la xarxa? doncs ara succeeix el contrari: d'una banda, els cercles
C2 giren sobre ells mateixos, és a dir, la restricció de la transformació sobre cada cercle de
tipus C2 és un automor�sme homogrà�c d'aquest; i d'altra banda, els cercles C1 roten un
angle θ.

2.6.2 Propietats dels cercles de Steiner

Els cercles de Steiner tenen moltes propietats, però ara ens referirem a les més importants.
Considerem els punts límits 0 i ∞. En primer lloc, els cercles C1, que passen per l'origen i el
pol nord de l'esfera, consisteixen en la rotació d'una mateixa recta. En segon lloc, el conjunt
de circumferències |z − a|/|z − b| = r/|k| resulten ser cercles concèntrics centrats a l'origen.
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2.6. Comportament

Figura 2.6.2: Xarxa de Steiner.

D'aquesta manera, per a tot punt w del pla completat hi ha un cercle C1 i un cercle C2 que
creua per aquest, llevat en els punts límit, on no hi ha cap C2. Per tant, ha exactament un
cercle C1 i un C2 a través de cada punt en el pla llevat en els punts límit. Posant a, b ∈ C, i
una homogra�a de la forma

z 7→ z − a
z − b

(2.6.1)

veiem com aquest resultat, ja que (2.6.1) és una bijecció, es manté per a tot a, b del pla.
És evident que a la xarxa circular amb punts límit 0 i∞ es veri�ca que cada cercle C1 talla

cada cercle C2 formant un angle recte. (v. �g. 2.6.3). Com que les homogra�es preserven
angles, en canviar de punts límit la propietat seguirà essent vàlida.

Considerem novament els punts límit 0 i ∞. Com que els cercles C1 són rectes, talla el
cercle C2 en dues meitats. Per tant, cada re�exió intercanvia aquestes dues meitats. Com que
cada C2 es transforma en ell mateix mitjançant una re�exió, la restricció en C2 de la re�exió
és un automor�sme holomorf. El Principi de simetria ens garanteix que aquesta propietat es
conservarà si apliquem una homogra�a sobre el pla.

Els punts límit són simètrics respecte a cada cercle C2 perquè amb els punts límit 0 i ∞
cada cercle de C2 està centrat a l'origen, i la re�exió del centre del cercle és, per de�nició,
∞. En virtut del principi de simetria, les aplicacions homogrà�ques conservaran aquesta
propietat. En la mateixa línia d'aquesta propietat és força evident que la re�exió d'un cercle
Ci respecte a un altre cercle Ci és un cercle Ci, per a i = 1, 2.

2.6.3 Xarxa degenerada de cercles de Steiner

A la xarxa de Steiner no podem visualitzar l'efecte de les transformacions parabòliques, ja
que no es pot donar a = b (els valors de la funció S(z) serien constants). Per contra, podem
considerar una altra mena de xarxa circular. Sigui w = S(z) una aplicació homogrà�ca
diferent de la identitat tal que

w =
ω

z − b
+ c =

cz + ω − bc
z − b

.
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2. Simetria i comportament

Figura 2.6.3: Xarxa degenerada de Steiner.

Ja que b 7→ ∞, qualsevol recta, que té evidentment addicionat un punt de l'in�nit, serà un
cercle que creuarà per b; les rectes que només es toquen a ∞, i.e., les paral·leles, continuaran
unides només per b, ja que seran cercles tangents.

Si w = ξ + iη, de�nim la xarxa degenerada de cercles de Steiner com la con�guració de
tots els cercles C1 imatges de línies amb η constant, i tots els cercles C2 imatges de línies amb
ξ constant. Aquest model està determinat per b i la tangent de la família C1 o la família C2.
Com que c 7→ ∞, una recta que passa per c al pla w es tradueix en una recta del pla z: en el
primer cas, la recta η = Im(c) és la tangent dels cercles C1; en el segon cas, la recta ξ = Re(c)
és la tangent dels cercles C2.

Les dues famílies de cercles intersequen amb angles rectes. Per provar-ho, asumim que el
punt límit és ∞. D'aquesta manera, tenim rectes C1 horitzontals i rectes C2 verticals. Els
angles que formen són, per tant, de π/2 radiants. La conformalitat de les transformacions
homogrà�ques ens advera que es preservarà la propietat.

Considerem una aplicació homogrà�ca que porti b a b′. Escrivint

ω′

w − a′
=

ω

z − a
+ c

veiem que les dues famílies determinades per b i ω (argω determina la direcció de les tangents)
passen a estar determinades per b′ i ω′. Si b = b′, tenim l'únic punt �x.
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Capítol 3

Aplicació a la geometria hiperbòlica

Resum

Durant aquest capítol ens ocuparem de com les transformacions de Möbius poden
ajudar-nos a trobar propietats de la geometria hiperbòlica, a més de valorar les caracte-
rístiques mètriques d'aquesta geometria i veure'n la relació amb la geometria euclidiana.
La geometria hiperbòlica la descriurem en el pla de Lobatxevski. Nikolai Lobatxevski
va publicar aquest model a la dècada del 1920, tot i que, prèviament, altres matemàtics,
com Friedrich Gauss, van treballar en models similars. D'antuvi, cal examinar algunes
nocions de geometria de les superfícies.

3.1 L'esfera de Riemann

3.1.1 Concepte de Superfície de Riemann

Sigui M un espai topològic Hausdor� amb la estructura següent: M =
⋃
α

Uα on cada Uα

és una regió de coordenades locals que poden identi�car-se amb regions del pla complex.
Així doncs, a cada regió hi ha unes coordenades locals zα = xα + iyα que de�neixen un
homeomor�sme Uα → C. Per tant, en la intersecció de dues regions Uα i Uβ coincideixen
dos sistemes de coordenades locals zα i zβ . És necessari que les funcions de transició de les
coordenades zα a les coordenades zβ siguin biholomorfes, és a dir,

z−1
α zβ : zβ(Uα ∩ Uβ)→ zα(Uα ∩ Uβ)

és una funció biholomorfa.

De�nició 3.1. L'espai topològic M s'anomena varietat complexa holomorfa unidimensional
o superfície de Riemann.

Per exemple, el propi pla complex és una superfície de Riemann, mitjançant l'homeomor-
�sme z1 : C → C : z 7→ z. D'altra banda, el pla complex completat és una superfície de
Riemann mitjançant les coordenades z1 : C → C : z 7→ z i z2 : Ĉ \{0} → C : z 7→ 1/z. Totes
aquestes funcions són clarament homeomor�smes. L'esfera de Riemann, ja que és homeomorfa
al pla completat, també és una superfície de Riemann.

Considerem ara una superfície de Riemann R, i dues coordenades locals d'aquesta zα i
zβ en una intersecció Uα ∩ Uβ . Com que les funcions de transició són funcions biholomorfes,
veri�quen les condicions de Cauchy-Riemann, amb la qual cosa el jacobià és positiu, amb
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

la particularitat que, com a molt, pot anul·lar-se, en els punts singulars. Això demostra
que la superfície de Riemann està orientada a la intersecció. Llavors, és possible trobar un
recobriment de forma que això es veri�qui a totes les regions de la superfície.

Conclusió. Tota superfície de Riemann és orientable.

Podem trobar també funcions entre superfícies de Riemann. Si tenim dues superfícies de
Riemann M1 i M2, i una funció entre aquestes, diem que f és un holomor�sme entre les dues
superfícies si per a tot p1 ∈M1 existeixen les coordenades locals z1 : U1 → V1 i z2 : U2 → V2

de forma que p1 ∈ U1, f(U1) ⊂ U2, i la funció z2fz
−1
1 : V1 → C és complexa holomorfa.

Si, a més, és una bijecció, llavors parlarem d'un biholomor�sme. Si M1 = M2, la funció
s'anomena automor�sme holomorf. Si la funció fos complexa antiholomorfa, llavors f diriem
que és un antiholomor�sme, un biholomor�sme o un automor�sme holomorf en el mateix
ordre de casos.

3.1.2 Forma in�nitesimal de l'esfera

Com hem dit abans, l'esfera de Riemann és una superfície riemanniana. Com ho veiem això?
doncs mitjançant les coordenades locals

z1 : S2 \ {(0, 0, R)} → C : (x1, x2, x3) 7→ R(x1 + ix2)

R− x3
,

i ja que la re�exió respecte el pla que passa pels eixos x1 i x2 és una isometria de S2 es té

z2 : S2 \ {(0, 0,−R)} → C : (x1, x2, x3) 7→ R(x1 + ix2)

R+ x3
,

i amb això és su�cient.
Ara examinarem de forma precisa la mètrica de l'esfera. Considerant R = 1, prenem les

coordenades esfèriques (r, θ, ϕ), que es relaciones amb les euclidianes (x1, x2, x3) mitjançant
el canvi de coordenades

x1 = r cosϕ sin θ, x2 = r sinϕ sin θ, x3 = r cos θ,

on 0 6 ϕ 6 2π i 0 6 θ 6 π. A la superfície de l'esfera r = 1. Les funcions anteriors de�neixen
un canvi de coordenades. Els punts θ = 0 i θ = π, és a dir, el pol nord i sud, correspectivament,
de l'esfera, són els punts singulars del sistema de coordenades esfèric, perquè la matriu de
Jacobi té la següent forma:

A =

cosϕ sin θ r cosϕ cos θ −r sinϕ sin θ
sinϕ sin θ r sinϕ r cosϕ sin θ

cos θ −r sin θ 0

 ;

i el determinant jacobià, per tant, és J = detA = r2 sin θ i s'anul·la quan θ = 0, π. La mètrica
euclidiana a l'espai R3 és, com sabem, de la forma

(dl)2 =
∑
i

(dxi)2.

Ara bé, en coordenades esfèriques aquest diferencial té una forma diferent. Però, cal introduir
abans el concepte de mètrica riemanniana. Cal tenir present que una forma quadràtica (o
forma bilineal simètrica) de�nida sobre els vectors en un punt (x1

0, . . . , x
n
0 ) és un conjunt de

nombres gij = gji,i, j = 1, . . . , n, referit a un sistema de coordenades (x1, . . . , xn). Amb un
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3.1. L'esfera de Riemann

canvi de coordenades xi = xi(z1, . . . , zn), de forma que xi0 = xi(z1
0 , . . . , z

n
0 ), llavors la forma

quadràtica gij es de�neix en el sistema de coordenades (z1, . . . , zn) com una nova forma
quadràtica hkl = hlk relacionada segons la fórmula

gij =
∑
k,l

hkl
∂xk

∂zj
∂xl

∂zi

∣∣∣∣
zs=zs0 ,s=1,...,n

.

De�nició 3.2. Una mètrica de Riemann o mètrica riemanniana en una regió de l'espai Rn
és una forma quadràtica positiva de�nida sobre els vectors tangents en cada punt i que depèn
del punt.

Per tant, una mètrica de Riemann en una regió de l'espai Rn amb coordenades (x1, . . . , xn)
és un conjunt de funcions gij = gji(x

1, . . . , xn), i, j = 1, . . . , n, essent (gij) una matriu de�nida
positiva. Amb els canvis de coordenades, la mètrica es transforma com la forma quadràtica, és
a dir, com un tensor de tipus (0,2) simètric. El producte escalar de dos vectors ξ = (ξ1, . . . , ξn)
i η = (η1, . . . , ηn) en un punt P0 = (x1

0, . . . , x
n
0 ) pren la forma

〈ξ, η〉 =
∑
i,j

gij(P0)ξiηj .

De�nició 3.3. Si la matriu gij = gji(x
1, . . . , xn), i, j = 1, . . . , n, és tal que el producte

〈ξ, ξ〉 =
∑
i,j gijξ

iξj pot prendre valors tant positius com negatius (és una forma inde�nida),
llavors la matriu és una mètrica pseudoriemanniana.

Retornant a l'esfera, si (x1, x2, x3) són les primeres coordenades, i (r, ϕ, θ) les noves, els
canvis de mètrica riemanniana produeixen un nou tensor mètric g′ij . De forma resumida,
s'obté el següent:

g′11 =

3∑
k,l=1

gkl
∂xk

∂r

∂xl

∂r
= 1; g′22 =

3∑
k,l=1

gkl
∂xk

∂r

∂xl

∂ϕ
= r2;

g′33 =

3∑
k,l=1

gkl
∂xk

∂r

∂xl

∂θ
= r2 sin2 θ; gkl = 0 si k 6= l.

Per tant, com que la mètrica esfèrica és el producte escalar dl2 = 〈dξ, dξ〉, on cada vector
dξ = (dr, dϕ, dθ), aquesta és

dl2 = dr2 + r2dϕ+ r2 sin2 θdθ,

on naturalment 0 6 ϕ 6 2π i 0 6 θ 6 π. Com que tots els punts de l'esfera tenen igual
mòdul, ∆r = 0 i, per tant, dr = 0. Això simpli�ca la mètrica anterior a la següent

dl2 = r2(dϕ+ sin2 θdθ).

Considerem l'aplicació de la projecció estereogrà�ca i considerem les coordenades a l'esfera
(θ, ϕ) i les coordenades polars (r, ϕ), on r denota el mòdul del punt del pla. L'operació
φ : (θ, ϕ)→ (r, ϕ) és un canvi de coordenades, i veri�ca ϕ 7→ ϕ i, per la de�nició geomètrica
de la cotangent, veiem a la �g. 3.1.1 que θ 7→ r = cot θ2 (és a dir, θ = 2 arctan 1

r ). Per realitzar
els canvis de mètrica riemanniana g̃ij → hij cal efectuar els següents càlculs: posant θ = x1,
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

ϕ = x2,

h11 =

n∑
k,l=1

g̃kl
∂xk

∂r

∂xl

∂r
=

(
2

1 + r2

)2

h22 =

n∑
k,l=1

g̃kl
∂xk

∂ϕ

∂xl

∂ϕ
= sin2 θ;

i hij = 0 per a j 6= i.

O

θ

N

(θ, ϕ)

p = (r, ϕ)

Op = cot θ

Figura 3.1.1: Secció plana de la projecció estereogrà�ca.

Observeu que la fórmula del sinus de l'angle doble sin θ = 2 sin θ
2 cos θ2 , que equival també

a 2 tan θ
2 cos2 θ

2 . D'aquesta manera,

sin θ =
2 tan θ

2

sec2 θ
2

=
2 tan θ

2

1 + tan2 θ
2

=
2 cot θ2

1 + cot2 θ
2

=
2r

1 + r2
.

Finalment, el diferencial al quadrat de la longitud és

dl2 =
4

(1 + r2)2
(dr2 + r2dϕ2).

Donat que dr2 +r2dϕ2 = dx2 +dy2, per a un punt del pla x+ iy, tenim dl2esfera = 4
(1+r2)2 dl

2
pla.

Observeu com si prenem distàncies �in�nitament petites�, la distància cordal equival a la
distància sobre la superfície:

dl = lim
z0→z

d̃(z0, z) = lim
z0→z

2|z − z0|√
(1 + |z|2)(1 + |z0|2)

=
2|dz|

1 + |z|2
.

3.1.3 Longitud i àrea d'un cercle a l'esfera

Partint del darrer model exposat, podem suposar que un cercle té centre al pol nord de
l'esfera, radi ρ equival a l'arc θ0 que descriu respecte l'eix z, és a dir, ρ = θ és l'equació de
la circumferència. En coordenades (θ, ϕ) tenim que en els punts (θ, ϕ) de la corba θ = ρ,
0 6 ϕ 6 2π, dθ s'anul·la i

dl2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 = sin2 ρdϕ2. (3.1.1)
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3.1. L'esfera de Riemann

La longitud del cercle és, �nalment,

lρ =

2πˆ

0

sin ρ dϕ = 2π sin ρ. (3.1.2)

El valor de longitud l d'una corba tal que, si el vector velocitat és v i la mètrica riemanniana

gij , el mòdul
√∑

j

∑
i gijvivj = 1, s'anomena paràmetre natural. A la fórmula (3.1.2), si

ρ = 0 + 2kπ, aleshores lρ = 2π. Per tant, el paràmetre natural és 2π.
L'àrea σ(U) d'una regió U a la superfície r = r(u, v), es concreta amb la fórmula

σ(U) =

¨

U

√
g du dv,

on
√
g du dv és el diferencial de l'àrea i g = det gij . La mètrica riemanniana, en el cas que

ens concerneix, és la de la fórmula 3.1.1. Llavors, el determinant g = det gij = sin2 θ i√
g = | sin θ|. Finalment, l'àrea σρ d'una cercle de radi ρ és

σρ =

¨

06ϕ62π

| sin θ| dθ dϕ,

com que sin θ > 0, podem eliminar el valor absolut i, aleshores,

σρ =

ρˆ

0

sin θ

2πˆ

0

dϕ dθ = 2π (1− cos ρ) .

Observeu que ρ = π ens proporciona la longitud de la secció plana de l'esfera i la superfície
de l'esfera, que són, com era d'esperar, lπ = 2π, σπ = 4π, respectivament. Les rotacions de
l'espai R3 roten l'esfera sobre sobre l'origen i, llavors, transformen l'esfera en ella mateixa.
La mètrica de l'esfera no queda alterada ja que la coordenada r no varia i es veri�ca

dl2 = dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) = dr2 + r2(dθ′2 + sin2 θ′dϕ′2).

3.1.4 Moviments de l'esfera

Els moviments o isometries de�nits per la matriu A = (aij) tridimensional a R3 amb uns
versors de la base e1, e2, e3 deixen invariable la mètrica, és a dir, que per cada vector ξ =
x1e1 + x2e2 + x3e3 veri�quen que a l'espai resultant, l'escalar 〈ξ, ξ〉 = 〈Aξ,Aξ〉, essent

Aξ =
∑
i,j

aijx
jei.

És fàcilment comprovable que el grup d'isometries d'una mètrica de l'espai R3 és el grup
de matrius ortogonals O(3), és a dir, tals que ATA = 1, detA = ±1, denotant amb AT

la matriu trasposada de A. El denominem grup ortogonal. Si prenem sols el detA = 1
obtenim el subgrup SO(3) anomenat grup ortogonal especial. Per tant, el grup O(3) està
contingut en el grup d'isometries de l'esfera. De fet, el grup d'isometries és exactament O(3).
Si detA = 1, obtenim una rotació pròpia, és a dir, una rotació al voltant d'un cert eix,
mentre que detA = −1 ens ofereix una rotació impròpia, és a dir, una rotació al voltant
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

d'un determinat eix, i una re�exió respecte el pla perpendicular a aquest eix, i que passa per
(0, 0, 0).

Introduïm un nou producte escalar: el producte escalar hermític a l'espai C2 amb coorde-
nades (z1, z2), z1, z2 ∈ C, es de�neix com

〈ξ1, ξ2〉C =
∑

zk1z
k
2 .

Com haviem vist abans, la transformació de Möbius consisteix a prendre el quocient z1

z2 .

De�nició 3.4. Sigui Λ ∈ GL(2,C) una transformació lineal regular complexa de l'espai C2

on s'hi de�neixen unes coordenades (z1, z2). Diem que aquesta és unitària o que pertany al
grup unitari si preserva el producte escalar hermític

〈ξ1, ξ2〉C = 〈Λξ1,Λξ2〉C.

El grup U(2) és el grup unitari. És fàcilment demostrable que està format per totes les
matrius que veri�quen la condició

Λ
T

Λ = 1. (3.1.3)

Ja que el determinant del producte és el producte de determinants, es té det Λ
T

det Λ =
det Λ det Λ = |det Λ|2 = 1. Això vol dir que det Λ = ±1. El subgrup amb determinant 1
es denotarà SU(2) i l'anomenarem grup unitari especial. A més, es pot comprovar que si la
matriu Λ ∈ SU(2), és a dir, compleix la condició (3.1.3), aleshores el producte de matrius ens
diu que, a més que ad− bc = 1, es té |a|2 + |c|2 = 1, |b|2 + |d|2 = 1, ac+ bd = 0.

Hem vist que les isometries (o moviments) de l'esfera són les que produeix el grup O(3).
Les transformacions homogrà�ques w = w(z) de SL(2,C) que són moviments de l'esfera
satisfan

dl2 =
4dw dw

(1 + |w|2)2
=

4dz dz

(1 + |z|2)2
. (3.1.4)

Substituïnt dz dz = |cz + d|4dw dw i calculant directament tenim

dl2 =
4dw dw

(|az + b|2 + |cz + d|2)2

=
4dw dw

(|a|2|z|2 + baz + azb+ |b|2 + |c|2|z|2 + dcz + czd+ |d|2)2

=
4dw dw

(|b|2 + |d|2 + z(ab− cd) + z(ab+ cd) + (|a|2 + |c|2)|z|2)2
.

Donat que la igualtat (3.1.4) força que es compleixi |b|2 + |d|2 + z(ab − cd) + z(ab + cd) +
(|a|2 + |c|2)|z|2 = 1 + |z|2, la matriu de la homogra�a satisfà |a|2 + |c|2 = 1, |b|2 + |d|2 = 1,
ab − cd = ab + cd = 0. Dit d'una altra manera, tenim una homogra�a isomorfa a SU(2).
Doncs, el grup de transformacions de Möbius amb tal matriu (a més a més, queden excloses
les matrius ±1) és isomorfe al grup de moviments de l'esfera. Hem demostrat el següent
teorema:

Teorema 3.5. El grup homogrà�c d'isometries pròpies de l'esfera és el grup SU(2)/{±1}.

Corol·lari 3.6. Els grups SU(2)/± 1 i SO(3) són isomorfes.

Noteu que hem asumit que les transformacions de Möbius són les úniques que poden ser
isometries (és a dir, moviments) de l'esfera. El grup de transformacions de Möbius conjugades,
també són isometries, ja que |w| = |w|. El procediment es pot dur a terme anàlogament i
tornar a obtenir el grup SU(2)/± 1.
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3.2. El pla hiperbòlic

3.2 El pla hiperbòlic

3.2.1 El model de Poincaré

Considerem un disc unitari centrat a l'origen ∆ = {z : |z| < 1} i la seva frontera ∂∆. Abans
que res de�nirem el concepte de línia hiperbòlica. Una línia hiperbòlica d'aquest disc és la
intersecció del disc obert ∆ amb els cercles perpendiculars a ∂∆. La intersecció dels cercles
amb la frontera està formada pels punts �nals de la línia hiperbòlica (són dos).

De�nició 3.7. La mètrica hiperbòlica en aquest disc és aquella mètrica ρ que veri�ca els
següents punts:

(i) Per a dos punts iguals del disc, la distància entre aquests és nul·la.
(ii) Per a dos punts diferents z1 i z2 del disc, si la línia hiperbòlica que passa per aquests

té punts �nals a i b de forma que l'ordre consecutiu sigui a, z1, z2, b, la distància entre els dos
punts és log(a, b, z2, z1).

Més endavant veri�carem que la distància de�nida és una mètrica. El parell (∆, ρ) rep
el nom de model de Poincaré del pla hiperbòlic, o pla de Lobatxevski. El disc de Poincaré
també rep la denominació completa de disc de Poincaré a la geometria de Lobatxevski a [12,
pàg. 76]. A [?, pàg. 154] se l'anomena pla de Lobatxevski, i s'hi utilitza la notació abreviada
L -pla.

A

B

z1

z2

O

Figura 3.2.1: Línia hiperbòlica al disc de Poincaré.

3.2.2 Isomor�smes entre dos models hiperbòlics

Busquem ara el grup de tots els isomor�smes homogrà�cs del semiplà superior {z = x+ iy :
y > 0} en un disc unitari centrat a l'origen. Suposem que a té com a imatge 0. El principi de
simetria ens diu que, ja que la recta real s'ha de transformar en una circumferència de radi
unitat centrada a l'origen, el conjugat a es transformarà en el simètric de 0, és a dir, en ∞.
D'aquesta manera, l'aplicació ha de ser de la forma

z 7→ k
z − a
z − a

.

Per tal que la recta real vagi al cercle unitat, és a dir, a la frontera del disc, cal que |k| = 1, amb
la qual cosa. Així, doncs, el grup d'isomor�smes homogrà�cs que duen el semiplà superior en
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

un disc unitari centrat a l'origen és de la forma:

T (z) = eiθ
z − a
z − a

.

En el semiplà superior la mètrica es de�neix de la mateixa manera que al disc. Podem
veure que la preservació d'angles ens permet veure que les línies hiperbòliques del semiplà
superior tenen imatges que són línies hiperbòliques del disc. Si tenim dos punts del semiplà
superior z1 i z2 la línia hiperbòlica dels quals té punts �nals a i b, la conservació de la raó doble
que ofereixen les homogra�es ens assegura que ρ̃(z1, z2) = log(a, b, z2, z1) = ρ(Tz1, T z2) =
log(Ta, Tb, Tz2, T z1), denotant amb ρ̃ la mètrica del semiplà superior, i on les imatges de a i
b resposen sobre la frontera del disc unitat.

Altrament, la transformació de Möbius conjugada re�ecteix la raó doble respecte la recta
real. Com que aquesta última serà un nombre real (els quatre punts es troben sobre un
cercle), el seu conjugat serà serà el mateix nombre. Així, aquestes transformacions també
preserven la distància hiperbòlica.

3.2.3 Isometries i automor�smes

Ens referirem amb la terminologia d'isometria hiperbòlica del disc a aquells homeomor�smes
del disc en el disc que preservin la distància d'aquest. Denotarem el grup d'isometries del disc
respecte la mètrica hiperbòlica amb Isomρ(∆). Denotarem amb Aut(∆) els automor�smes
holomorfs i antiholomorfs del disc de Poincaré. En primer lloc, abans que cerquem totes les
transformacions homogrà�ques que transformen el disc de Poincaré en sí mateix, és important
conèixer el Lema de Schwarz:

Lema 3.8. (Lema de Schwarz) Sigui una funció holomorfa del disc en el disc. Aleshores:
(1) si f(0) = 0, llavors

|f(z)| 6 |z|

a tots els punts del disc; (2) si val la igualtat per a z 6= 0 o bé |f ′(0)| = 1, llavors

f(z) = eiθz.

Corol·lari 3.9. Un automor�sme holomorf del disc de Poincaré que �xa l'origen és una
rotació.

Demostració. D'una banda, la funció del disc g(z) = f(z)/z, per a z 6= 0, i g(z) = f ′(z),
per a z = 0, és una funció analítica, perquè f ho és, i el quocient de funcions analítiques
és analítica sempre que el denominador no s'anul·li. Llavors, si z 6= 0 i |z| = R, com que
|f(z)| < 1, veiem que

|g(z)| = |f(z)|
|z|

<
1

R
.

El Principi del Mòdul Màxim ens diu que amb |z| 6 R, f seguirà sense arribar al màxim 1
R ,

ja que no és constant. Així doncs, quan r ≈ 1 es té |g(z)| 6 1, que equival a dir |f(z)| 6 |z|
per a qualsevol punt del disc llevat de z d'al zero.

D'altra banda, si es donés la igualtat, llavors |g(z)| = 1, és a dir, g(z) té el mòdul màxim.
El Principi del Mòdul Màxim ens diu que és constant en un entorn de z, així que |f(z)| = |z|
per a tot punt del disc llevat del zero i aleshores és una rotació eiθz. Si z = 0, llavors
|g(z)| = |f ′(0)| = 1.
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3.2. El pla hiperbòlic

Tornant al model de Poincaré, veiem que tant les transformacions homogrà�ques com les
de Möbius conjugades contenen el subgrup d'automor�smes del disc. Com que, a més a més,
tota transformació de Möbius preserva la distància hiperbòlica, és evident el següent fet. Ara
podem enunciar el següent:

Proposició 3.10. El grup d'automor�smes propis del disc de Poincaré és homogrà�c.

Resulta evident que conjugant per un automor�sme homogrà�c del disc es pot asumir que
�xa 0. El corol·lari del Lema de Schwarz ens diu que és una rotació. També és evident que
el grup d'automor�smes holomorfs i antiholomorfs del disc de Poincaré compleix

Aut(∆) 6 Isom
ρ

(∆).

Ara, seguint el camí contrari, si f és una isometria del disc, podem asumir que �xa 0,
mitjançant la conjugació per un automor�sme homogrà�c. Llavors, f(z) = reiθz, i com que
|f(1)| = 1, r = 1, així que tenim una rotació, és a dir, es troba al grup d'automor�smes
holomorfs del disc. Aquest fet ens proporciona que f és una automor�sme. Ja que haviem
suposat que era una isometria arbitrària, hem obtingut Aut(∆) = Isomρ(∆). Com que
qualsevol model s'obté amb una transformació homogrà�ca i aquesta manté la conformalitat
de la mètrica, podem generalitzar el resultat obtingut de la següent manera.

Proposició 3.11. Per a tot model del pla hiperbòlic, el grup d'isometries hiperbòliques pròpies
respecte la seva mètrica és el seu grup d'automor�smes holomorfs, que és exactament el seu
grup d'automor�smes homogrà�cs.

Per tant, si volem buscar els automor�smes del disc, podem buscar directament les iso-
metries i viceversa.

3.2.4 Model de Klein

Qualsevol interior d'un cercle (cercle o recta) pot ser un model del pla hiperbòlic, i es de�neix
de la mateixa manera que el model de Poincaré. Per exemple, el semiplà superior {z = x+iy :
y > 0}, amb la seva mètrica hiperbòlica forma el model del semiplà superior.

El grup d'isometries hiperbòliques respecte la distància hiperbòlica del semiplà superior
haurà de veri�car, d'una banda, que envia el semiplà superior al semiplà superior; i que la
distància hiperbòlica es preserva. Observem que les propietats �ns ara trobades per al model
de Poincaré segueixen essent vàlides en el model del semimplà superior, gràcies a les propietats
de les homogra�es.

Com que hem demostrat que el grup d'isometries pròpies és el grup homogrà�c d'auto-
mor�smes, només caldrà buscar les aplicacions homogrà�ques que transformin la recta real en
ella mateixa sense que siguin una re�exió respecte aquesta. Prenem una aplicació de SL(2,C)
de la forma

L(z) =
az + b

cz + d
.

Com que la imatge de ∞ és un nombre real (o bé ∞), sabem que el punt límit és a/c, que
és un nombre real, que el punt pol també ho és −d/c, i que la imatge del zero també, b/d.
D'això se segueix immediatament que el grup d'automor�smes del semiplà superior, també
anomenat model de Klein a la geometria de Lobatxevski, o més cómodament, model de Klein,
és exactament SL(2,R)/± 1.
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

3.3 Forma in�nitesimal del model de Poincaré

De la mateixa manera que analitzavem la naturalesa mètrica de l'esfera S2, haurem de consi-
derar si per al model del semiplà superior existeix una mètrica riemanniana equivalent i que
conservi la distància hiperbòlica. Amb aquesta �nalitat, necessitem introduir abans alguns
conceptes sobre la mètrica de Lobatxevski.

3.3.1 Mètrica de Lobatxevski. Pseudoesfera.

Per a construir una pseudoesfera ncessitem un espai tridimensional de Minkowski, que és la
denominació general que reben els espais n-dimensionals pseudoeuclidians del tipus (1, n−1):

De�nició 3.12. Un espai pseudoeuclidial n-dimensional del tipus (p, q), p + q = n, és un
espai on el tensor mètric és de la següent forma: gij = 0 per a i 6= j; gij = 1, per a i 6 p;
i gij = −1, per a i > p + 1. Aquests espai es denoten amb freqüència mitjançant Rnp,q, o de
forma més abreujada, Rnp .

Si p = 1, llavors parlem d'un espai de Minkowski. Per tant, el producte escalar de dos
vectors ξ = (ξ1, . . . , ξn) i η = (η1, . . . , ηn) té la forma

〈ξ, η〉 =

p∑
j=1

ξjηj −
q∑
j=1

ξp+jηp+j .

Llavors, en el cas d'un espai de Minkowski de dimensió n, la mètrica riemanniana és gij = 0
per a tot i 6= j, gij = 1 per a i = 1, i gij = −1 per a i > 2. El producte escalar a Rn1 , d'acord
amb la de�nició donada, és 〈ξ, η〉 = ξ1η1−ξ2η2−. . .−ξnηn, i s'observa que el producte escalar
〈ξ, ξ〉 = |ξ|2 no és necessàriament positiu. En el nostre cas, parlarem de R3

1,2. Posarem les
coordenades (x0, x1, x2), de forma que la mètrica pseudoeuclidiana sigui

dl2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2,

de manera que la pseudoesfera de radi R té l'equació d'un hiperboloide |x|2 = R2, que
està contingut, evidentment, en el con |x|2 = 0. El con està dividit en dues meitats: la
meitat superior és aquella que veri�ca |x| = R; i la meitat inferior que veri�ca |x| = −R.
Considerem només la meitat superior, i introduïm les coordenades pseudoesfèriques (ρ, χ, ϕ)
que ens permetran de�nir la mètrica de la pseudoesfera:

x0 = ρ coshχ, x1 = ρ sinhχ cosϕ, x2 = ρ sinhχ sinϕ,

on −∞ < ρ < +∞, 0 < χ < +∞ i 0 6 ϕ 6 2π. Necessitem transformar la mètrica
pseudoeuclidiana en la mètrica pseudoesfèrica (hij). Els canvis de mètrica s'efectuen, de
forma resumida, d'acord amb

h11 =

2∑
k,l=0

gkl
∂xk

∂ρ

∂xl

∂ρ
= 1; h22 =

2∑
k,l=0

gkl
∂xk

∂χ

∂xl

∂χ
= −ρ2;

h33 =

2∑
k,l=0

gkl
∂xk

∂ϕ

∂xl

∂ϕ
= −ρ2 sinh2 χ,

i hij = 0, i 6= j. Amb aquest canvi, la mètrica esdevé dl2 = dρ2 − ρ2(dχ2 + sinh2 χdϕ2). A la
superfície de la pseudoesfera, el diferencial dρ és zero, així que

−dl2 = R2(dχ2 + sinh2 χdϕ2). (3.3.1)

La mètrica anterior es coneix amb el nom de mètrica de Lobatxevski.
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3.3. Forma in�nitesimal del model de Poincaré

3.3.2 Projecció estereogrà�ca de la pseudoesfera

Constituirem la projecció estereogrà�ca a la pseudoesfera del pla (x1, x2). D'ara en endavant
considerarem la pseudoesfera unitària, és a dir, el cas R = 1. L'esfera consta d'un pol nord
(1, 0, 0) i d'un pol sud (−1, 0, 0). La correspondència biunívoca ve donada a partir del següent
procediment: llancem des del pol sud S una recta �ns un punt de la pseudoesfera, al qual li
correspon la intersecció del pla (x1, x2) amb aquesta recta. La �gura 3.3.2 mostra la secció
plana de l'hiperboloide, és a dir, la hipèrbola (x0)2− (x1)2 = 1, α = 1, 2. Podem apreciar que
els punts del pla projectats per l'esfera veri�quen (x1)2 + (x2)2 < 1, és a dir, la pseudoesfera
unitària es projecta sobre el disc de Poincaré.

N

S

∞

|z| = 1

Πz

z

∞

t

xα

Figura 3.3.1: Projecció estereogrà�ca de la pseudoesfera.

Sigui z = x + iy i sigui ϕ la projecció estereogrà�ca tal que φ(z) = (x0, x1, x2). A partir
de la �gura 3.3.2, mitjançant el teorema de Tales:

x1

x
=
x0 + 1

1
,
x2

y
=
x0 + 1

1
.

Aïllant x1 i x2, i substituïnt a l'equació del con tenim que

(x0)2 = x2(x0 + 1)2 + y2(x0 + 1)2,

d'on (|z|2 − 1)t2 + 2|z|2t + |z|2 = 0; la fórmula quadràtica ens proporciona, amb uns breus
procediments algebraics, que el �temps�

x0 = −x
2 + y2 + 1

x2 + y2 − 1
,

d'on obtenim també les fórmules per trobar x1 i x2:

De�nició 3.13. La projecció estereogrà�ca del disc de Poincaré a la pseudoesfera és una
aplicació de la forma

φ(z) =

(
1 + x2 + y2

1− x2 − y2
,

2x

1− x2 − y2
,

2y

1− x2 − y2

)
, |z|2 = x2 + y2 < 1,

i completant el disc amb la frontera ∂∆ i completant la pseudoesfera amb un punt de l'in�nit,
de�nim que per a tot z amb mòdul 1 la funció adopta la forma φ(z) :=∞.
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

Els punts de la frontera es troben �in�nitament allunyants� ja que la seva distància
hiperbòlica a un punt del disc és in�nita. Afegir la frontera al disc és equivalent a afegir ∞,
per exemple, a C.

Ara podem trobar fàcilment la mètrica del disc de Poincaré. Amb els canvis de coordenades
adequats, la matriu (gij) de la mètrica pseudoeuclidiana es transforma en la mètrica (hij) de
la pseudoesfera en coordenades del pla. Resumim aquest procés en què

h22 =

2∑
k,l=0

gkl
∂xk

∂x

∂xl

∂x
=

4

(1− |z|2)2
;

h33 =

2∑
k,l=0

gkl
∂xk

∂y

∂xl

∂y
=

4

(1− |z|2)2
.

La resta d'elements de la matriu (hij) són nuls. La mètrica, doncs, ve donada per

−dl2 =
4

(1− |z|2)2
(dx2 + dy2) =

4

(1− |z|2)2
dz dz,

mentre que el disc de Poincaré x2 + y2 < 1 consisteix en aquesta mètrica, però de�nida
positiva, és a dir,

dl2 =
4

(1− |z|2)2
dz dz. (3.3.2)

3.3.3 Isometries del model de Poincaré

Si w = w(z) és una transformació de Möbius, aleshores la condició a veri�car per tal de ser
moviment és

4dz dz

(1− |z|2)2
=

4dw dw

(1− |w|2)2
. (3.3.3)

Ja que dw dw = |ad− bc|2|cz + d|−4dz dz, tenim que

4dw dw

(1− |w|2)2
=

4|ad− bc|2dz dz
(|cz + d|2 − |az + b|2)2

=
4|ad− bc|2dz dz[

|d|2 − |b|2 + (cd− ab)z + (cd− ab)z + (|c|2 − |a|2)|z|2
]2 .

Com que, si és una isometria, s'ha de donar (3.3.3), les condicions que buscavem són

|d|2 − |b|2 = |ad− bc|, |c|2 − |a|2 = −|ad− bc|, cd− ab = 0.

És força senzill veure que les homogra�es que veri�quen aquestes condicions són de la forma
següent

z 7→ eiθ
z − α
1− αz

,

per a un cert α amb |α| < 1. Ja que les isometries pròpies són exactament els automor-
�smes holomorfs, i ja que els automor�smes holomorfs són exactament els automor�smes
homogrà�cs, obtenim el següent teorema:

Teorema 3.14. Tota isometria pròpia (o tot automor�sme holomorf) del disc de Poincaré
és una homogra�a de la forma

z 7→ eiθ
z − α
1− αz

, |α| < 1.
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3.4. Forma in�nitesimal del model de Klein

Gràcies a aquest teorema, si considerem un funció que sigui un automor�sme del disc, i
que és de la forma

L(z) =
z − z1

1− z1z
,

com que veiem que complirà L(z1) = 0, la imatge de línia hiperbòlica és una recta. Els punts
�nals d'aquesta recta són A = − L(z2)

|L(z2)| i B = L(z2)
|L(z2)| . Amb un breu càlcul tenim

log(a, b, z2, z1) = log
1 + |L(z2)|
1− |L(z2)|

.

3.3.4 Mètrica hiperbòlica

Ara ja podrem veri�car que és un espai mètric, cal provar que són certs els punts següents:

1. ρ(z1, z2) = 0 si i només si z1 = z2;

2. ρ(z1, z2) = ρ(z2, z1) (propietat simètrica);

3. ρ(z1, z2) 6 ρ(z3, z1) + ρ(z3, z2) (propietat triangular).

La primera propietat sorgeix del fet que la distància hiperbòlica al model del disc és zero
quan, gràcies a la darrera propietat trobada, es veri�ca que

1 + r

1− r
= 1, r = |L(z2)|,

i on L(z2) és un automor�sme del disc. Això implica que ρ = 0, és a dir, que la imatge de z2

és 0. Però la imatge de z1 ja era zero. Com que les homogra�es són injectives tenim z1 = z2.
La segona propietat sorgeix del fet que (a, b, c, d) = (b, a, d, c). Podem asumir que z3 és 0
mitjançant una isometria hiperbòlica del disc. Cal provar, doncs, que

|1− z1z2|+ |z1 − z2|
|1− z1z2| − |z1 − z2|

6
1 + |z1|
1− |z1|

1 + |z2|
1− |z2|

=
1 + |z1z2|+ (|z1|+ |z2|)
1 + |z1z2| − (|z1|+ |z2|)

,

ja que el logaritme és una funció creixent en el domini [0,∞]. Observeu que aquesta desigual-
tat equival a la següent

|z1 − z2|
|1− z1z2| − |z1 − z2|

6
|z1|+ |z2|

1 + |z1z2| − (|z1|+ |z2|)
,

i aquesta desigualtat és evident pel fet que |z1 − z2| 6 |z1|+ |z2| i que

(1 + |z1||z2|)2 − |1− z1z2|2

(1 + |z1||z2|) + |1− z1z2|
>

(|z1|+ |z2|)2 − |z2 − z1|2

(|z1|+ |z2|) + |z2 − z1|
.

3.4 Forma in�nitesimal del model de Klein

Podriem trobar la mètrica del model hiperbòlic del semiplà superior, o model de Klein a la
geometria de Lobatxevski, mitjançant un canvi de coordenades amb una aplicació homogrà�ca
que portés el disc de Poincaré a H2. No obstant, existeix un forma més senzilla amb què ens
estalviarem fer càlculs i haver de recòrrer a la diferenciació parcial, tot i que cal resoldre una
equació funcional. Suposem que la funció (la mètrica riemanniana) que busquem és g(z, z).
L'element de longitud

dl2 = g(z, z)2dz dz.
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

Com que el grup Aut(H2) = SL(2,R)/± 1 ha de preservar la distància (hiperbòlica), i.e., és
isomètric, aleshores per a cada funció w = L(z) tindrem que

dl2 = g(z, z)2dz dz = g(w,w)2dw dw,

que equival a aquesta mateixa expressió fent arrel quadrada, és a dir, g(z, z) = g(w,w)L′(z).
Com que el grup d'automor�smes homogrà�cs està generat per translacions, homotècies, i
inversions, i el determinant és 1, s'haurà de veri�car:

g(z) = g(az) · a, g(z) = g(z + b), g(z) = g

(
−1

z

)
1

|z|2
.

Ja que la funció no varia amb les translacions a la recta real, tenim que g(z) = g(Im z).
D'aquesta manera, podem asumir que z és un nombre real positiu. Això mateix ens permet
veure que g(ax) = g(x)

a , d'on es té g(x) = λ
x , en què hem denotat λ = g(1). Obtenim que la

mètrica riemanniana és

dl2 = λ2 dz dz

(Im z)2
, (3.4.1)

i ens falta per conèixer el valor de λ = g(1). Per trobar-lo, com que la distància a i d'un punt
z0 = iβ, |k| = 1, per una línia hiperbòlica z = z(τ) = iτ , 1 6 τ 6 β, que té com a punts
�nals 0 i ∞, és log(0,∞, iβ, i) = log β, s'haurà d'obtenir que la longitud

l = λ

β̂

1

|dτ |
τ

= λ log τ |β1 = λ log β. (3.4.2)

és igual a log β. Per tant, g(1) = 1. A més, posant z = x + iy, el determinant de la matriu
del tensor mètric és 1

y4 . D'aquesta manera, l'element de superfície dA ve donat per

dA =
dx dy

y2
.

Hem observat anteriorment que el grup SL(2,R)/± 1 és el grup de moviments del model
de Klein de la geometria de Lobatxevski. Ja hem exposat abans que el grup SO(1, 2) és

el grup de moviments de la pseudoesfera (és tal que ATGA = G, essent G =

(
1 0
0 −1

)
la

mètrica riemanniana de l'espai R3
1,2), i el grup SU(1, 1) el del model de Poincaré. Donat que

totes tres són models de la mètrica de Lobatxevski, els grups de moviments en cadascuna
d'aquestes superfícies són isomorfs entre sí, és a dir:

Teorema 3.15. El grup homogrà�c de moviments de la mètrica de Lobatxevski és isomorf
al grup SL(2,R)/ ± 1 en el model de Klein, al grup SO(1, 2) a la pseudoesfera, i al grup
SU(1, 1)/± 1 del model de Poincaré.

Observeu que la distància hiperbòlica del disc, donada una homogra�a L : H2 → ∆ de la
forma

L(z) =
z − i
z + i

,

es té que la distància hiperbòlica del model de Klein ρ̃ entre dos punts z1 i z2 del semiplà
superior és

ρ̃(z1, z2) = ρL(z1, z2) =
|1− L(z1)L(z2)|+ |L(z1)− L(z2)|
|1− L(z1)L(z2)| − |L(z1)− L(z2)|

.
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3.5. Polígons hiperbòlics

3.5 Polígons hiperbòlics

Retornem al model de Poincaré per exposar la noció de polígon hiperbòlic, que es de�nirà
anàlogament per a qualsevol model del pla hiperbòlic. Amb semiespai hiperbòlic entendrem
cadascuna de les dues parts en què queda seccionat el disc ∆ per una línia hiperbòlica. A
partir d'això, de�nim:

De�nició 3.16. Siguin un conjunt de línies hiperbòliques que generen cadascuna dos semi-
espais hiperbòlics, i siguin Si i = 1, . . . , n cadascun dels dos semiespais que generera cada
línia. Llavors, un polígon hiperbòlic P de n costats consisteix en

P =

n⋂
i=1

Si.

Els costats del polígon són la part de línia hiperbòlica que es troba a la bora de la intersecció
P . Els punts de la bora del polígon que es troben a dos costats diferents s'anomenen vèrtexs
del polígon.

Ja que la distància hiperbòlica és in�nita si i només si un dels dos punts està a la frontera
del disc, diem que els vèrtexs del polígon que reposin sobre la frontera del disc es troben a
l'in�nit. Qualssevol costats d'un polígon adjacents a un vèrtex a l'in�nit formen un angle
igual a 0, ja que les línies hiperbòliques són ortogonals a la frontera del disc, mentre que en
el cas contrari, el seu angle es troba entre 0 i π, sense que valgui mai la igualtat.

Quan un polígon tingui un vèrtex a la frontera direm que està a l'in�nit. Per exemple,
en el model de Klein, la intersecció que origina el semidisc unitari centrat a l'origen amb un
semidisc unitari centrat a 2. Per tenir un costat a la frontera és necessari tenir dos vèrtexs a
l'in�nit.

De�nició 3.17. Un polígon hiperbòlic �nit de n costats, n > 3, és un polígon sense vèrtexs
a l'in�nit. Els polígons hiperbòlics �nits s'anomenaran triangles hiperbòlics, quadrilàters
hiperbòlics, etc.

3.5.1 Fórmula de Gauss-Bonnet

Teorema 3.18. (Fórmula de Gauss-Bonnet) L'àrea hiperbòlica d'un triangle hiperbòlic amb
angles interiors ϕ1, ϕ2, ϕ3 és

σ(P ) = π −
3∑
j=1

ϕj .

Finalitzarem una demostració que es dóna a [15, pàg. 33]:

Demostració. Sobre el model de Klein, suposem que un polígon P1 té dos dels seus vèrtexs
a l'in�nit, i.e., té un costat a l'in�nit. Llavors, una transformació de Möbius generada per
SL(2,R) és un moviment i, doncs, preserva l'element de superfície

dA =
dx dy

y
.

D'aquesta manera, podem asumir que el polígon té un vèrtex a∞ (formant un angle ϕ1 = 0),
un altre a 1 (formant un angle ϕ2 = 0) i el restant a eiα, per algun 0 < α 6 π. Aquest tercer
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

vèrtex veri�ca ϕ3 = π − α (�g. 3.5.1 (a)). En aquest cas,
√

1− x2 6 y 6∞, i cosα 6 x 6 1.
L'àrea d'aquest polígon és

σ(P1) =

¨

P1

y−2 dx dy =

1ˆ

cosα

∞̂

√
1−x2

y−2 dy dx =

1ˆ

cosα

dx√
1− x2

= (arccosx)|1cosα = α = π − ϕ3.

ϕ3

O

∞

P1

α

α

ϕ3

O

∞

α

ϕ2

β

P2

Figura 3.5.1: Dos vèrtexs a l'in�nit (a) i un vèrtex a l'in�nit (b).

Suposem ara que, en un polígon P2, el vèrtex que es trobava a 1 reposa sobre un punt del
cercle unitari centrat a O, és a dir, eiβ . Llavors, observem que ϕ2 = β. Tenint en compte que√

1− x2 6 y 6∞, i cosα 6 x 6 cosβ, l'àrea és, en aquest cas,

σ(P2) =

cos βˆ

cosα

∞̂

√
1−x2

y−2 dy dx = (arccosx)|cos β
cosα = β − α = π − ϕ2 − ϕ3. (3.5.1)

Suposem ara que, en un polígon P3, no hi ha cap vèrtex sobre la recta completada, i que
aquest que es trobava a ∞ ara es troba a un punt p tal que Im p = Im eiβ (�g. 3.5.1 (b)).
Suposem ara que P3 té angles hiperbòlics ψ1 al vèrtex p, ψ2 al vèrtex eiβ , i ψ3 al vèrtex eiα.
Aquests angles són tals que ψ2 = ϕ2. El polígon hiperbòlic P2 té àrea

σ(P2) = π − ϕ2 − ϕ3 = π − ψ2 − ϕ3.

El polígon hiperbòlic P2 −P3 té un vèrtex a l'in�nit, així que la fórmula (3.5.1) és vàlida per
aquest:

σ(P2 − P3) = π − (ϕ3 − ψ3)− (π − ψ1) = ψ3 + ψ1 − ϕ3.

A partir d'això, calculem l'àrea de la manera següent:

σ(P3) = σ(P2)− [σ(P2)− σ(P3)] = σ(P2)− σ(P2 − P3);

i substituïnt
σ(P3) = π − ψ1 − ψ2 − ψ3.
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3.5. Polígons hiperbòlics

Gràcies a què les homogra�es conserven angles euclidians (i per tant, hiperbòlics), sabem que
l'àrea seguirà essent la mateixa en tots els models del pla hiperbòlic.

Observeu que els triangles euclidials no són triangles hiperbòlics (no existeixen) ja que els
seus angles sumen π i, doncs, σ(P ) = 0. Un polígon hiperbòlic �nit P de n costats i angles
ϕ1, . . . , ϕn es pot descomposar en n triangles, unint l'origen de coordenades, amb una línia
hiperbòlica, amb cadascun dels vèrtexs. Aquestes línies formen n angles γ1, . . . , γn entre elles
en el punt 0, i formen, també, els angles θ1, . . . , θ2n amb els vèrtexs de P . La suma de les
àrees és:

σ(P ) = nπ −
∑

γ −
∑

θ.

Però, com que
∑
γ = 2π, i donat que la suma dels angles és

∑
θ =

∑
ϕ,obtenim el següent

teorema:

Teorema 3.19. Donat un polígon hiperbòlic �nit P de n costats i angles ϕ1, . . . , ϕn, la seva
àrea hiperbòlica és

σ(P ) = (n− 2)π −
∑

ϕ.

Noteu que aquesta fórmula és vàlida per a tots els models del pla hiperbòlic a la geometria
de Lobatxevski, i l'àrea dels polígons és la mateixa en tots els casos.

3.5.2 Subconjunts convexos

De�nició 3.20. Sigui S un subconjunt d'un model hiperbòlic. Si per a cada parella de
punts z1, z2 de S existeix sempre una línia hiperbòlica que passa per tots dos de forma que
el segment de línia [z1, z2] ∈ S, llavors aquest subconjunt s'anomena convex.

Enumerem certes propietats evidents dels conjunts convexos:

1. Si S és convex, qualsevol subconjunt que s'obté sota l'acció d'una homogra�a és convex.

2. L'interior de S i el seu complementari són convexos.

3. Si S1, S2, . . . són subconjunts convexos, on S1 ⊂ S2 ⊂ . . ., llavors
⋃
j Sj és convex.

4. Si S1, S2, . . . són subconjunts convexos, aleshores
⋂
j Sj és convex.

Com a conseqüència d'això, observem que tot semidisc que produeix una línia hiperbòlica és
un subconjunt convex, ja que sota l'acció de la transformació de Möbius adequada, podem
aconseguir que la línia hiperbòlica es transformi en el segment [−1, 1], i la meitat del disc de
Poincaré és convexa. D'aquest fet s'obté que tot polígon hiperbòlic de n vèrtexs

P =

n⋂
i=1

Si,

és convex ja que cada semiespai Si, i = 1, . . . , n, ho és.
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3. Aplicació a la geometria hiperbòlica

3.5.3 Cercles hiperbòlics

Considerem el model arbitrari del pla hiperbòlic H amb mètrica hiperbòlica ρH :

De�nició 3.21. Un cercle hiperbòlic de radi % i centre a en el disc és un conjunt de punts
que es troben a la mateixa distància hiperbòlica de a. L'interior d'aquest cercle s'anomena
disc hiperbòlic.

Concretament, en el model de Poincaré, veiem que, ja que les rotacions són isometries,
tot cercle hiperbòlic centrat a l'origen s'origina de rotar un punt que es trobi a una distància
hiperbòlica % un arc de 2π rad. Obtenim que aquest cercle és un cercle euclidià, i que té radi
R, on % = ρH(R, 0). Llavors

e% =
1 +R

1−R
=⇒ R =

e% − 1

e% + 1
= tanh

%

2
.

Recordem que al disc de Poincaré, el quadrat del diferencial de la longitud és

dl2 =
2

(1− |z|2)2
(dx2 + dy2),

mentre que el diferencial d'àrea és

dA =
4

(1− |z|2)2
dx dy.

A partir dels resultats anteriors, veiem que tota corba suau z = z(τ) = α(τ) + iβ(τ) amb
a 6 τ 6 b la longitud es de�neix d'acord amb les fórmules que segueixen:

l = 2

bˆ

a

|ż(τ)|
1− |z(τ)|2

dτ, ż(τ) =

(
dα

dτ
,
dβ

dτ

)
,

on el mòdul |z(τ)| < 1. Posem un exemple:
Per una banda, dibuixem un segment z(τ) = τ on 0 6 τ 6 a.

l = 2

aˆ

0

dτ

1− τ2
= log

1 + τ

1− τ

∣∣∣∣a
0

= log
1 + a

1− a
.

La longitud pot tenir signe negatiu, però això només proporciona el sentit en què es recorre
la corba. Aquest resultat ens indica que si una recta z = kτ , 0 6 τ 6 a, és tal que un punt
z1 ∈ ∆ veri�ca z1 = ka, la fórmula que obtenim és la de la distància hiperbòlica:

l = 2

aˆ

0

k

1− k2τ2
dτ = log

|k|2τ + |k|
|k|2τ − |k|

∣∣∣∣a
0

= log
1 + |z1|
1− |z1|

= ρ(z1, 0).

Si a = 1, previsiblement, hauriem d'obtenir una longitud �in�nitament gran� ja que arribem
als límits del disc, i coincidint amb ρ(1, 0) =∞. Com hem advertit anteriorment, ens referim
a ∞ sense cap signe i d'acord amb la conveniència exposada amb anterioritat.

Podem expressar la mètrica del disc de Poincaré en coordenades polars (r, ϕ) d'acord amb
què, com hem vist anteriorment, dx2 + dy2 = dr2 + r2dϕ2, i adoptant la forma

dl2 =
4

(1− r2)2
(dr2 + r2dϕ2),
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3.5. Polígons hiperbòlics

on 0 6 r < 1 i 0 6 ϕ 6 2π.
Sigui γ un cercle de radi r = R. En primer lloc, els punts que reposen sobre el cercle

(r = R) veri�quen dr = 0. Per això, la mètrica sobre el cercle és dl2 = 4r2dϕ2

(1−r2)2 , d'on la
longitud del cercle γ de radi R és

lR =

2πˆ

0

2R

1−R2
dϕ =

4πR

1−R2
. (3.5.2)

En segon lloc, l'àrea de la regió U determinada per la funció Γ = Γ(r, ϕ), que veri�ca 0 6 r 6
R, 0 6 ϕ 6 2π, és

σR(U) =

¨

U

√
g dϕ dr.

Com que l'arrel quadrada del determinant de la matriu del tensor mètric és

√
g =

∣∣∣∣ 4r

(1− r2)2

∣∣∣∣ ,
passem a calcular l'àrea:

σR =

¨

06ϕ62π

∣∣∣∣ 4r

(1− r2)2

∣∣∣∣ dϕ dr = 4

R̂

0

r

(1− r2)2

2πˆ

0

dϕ dr.

La derivada d
dr

1
1−r2 = r

(1−r2)2 . Doncs l'àrea resulta ser

σR =
8π

1−R2
. (3.5.3)

Així, l'àrea de tot el disc de Poincaré correspon al límit limR→1
8π

1−R2 = ∞.Com que R =
tanh %

2 , les equacions (3.5.2) i (3.5.3) es transformen, respectivament, en les fórmules lR =

2π sinh %, σR = 4π sinh2 %
2 . Resumint tota aquesta informació apareix el següent teorema:

Teorema 3.22. Donat un cercle hiperbòlic de radi (hiperbòlic) %, la longitud d'aquest és

lR = 2π sinh %;

l'àrea hiperbòlica d'un disc hiperbòlic de radi (hiperbòlic) %, és

σR = 4π sinh2 %

2
.
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Capítol 4

Transformacions de Möbius
n-dimensionals

Resum

Les transformacions de Möbius del pla completat es poden de�nir amb l'isomor�sme
M≈ SL(2,C)/± 1, amb les coordenades homogènies. Aquest capítol consistirà a �im-
portar� a l'espai euclidià (i pseudoeuclidià) n-dimensional les característiques d'aquestes
funcions, i a l'espai hiperbòlic n-dimensional, que posteriorment de�nirem. En primer
lloc, per la seva naturalesa complexa, és a dir, impliquen la multiplicació, el quocient,
la conjugació, etc, de�nits per als nombres complexos. En segon lloc, no podem gene-
ralitzar la de�nició del pla de tranformació de Möbius, és a dir, la transformació lineal
racional. Altrament, el grup M gaudeix de propietats úniques, e.g., que transformen
cercles en cercles.

4.1 L'espai n-dimensional completat

Tornem a rede�nir, abans que res, el grupM:

De�nició 4.1. El grup general de les transformacions de Möbius M̃ del pla completat és el
grup generat per la composició de re�exions (inversions) respecte cercles i rectes ampliades. El
subgrup que preserva l'orientació és el grup de les transformacions de Möbius (homogrà�ques)
M, mentre que els elements de M̃ \M s'anomenen transformacions de Möbius conjugades.

Observeu que en aquesta de�nició �pla completat� no té un sentit complex, sinó que pot
interpretar-se com el pla R2 a què afegim un punt de l'in�nit.

L'esfera de Riemann n-dimensional és una esfera Sn ⊂ Rn+1 de dimensió n i radi R,
centrada a l'origen de coordenades. Considerem les coordenades (x1, . . . , xn) d'un punt x, i
la norma |x|2 = (x1)2 + . . .+ (xn)2. Llavors, l'esfera és

Sn = {x : |x|2 = R2}.

Noteu que en cap moment es prendrà la solució de norma negativa.

De�nició 4.2. La projecció estereogrà�ca és una aplicació φ : Rn → Sn\{N} (concretament,
un homeomor�sme), entenent per N el pol nord de l'esfera. La fórmula de φ és

φ(x) =

(
2R2x1

|x|2 +R2
, . . . ,

2R2xn

|x|2 +R2
, R
|x|2 −R2

|x|2 +R2

)
. (4.1.1)
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

La demostració de la fórmula és idèntica que la del cas del pla. Si de�nim φ(∞) = (0, 0, R),
veiem que l'aplicació φ : R̂

n
→ Sn també és un homemor�sme, on hem denotat R̂

n
la unió de

l'espai euclidià n-dimensional amb un punt de l'in�nit.

De�nició 4.3. De�nim l'espai euclidià n-dimensional completat (de notació R̂
n
), o sim-

plement, com anomenarem a partir d'ara, l'espai completat, com la unió de l'espai euclidià
n-dimensional amb un punt de l'in�nit.

Anàlogament al cas del pla, la distància cordal consisteix en la norma euclidiana

d(x1, x2) = |φ(x2)− φ(x1)|,

i obviament és una mètrica. A partir de la formula (4.1.1) s'obte que

d(x1, x2)2 =
4R4|x2 − x1|2

(R2 + |x1|2)(R2 + |x2|2)
.

Si x2 és su�cientment proper a x1, llavors el segment que representa la distància cordal roman
sobre la superfície de l'esfera. En aquest cas passem al diferencial de longitud

dl = lim
x2→x1

√
4R4|x2 − x1|2

(R2 + |x2|2)(R2 + |x1|2)
=

2|dx|
1 + |x|2

,

on se sobreentén que dx = lim x2 − x1. Les rotacions de l'espai Rn+1 roten l'esfera,
transformant-la en ella mateixa. La mètrica de l'esfera no queda alterada. Els moviments
de�nits per la matriu A = (aij), de dimensió n+1, que deixen invariada la mètrica de l'esfera,
veri�quen que es preserva el producte escalar 〈ξ, ξ〉 = 〈Aξ,Aξ〉, per a cada vector ξ = (ξi) i
on

Aξ =
∑
i,j

aijξ
jei,

essent e1, . . . , en+1 la base de Rn+1. Fàcilment veiem que s'ha de veri�car ATA = 1, o el que
és el mateix, aki a

k
j = δij , on s'abrevia que hi ha sumació respecte k. A més, el determinant

de A és ±1. El grup de matrius ATA de dim A = n + 1 es denota amb O(n + 1) i és el
grup ortogonal, mentre que el subgrup amb det A = 1 es denota SO(n+ 1) i s'anomena grup
ortogonal especial.

4.2 Re�exions respecte a esferes generalitzades

4.2.1 El grup de transformacions de Möbius

Hem donat a l'inici d'aquest capítol una nova de�nició del grup M. Per introduir aquest
grup cal tenir present què entendrem per re�exió.

De�nició 4.4. Considereu una esfera (o hiperesfera) S(a,R) de dimensió n− 1, amb centre
a = (ai) i radi R > 0. Una re�exió (o inversió) respecte S(a,R) és una aplicació de�nida per

T (x) =
R2

|x− a|2
(x− a) + a. (4.2.1)
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És natural de�nir a 7→ ∞ i ∞ 7→ a. El punt T (x) és simètric de x respecte a S(a,R).
Observeu que x = T (x) si i només si x és un punt de l'esfera. Com és d'esperar, T 2(x) = x.

És d'especial importancia la inversió

J(x) =
x

|x|2
,

és a dir, la inversió respecte l'esfera S(0, 1), i que de vegades es denota J(x) = x∗. De�nim
ara el concepte de pla (o hiperplà) a Rn. Una pla (o hiperplà) (completat amb un punt de
l'in�nit) H(a, λ) de dimensió n− 1 a l'espai euclidià de dimensió n, on a = (aj) és un vector
de l'espai i λ és un escalar, és un conjunt de punts

H(a, λ) = {x : 〈x, a〉 = λ} ∪ {∞},

on denotem, naturalment, amb 〈, 〉, el producte escalar. Per comoditat, no fem distinció entre
un punt o el vector que va des de l'origen a aquest punt.

A partir d'aquest de�nició, busquem una re�exió T respecte H(a, λ) de forma que, evi-
dentemente, es veri�qui que

x+ T (x)

2
(4.2.2)

pertany al pla. Tota re�exió respecte aquest pla te la forma x 7→ x + µa, així que, com que
es té la fórmula (4.2.2), 〈

2x+ µa

2
, a

〉
= 〈x, a〉+

µ

2
|a|2 = λ,

d'on s'obté immediatament que

µ = 2
λ− 〈x, a〉
|a|2

.

De�nició 4.5. Considereu un pla (o hiperplà) H(a, λ) de dimensió n − 1. Una re�exió (o
inversió) respecte S(a,R) és una aplicació de�nida per

T (x) = x− 2a
〈x, a〉 − λ
|a|2

. (4.2.3)

Així, podem reescriure també T (x) com x−2[〈x, a〉−λ]a∗. Si a és la normal al pla, llavors
T (x) = x− 2〈x, a〉a∗. De vegades la re�exió T es denota

RefH(x).

Anomenarem k-esferes (o k-hipereferes) qualssevol esferes o plans de dimensió k, mentre
que si no s'especi�ca el valor de k se sobreentendrà que k = n− 1.

Ara ja podem de�nir, recíprocament al cas del pla, en què consisteixen les transformacions
de Möbius:

De�nició 4.6. El grup general de transformacions de Möbius de l'espai completat, que
denotem amb M̃n, és el grup generat per la composició de re�exions respecte esferes genera-
litzades. El subgrup que preserva la orientació és el grup de les transformacions de Möbius,
i el denotemMn. Els elements de M̃n \Mn són les transformacions de Möbius conjugades.
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4.3 Propietats de composició

D'antuvi, cal posar força èmfasi en la següent de�nició, ja que és bàsica per a entendre
l'equivalent del que anomenavem funció conforme al pla complex.

De�nició 4.7. Sigui ϕ : Ω → Ω una aplicació sobre una regió Ω de l'espai completat on hi
ha de�nida una mètrica riemanniana gij de�nida sobre els vectors. Si la mètrica g′ij de la
regió Ω, després d'actuar ϕ, és proporcional a la inicial en cada punt de Ω, llavors diem que
les dues mètriques gij i g′ij de�neixen una mateixa estructura conforme. L'aplicació ϕ que
conserva l'estructura conforme rep el nom d'aplicació conforme.

Per exemple, les aplicacions conformes del pla complex C són les funcions analítiques.
Considereu la transformació J(x) = x

|x|2 . Els elements de la seva matriu de Jacobi són

(∇J)ij =
∂J i

∂xj
=
δij |x|2 − 2xixj

|x|4
=

1

|x|2

(
δij − 2

xixj

|x|2

)
,

o bé, denotant 1
|x|2 = µ(x) = µ, i denotant

Q = q(x) = (qij) =
xixj

|x|2
,

es reescriu en forma matricial com

∇J = µ(1− 2Q).

A partir del càlcul del producte matricial

(q2)ij =

n∑
k=1

xixk

|x|2
xkxj

|x|2
=
xixj

|x|2
n∑
k=1

(xk)2

|x|2
=
xixj

|x|2
,

obtenim que Q2 = Q, d'on (1 − 2Q)2 = 12 − 4Q + 4Q2 = 1. Donat que, a més, 1 − 2Q =
(1− 2Q)T , s'obté que 1− 2Q ∈ O(n), és a dir, 1− 2Q és una rotació del grup ortogonal, així
que és conforme.

La re�exió

T (x) =
R2

|x− a|2
(x− a) + a (4.3.1)

respecte a una hiperesfera S(a,R) és fruit de la composició GFJF−1, on F (x) = x + a i
G(x) = R2x, així que (4.3.1) és conforme.

Lema 4.8. Les re�exions respecte a hiperesferes són funcions conformes.

A més, a la re�exió respecte a un hiperpla, que evidentment és conforme, amb normal
ν = (νi) és

T (x) =
∑
i

(
xi − 2

νi

|ν|2
〈x, ν〉

)
ei, (4.3.2)

on ei són els versors de la base de l'espai completat. Noteu que (4.3.2) és igual a

∑
i,j

(
δijx

j − 2
νiνj

|ν|2
xj
)
ei =

∑
i,j

(
δij − 2q(ν)ij

)
xjei,
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4.3. Propietats de composició

o en forma matricial T = 1 − 2Q. Però, com que 1 − 2Q ∈ O(n), obtenim que T consisteix
en una rotació: pròpia, si det T = 1, quan representa un gir al voltant d'un cert eix; o bé
impròpia si, a més, re�ecteix un pla perpendicular a aquest eix. Per tant, podem expressar
els resultats obtinguts en la següent proposició:

Lema 4.9. Tota aplicació del grup M̃n està generada per les següents i només per les següents
aplicacions:

(i) Homotècia: x 7→ Rx, R > 0;
(ii) Translació: x 7→ x+ a, a ∈ Rn;
(iii) Rotació: x 7→ Ax, A ∈ O(n);
(iv) Inversió: x 7→ x/|x|2.

4.3.1 Teorema de Liouville

A més de les inversions de Rn, tindrem inversions per a qualsevol mètrica riemanniana (o
pseudoriemanniana), tenint present que per a un tensor mètric gij = gij(x

1
0, . . . , x

n
0 ), el mòdul

d'un vector x en el punt x0 és

〈x, x〉 =
∑
i,j

gijx
ixj = |x|2,

així que la inversió es de�neix com

x 7→ x

gijxixj
,

on abreviem la sumació respecte els índexs i, j.
Observeu que és una aplicació conforme ja que λ(x) = −〈x, x〉−4 és constant i depèn de

cada punt. Per altra banda, en un espai pseudoeuclidià del tipus (p, q) es té

〈x, x〉 =

p∑
i=1

(xi)2 −
q∑
i=1

(xi)2; (4.3.3)

s'hi pot de�nir una homotècia x 7→ Rx, R > 0, una translació x 7→ x+a, una rotació x 7→ Ax,
A ∈ O(p, q) = Isom(Rnp,q), i una inversió x 7→ x/〈x, x〉, segons la fórmula (4.3.3).

Tenim, com hem vist anteriorment, que les transformacions de Möbius són transformacions
conformes. Per tant, ara podem suposar que ϕ de�neix un homeomor�sme d'ordre major
que 3. Posem que la funció yα = ϕα(x1, . . . , xn) transforma la regió U en la regió V de
l'espai euclidià completat, ambdues diferents del buit. Podem suposar, conjugant amb la
transformació de Möbius adequada, que 0 ∈ U i ϕ(0) = 0.

Com que és conforme, el jacobià de�neix una aplicació conforme, és a dir, les dues mètri-
ques són proporcionals

|dy| = λ(x)|dx|,
per a dy =

∑
α dy

αeα =
∑
α,β a

α
βdx

βeα, per a la base {e1, . . . , en} de l'espai completat i per

a A = (aij) =
(
∂yi

∂xj

)
.

Per a aquest capítol farem ús del conveni de sumació d'Einstein, segons el qual abreviarem
el símbol de sumatori quan hi hagi índexs repetits. Per exemple, dy = dyαeα se sobreentendrà
que es suma respecte α, de 1 a n.

Siguin Aηi, Aηj , Aηk tres vectors tals que 〈Aηα, Aηβ〉 = 0, α, β = i, j, k. Com que
〈Aηi, Aηj〉 = 0 per a tot x, la derivada direccional al llarg del vector ηk de la funció F (x) =
〈Aηi, Aηj〉 és

∇ηkF (x) =
∂

∂xγ
ηγk 〈Aηi, Aηj〉 = gpq

∂yp

∂xγ
∂2yq

∂xα∂xβ
ηαi η

β
j η

γ
k .
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

D'altra banda, l'expressió 〈
∂2y

∂xα∂xγ
ηαi η

γ
j , Aηk

〉
, (4.3.4)

pot reescriure's com

gpq
∂2yq

∂xα∂xβ
ηαi η

β
j

∂yp

∂xγ
ηγk = gpq

∂yp

∂xγ
∂2yq

∂xα∂xβ
ηαi η

β
j η

γ
k ,

i és equivalent, doncs, a ∇ηkF (x). Com que la funció F (x) és constant (sempre és zero),
llavors la derivada direccional és nul·la, així que podem igualar (4.3.4) a zero. Tenim〈

∂2y

∂xα∂xγ
ηαi η

γ
j , Aηk

〉
= 0. (4.3.5)

Suposem que tenim n vectors ortogonals η1, . . . , ηn, de forma que ηi = η1, ηj = η2 i

ηk = η3, . . . , ηn. Hem demostrat que ∂2y
∂xα∂xγ η

α
i η

γ
j és perpendicular a Aηk, i.e., a Aη3, a

Aη4,... i a Aηn. Per tant,
∂2y

∂xα∂xγ η
α
i η

γ
j pertany a l'espai vectorial de base {Aη1, Aη2}:

∂2y

∂xγ∂xδ
ηγ1 η

δ
2 = τAη1 + vAη2, (4.3.6)

on és les funcions hauran de ser, per de�nició, τ = τ(x) i v = v(x) són tals que

τ(x)|Aη1|2 =

〈
∂2y

∂xγ∂xδ
ηγ1 η

δ
2, Aη1

〉
;

v(x)|Aη2|2 =

〈
∂2y

∂xγ∂xδ
ηγ1 η

δ
2, Aη2

〉
.

Aquest resultat ens servirà per provar el següent teorema, que és de gran importància:

Teorema 4.10. (Teorema de Liouville). Sigui ϕ un funció conforme amb derivades parcials

d'ordre k > 4 d'una regió U a l'espai euclidià R̂n, n > 3. Llavors, ϕ és composició d'ho-
motècies, rotacions, translacions i inversions. Més concretament, és la restricció T |U d'una

transformació de Möbius T ∈ M̃n.
1

Corol·lari 4.11. Els automor�smes d'una regió de l'espai U en ella mateixa són restriccions
de transformacions de Möbius, és a dir,

AutU = M̃n(U).

En el llibre [12, vol. 1, pàg. 107-109] es demostra el teorema per a 3 dimensions. Nosaltres,
però, el demostrarem per a n-dimensions, fent ús dels càlculs anteriors a l'exposició del
teorema.

Demostració. Utilitzant els càlculs anteriors veiem que

τ(x) =
1

λ2|η1|2

(
1

2
ηα2

∂

∂xα
〈Aη1, Aη2〉

)
=

n∑
α=1

ηα2
∂λ
∂xα

λ(x)
;

v(x) =
1

λ2|η2|2

(
1

2
ηα1

∂

∂xα
〈Aη1, Aη2〉

)
=
ηα1

∂λ
∂xα

λ(x)
. (4.3.7)

1El teorema és vàlid, �ns i tot, per a funcions de menor suavitat.
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Dividint entre λ(x) = ρ−1(x) i substituïnt a (4.3.6) obtenim

∂2(ρy)

∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2 =

(
∂2ρ

∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2

)
y. (4.3.8)

La derivada direccional d'aquesta expressió al llarg del vector η3 és

∇η3
(
∂2(ρy)

∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2

)
= ∇η3

[(
∂2ρ

∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2

)
y

]
,

i la regla del producte ens permet veure, calculant directament, que

∂2(ρy)

∂xβ∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2η
β
3

(i)

=

(
∂3ρβ

∂xβ∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2η
β
3

)
y +Aη1

∂2ρ

∂xδ∂xγ
ηγ1 η

δ
2

(ii)

.

Recordem que podem permutar els subíndexs 1, 2, 3 i, com que les expressions (i) i (ii)
són simètriques, també ho ha de ser l'expressió de la dreta:∑

β,γ,δ

(
∂2ρ

∂xγ∂xδ
ηγ1 η

δ
2

)
∂y

∂xβ
ηβ3 =

∑
β,γ,δ

(
∂2ρ

∂xγ∂xδ
ηγ2 η

δ
3

)
∂y

∂xβ
ηβ1 ,

d'on s'obté ∂2ρ
∂xδ∂xγ

ηγ1 η
δ
2 ≡ 0, ja que la resta de termes no són nuls, i s'anul·la si i només si η1

i η2 són ortogonals. Per tant, el tensor ∂2ρ
∂xγ∂xδ

és proporcional al tensor mètric, així que

∂2ρ

∂xγ∂xδ
= ω(x)gγδ, (4.3.9)

on gγδ és la mètrica de U . Suposem que, en lloc de tres vectors ortogonals, tenim tres vectors
arbitraris ξ1, ξ2 i ξ3. Anem a demostrar ara que la funció ω(x) és constant per a tot x ∈ U .
Derivant obtenim

∂3ρ

∂xγ∂xδ∂xβ
ξγ1 ξ

δ
2ξ
β
3 =

∂

∂xγ
ω(x)ξγ1 〈ξ2, ξ3〉,

on permutant els índexs 1 i 2 s'obté

∂3ρ

∂xγ∂xδ∂xβ
ξγ2 ξ

δ
1ξ
β
3 = ω(x)ξγ2 〈ξ1, ξ3〉.

Restant aquesta a la primera obtenim〈
∂ω

∂xγ
ξγ1 ξ2 −

∂ω

∂xα
ξα2 ξ1, ξ3

〉
= 0.

Permutant els índexs 1, 2, 3 es dedueix que la derivada de ω és nul·la i, doncs, és una constant.
Així, la igualtat anterior es reescriu com ∂2ρ

∂xγ∂xδ
= ωgγδ, per a un cert ω constant. Això ens

indica, a més, que ρ és una funció de la forma ρ(x) = a1|x− x0|2 + b1, amb constants a1 i b1.
Com que λ(x) = ρ−1(x), λ és de la forma

λ = a2|y − y0|2 + b2,

d'on (a1|x − x0|2 + b1)(a2|y − y0|2 + b2) = 1. Com que hem suposat ϕ(0) = 0, tenim
x0 = y0 = 0. Llavors |x− x0|2 = R2 es transformarà en l'esfera |y − y0|2 = R2, i utilitzant la
darrera suposició, |x|2 = |y|2 = R2. Calculant

|y| =
xˆ

0

|dy| =
xˆ

0

λ(x)|dx| =
|x|ˆ

0

dt

at2 + b
. (4.3.10)
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

Per tal que l'expressió anterior sigui igual a |x| cal que a sigui 0, i en aquest cas, la funció λ
és una constant; o que b sigui 0, i en aquest cas obtenim, aplicant una inversió x 7→ x∗:

|y| =
|x|ˆ

0

dt

a
=
|x|
a
, (4.3.11)

d'on λ és una constant.

Observeu que el teorema ha estat demostrat per a una mètrica arbitrària, així que aquest
teorema és valid també per a mètriques pseudoeuclidials. Un cas particular del corol·lari és
que Aut R̂

n
= M̃n.

4.3.2 Inversa, pol i punt límit

Al capítol segon, per demostrar que una transformació de Möbius és composició de homotècies,
rotacions, translacions i inversions vam usar la següent fórmula:

z 7→ − 1

c2
1

z + d
c

+
a

c
= − 1

|c|2

(
|c|
c

)2
1

z + d
c

+
a

c
.

Això ens permet generalitzar aquesta fórmula en una transformació del grup Mn, que es
de�neix de la següent manera: si escollim A,C ∈ O(n), on c = λCe1, λ > 0 i e1 = (1, 0, . . . , 0),
una transformació de Möbius pot expressar-se com

x 7→ − Cx+ d

|Cx+ d|2
+
Ac

|c|2
.

Inspeccionem les propietats d'aquesta aplicació: en primer lloc, la inversa. Haureu pogut
notar com la inversa d'una homotècia, d'una rotació, d'una translació o d'una inversió és,
novament, una homotècia, una rotació, una translació o una inversió, correspectivament. Per
tant, n'hi ha prou amb invertir cadascuna de les funcions que composen el conjunt. Podem
formular-la d'acord que resulta de la composició ordenada de

x 7→ Cx, x 7→ x+ d, x 7→ x∗, x 7→ x+Ac∗.

Llavors, d'una banda, si C = (cij), C
−1 = Γ = (γij) és tal que

n∑
k=1

cikγ
k
j = δij .

D'altra banda, la inversa de la translació x 7→ x + d és x 7→ x − d; la inversió té inversa
x 7→ x∗; i la translació x 7→ x+Ac∗ té inversa x 7→ x−Ac∗, com és obvi. La funció resultant
de la composició en el ordre invers és

x 7→ Γ

(
x−Ac∗

|x−Ac∗|2
− d
)
.

A partir d'aquesta fórmula, s'obté que el punt límit és Ac/|c|2, i el punt pol −Γd = −C−1d.
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4.4 Imatges d'hiperesferes

Ara hem de comprovar que les transformacions de Möbius de M̃n transformen hiperesferes
en hiperesferes. Això ho veurem de la següent manera. D'acord amb el Lema 4.9, el grup
M̃n està generat per homotècies, rotacions, translacions i inversions. Aquestes tres primeres
transformacions és evident que transformen hiperesferes en hiperesferes. Cal veri�car, per
tant, que la inversió ho veri�ca.

Donada una hiperesfera euclidiana H de radi R i centre x0, observeu que la re�exió

T (x) =
x− x0

|x− x0|2
=
x− x0

R2
,

veri�ca que, per a x un punt de l'esfera,

|T (x)|2 =
1

R4

∑
i

(
xi − xi0

)2
=

1

R2
.

Si es tingués un hiperplà Π i una hiperesfera euclidiana H intersecant-se, en tots els punts
d'intersecció M les tangents formarien un angle constant α. Si L és una transformació de
Möbius de forma que L(∞) = P , i de forma que L(x) 6= ∞ per a tot x ∈ H,Π, llavors és
evident que l'hiperplà Π no pot transformar-se en un hiperplà, de la mateixa manera que H
no pot transformar-se en un hiperplà. En el conjunt de punts L(M) les tangents formen un
angle α. Això vol dir que, com que hi ha una intersecció amb una hiperesfera, i el conjunt
de punts L(Π) és suau, en aquella zona el conjunt és �una mica� esfèric. Amb això no hi ha
prou, per exemple, una altra hiperesfera euclidiana, H2, i repetir el raonament. En acumular
moltes esferes, s'haurà de mantenir un angle α a les tangents de tots els punts del conjunt
L(Π), així que es tractarà d'una hiperesfera.

Pel que fa a l'actuació de rotacions, translacions i homotècies, és evident que transformen
hiperesferes en hiperesferes.

Teorema 4.12. Les transformacions de Möbius de M̃n transformen hiperesferes en hiperes-
feres.

Considereu ara dues esferes euclidianes S1(a1, R1) i S2(a2, R2). Hem de concloure que
entre aquestes dues superfícies existeix sempre una transformació de Möbius de forma que
S1 7→ S2 i viceversa. Això és evident pel següent raonament:

Siguin T1 i T2 dues aplicacions de la forma

Ti(x) =
x− ai
|x− ai|2

, i = 1, 2.

Noteu que T1 i T2 porten, respectivament, S1 i S2 a la hiperesfera H0(0, 1). És obvi que
l'aplicació que busquem és T−1

2 T1.
En el cas de dos hiperplans, com a mínim l'aplicació entre aquests dos ha de �xar el

punt de l'in�nit. Això ens diu que mitjançant rotacions, translacions i homotècies tornem a
obtenir hiperplans. Amb la superposició òptima d'aquestes aplicacions podem relacionar dos
hiperplans arbitraris.

Per tant, ja que, com hem vist abans, existeixen aplicacions de forma que H0(0, 1) es
transforma en un hiperpla, és natural concloure amb el següent fet:

Corol·lari 4.13. Donades dues hiperesferes arbitràries H1 i H2, sempre existeix una trans-
formació de Möbius de forma que H1 7→ H2.
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

4.5 Extensió de Poincaré

D'acord amb el que hem vist, una transformació de Möbius T ∈ M̃n porta l'esfera de Riemann
Sn a una hiperesfera Σ de R̂

n
. Composant a l'esquerra de la projecció estereogrà�ca ϕ : R̂

n
→

Sn per l'aplicació T , veiem que T = Tϕ (novament anomenada projecció estereogrà�ca) envia
R̂
n
a la hiperesfera Σ. La projecció estereogrà�ca d'una hiperesfera S ⊂ R̂

n
és

ϕ(S) = Sn ∩H,

per una certa hiperesfera H ⊂ R̂
n+1

ortogonal a Sn. Com que T preserva angles euclidians,
llavors

Tϕ(S) = Σ ∩H ′,
on H ′ = T (H).

Denotem amb RefS la re�exió respecte S. Com que el fet de ser ortogonal obliga a què la
re�exió de H ′ �xi Σ (la denotem mitjançant RefH′), llavors observem com

T̃ RefS = RefH′ |Σ ,

on |Σ denota restricció de la funció en el conjunt Σ.

De�nició 4.14. Cada funció RefH′ s'anomena extensió de Poincaré de la re�exió RefS .
Sigui τ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0). Per a cada re�exió respecte una hiperesfera S(a,R)

(respectivament, un hiperpla H(a, t)), l'extensió de Poincaré es pot veure com la funció T (x),
que és la re�exió respecte S(τ(a), R) (respectivament, la funció LT (x)). La funció T , a més,
preserva el semiespai superior

Hn+1 = {x = (x1, . . . , xn, xn+1) : xn+1 > 0}.

Val a dir que la funció τ també s'anomena projecció estereogrà�ca.

4.5.1 Extensió de Poincaré de M2

Considerem el pla completat Ĉ on cada punt z = (x1, x2). La projecció estereogrà�ca

τ : (x1, x2) 7→ (x1, x2, 0),

que genera a partir del pla completat el conjunt de punts z = (x1, x2, x3) amb la propietat
x3 = 0, a l'espai euclidià R3, juntament amb τ(∞) = ∞. Posem x3 = r, per a r ∈ R+. En
primer lloc, una transformació de Möbius

T (z) =
az + b

cz + d
,

sotmesa a la normalització ad − bc = 1, es pot expressar com la funció T = T1 + iT2 sobre
cada punt del pla completat llevat dels punts singulars, que són 0 i ∞ (a l'esfera de Riemann
els punts singulars el pol nord i el pol sud). Escrivint T (z) = (az + b)(cz + d)

∗
, per a (z, r)

tenim

z 7→ (az + b)cz + d+ acr2

|cz + d|2 + |c|2r2
;

r 7→ r

|cz + d|2 + |c|2r2
.

Conclusió. L'extensió de Poincaré deM2 és

τ(z, r) =

(
(az + b)cz + d+ acr2

|cz + d|2 + |c|2r2
,

r

|cz + d|2 + |c|2r2

)
. (4.5.1)
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4.6 La raó doble

A l'espai R̂
n
no té sentit l'expressió amb què identi�cavem la raó doble. No obstant, existeix

una aplicació amb propietats gairebé idèntiques, amb l'oportuna distinció en la orientació.
Haviem vist que la distància cordal era

d̃(x1, x2) = |φ(x2)− φ(x1)|.

Calculant directament obteniem

d̃(x1, x2) =
2|x2 − x1|√

(1 + |x2|2)(1 + |x1|2)
; d̃(x1,∞) =

2√
(1 + |x1|2)

. (4.6.1)

De�nició 4.15. La raó doble de quatre punts x, x2, x3, x4 ∈ R̂
n
diferents és

|x, x2, x3, x4| =
d̃(x, x3)

d̃(x, x4)

d̃(x2, x4)

d̃(x2, x3)
.

Una propietat important és que, substituïnt d'acord amb (4.6.1), s'obté que és vàlid
substituir les distàncies cordals per les distàncies euclidianes a R̂

n
. Altrament, si x, x2, x3 o

x4 =∞, la raó doble és, correspectivament,

|x2 − x4|
|x2 − x3|

,
|x− x3|
|x− x4|

,
|x2 − x4|
|x− x4|

,
|x− x3|
|x2 − x3|

.

Això és pren per de�nició i es raona a partir de límits quan els punts en qüestió tendeixen a
∞.

Proposició 4.16. Sigui T una aplicació bijectiva. Aleshores, T (xi) = yi, i = 1, 2, 3, 4, és
una transformació de Möbius si i només si

|x1, x2, x3, x4| = |y1, y2, y3, y4|. (4.6.2)

Demostració. Provem, en primer lloc, la condicionalitat en un sentit, és a dir, provem que
és necessari que l'equació anterior sigui certa perquè T ∈ M̃n. Els resultats anteriors ens
permeten provar solament que les homotècies, les rotacions, les translacions i les inversions
preserven el valor d'aquesta funció.

En primer lloc tenim el cas de les rotacions i les translacions. Com que són isometries, la
distància es preserva i, d'aquesta manera, la raó doble queda invariada sota l'acció d'aquestes.
Les homotècies x 7→ Rx, com que R és un nombre positiu, és cert que |Ra−Rb| = R|a− b|,
i partint d'aquesta base, s'obté immediatament el fet.

Finalment, a les inversions J(x) = x∗ veiem que

|J(x1)− J(x2)| = |x2 − x1|
|x1||x2|

.

Així que resulta evident el resultat

|J(x)− J(x3)||J(x2)− J(x4)|
|J(x)− J(x4)||J(x2)− J(x3)|

=
|x− x3||x2 − x4|
|x− x4||x2 − x3|

.

En segon lloc, provem l'altre sentit de la condició. Suposem que T és una bijecció de
l'espai R̂n. Podem asumir que T �xa ∞ composant a l'esquerra per la transformació de
Möbius adequada, que ja hem demostrat que preserva la raó doble. En aquest cas,

|y,∞, y3, y4| = |x,∞, x3, x4|,
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

on hem denotat yi = T (xi) i = 1, 2, 3, 4. A més, |y, y2,∞, y4| = |x, x2,∞, x4|. D'aquí es té
per la de�nició que

|y2 − y4|
|x2 − x4|

=
|y − y4|
|x− x4|

=
|y − y3|
|x− x3|

= k = const.

Per simpli�car la notació, posarem F (x) = 1
kT (x). Això ens proporciona que

|F (x)− F (x4)| = |x− x4|,

així que F és una isometria i, per tant, T (x) = kF (x) també. Ja que és una isometria, T
només pot ser composició de translacions i rotacions: T (x) = Ax+B, on B ∈ Rn i A ∈ O(n).
Hem obtingut, d'aquesta manera, una transformació de Möbius.

4.6.1 Principi de simetria

Considerem una hiperesfera S sobre l'espai euclidià completat, que asumirem sense perdre
generalitat que té centre a l'origen. Llavors, la re�exió d'un punt x, que posem considerar
que està a l'interior de la hiperesfera, és el punt que veri�ca les condicions següents:

1. Es troba en la direcció i el sentit del vector ξ que uneix l'origen (el centre) i el punt x.

2. Si llancem una recta (hi ha moltes) perpendicular a ξ pel punt x, i aquesta talla l'esfera
en un punt x0, llavors el mòdul del vector és

secα =
〈ξ, ξ〉〈ξ0, ξ0〉
〈ξ, ξ0〉

,

essent ξ0 el vector que uneix l'origen amb el punt x0.

Pel fet que una recta que creua per x i x0 es transforma en un cercle, i amb l'escaient
interpretació de la simetria respecte a un pla, tenim el següent teorema:

Teorema 4.17. (Principi de simetria) Les transformacions de Möbius preserven la simetria
respecte les esferes generalitzades.

4.6.2 Distorsió de diàmetres

El grup de moviments de l'esfera S2, i.e. O(3), és isomorfe al grup de les transformacions
SU(2)/ ± 1. De la mateixa manera, O(n + 1) és el grup de moviments de l'esfera Sn. Les
translacions i rotacions pertanyen al grup de moviments de l'espai R̂n. De fet, no hi ha
altres transformacions de Möbius a Isom(R̂) 6 M̃n. Com que són moviments, preserven els
diàmetres dels conjunts. Les re�exions respecte a un hiperpla preserven els diàmetres, ja que
preserven la longitud.

Proposició 4.18. Considerem la re�exió T = RefS d'una hiperesfera S(a,R):

RefS(x) =
R2(x− a)

|x− a|
+ a.

Sigui B és un conjunt tancat que no conté a a, i sigui ρ és la distància de a al conjunt B.
Llavors el diàmetre (euclidià) és

diam(T (B)) = sup
x1,x2∈B′

|x1 − x2| 6
2R2

ρ
. (4.6.3)
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4.7. El model de Poincaré

Si ∞ ∈ B, llavors
R2

ρ
6 diam(T (B)) = sup

x1,x2∈B′
|x1 − x2| 6

2R2

ρ
. (4.6.4)

Demostració. Com en el cas planar, les rotacions i translacions adequades ens permeten
asumir a = 0. Així doncs, T (x) = R2x

|x|2 . La distància mínima des del zero al conjunt és ρ, així
que una hiperesfera E(0, ρ) és a l'exterior de B i, a més, és tangent a aquest conjunt.

La hiperesfera T (E) és E′
(

0, R
2

ρ

)
. Si B està completament a l'exterior de S (respectiva-

ment, a l'interior de S), aleshores el cercle E va a l'interior (respectivament, a l'exterior) de
S i E′ acota T (B), i el seu diàmetre ha de ser com a molt igual a diam(E′) = 2R2

ρ .

Si B conté una part de l'esfera S, el cercle E es troba a l'interior, mentre que E′ a l'exterior
de l'esfera, d'on T (B) queda acotat per E′.

Si ∞ està en el conjunt, llavors per de�nició ∞ va a 0, i el diàmetre de T (B), doncs, és
igual o major al radi de E′.

4.7 El model de Poincaré

Començarem, com en el cas del pla, treballant sobre el model de Poincaré a R̂
n
. Considerem

l'hiperdisc

Bn = D(0, 1),

de dimensió n− 1, centrat a l'origen i amb radi 1, i la seva frontera ∂ Bn.

De�nició 4.19. Cada línia hiperbòlica L d'aquest hiperdisc és la intersecció de Bn amb
cercles perpendiculars a ∂ Bn. La intersecció amb la frontera està formada pels punts �nals
de la línia hiperbòlica (són dos). La mètrica hiperbòlica en aquest hiperdisc dB : ∆2n → R és
aquella que veri�ca les condicions següents:

(i) Si y1, y2 ∈ Bn, y1 = y2, llavors dB(x1, x2) = 0;
(ii) Si y1, y2 ∈ Bn, y1 6= y2, essent la línia hiperbòlica L tal que a, y1, y2, b s'hi troben en

aquest ordre (l'ordre és indispensable); aleshores, la longitud

dB(y1, y2) = log |a, b, y2, y1|.

Veri�quem que ρ és una mètrica. Comprovem si per a tots els punts y1, y2, y3 ∈ Bn,

1. dBn(y1, y2) = 0 si i només si y1 = y2;

2. dBn(y1, y2) = dBn(y2, y1) (propietat simètrica);

3. dBn(y1, y2) 6 dBn(y1, y3) + dBn(y3, y2) (propietat triangular).

Doncs bé, la demostració és evident pel fet que si escollim tres punts arbitraris de l'hiperdisc,
inevitablement passa un pla per tots tres. La intersecció d'aquest pla amb l'hiperdisc és el
model de Poincaré bidimensional ∆ = B2, que ja vam demostrar que era un espai mètric.

Com a corol·lari d'aquest fet, podeu observar que donat un hiperdisc D(a, δ) arbitrari i la
mètrica dD de�nida anàlogament dB, (D, dD) és un espai mètric.
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

4.8 Forma in�nitesimal del model de Poincaré

4.8.1 Espai de Minkowski

Per a construir una pseudoesfera n-dimensional tornarem a treballar a un espai de Minkowski.
En aquest cas, l'espai Rn+1

1 (és un espai pseudoeuclidià del tipus (1, n)). El producte escalar
de dos vectors ξ1 i ξ2 en un punt x0 serà de la forma

〈ξ1, ξ2〉 = ξ1
1ξ

1
2 −

n+1∑
k=2

ξk1 ξ
k
2 , 〈ξ, ξ〉 = (ξ1)2 −

n+1∑
k=2

(ξk)2 = |ξ|21,n, (4.8.1)

i no és necessàriament positiu. Utilitzarem la notació (t, x1, . . . , xn) per les coordenades d'un
punt2 P . La mètrica d'aquest espai és

dl2 = dt2 −
n∑
k=1

(dxk)2.

La pseudoesfera n-dimensional està formada per tots els punts amb el quadrat del mòdul (el
que s'ha de�nit a la fórmula (36)) igual a R2 tenen l'equació de l'hiperboloide

t2 − (x1)2 − (x2)2 − . . .− (xn)2 = R2.

Considerem la fulla superior, és a dir, R > 0. Aquesta situació és del tot inasumible a l'espai
euclidià, ja que no hi ha punts que estiguin a una distància negativa de 0, és a dir, el producte
escalar és estrictament positiu.

4.8.2 Projecció estereogrà�ca de la pseudoesfera

Constituirem la projecció estereogrà�ca a la pseudoesfera en el disc de Poincaré. Prendrem
radi R = 1. La mateixa �gura que hem usat al capítol tercer podem utilitzar-la ara. Aquesta
mostra la hipèrbola t2 − (xα)2 = 1, xα = x1, . . . , xn.

N

S

∞

|x| = 1

Πx

x

∞

t

xα

Figura 4.8.1: Projecció estereogrà�ca de la pseudoesfera.

Els punts de la pseudoesfera es projecten sobre l'hiperdisc unitari centrat a l'origen, amb
coordenades y1, . . . , yn. Més concretament tenim aplicant el Teorema de Tales que

x1

y1
=
t+ 1

1
, . . . ,

xn

yn
=
t+ 1

1
. (4.8.2)

2A la física moderna, els punts P = (t, x1, . . . , xn) se solen anomenar successos.
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4.8. Forma in�nitesimal del model de Poincaré

Aquests han de veri�car t2 − (x1)2 − . . . − (xn)2 = 0, és a dir, han de tenir mòdul unitat.
Substituïnt l'equació de la pseudoesfera en aquesta equació:

t2 = (y1)2(t+ 1)2 + . . .+ (yn)2(t+ 1)2.

La solució positiva (és a dir, la meitat superior) és

t =
1 + |y|2

1− |y|2
,

essent |y| la norma euclidiana n-dimensional. Ja que xj = yj(t+ 1), j = 1, . . . , n, trobem les
fórmules explícites de la projecció estereogrà�ca:

t =
1 + |y|2

1− |y|2
, x1 =

2y1

1− |y|2
, . . . , xn =

2yn

1− |y|2
.

Afegint un punt de l'in�nit a la pseudoesfera, i afegint la frontera de Bn, és a dir, ∂ Bn, de�nim
φ(∂ Bn) := ∞. Clarament, φ és un homeomor�sme, ja que establim una correspondència
biunívoca entre els punts de la bola de Poincaré i la pseudoesfera �completada�. Mentre
que a la pseudoesfera evaluem la longitud amb la mètrica de Minkowski, això és, dl2 = dt2 −
(dx1)n− . . .−(dxn)2. Entre dos punts (successos), P1 = (t1, x

1
1 . . . , x

n
1 ) i P2 = (t2, x

1
2, . . . , x

n
2 ),

l'interval espai-temporal entre ambdós punts és

|P1 − P2| =
√

(t1 − t2)2 −
∑
j

(xj1 − x
j
2)2.

Per tant, la mètrica recíproca a la distància cordal amb què està dotada l'esfera, establerta so-
bre la pseudoesfera completada amb∞, és l'interval espai-temporal entre les seves projeccions
estereogrà�ques:

ρ̃(y1, y2) = |φ(y1)− φ(y2)|.

Calculant directament, obtenim

ρ̃(y1, y2) =
2|y2 − y1|√

(1− |x2|2)(1− |x1|2)
; ρ̃(x1, ∂ Bn) =

2√
(1− |x1|2)

,

la notació ρ̃(x1, ∂ Bn) indica distància respecte a un punt de la frontera.
Anàlogament a com hem construït la mètrica en el disc de Poincaré, tornem a obtenir

que de les fórmules de la projecció estereogrà�ca al cas planar i al cas n-dimensional són
equivalents. Això ens diu, a més, que en entorns su�cientment petits, la mètrica del model
n-dimensional de Poincaré (a la geometria de Lobatxevski) queda de�nida pel diferencial de
la longitud:

dl = lim
∆y→0

2|∆y|√
(1− |y|2)(1− |y + ∆y|2)

=
2|dy|

1− |y|2
.

A partir d'aquests càlculs, veiem que tota corba suau L al model de Poincaré n-dimensional
de la forma y(τ) = (y1(τ), . . . , yn(τ)) i α 6 τ 6 β té longitud

l =

ˆ

L

dl = 2

β̂

α

|ẏ(τ)|
1− |y(τ)|2

dτ, ẏ(τ) =

(
dy1

dτ
, . . . ,

dyn

dτ

)
,

on naturalment |y(τ)| < 1. Posem un exemple:
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4. Transformacions de Möbius n-dimensionals

Exemple 4.20. Dibuixem un segment y(τ) = (τr1, . . . , τrn), on el vector unitari r = (ri),
0 6 τ 6 α, és de forma que α|r| < 1, i y1 = αr, és a dir, yj1 = αrj , j = 1, . . . , n. Llavors, la
longitud d'aquest segment és

l = 2

α̂

0

|r|dτ
1− τ |r|2

= log
|r|2τ + |r|
|r|2τ − |r|

∣∣∣∣α
0

= log
1 + |y1|
1− |y1|

.

Examinarem aquesta qüestió més endavant, quan introduïm els moviments de Bn.

4.9 Moviments de la mètrica hiperbòlica

Les úniques aplicacions bijectives que preserven la raó doble són les transformacions de Mö-
bius. Per tant, el grup d'isometries de la mètrica hiperbòlica està format per les aplicacions
de M̃n que transformen l'hiperdisc en ell mateix, és a dir, M̃(Bn). A més, el Teorema de
Liouville ens diu que Aut(Bn) = M̃n. Finalment, Aut(Bn) = Isom(Bn).

Sigui T un automor�sme de Bn de forma que T (y1) = 0. Com a conseqüència del darrer
fet,

dB(y1, y2) = dB(0, T (y2)).

La línia hiperbòlica L que passa pel 0 és una recta. Per tant, la distància hiperbòlica entre
x1 i x2 és

l =

ˆ

L

dl = log
1 + τ

1− τ

∣∣∣∣|T (y2)|

0

= log
1 + |T (y2)|
1− |T (y2)|

.

4.10 El model de Klein

El model de Klein n-dimensional de la geometria de Lobatxevski es de�neix com

Hn = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R̂
n

: xn > 0}.

Gràcies a què el grup M̃n preserva la distància hiperbòlica, el següent enunciat és cert:

Proposició 4.21. El grup de moviments de Hn és exactament Aut(Hn) = M̃(Hn), on

M̃(Hn) = {T ∈ M̃n : Hn → Hn}.

De fet, és una propietat exportable a qualsevol model (H, dH) de l'espai hiperbòlic. Ja
hem anat veient com els conceptes que haviem establert als models bidimensionals són certs
per a dimensions més elevades. Donat que la mètrica del model de Poincaré n-dimensional és
la mateixa que a ∆, amb la transformació de Möbius oportuna, el tensor mètric de Bn resulta
transformar-se de forma que

dl =
|dy|
yn

, yn > 0.

També es pot obtenir aquest resultat amb una equació funcional de la següent manera: su-
posem que la mètrica riemanniana que busquem és gij = gij(y

1, . . . , yn). De les equacions
obtingudes al cas planar, sabem que

g(y) = g(ry) · r, g(y) = g(y + b), g(y) = g

(
− y

|y|2

)
1

|y|2
,
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per a r > 0, b ∈ Rn/yn. Donat que g(y) = g(y + b) tenim que g(y1, . . . , yn) = g(yn).
D'aquesta manera, com que yn > 0, g(ry) = g(y)/r, d'on s'obte

g(y) =
g(1)

y
.

Obtenim que la mètrica riemanniana és

g(y1, . . . , yn) =
g(1)

yn
, dl = g(1)

|dy|
yn

. (4.10.1)

Per trobar g(1) prenem una distància senzilla. El versor en = (0, . . . , 0, 1) es troba a una
distància log |0,∞, 2en, en| = log 2, del punt 2en, per un segment de línia hiperbòlica L. La
parametrització L : [1, 2]→ Hn és L(τ) = (0, . . . , 0, τ), on 1 6 τ 6 2. Per tant, s'ha de tenir
que

l =

ˆ

γ

dl = g(1)

2ˆ

1

dτ

τ
= g(1) log τ |21 = g(1) log 2, (4.10.2)

és igual a log 2. Per tant, g(1) = 1. Així doncs, la mètrica del model de Klein Hn ve donada
per l'expressió

dl =
|dy|
yn

. (4.10.3)
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Conclusió

Arribat's a aquest punt, és l'hora de comprovar si hem assolit els �nalitats que ens vam
proposar:

En primer lloc, hem exposat un recull organitzat de propietats i característiques de les
transformacions de Möbius, juntament amb les seves aplicacions a la geometria hiperbòlica;
a més, hem demostrat la majoria sense consultar cap demostració prèvia, tot i que, com era
d'esperar, les proves han estat força semblants. Tot i això, quan ha estat oportú, ja hem
esmentat en quina prova ens hem recolçat. En el cas del Teorema de Liouville, ha estat
d'especial satisfacció haver pogut el·laborar la demostració del teorema per a n dimensions,
a partir de la demostració del cas tridimensional. Malgrat això, el teorema és cert per a
funcions menys suaus que 4-difeomor�smes, i això no ha estat possible demostrar-ho.

En segon lloc, analitzem l'a�nitat entre el primer i el segon bloc. Podem observar, sen-
se anar més enllà, com les propietats de les transformacions planars i espacials són gairebé
idèntiques, pel que fa a les propietats de composició, les superfícies que on les hem estudiat,
les propietats de conservació d'angles, les imatges d'esferes generalitzades i la classi�cació
d'aquestes, així com l'analogia entre un gran nombre de característiques de la mètrica hiper-
bòlica.

En tercer lloc, podem dir que els lligams entre la geometria complexa i l'anàlisi complex
són evidents. A més a més, la qüestió fonamental era percebre com les superfícies i la seva
mètrica semblen indissolubles dels seus grups de moviments. Ho hem advertit quan parlavem
del pla completat i de l'esfera, o dels seus semblants a la geometria hiperbòlica, el disc de
Poincaré i la pseudoesfera. Al �nal, obtenim que les transformacions de Möbius, d'una banda,
ens ajuden a simpli�car la geometria en dos dimensions i, de l'altra, ens ajuden ha demostrar
proposicions que involucren superfícies a l'espai.

En quart lloc, el grau de di�cultat s'eleva progressivament, a � d'atènyer l'objectiu d'ad-
herir el contingut que, ostensiblement, agrupa coneixement de diverses àrees d'estudi de la
matemàtica. En general, s'ha aconseguit que la matèria sigui força contínua en la mesura
que els principis fonamentals o subjacents �que de vegades són més complexos que els conse-
güents� no s'han inserit a l'encet d'una exposició, sinó com a contingut successiu. En resum,
els nostres objectius s'han assolit òptimament.

Per concluir, cal afegir que les transformacions de Möbius segueixen essent un camp d'in-
vestigació actual, i se segueixen publicant articles periòdicament. Tot el contingut de la
nostra recerca és genuïnament introductori, però alhora útil perquè el lector pugui fer el tast
de diversos camins per on després pot interessar-se.
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