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Introduccié

Quan se’'m va proposar el treball, el primer gui6 de treball era forca diferent del que ha
estat el definitiu. En un comencament, la intencio del treball era estudiar les transformacions
de Mobius classiques, les de variable complexa, les que apareixen a tots els llibres d’analisi
Totes les figures i il-lustracions d’aquest treball sén d’el-laboracié propia.complex. Malgrat
aix0, després d’un primer cop d’ull al contingut teoric estudiable al treball, ja vaig intuir que
podien existir transformacions de Mobius fora de la geometria complexa planar. De fet, en la
recerca d’aplicacions, ens vam topar amb la geometria hiperbolica, molt facilment descriptible
gracies a la senzilla manipulacié que ens ofereixen les transformacions a qué ens referim, sense
desaprendre’ns que aix0 és generalitzable per a un nombre arbitrari de dimensions.

El treball estd estructurat en dos blocs tematics: d’una banda, les transformacions de
Mobius sobre el pla, de I’altra, sobre 1’espai.

Referint-nos al primer bloc es descriu, en primer lloc, un estudi de les transformacions
de Mobius de variable complexa, amb les caracteristiques ordinaries, que inclou demostrar
aquestes propietats; en segon lloc, examinar el comportament que proposen les funcions
anomenades sobre el pla i una classificacié Optima; en tercer i ultim lloc, una introduccid
a la geometria hiperbolica i algunes de les seves propietats més importants recolcada en els
continguts anteriors.

Pel que fa al segon bloc, ens plantegem, d’una banda, un estudi introductori de les trans-
formacions de Mobius de dimensié arbitraria, les seves propietats fonamentals i, sempre que
sigui possible, la demostracié d’aquestes, i d’altra, una petita aplicacié a la geometria hiper-
bolica en varies dimensions.

Els objectius de la recerca sén, principalment, els que segueixen:

1. Exposar el contingut que hem ressenyat a l’estructura, i demostrar un nombre majori-
tari de les proposicions que es formulin;

2. Constituir una analogia entre el primer bloc i el segon, en la mesura que la majoria
dels topics tractats siguin semblants;

3. Relacionar la geometria complexa i I’analisi complex amb ’estudi d’algunes superficies
rellevants;

4. Establir ponts teorics entre els diferents blocs i apartats de forma que el contingut
estigui cohesionat;

Busquem, doncs, relacionar diverses arees d’estudi de la matematica, totes relacionades
amb la geometria, perd amb una naturalesa ben diferenta.
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Capitol 1

Transformacions de Mobius

Resum

August Mébius va ser un matematic alemany que, durant 50 anys, dirigi I’'observatori
de Leizpig i hi excelli com a professor en els anys posteriors. Entre les seves més
sensacionals descobertes es troben les transformacions homografiques que, entre el ventall
de denominacions usades, sovint es coneixen, en homenatge a la seva persona, amb el
nom de transformacions de Mgbius.

1.1 El pla completat

Abans d’introduir la nocié de transformacié homografica cal establir espais en qué actuin
aquestes transformacions. Préviament els definirem prou superficialment, mentre que més
endavant els descriurem métricament des d’un punt de vista més avancgat.

Definicié 1.1. El pla complex completat o pla completat (de notacions Co, (E, C, Cu{oo})
consisteix en afegir als nombres complexos un punt de I’infinit representat amb el simbol co.

El punt de l'infinit és un punt «infinitament allunyat». A mesura que s’avanci en el decurs
del treball aquest anird prenent més sentit. Tanmateix, és indispensable per a entendre cor-
rectament el contingut de la recerca. Com que la nocié de punt de I'infinit pot provocar certes
dificultats, per tal d’entendre aquest espai métric, utilitzarem una representacié geométrica
molt 1til, que rep el nom d’esfera de Riemann.

L’esfera de Riemann és un esfera bidimensional de radi R centrada a l’origen i en qué
cada punt de l'esfera es relaciona biunivocament amb un dnic punt del pla completat de la
segiient manera: es llanga una recta des del pol nord (és a dir, des de (0,0, R)), passant per
un cert punt de la superficie de I'esfera. Ineluctablement, tallara el pla per un tnic punt.
Aquest ultim és el que assignem al primer.

1.2 El model de ’esfera

El model de I’esfera de Riemann, com hem dit, consisteix en una esfera S, C R3 que verifica
I’equacio

o3+ 23 423 = R, (1.2.1)
normalment amb R = 1. De vegades se sol anomenar simplement esfera. La funcié que

relaciona biunivocament cada punt del pla amb un punt de l’esfera s’anomena projeccié
estereografica. Sigui ¢ aquesta funcié. Aleshores, les coordenades (x1,x2,x3) de lesfera es
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transformen en les coordenades z = (z,y) del pla d’Argand. A partir del teorema de Tales a
la figura 1.2.1 verifiquem que
I3 - r — I - Yy — T2

R T Y

Aixi, x1 = (1 — ‘"”Tg), To =1y (1 — %"*) i, a més, per 'equacio (1.2.1):

2 2
z? (1—5) +y? (1—%) + 22 = R?.

\

O To | T
Figura 1.2.1: Secci6 plana de la projeccio estereografica.

Restem R? als dos costats de la igualtat, aixi que ens quedara una expressi6 igualada a
zero. Després, fent el canvi 22 4+ y2 = p? obtenim una equacié, en la qual treiem factor comi
de 1— %%, que només s’anul-la al pol nord, i dividim entre aquest nombre a totes dues bandes
de la igualtat:

(1-3) [(1-F) P~ BB +a9)| = (1= T3) p* = R(R+3) = 0.

Ara nomeés cal que aillem x3 en aquesta darrera equacio:

p27R2 pQ*RQ
= 2 =R~ R2"
f-l—R pe+

L3

Aixo ultim porta inevitablement a trobar el valor de z1 i zo que, com haviem vist abans,
es relacionaven amb z3 de la manera segiient: z1 = z (1 — 22) i 2o = y (1 — £). Obtenim,
doncs, que

2R%x 2R%y p? — R?

:7’ :77 :R
1 02 + R2 Z2 02 + R2 3

p2+R2'

Com que no hi ha cap definici6 fonamental anterior relacionada amb aquest topic en qué
ens haguem recolcat, prendrem el resultat anterior com una definicié:

Definicié 1.2. La projeccid estereografica ¢ : C— S5, on l'esfera S, té radi R, d’un punt
z = x + iy del pla, és de la forma

2Rz 2R?y 22 +y? — R?
= - OOR.
00 = (s Ty P g ) - 0(09) = (0.0.R)
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Observem que és una funcié continua al pla completat. De la definici6 geométrica de
projecci6 estereografica s’obté que la projeccio estereografica és una funcié bijectiva i que,
per tant, té inversa. No obstant, necessitem una prova més evident. Suposem que dos punts
(z,y) 1 (¢',y') tenen les mateixes imatges. Tenim:

2R2.T 2R2x/ 2R2y 2R2y/ JIQ + y2 _ RQ le + y/2 _ R2

x2+y2+R2 _x’2+y’2+R2’x2+y2+R2 _x’2+y’2+R2’x2+y2+R2 _$’2+y’2+R2'

Per simplificar la notacio, farem R? = A, 22 +4? = r, 2/ + ¢/ = 7’. De I'equacié de la
dreta s’obté
r'r+ Alr —7') — A2 = v/ 4 A(r' — 1) — A2,

Aixi que es té r — 1’ = 1/ —r, d’on 1’ = r. Substituim aquest fet a les dues primeres
equacions i donen lloc a les segiients:

24z 242" 24y 24y
r+A r+A r+A r+ A

S’obté immediatament que x = 2’ i y = y/. Per tant, té inversa. Concretament, donat que

xlzx(l—%“’),xgzy(l—%”),tenim

R:El Rl‘g
R—$3’ R—fvg

¢~ (21, T2, 23) = ( ) , ¢71(0,0,R) = c0.

Sumat a qué és continua i amb inversa continua, se segueix el segiient teorema:
Teorema 1.3. La projeccid estereografica és un homeomorfisme.

D’altra banda, podem trobar la distancia euclidiana entre dos punts de l'esfera en funcié
dels punts del pla complex a qué son homeomorfes. Aquesta s’anomena distancia cordal de
dos punts del pla z; = (x1,91) i 22 = (22, ¥2), i ho denotem d(21, z2). A partir de la Definici6
1.2, s’obté calculant directament que la distancia cordal al quadrat val

a(z 2)2_ 4R4‘Zl—2’2|2
DT (R 2l ) (RE - a v yd)

Amb aixo veiem que escollint punts suficientment petits de forma que la distancia cordal
s’aproximi fins a ser igual a la de la superficie, és a dir, 'arc que va d’un punt a un altre
tendeix al sinus d’aquest arc (la distancia cordal).

Com que el diferencial d’un arc i el diferencial del sinus son infinitesimals equivalents, és
a dir,

. sinz
lim =1
x—0 X

)

obtindriem que el limit quan z; tendeix a z5 és el diferencial de longitud (d’arc) de lesfera.
No obstant, no ens aturarem en aquest fet fins més endavant.

1.3 Definicié i propietats de la transformacié de Mdbius

Un cop hem definit el pla completat, necessitem funcions que puguin actuar sobre aquest
espai, és a dir, necessitem funcions C — C.
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Definici6 1.4. Siguin a, b, ¢, d € C constants sotmeses a la restriccié ad — bc # 0. Anomenem
transformacions de Mébius' aquelles aplicacions S(z) = w de la forma
az+b

= . 1.3.1
v cz+d (1.3.1)

La condicié ad — bc # 0 és necessaria ja que, si s’anul-lés ad — be, hi hauria cancelaci6 i el
valor de la transformacioé f(z) seria constant possiblement llevat d’algun valor on no hi estés
definida com, per exemple, la indeterminaci6 0/0.

1.3.1 El grup de les transformacions de Mdbius

Podem expressar ’accié d’una transformacié de Mdbius mitjangant un tipus de coordenades
que va introduir August Mdbius, les coordenades homogénies. Posem z = 21 /22 1 w = w1 /ws.
Llavors, la transformacié homografica (1.3.1) es pot reescriure com

w1 = az1+ bz

wey = cz1+dzs.

Aix0 ho podem expressar mitjancant la notacié segiient:

()= ) (2)

Per tant, tenim una transformacié lineal regular C2 — C2. Noteu que el determinant de la
matriu quadrada és ad — bc # 0. Una matriu d’aquestes caracteristiques es diu que pertany al
grup GL(2,C) o grup lineal general. Tota transformacio de Mobius esta directament associada
a la matriu com aquesta, perqué és unica per a cada transformacio, llevat del producte per

qualsevol A € C/{0}, ja que
Aaz1 + Abzg _an + bza
ez + Adzy ez +dz

D’aix0 es conclou que dues transformacions sén iguals si i només si llurs matrius siguin
proporcionals per a un cert A € C/{0}. Llavors, hem definit la relaci6 de semblanca A ~
B <= A = )\B. Si A és cada matriu amb det A = 1, les transformacions de Mo6bius
estaran definides pel grup GL(2,C)/ ~. Llavors sera ttil, quan s’indiqui, que suposem només
les matrius quadrades bidimensionals amb entrades complexes i determinant unitat, ja que la
resta de matrius amb determinants no nuls sén resultat del producte d’aquestes per A € C/{0}.
Exposem algunes remarques que caldra tenir presents:

Per una banda, el conjunt de les transformacions de M&bius amb matrius A de deter-
minant unitat forma un grup juntament amb la composicié de funcions, que denotarem M
i s"anomenara grup de transformacions de Md&bius bidimensionals. Per altra banda, el con-
junt d’aquestes matrius juntament amb la multiplicacié de matrius es evident que forma un
grup. Aquest es designa SL(2,C) i s’anomena grup lineal especial de matrius quadrades
bidimensionals i entrades complexes.

Podem observar que

SL(2,C) ~ M,
ja que d’una banda, el producte de dues matrius
a b\ (d U\  (ad +b ab +bd
¢c d)\d d) \cd+dd c+4dd)’
ITambé s’identifiquen amb les denominacions de transformacions homografiques, transformacions lineals
racionals o transformacions especials conformes.




1.3. Definici6 i propietats de la transformacié de Mdbius

i de ’altra, la composicio de les dues transformacions de M6bius corresponents és

(aa’ +bc')z + (ab’ + bd')
(ca’ +dc')z + (cb +dd')’

1.3.2 Propietats de composicid

Els segiients exemples de transformacié de Mdobius tenen noms propis: una homotécia: z +—
rz, r > 0; una rotacié: z — €z, 0 < 6 < 2m; una translacié: z — z + b; i una inversio:
z+1/z.

Si tenim una transformacié de Mobius com la segilient

az+b
T(z) = ——
&) =""a
i restem i afegim £, per a ¢ # 0, obtenim
az+b a a bc — ad a

cz+d et _62(2+d/c)+g'

Es a dir, la transformacié de Mdbius que haviem definit estd composada a partir d’una
translaci6 z — z + d/c¢, una inversi6 z — 1/z, una homotécia i/o rotacié z — bcc’z“dz, i
una translaci6 z — z + a/c. Si ¢ és zero, llavors és meés que evident que la transformacié T'
seria composici6 d’una homotécia i/o rotacié i una translaci6. Amb tot aixd, hem arribat al

segiient resultat:

Teorema 1.5. Tota transformacid de Mobius és composicié d’homotécies, rotacions, trans-
lacions i inversions.
1.3.3 Propietats d’inversa

Considereu la transformacio de Mdbius
T(z) =

amb la condicié ad—be # 0. Llavors, observem que quan T'(z1) = T'(22), llavors (cz1+d)(aze+
b) = (cz2 +d)(az1 +b). Calculant els dos productes, apareix una série de simplificacions que,
treient factor comu de z; — z5, porten a qué

az+b
cz+d

(1.3.2)

(ad — be)(z1 — z2) = 0.
Com que el determinant no s’anul-la, podem dividir entre ad — bc a tots dos costats i obtenir
z1 = z9. Amb aixd hem obtingut que I’aplicacié T és injectiva.
Si a aixo hi afegim al fet que si tenim w, llavors existeix un nombre z de forma que
w=T(z), és a dir, T és exhaustiva, ja que
dw—>5b

cw—a’

(1.3.3)

z =

llavors obtenim que I'aplicacié és bijectiva. Com que és bijectiva, existeix una transformacié
inversa T~! que retorna el pla w al pla z. Aixd demostra que tota transformacié de Mdbius
té inversa, i que és de la forma (1.3.2). Noteu com es verifica la igualtat segiient:

(6 0) (5 )=ty 1)
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1.3.4 Pol i punt limit
Considereu la transformacié de Mobius (1.3.2). Si calculem la seva derivada,

T'(2) = ad — bc '
(cz+d)?

Una transformacié de Mobius és meromorfa al pla complex amb un pol a —%, ja que és
analitica en tot el pla complex llevat en el pol. Aixo vol dir, de forma més precisa, que per a
cada zp € C, existeix un entorn B(zp,0) contingut a C de forma que la funcio6 és analitica a
cada punt de I’entorn, o bé existeix un entorn del pol on és analitica, sense ser-ho a aquest.
En aquest cas ens trobem que en qualsevol entorn de —g, c # 0, la funci6 és analitica: existeix

/o ad—bc
T(z) = (cz + d)?

perd no en el punt f%. Per contra, en qualsevol entorn d’aquest si. En canvi, aquesta funcio

és analitica a (E, ja que definim que la imatge del punt pol és co. En canvi, la imatge de oo,
ja que son funcions bijectives, és el punt pol de la inversa. En 'equaci6 (1.3.3) veiem que és
2,1 és el punt limit. Es pot veure com un limit quan z — oo. Amb aixo hem assegurat que

les aplicacions homografiques son funcions continues en C.
Com que les transformacions de Mobius sén funcions continues i bijectives, hem arribat
al segiient fet:

Conclusio. Les transformacions de Mobius sén homeomorfismes.
Teorema 1.6. El grup d’automorfismes holomorfs de C és igual a M.

La demostracié d’aquest teorema la trobem a [15, pag. 8]. Nosaltres ens limitarem a
esmentar-lo, ja que el necessitarem.

1.4 Conformalitat i orientacid

Les transformacions de Mo6bius no preserven en tots els casos la forma de ’objecte al qual
son aplicades, com succeeix, per exemple, amb les translacions. No obstant, sabem que s6n
funcions conformes, és a dir, que preserven els angles euclidians de I’objecte que es transforma.
Vegem aquest concepte amb més profunditat:

Definicié 1.7. Considerem un obert 2 del pla complex, i una funcié f : Q@ — C. Suposem
que aquesta funcié és analitica en zy. En aquesta regié estan definides, a més, dues corbes
parameétriques z; = 1 (t) i 22 = Y2(t), a <t < b, que es creuen a zg = y1(to) = Y2(to). Sigui
fOy7 Y (#) = Fi(t),i = 1,2. Asumint que les derivades F} i F existeixen en el punt zy. Si
Pangle que formen els dos vectors tangents 41 (t) 1 42(t) a zo és el mateix que el format pels
vectors F1 i Fg a zp, aleshores la funcié f és conforme.

Podem veure que l’angle es preserva mitjancant la regla de la cadena: podem suposar
que tenim una corba suau «y definida per z = z(t), i en la regi6 Q on la funci6 és analitica.
Llavors, la corba resultant +/, després d’aplicar la funcio6 f, és f(z(t)) = w(t). Hem suposat
que existeixen les tangents f (2) i 2(t), i son diferentes de zero, ja que 7y és una corba suau.
Llavors, ja que w(t) = f(2(t))2(¢), és evident que v’ és una corba suau. Suposem que f(z) # 0.
Llavors, si calculem els arguments obtenim

arg(t) — arg 2(t) = arg f(2).
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Per tant, ’angle entre les dues tangents de les corbes és independent de les corbes, ja que
és arg f (z), amb la qual cosa les corbes que tinguin les mateixes tangents en aquest punt
continuaran formant el mateix angle. Es a dir, dues corbes que formen un angle formaran el
mateix angle un cop aplicada la funcié. Per tant, direm que una funci6 analitica és conforme
a tots els punts on la seva derivada f(z) # 0.

Ara considerem una transformacié de Mdbius de la forma

az+b
S =
(2) cz+d
amb ad — be # 0. Com haviem vist abans, la seva derivada és
d — bc
S'(z) = =2
(2) (cz +d)?

Llavors, perqué la derivada sigui nul-la, caldrad que cz 4+ d = co. En vista d’aix0, es conclou
que la funci6 és conforme en tots els punts llevat en el punt de Uinfinit, és a dir, S és conforme
a C. Ara bé, podem interpretar 'angle a co de la segiient forma:

Definicié 1.8. Siguin 21 (¢) i 22(¢) dues corbes parameétriques que passan per oo i la inversio
g(z) =1/z. Sigui g; = g(z;), i = 1,2. Suposem que existeixen les tangents ¢; i g2 en el punt
w = 0. Definim que I'angle entre les dues corbes a oo és ’angle entre §; i g en el punt w = 0.

En resum, l'angle a oo entre dues corbes ve donat per l'angle que hi ha a £ entre les

imatges de les corbes. Per tant, definit aix0, tenim el segiient fet:

Lema 1.9. Les transformacions de Mdébius sén conformes.

1.5 Punts fixos

Sigui T" una transformacié de Md&bius arbitraria. Rep el qualificatiu de punt fix aquell punt
z que verifica ’equaci6 z = %. Una primera computacié ens permet obtenir ’equacid
>+ (d—a)z —b=0.

Amb aixo, distingim dos casos. D'una banda, si ¢ = 0 llavors S(z) = 2 + %. Tenim dos

punts fixos: z = oo i també z = d%a. Si es donés que d = a aleshores hi hauria una solucié

doble z = oo, i la transformacié es tractaria d’una translacio, de la forma T'(z) = z + b.
Quan es tracti d’una solucié doble direm que fixa un dnic punt. D’altra banda, si ¢ # 0,
tenim dues i només dues solucions diferents o una doble. Aplicant la formula quadratica:
z= “Q’Cd + im La soluci6 doble es donara si el discriminant (d —a)? +4bc = 0.
En resum tenim el segiient fet:

Proposicié 1.10. Una transformacié de Mébius diferenta de la identitat fiva com a minim
un punt i, com a molt, dos.

Si la aplicacio T fixes tres punts, llavors seria la identitat, és a dir, els fixaria tots. Aixo ens
permet veure que si dues homografies S 1T, per a tres punts z1, 22, 23, verifiquen S(z;) = T'(z;),
i=1,2,3, llavors ST =1 o, el que és el mateix, S = T. La implicacié contraria és que si
S =T llavors existeixen tres punts z1, 22, z3 que verifiquen S(z;) = T(z;), i = 1,2, 3.

Problema 1.11. Demostreu que, per a dues homografies S, T arbitraries, si S i T fixen els
mateixos dos punts, aleshores les dues transformacions commuten.

Com que tenen els mateixos punts fixos, podem conjugar per una transformacié de Mobius
per asumir, sense pérdua de generalitat, que aquests sén 0 i co. Si es dona aix0, llavors ¢ = 0
i b =0, amb la qual cosa les dues transformacions sén S(z) = az i T(z) = a’z. En aquest cas
és evident que ST'(z) = ad'(z) = d'a(z) = TS(z).
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1.6 La rad simple

Considereu una transformacié homografica de la forma

z—0b

w=>"-
a—-"b

amb determinant a — b # 0, on a i b s6n nombres complexos. La denotem amb w = (z, a, b).
Observeu que a +— 11 b+ 0. Els punts pol i limit sén co. Si multipliquem per a — b als dos
costats de ’equaci6é anterior i hi sumem b obtindrem

z=b+w(a—b).

Aix0 ens indica que perqué els punts z, a i b estiguin alineats cal que w sigui un nombre
real i, altrament, perqué sigui un nombre real, cal que estiguin alineats. Per tant, obtenim el
segiient resultat:

Proposicié 1.12. La rad simple és un nombre real si i només si els punts z, a i b estan
alineats.

Podem provar que les aplicacions z — az + /3 preserven la ra6 simple. Es forca evident la
igualtat segiient
az+fB—-—ab—p3 z-—b
aa+B—ab—F a—b
Aix0 prova la invariancia de la rad simple sota ’accié de les aplcacions z — «az + 8. Si hi
sumem que la ra6 simple de tres punts és un nombre real si i només si passa una recta pels
tres punts podem enunciar el segiient fet:

Proposicié 1.13. La raé simple porta rectes a rectes.

1.7 La radé doble

1.7.1 Definici6 i propietats

Definicié 1.14. Siguin 2z, 25, 23 tres punts diferents del pla completat. Definim la ra6é doble
de quatre punts z1, 22, 23, 24, de notacio (z1, 22, 23, 24), com la ra6 entre (21, 22, 23) 1 (21, 22, 24).

Per tant, haurem de tenir que és de la forma

21 T R3 %22 — 24

(2:1722323724) = (].7].)

21— 2429 — 23
En primer lloc, si z; = 23, llavors la raé doble és 1, si z; = 23, la rad doble val 0,1 si z; = 24,
llavors la raé doble és co. Observeu que si prenem la raé doble en funcié de z; = z, aquesta
és una transformacié homografica, ja que, si diem X\ = (22 — 24) : (22 — 23), la raé doble de
(1.7.1) es reescriuria com R(z) = A;:Z, i el determinant seria A(z3 — z4) # 0. Si 29, 23 0 24

és 0o, podem veure la radé doble com un limit quan z — oo, aixi que valdria, respectivament,

R1 —R3 R2 24 21— Z3

2’1724’ 21724’ 22723.

Ara suposarem que existeix una altra transformacié de Mobius T' de forma que T'(z2) = 1,
T(23) =01 T(z4) = co. En aquest cas, veurem que S = T~ 'R fixa 25, 23 i z4. Com que fixa
tres punts, ha de ser la identitat. Per tant, T-'R = 1 o, el que és el mateix, T = R. Aixo
prova el segilient teorema:



1.7. La ra6 doble

Teorema 1.15. La rad doble és linica transformacid de Mdbius que porta zo a 1, z3 a 0 i
Z4 G OO.

A més, podeu observar com, donada una aplicacié homografica arbitraria T, i R(z) =
(2, 22, 23, 24), llavors el Teorema 15 ens permet escriure que

(T2, T2, Tz3,T24) = RT Y (T2) = R(2) = (2, 29, 23, 24),
és a dir, s’obté el fet segiient:
Teorema 1.16. Les transformacions de Mébius preserven la raé doble.

Pel que hem vist a la secci6 dels punts fixos, si 29, 23, 24 s6n tres punts diferents qualssevol
i wo, w3, wy punts diferents qualssevol, de forma que existeix una aplicacié que porta z; a w;,
i = 2,3,4, llavors és tinica. Ara podem cercar quina és aquesta aplicacié. Considereu les dues
transformacions de Mobius T'(z) = (z, 22,23, 24), S(2) = (2, w2, w3, ws). Per tant, existeix
una unica transformacié de Mdbius que porta z; a w;, i = 2, 3, 4.

1.7.2 Imatges de circumferéncies i rectes per homografies

Primerament, hem de definir que entendrem una recta com un cercle que passa pel punt
de l'infinit. Una forma de veure-ho és que a la representacié de ’esfera de Riemann tenim
nomeés cercles. Per tant, d’ara en endavant, quan parlem de cercle ens referirem tant a una
circumferéncia com a una recta. Una altra convencié de nomenclatura sera afegir el punt de
linfinit als nombres reals de la segiient manera: R = RU {oo}. Ara ja podem enunciar el
segiient fet:

Lema 1.17. Sigui S una transformacio de Mdbius. Aleshores, el conjunt de punts que tenen
com a imatge R reposen sobre un cercle a C.

Demostracié. Considerem els punts que tenen com a imatge R. En aquests s’ha de verificar
que

azo+b azg+ b

czo+d  ezp+d
ja que un nombre és igual al seu conjugat si i només si és un nombre real. Reduint, en la
mesura possible, I’equacié a la forma canonica, obtenim

(at — @c)|20|* + (ad — be)zo + (be — ad)Zo + (bd — bd) = 0.

Si a¢—ac = 0, com que ad — bc no s’anul-la, obtenim I’equacié d’una recta. En el cas contrari,
dividim entre a¢ — @c, i obtenim
bc — ad bc—ad_  bd—bd

2
20| + ——20+ ——%0— ——
ac — ac ac — ac ac — ac

0.

Completem el quadrat a I’equacié anterior:
be —ad |

ac — ac

bc —ad

ac — ac

2 bd—bd
+

zo + = =
ac — ac

D’aquesta tltima expressi6 se segueix immediatament, amb el calcul directe, I’equacié segiient:

be — ad ad — be
Z0 — — = — — |,
ac — ac ac — ac
corresponent a un cercle de radi |24=b¢| centrat a — =24 O
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Com a conseqiiéncia directa d’aquest Lema, i ja que la raé doble és una homografia,
tindrem que (z, 22, 23, 24) és un nombre real o co si i només si els punts z, z1, 22, 23 es troben
sobre una circumferéncia generalitzada. Aixo, sumat a qué les homografies preserven la raé
doble, ens permet veure facilment el segiient fet:

Teorema 1.18. Les transformacions de Mdbius porten cercles a cercles.

Com que un cercle es defineix per tres punts d’aquest, i sempre existeix una tinica aplicacio
homografica que porta tres punts a uns altres punts determinats, es conclou que donats dos
cercles sempre existeix una homografia que els relaciona.

1.8 Orientacio

Una qualitat, a més que preserven angles, de les transformacions de Mdbius, és que preserven
la orientacié. El concepte d’orientacié cal definir-lo.

Definicié 1.19. Una funci6 preserva la orientaci6 si I'orientacié del pla tangent a la funcié
és sempre la mateixa, és a dir, si el determinant jacobia és positiu.

En primer lloc, considerem una funcié F' analitica i continua en una regi6 €2, i que tingui
en tots els punts derivada diferenta de zero. Com que estd definida a 2, podem expressar-
la com F(z) = u(x,y) + iv(x,y), on z = (z,y) i u,v son funcions de dues variables reals.
Llavors, com que és analitica sobre C, es verifiquen llavors, i només llavors, les condicions de
Cauchy-Riemann:

Ju Ov_ Ou ov

dx 9y’ oy  Ox

2
. . cx 2 , . . .-
El determinant jacobia és %g—; — g—Z% = (24)" + (g—;) > 0, és a dir, estrictament positiu,

i en cap cas 0, ja que el diferencial dF = g—gdx + %dy és diferent de zero. El jacobia ens
indica, com que és positiu, que I'orientacié del pla tangent a la funcié és sempre la mateixa.
Ara observem que les transformacions de Mobius tenen derivada diferenta de zero, aixi que
s’obté el resultat segiient:

Lema 1.20. Les transformacions de Mébius preserven [’orientacid.

Hem demostrat que el grup de les transformacions de M6bius conserva l'orientacio, pero,
ara bé, necessitem un criteri practic que ens permeti orientar-nos sobre el pla i que quedi
invariat davant de 'acci6 de les transformacions de Mobius. Estem parlant del Principi
d’orientacio:

Definicié 1.21. (Principi d’orientacié) Direm que per a cada terna de punts zs, 23, 24 con-
secutius d’un cercle, el punt z del pla completat:

(a) Es troba a l’esquerra del cercle si Im(z, 22, 23, 24) < 0;

(b) Es troba a la dreta del cercle si Im(z, 22, 23, 24) > 0;

Si Im(z, 29, 23,24) = 0, llavors el punt reposa sobre el cercle. Gracies a qué les trans-
formacions de Mobius preserven la rad doble, aquest criteri és valid. Es indispensable que
els tres punts 2o, 23, 24 siguin consecutius. Com que les transformacions homografiques pre-
serven la ra6 doble, podem considerar el cercle de la recta real, i darem la distincié, doncs,



1.8. Orientaci6

entre el semipla superior (dreta) i el semipla inferior (esquerra). Siguin a, b, ¢, d nombres reals
restringits amb ad — bc # 0. El calcul directe ens déna que

az+b  ad—bc .
cz4+d ez +df? '

Im(z, 22, 23, 24) = Im

Suposem que els tres punts sén 1,0, co. Donat que (z,1,0,00) = z, obtenim, com esperavem,
Im(z,1,0,00) = Im z. Aixi que quan ens orientem respecte la recta real, els punts de l’esquerra
son els que tenen la part imaginaria negativa, i els punts de la dreta sén els que tenen la part
imaginaria positivés qui a.

11






Capitol 2

Simetria i comportament

Resum

Es evident que no podem classificar les transformacions de Mébius en homoteécies,
rotacions, translacions... ja que la gran majoria de transformacions del grup M no
sén una les anteriors, siné una superposicié d’elles. Per tant, cal un criteri general per
discriminar-les. Aquest esta regulat pel comportament de la transformaci6 respecte als
punts fixos. Abans que res cal introduir les transformacions de M&bius conjugades.

2.1 Transformacié de Md&bius conjugada

Fins ara hem tractat les homografies i les seves propietats fonamentals. Ara caldra que
tinguem en compte la reflexié respecte l'eix real z +— Z. Si composem a la dreta d’una
homografia per la conjugacié z — Z, obtindrem una aplicacié de la forma

az+b

SG) =

Aquestes aplicacions s’anomenen transformacions de Mobius conjugades. Amb aquesta
definici6 ja podem observar algunes propietats evidents. En primer lloc, per exemple, tota
transformacié de Mdbius conjugada és composicié d’homotécies, rotacions, translacions, in-
versions i la reflexi6 z — Z. En segon lloc, son bijectives, ja que z — Z és bijectiva. Aixi
doncs, tenen inversa, que és de la forma

wW—b
2= ——,
cw—a
i evidentment, da — b # 0. El punt pol és —g, mentre que el punt limit és ¢. Aquesta funci6

no és holomofa, siné que és antiholomorfa, ja que la derivada és

ad — be

S'(z) = CETE

Com que son antiholomorfes, posant S(z) = u(z,y) + iv(z,y), les condicions de Cauchy-
Riemann s’alteren, en reflectir x — x i y — —y, de la segiient manera:

ou ov Ou ov

5z~ oy 9y ox

13
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2
El jacobia és %% - %% =— (%)2 — (g—;‘/) < 0, que és estrictament negatiu. Per tant, les
funcions antiholomorfes sempre inverteixen ’orientacié i, consegiientment, tota transformacioé
de Mobius conjugada també.

Aixi com les homografies preservaven la raé doble, les transformacions de M&bius conju-

gades la reflecteixen respecte eix real, és a dir,

(21, 22, 23, 24) = (Sz1, S22, 523, S24).

Per tant, el Principi d’Orientaci6 ens diu que els punts que estiguin a I’esquerra d’un cercle
aniran a la dreta del cercle imatge, i viceversa. Ara bé, si la rad doble és un nombre real,
sota ’accié d’una transformacié de Mobius conjugada romandra com un nombre real. Aixi
doncs, aquestes transformacions també porten cercles a cercles.

Per a les transformacions de Mébius conjugades diem que un punt fix és aquell que verifica

az +b

cz+d’
Doncs resulta que existeixen constants a, b, ¢, d complexes amb ad — be # 0 per les quals la
igualtat anterior no val per a cap z del pla completat.

Proposicié 2.1. Sigui S una transformacio de Mébius amb la normalitzacié ad — be = 1.
Aleshores, perqué existeizi una transformacio de Mébius conjugada T tal que S = T? és
necessari i suficient que a + d sigui un nombre real.

az+f
vz+6

Demostracié. D’una banda, suposem que la transformacioé de Mdbius conjugada T'(z) =
té la restricci6 ad — By = 1. Llavors,
T2 = 02 H) +B0Z+0) _ (o + 572+ ab + 55
Y@z +B)+6(1Z+0)  (ay+70)z+ By + |62
Obtenim que a+d = |a|? + 37+ B7+[6|? és un nombre real, és a dir, (a+d)?. D’altra banda,
les condicions que s’han de donar sén a = |a|? + 37, b = af+ 9, c = ay+76, d = By+|6|%
El determinant és

1= ad —be = |al?|6]* + |67 |7|* — aB70 — @bryd = |ad — B,

d’on obtenim una tnica condici6: |ad — By| = £1. Ja que ad — By = 1, aix0 es verificara
sempre. Es suficient, doncs, que a + d € R. O

2.2 Simetria respecte a un cercle

Considereu un cercle definit per tres punts z,, z3 i z4. Direm que dos punts z i z* sén simétrics
si i només si
(2,22, 23, 24) = (2%, 22, 23, 24). (2.2.1)
L’aplicacié que porta z a z* rep el nom de reflexié. Observeu que z = z* si i només si
els punts z, 29, 23, z4 formen un cercle. La manera com s’ha d’interpretar aixo és la segiient:
resulta que els punts z5, 23 1 24 es transformen, mitjancant la ra6 doble, en punts de la recta
real, és a dir, 1, 0 i oo respectivament. Si el punt z va a w, la conseqiiéncia de la definici6 és
que el simétric de w és w.

Teorema 2.2. (Principi de simetria) Les transformacions de Mébius preserven la simetria.

Amb preservar la simetria entenem que per a cada parella de punts simeétrics z i z*, i per a
cada transformaciéo de Mobius S(z), es verifica S(z*) = S(z)*. El teorema és evident partint
del fet que les homografies preserven la raé doble.



2.3. Distorsi6 de didmetres

2.2.1 Simetria respecte a una recta

Considerem una recta r. Com que la recta passa pel punt de l'infinit, podem asumir z4 = oo
i, aixi, equacio (2.2.1) es redueix a

Z—Z3 Z*—Zg

Zo—Z3 2z — 23

En valor absolut obtenim |z — z3| = |2* — 23], aixi que la distancia de z i z* a qualsevol punt
de la recta serad la mateixa. Els punts z i z* reposen cadascun a semiplans diferents dels que
genera la recta, llevat si son el mateix punt, z = z*. Aix0 ens indica que cada reflexi6 respecte
a una recta és un moviment de la métrica. Com que z i el seu simétric disten a la mateixa
distancia de z3, sigui quin sigui el seu valor, obtenim que la recta r és la bisectriu dels punts
z i z*. Ho podem veure, a més, en la diferéncia d’arguments:

arg(z — z3) — arg(za — Z3) = arg(z™ — 2z3) — arg(ze — 23),
que se simplifica en arg(z — z3) = arg(z* — 23).

2.2.2 Simetria respecte a un cercle euclidia

Sigui v un cercle de radi R > 0 i centre a, i siguin 2o, 23, 24 punts d’aquest cercle. La
preservacié de la ra6 doble per part del grup M ens permet escriure

(2,29,23,24) = (2 —G,29 — G, 23 — A, 24 — @) =

R? R? R? R?
(2047 )( +a722,23,z4);

Zo—a Z3—a zZ4—a

Consegilientment, per a tot z,
2

Z* = +a,

zZ—a

mentre que (z* —a)(Z —a) = |2* —a| - |z — a| = R%. Els punts a, z i z* estan alineats ja que,
silz—al=pz2*=a+(2—a)(R/p)? és 'equacié d'una recta que passa per a, z i z*. Com
que |z*| = 0o quan z — a, és natural definir que el punt simétric de a és co.

2.3 Distorsio de diametres

La reflexioé respecte a una recta, com hem dit abans, és un moviment de la métrica, ja que
consisteix en una conjugacié, una translacié i una rotacié. Un conjunt B qualsevol verificara,
a partir d’aix0, que el seu didmetre sera constant.

Ara bé, respecte a un cercle no succeeix el mateix. La tasca d’ara és examinar com es
distorsiona el diametre després d’un reflexio respecte a un cercle. podem prendre un cercle,
de radi R i podem asumir que a = 0 sense pérdua de generalitat, mitjancant la conjugacio6
per rotacions i translacions, que sén isometries de la métrica euclidiana.

La simetria respecte aquest cercle és w = R?/z. La distancia de 0 al punt més proper
de la frontera OB és p, aixi que una circumferéncia E = {z : |z| = p} estd continguda a
Ext(B) i, a més, és tangent a aquest. Després d’una reflexio respecte el cercle, els punts
de l'interior d’aquest van a l'exterior de la imatge d’aquest i viceversa. A més, el cercle
E— E' ={w:|w|=1%/p}, i B’ és tangent a aquest. Tenim dos casos:

15



SIMETRIA I COMPORTAMENT

16

Figura 2.3.1:

1. Si B esta completament a ’exterior del cercle (respectivament, a U'interior del cercle),
llavors el cercle E va a 'interior (respectivament, a I’exterior) del cercle, i al seu interior

es trobara tangent B’, és a dir, F’ delimitara a B’ (fig. ). Com que diam(E’) = %,
obtenim
. , 2r2
diam(B') = sup |21 — 22| < —.
z1,22€B’ P

2. Si B té una part a l'interior del cercle i una part a lexterior del cercle, E és tangent
a B per linterior del cercle. Aixi doncs, E’ conté al seu interior a B’, i com que
2
diam(E") = 2%, obtenim novament 1’equaci6 anterior.

Altrament, si co € E aleshores, com que oo — 0 i el punt tangent a E’ es troba a una
2 . . . .

distancia de 0 equivalent a ’7, el diametre ha de ser major o igual a aquesta longitud, és a
dir,

2 2

r 2r

— <diam(B’) = sup |21 — 22| < —.

1Y z1,220€ B’ P

Proposicié 2.3. Considerem la reflexio d’un cercle de radi R i centre a, i un conjunt B
tancat que no conté a a. Si B’ és la imatge de B, i p és la distancia més curta a al conjunt
B, llavors el diametre (euclidia)

) , 272
diam(B’) = sup |z1 — 22| < —.
z1,20€ B’ P
Si 0o € B, llavors
2 2 2
T < diam(B’') = sup |z — 2| < -
P 21,22€B’ P



2.4. Classificaci6 del grup M

2.4 Classificaci6 del grup M

En primer lloc, classificarem les transformacions del grup M. Sigui S una transformaci6 de
Mobius
az+b

cz+d

S(z) =
diferent de la identitat, i a, b, ¢,d € C constants sotmeses a la restriccié ad — be # 0.

1. Una transformacié S que té un punt fix doble s’anomena transformacié parabolica. El
punt fix pot ser co si ¢ = 0; 0 bé (a — d)/2¢ si ¢ # 0. Més concretament, S és de la
forma z — 2 +b; 0 bé tal que 4bc+ (d —a)? = 0. De forma equivalent, S sera parabolica
si és conjugada a una translacié z + b.

2. Per una banda, suposem que la transformacié S té dos punts fixos diferents, que sén
o0 ib/(a—d), a# d;o bé les solucions de 1’equaci6é quadratica cz? + (d — a)z — b = 0.
Evidentment, el discriminant D = (a — d)? + 4bc # 0. Si z; i 2o sén els punts fixos,
una composicié T'S(z1) = 01 T'S(z2) = oo, per una certa aplicacié6 homografica T, ens
permet asumir que els punts fixos son 0 i oo; la transformacié T(z) = kz = |kle??z. Si
|k| = 1 Paplicaci6 S és una transformacio el-liptica. A la resta de casos, si argk = 0 #
0+ 2mm, m € Z, parlarem d’una transformacio lozodromica, mentre que si Argk = 0,
S rebra el nom de transformacio hiperbolica.

Lema 2.4. Sigui A € SL(2,C) una transformacié de Mébius. Llavors A és:
1) parabolica si i només si Tr A = £2;
2) el-liptica si i només si | Tr A| < 2;
3) hiperbolica si i només si |TrA| >2 i TrA € R;
4) loxodromica si i només si Tr A ¢ R.

Notacio. Tr A = a + d denota la traga de la matriu A.

Demostracio. En primer lloc, suposem que TrA = a +d = +2. Si ¢ = 0, els punts fixos sén
00 ib/(d—a). També tenim ad = 1. En aquestes circumstancies, a = d = %1, i obtenim
que I'tnic punt fix és co. Si ¢ # 0, per tal que trobem dos punts fixos iguals és necessari que
el discriminant D = 4bc + (a — d)? s’anul-li. Comprovem que succeeix en aquest cas: ja que
ad—bc = 1 tenim be = ad— 1, d’on 4bc+ (a —d)? = 4ad —4+a® —2ad+d? = (a+d)*—4 = 0.
Clarament, les dues solucions sén a + d = +2.

En segon lloc, Suposem que A té dos punts fixos. Si conjuguem per la transformacié de
Mobius adequada podem asumir que fixa 0 i co. Com que co — oo tenim que ¢ = 0, i ja

que 0 — 0 el terme b = 0. Per tant, A = <g 2

d=a"1i, ames, |a| = |d] =1 (per tal que sigui el-liptica). Llavors, suposant que la fase
principal de a és «, la traga és TrA = a+a~' = €' + e™'* = 2cos a, gracies a la propietat
cosa = % Si—1 < cosa < 1, tenim que | TrA| < 2, és a dir, si & # 0+ mn per a tot
m € Z.

En tercer lloc, com que |a|e® + ﬁe‘m = 2cosa si i només si |a| = 1, tenim que a la
resta de casos, i.e., quan A no és ni parabolica, ni el-liptica, llavors | Tr A| > 2. Finalment,
una transformacié parabolica és aquella que verifiqui @ = 0, d’on a i d s6n nombres reals,
a+deR. O

). Pero, el determinant és ad = 1 i, doncs,

Tenim, consegiientment, que a SL(2,R)/ £ 1 no hi ha transformacions loxodromiques. En
aquest cas:
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Lema 2.5. Sigui A € SL(2,R) una transformacié de Mdbius.

(1) A és parabolica si i només si té un sol punt fix a I@;

(2) A és elliptica si i només si té un punt fix al semipla superior i un punt fix ol semipla
inferior; R

(3) A és hiperbolica si i només si té dos punts fizos a R.

Demostracié. Si A és parabolica, a +d = £2, llavors té els punts fixos co i (a —d)/2¢, i ¢ pot
ser zero. Com que a, b, ¢,d sén nombres reals, obtenim (1).

Vegem ara els dos casos restants: d’una banda, si A és el-liptica, llavors és conjugada a una

/2

rotacio, A = (e 0/ 6_90/2). Com que fixa 0 i oo, llavors AA~1(0) = A(0) i AA"1(o0) =
A(c0). Donat que 0 — b/d i co — a/c mitjangant A, podem suposar que b/d i a/c sén
nombres reals diferents de zero mitjangant la rotacié convinent. Si b/d és menor que zero
(respectivament, major que zero), llavors ¢ és major que zero (respectivament, menor que
zero), aixi que T(0) = AAA™1(0) = € 4; T(c0) = ANA™(00) = €2, té ImT'(0) S 0 mentre
que ImT'(o0) 2 0 o, el que és el mateix, T(z) té, en qualsevol dels dos casos anteriors, un
punt fix al semipla superior i un punt fix al semipla inferior, o viceversa.

Altrament, si 6 = 0, aleshores A no rota els punts fixos b/d i a/c, i romanen sobre la recta
real, verificant b/d < 0 (respectivament, b/d > 0) ia/c > 0 (respectivament, a/c < 0 ) O

2.5 Classificacié de les transformacions de Mobius conjugades

Sigui S(z) = w una transformacié de M&bius conjugada de la forma

w:%, ad — be # 0.

1. Si no té punts fixos, com que S?(z) és una transformacié de Mobius, fixara com a
minim un punt (punt fix doble). Suposem que S?(c0) = oo (conjugant S per una
transformaci6 de M&bius). Llavors, composant a l’esquerra per una translacié, podem
asumir que oo — afc = 0, és a dir, a = 0. A més, 0 — b/d = oo, d’on d = 0.
Llavors w = ?bz i, posant b/c = p obtenim w = £. Composant a I’esquerra per una
homotécia podem suposar que || = 1, és a dir S(z) = ¢Z!. Les transformacions

pseudoel-liptiques son aquelles que sén conjugades a S(z) = %z, 0 < 0 < 2.

2. Suposem que fixa un unic punt. Llavors podem composar a I’esquerra per una trans-
formacié de Md&bius per a suposar que fixa oo, per la qual cosa ¢ = 0. Llavors tenim
una transformaci6 de la forma z — az +b i, doncs, 0 = b # 0. Pero, com que no fixa 0,
lequacié az + b = Z per a cert z € C /{0} ens proporciona que a =11z — Z+b. En
aquest cas, parlem d’una transformacié pseudoparabélica.

3. Si fixa solament dos punts, podem asumir que sé6n 0 i co pel raonament ordinari. Obvi-
ament ¢ =01 b =0, aixi que z — §Z. A més, |a/d| # 1, ja que en aquest cas existirien
més punts fixos com, per exemple, un punt zg amb Arg(z) = 6 que podria verificar
20 — 20 si 2z = €2z, Aixi, la transformacié ha de ser conjugada a t(z) = az. Una
transformacié de Mobius conjugada d’aquesta forma s’anomena pseudohiperbolica.

4. Com que si t té més de dos punts fixos, llavors S? també els fixa. Ja que S? és una
transformacié de Mobius, ineludiblement és la identitat. Aixo ultim ens proporciona
que S verifica S = S~!. D’aquesta manera, a = d,b=—-bic= —c, ésadir, 2z — Z
En aquest cas, S fixaria la recta real completada R. Com que les transformacions de
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Mobius transformen cercles en cercles, composant a ’esquerra per una transformacio
de Mobius veiem que tota transformacié de Mdbius conjugada amb més de dos punts
fixos, ha de fixar un cercle. Les transformacions de Mobius esteses d’aquesta forma son
les reflexions.

Podriem classificar-les, també, mitjancant la naturalesa de S?. En primer lloc, les trans-
formacions pseudoel-liptiques sén conjugades a S(z) = €z71. Aixi doncs, S?(z) = €%?z,
0 # 0 4 2mm, és a dir, S? és una transformacié el-liptica. En segon lloc, les transformacions
pseudoparaboliques som fruit de la conjugacié per S(z) = z + b. Per tant, S?(z) = z + 2b,
és a dir, S? és parabolica. En tercer lloc, les transformacions pseudohiperboliques verifiquen
que s6n conjugades a S(z) = aZz, aixi que S?(z) = |a|?z, és a dir, S? és una transformaci6
hiperbolica. En quart i darrer lloc, una transformacié conjugada a S(z) = Z es diu que és
una reflerié. D’aquesta manera, S?(z) és la identitat. Hem obtingut el fet segiient:

Lema 2.6. Sigui S una transformacié de Mdébius conjugada. Llavors
(i) S és pseudoeliptica, si i només si S? és eliptica;
(ii) S és pseudoparabolica si i només si S® és parabolica;
(iii) S és pseudohiperbolica si i només si S? és parabolica; i
(iv) S és una reflexié si i només si S? és la identitat.

2.6 Comportament

2.6.1 Xarxa circular
Siguin a i b dos nombres complexos i w una transformacié de Mobius w = S(z) tal que

z—a
w=k P
on evidentment k(a — b) # 0. Clarament verifica a — 01 b — oco. Aixi doncs, tota recta del
pla completat que creui per l'origen i, inevitablement, pel pol nord de ’esfera de Riemann,
és a dir, per oo, verificard que és la imatge d’un cercle que passa per a i b. El conjunt de
tots els cercles que tenen com a imatge rectes del pla completat que passen per l'origen els
anomenem cercles Cy. Altrament, en modul es té 'equaci6 segiient:

2 = al

|2 = bl

=r/Ik],

per a r = |w|. Aquesta es correspon als cercles de radi r/|k| i son els cercles d’Apol-loni (fig.
2.6.1) amb punt limits a i b, i els denotem per cercles Cy. La configuraci6 formada per tots
els cercles C i Co s’anomena zarza circular o cercles de Steiner determinats per a i b (fig.
2.6.2).

Sigui w = T'(z) una transformaci6é de Mobius diferent de la identitat de forma que a — o

ibr— b. Escrivint
w—a' z—a

w—bt z-b
veiem que aquesta transformacié sobre el pla porta els cercles Cq i Cs a tenir punts limit a’,
b'. Suposem que a i b sén els punts fixos de T, és a dir, a’ = a i b’ = b. Naturalment, a # b.
Aquesta transformaci6 porta tota la xarxa circular sobre ella mateixa. Si k = |k|e? obtenim
que cada cercle C i la seva imatge C formen un angle 0, e.g., el cas a = 01 b = oo, on el
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conjunt de rectes que creuen per l'origen de coordenades rotaria un angle 6. En valor absolut

tenim
|z — a] _ |lw — al

lz—b]  Jw-—0b|

Geométricament, ’equacié anterior significa que la imatge de les circumferéncies d’Apol-loni
de radi p que formen Cy seran circumferéncies de radi |k|p, és a dir, que el valor de la ra6
entre els distancies |z —a| i |z — b és |k| vegades major (si |k| > 1), igual (si |k| = 1, o menor
(si k] < 1).

Figura 2.6.1: Cercles d’Apol-loni.

Ara considerem k de forma que la seva fase principal sigui 0. En aquest cas tenim, d’una
banda, que cada cercle C'; es transforma en ell amb la particularitat que els punts d’aquest
es desplacen pel seu interior, és a dir, cada cercle C gira al voltant del seu cercle; d’altra
banda, cada cercle C; augmenta de mida o disminueix de mida multiplicant el seu radi per
|k|. En aquest cas, és quan diem que I’aplicaci6 és hiperbolica.

Altrament, si |k| = 1 pero la fase principal de k no és 0, llavors la transformacié és
el-liptica. Qué succeeix amb la xarxa? doncs ara succeeix el contrari: d’una banda, els cercles
C5 giren sobre ells mateixos, és a dir, la restriccié de la transformacié sobre cada cercle de
tipus Cy és un automorfisme homografic d’aquest; i d’altra banda, els cercles C; roten un
angle 6.

2.6.2 Propietats dels cercles de Steiner

Els cercles de Steiner tenen moltes propietats, perd ara ens referirem a les més importants.
Considerem els punts limits 0 i co. En primer lloc, els cercles C1, que passen per 'origen i el
pol nord de 'esfera, consisteixen en la rotacié d’una mateixa recta. En segon lloc, el conjunt
de circumferéncies |z — a|/|z — b| = r/|k| resulten ser cercles concéntrics centrats a lorigen.
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1ML

Figura 2.6.2: Xarxa de Steiner.

D’aquesta manera, per a tot punt w del pla completat hi ha un cercle Cy i un cercle Cs que
creua per aquest, llevat en els punts limit, on no hi ha cap Cs. Per tant, ha exactament un
cercle C i un Cs a través de cada punt en el pla llevat en els punts limit. Posant a,b € C, i
una homografia de la forma
z—a
z—0>
velem com aquest resultat, ja que (2.6.1) és una bijeccid, es manté per a tot a, b del pla.

Es evident que a la xarxa circular amb punts limit 0 i oo es verifica que cada cercle C; talla
cada cercle Cy formant un angle recte. (v. fig. 2.6.3). Com que les homografies preserven
angles, en canviar de punts limit la propietat seguira essent valida.

Considerem novament els punts limit 0 i co. Com que els cercles C; sén rectes, talla el
cercle Cy en dues meitats. Per tant, cada reflexié intercanvia aquestes dues meitats. Com que
cada C5 es transforma en ell mateix mitjancant una reflexié, la restriccié en C5 de la reflexio
és un automorfisme holomorf. El Principi de simetria ens garanteix que aquesta propietat es
conservara si apliquem una homografia sobre el pla.

Els punts limit s6n simétrics respecte a cada cercle Cy perqué amb els punts limit 0 i co
cada cercle de C5 esta centrat a l’origen, i la reflexié del centre del cercle és, per definicio,
oco. En virtut del principi de simetria, les aplicacions homografiques conservaran aquesta
propietat. En la mateixa linia d’aquesta propietat és forca evident que la reflexié d’un cercle
C; respecte a un altre cercle C; és un cercle C;, per a i = 1,2.

g

(2.6.1)

2.6.3 Xarxa degenerada de cercles de Steiner

A la xarxa de Steiner no podem visualitzar 'efecte de les transformacions paraboliques, ja
que no es pot donar a = b (els valors de la funcié S(z) serien constants). Per contra, podem
considerar una altra mena de xarxa circular. Sigui w = S(z) una aplicacié homografica
diferent de la identitat tal que

w cz+w—be
b T T o
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Figura 2.6.3: Xarxa degenerada de Steiner.

Ja que b — oo, qualsevol recta, que té evidentment addicionat un punt de Iinfinit, serad un
cercle que creuard per b; les rectes que només es toquen a oo, i.e., les paral-leles, continuaran
unides només per b, ja que seran cercles tangents.

Si w = £+ in, definim la zarza degenerada de cercles de Steiner com la configuracié de
tots els cercles C imatges de linies amb 7 constant, i tots els cercles C5 imatges de linies amb
¢ constant. Aquest model esta determinat per b i la tangent de la familia C; o la familia Cs.
Com que ¢ — 00, una recta que passa per c¢ al pla w es tradueix en una recta del pla z: en el
primer cas, la recta n = Im(c) és la tangent dels cercles C1; en el segon cas, la recta £ = Re(c)
és la tangent dels cercles Cs.

Les dues families de cercles intersequen amb angles rectes. Per provar-ho, asumim que el
punt limit és co. D’aquesta manera, tenim rectes Cy horitzontals i rectes Cy verticals. Els
angles que formen son, per tant, de 7/2 radiants. La conformalitat de les transformacions
homografiques ens advera que es preservara la propietat.

Considerem una aplicacié homografica que porti b a b’. Escrivint

w' w

- =—" 4e¢

w—a z—a
veiem que les dues families determinades per bi w (argw determina la direccié de les tangents)
passen a estar determinades per b’ i w’. Si b =¥, tenim ’tnic punt fix.



Capitol 3

Aplicaci6 a la geometria hiperbolica

Resum

Durant aquest capitol ens ocuparem de com les transformacions de Mobius poden
ajudar-nos a trobar propietats de la geometria hiperbolica, a més de valorar les caracte-
ristiques métriques d’aquesta geometria i veure’n la relacié amb la geometria euclidiana.
La geometria hiperbolica la descriurem en el pla de Lobatxevski. Nikolai Lobatxevski
va publicar aquest model a la década del 1920, tot i que, préviament, altres matematics,
com Friedrich Gauss, van treballar en models similars. D’antuvi, cal examinar algunes
nocions de geometria de les superficies.

3.1 L’esfera de Riemann

3.1.1 Concepte de Superficie de Riemann
Sigui M un espai topologic Hausdorff amb la estructura segiient: M = UUO‘ on cada U,

és una regié de coordenades locals que poden identificar-se amb regions O:iel pla complex.
Aixi doncs, a cada regié hi ha unes coordenades locals z, = z, + iy, que defineixen un
homeomorfisme U, — C. Per tant, en la interseccié de dues regions U, i Ug coincideixen
dos sistemes de coordenades locals 2, i z5. Es necessari que les funcions de transicié de les
coordenades z, a les coordenades zg siguin biholomorfes, és a dir,

25125 : Zﬂ(Ua N Uﬂ) — Za(Ua n Ug)
és una funcié biholomorfa.

Definicié 3.1. L’espai topologic M s’anomena varietat complexa holomorfa unidimensional
o superficie de Riemann.

Per exemple, el propi pla complex és una superficie de Riemann, mitjancant ’homeomor-
fisme 2y : C — C : z +— 2. D’altra banda, el pla complex completat és una superficie de
Riemann mitjancant les coordenades z; : C - C: z+— 21 25 : C\{0} - C: z — 1/z. Totes
aquestes funcions sén clarament homeomorfismes. L’esfera de Riemann, ja que és homeomorfa
al pla completat, també és una superficie de Riemann.

Considerem ara una superficie de Riemann R, i dues coordenades locals d’aquesta z, i
zg en una interseccié U, N Ug. Com que les funcions de transicié sén funcions biholomorfes,
verifiquen les condicions de Cauchy-Riemann, amb la qual cosa el jacobia és positiu, amb
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la particularitat que, com a molt, pot anul-lar-se, en els punts singulars. Aixd demostra
que la superficie de Riemann estd orientada a la interseccié. Llavors, és possible trobar un
recobriment de forma que aixo es verifiqui a totes les regions de la superficie.

Conclusio. Tota superficie de Riemann és orientable.

Podem trobar també funcions entre superficies de Riemann. Si tenim dues superficies de
Riemann M; i M>, i una funcié entre aquestes, diem que f és un holomorfisme entre les dues
superficies si per a tot p; € M, existeixen les coordenades locals zy : Uy — Vi i 29 : Uy — V5
de forma que p; € Uy, f(Uy) C Us, i la funcio zzfzfl : V1 — C és complexa holomorfa.
Si, a més, és una bijeccid, llavors parlarem d’un biholomorfisme. Si M; = Ms, la funcié
s’anomena automorfisme holomorf. Si la funcié fos complexa antiholomorfa, llavors f diriem
que és un antiholomorfisme, un biholomorfisme o un automorfisme holomorf en el mateix
ordre de casos.

3.1.2 Forma infinitesimal de 1’esfera

Com hem dit abans, 'esfera de Riemann és una superficie riemanniana. Com ho veiem aixo?
doncs mitjancant les coordenades locals

R(x! +ix?)

21 : 82\ {(0,0,R)} = C: (2", 2% 2%) o

i ja que la reflexié respecte el pla que passa pels eixos ! i 22 és una isometria de S es té

R(z' + iz?)

. (ol o2 03
29 : 52\ {(0,0,—R)} - C: (x",2%,2°) — T

)
i amb aixo0 és suficient.

Ara examinarem de forma precisa la métrica de 'esfera. Considerant R = 1, prenem les
coordenades esfériques (r,0,p), que es relaciones amb les euclidianes (x!, 22, 23) mitjancant

el canvi de coordenades

! =rcospsinf, 22 = rsinpsin, 2° = rcosé,

on0<p<2mi0<0 < 7w Alasuperficie de U'esfera r = 1. Les funcions anteriors defineixen
un canvi de coordenades. Els punts § = 0160 = 7, és a dir, el pol nord i sud, correspectivament,
de l'esfera, son els punts singulars del sistema de coordenades esféric, perqué la matriu de
Jacobi té la segiient forma:

cospsinf rcospcosf —rsinpsind
A= |sinpsind rsin @ rcospsing | ;
cos 6 —rsinf 0

i el determinant jacobia, per tant, és J = det A = r?sin# i s’anul-la quan § = 0, 7. La métrica
euclidiana a l’espai R? és, com sabem, de la forma

(d1)* = (da')>.

7

Ara bé, en coordenades esfériques aquest diferencial té¢ una forma diferent. Pero, cal introduir
abans el concepte de métrica riemanniana. Cal tenir present que una forma quadratica (o
forma bilineal simétrica) definida sobre els vectors en un punt (xd,...,z%) és un conjunt de
nombres g;; = g;i,¢,J = 1,...,n, referit a un sistema de coordenades (x',...,2™). Amb un
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canvi de coordenades z¢ = z%(2!,...,2"), de forma que z} = z%(2},. .., 2), llavors la forma
quadratica g;; es defineix en el sistema de coordenades (2%,...,2") com una nova forma
quadratica hy; = hj; relacionada segons la férmula
Kl 327
3
aZJ aZ z8=z§,s=1,...,n

Definicié 3.2. Una métrica de Riemann o métrica riemanniana en una regié de I’espai R”
és una forma quadratica positiva definida sobre els vectors tangents en cada punt i que depén
del punt.

Per tant, una métrica de Riemann en una regié de I’espai R™ amb coordenades (1, ..., 2")
és un conjunt de funcions g;; = g;;(z',...,2"),i,j = 1,...,n, essent (g;;) una matriu definida
positiva. Amb els canvis de coordenades, la meétrica es transforma com la forma quadratica, és
a dir, com un tensor de tipus (0,2) simétric. El producte escalar de dos vectors £ = (£1,...,&")
in=(n',...,n") en un punt Py = (x},...,2%) pren la forma

m =Y gi(Po)&n
i

Definicié 3.3. Si la matriu g;; = gj(2*,...,2"), 4,7 = 1,...,n, és tal que el producte
(&,6) = Zi,j 9:;§'&? pot prendre valors tant positius com negatius (és una forma indefinida),
llavors la matriu és una métrica pseudoriemanniana.

Retornant a esfera, si (z!,22,23) son les primeres coordenades, i (r,¢,6) les noves, els
canvis de métrica riemanniana produeixen un nou tensor métric ggj. De forma resumida,
s’obté el segiient:

3 3

oxk 8z Oz oxt
4 2
g = ngz =1; g3 = Z Ikl =T
k=1 k=1 or dp
3
oz ox!
G35 = k;gkza 50 rsmﬂgkz—()sﬂ-:;;él

Per tant, com que la métrica esférica és el producte escalar di? = (d¢,d¢), on cada vector
d¢ = (dr,dp, df), aquesta és

di? = dr? + r2dy + r? sin” 0d6,

on naturalment 0 < ¢ < 2710 < 6 < 7. Com que tots els punts de 'esfera tenen igual
modul, Ar = 0 i, per tant, dr = 0. Aix0 simplifica la métrica anterior a la segiient

di? = r?(dp + sin® 0d6).

Considerem 1’aplicacioé de la projeccid estereografica i considerem les coordenades a ’esfera
(0,¢) i les coordenades polars (r,p), on r denota el modul del punt del pla. L’operacié
¢ :(0,90) = (r,¢) és un canvi de coordenades, i verifica ¢ — ¢ i, per la deﬁnicié geomeétrica
de la cotangent, veiem a la fig. 3.1.1 que 6 + 7 = cot & 5 (és adir, 9 = 2arctan ) Per realitzar

els canvis de metrica riemanniana g;; — h;; cal efectuar els segiients calculs: posant § = z!,
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2

Y=,
- Oz* Ot 2 2
h = = —_—
1 k; I o or <1+r2>
n k
hoa = gklaia—xfsm 0;
k,l=1
ihij:Operaj;«éi.
A
N
e
(0,¢)
0
= (r,¢)
(0] / Op = cot §

Figura 3.1.1: Secci6 plana de la projeccio estereografica.

Observeu que la férmula del sinus de I’angle doble sin § = 2sin g cos g, que equival també
a 2tan & cos? 4. D’aquesta manera,

2tan 2 2tang B 200’5% B 2r

B 1+tan?$ B 1+cot?§ 142

Finalment, el diferencial al quadrat de la longitud és

4

d? = ——
(1+7r2)2

(dr® + r2dp?).
Donat que dr? +r2dp? = dz*+dy?, per a un punt del pla = +iy, tenim diZ;, . = ﬁdlgla.

Observeu com si prenem distancies «infinitament petites», la distancia cordal equival a la
distancia sobre la superficie:

- 9z — 2ld
dl = lim d(z,2) = lim |2 — 2| _ 2 Z|2.
i o AT P+ o) 1+

3.1.3 Longitud i area d’un cercle a 1’esfera

Partint del darrer model exposat, podem suposar que un cercle té centre al pol nord de
l’esfera, radi p equival a 'arc 0y que descriu respecte leix z, és a dir, p = 0 és ’equaci6 de
la circumferéncia. En coordenades (6, ¢) tenim que en els punts (6, ) de la corba 6 = p,
0 < ¢ <27, df sanulla i

2 = df? + sin? Odp? = sin? pdp?. (3.1.1)
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La longitud del cercle és, finalment,

2m

l, = /sinp de = 2msin p. (3.1.2)
0

El valor de longitud I d’una corba tal que, si el vector velocitat és v i la métrica riemanniana
gij, el modul Zj > 9ijviv; = 1, s’anomena parametre natural. A la formula (3.1.2), si

p = 04 2km, aleshores [, = 2m. Per tant, el parametre natural és 2.
L’area o(U) d’una regio U a la superficie r = r(u,v), es concreta amb la formula

o(U) = //\/ﬁdu dv,
U

on /gdudv és el diferencial de l’area i g = det g;;. La métrica riemanniana, en el cas que
ens concerneix, és la de la férmula 3.1.1. Llavors, el determinant g = detg;; = sin?@ i
V9 = | sinf|. Finalment, I’area ¢, d'una cercle de radi p és

op = // |sin 6| d6 dep,

0<p<2m
com que sinf > 0, podem eliminar el valor absolut i, aleshores,

P 2m

ap:/sinﬁ/ dpdf =27 (1 —cosp).
0

0

Observeu que p = 7 ens proporciona la longitud de la seccié plana de ’esfera i la superficie
de D’esfera, que s6n, com era d’esperar, [, = 2w, o, = 4w, respectivament. Les rotacions de
I'espai R? roten I’esfera sobre sobre l'origen i, llavors, transformen ’esfera en ella mateixa.
La métrica de l'esfera no queda alterada ja que la coordenada r no varia i es verifica

di? = dr® + r2(d6? + sin® 0dp?) = dr? + r2(d6"* + sin® §'d'?).

3.1.4 Moviments de 1’esfera

Els moviments o isometries definits per la matriu A = (aé) tridimensional a R® amb uns
versors de la base ej, ez, e3 deixen invariable la métrica, és a dir, que per cada vector £ =
xle; + x2eq + 23e3 verifiquen que a lespai resultant, 'escalar (£, &) = (A€, AE), essent

A = E ajr’e;.
0,J

Es facilment comprovable que el grup d’isometries d’una métrica de I'espai R® és el grup
de matrius ortogonals O(3), és a dir, tals que ATA = 1, det A = £1, denotant amb AT
la matriu trasposada de A. El denominem grup ortogonal. Si prenem sols el det A = 1
obtenim el subgrup SO(3) anomenat grup ortogonal especial. Per tant, el grup O(3) esta
contingut en el grup d’isometries de 1’esfera. De fet, el grup d’isometries és exactament O(3).
Si det A = 1, obtenim una rotacié propia, és a dir, una rotacié al voltant d’un cert eix,
mentre que det A = —1 ens ofereix una rotacid impropia, és a dir, una rotacié al voltant
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d’un determinat eix, i una reflexié respecte el pla perpendicular a aquest eix, i que passa per
(0,0,0).

Introduim un nou producte escalar: el producte escalar hermitic a I’espai C2 amb coorde-
nades (21, 2%), 21,22 € C, es defineix com

(€, &)c =) 247

. . ., o . . . . 1
Com haviem vist abans, la transformacié de Mdbius consisteix a prendre el quocient Z;.

Definicié 3.4. Sigui A € GL(2,C) una transformacié lineal regular complexa de l'espai C?
on s’hi defineixen unes coordenades (z1, 22). Diem que aquesta és unitaria o que pertany al
grup unitari si preserva el producte escalar hermitic

<€17 £2>C = <A§1a A§2>(C-

El grup U(2) és el grup unitari. Es facilment demostrable que esta format per totes les
matrius que verifiquen la condicié

AA=1. (3.1.3)

Ja que el determinant del producte és el producte de determinants, es té det KT detA =
det Adet A = |det A|?> = 1. Aixo vol dir que det A = +1. El subgrup amb determinant 1
es denotard SU(2) i anomenarem grup unitari especial. A més, es pot comprovar que si la
matriu A € SU(2), és a dir, compleix la condici6 (3.1.3), aleshores el producte de matrius ens
diu que, a més que ad — be = 1, es té |a|> + || = 1, |b]* + |d|? = 1, a¢ + bd = 0.

Hem vist que les isometries (o moviments) de 'esfera son les que produeix el grup O(3).
Les transformacions homografiques w = w(z) de SL(2,C) que séon moviments de V’esfera
satisfan

4dw dw 4dz dz
di* = = : 3.14
(T PP~ (5 P2 (314
Substituint dz dz = |cz + d|*dw dw i calculant directament tenim

4dw dw

di?> =
(laz + b2 + |cz + d|?)?
B 4dw dw
B (|al?|2|? + baz + azb + |b]2 + |c|2|2|? + dez + czd + |d|?)?
4dw dw

(1bI? + [d[? + 2(ab — cd) + Z(@b + ed) + (|a|? + [c]?) 2[?)?

Donat que la igualtat (3.1.4) forca que es compleixi |b? + |d|? + z(ab — cd) + Z(@b + &d) +
(lal? + |¢|*)|2|?> = 1 + |z|?, la matriu de la homografia satisfa |a|? + |c|?> = 1, |b|?> + |d|* = 1,
ab — cd = @b+ cd = 0. Dit d’una altra manera, tenim una homografia isomorfa a SU(2).
Doncs, el grup de transformacions de Mobius amb tal matriu (a més a més, queden excloses
les matrius +1) és isomorfe al grup de moviments de l’esfera. Hem demostrat el segiient
teorema:

Teorema 3.5. El grup homografic d’isometries propies de lesfera és el grup SU(2)/{x1}.
Corol-lari 3.6. Els grups SU(2)/ 1 1 SO(3) sdn isomorfes.

Noteu que hem asumit que les transformacions de Mdbius soén les iniques que poden ser
isometries (és a dir, moviments) de l’esfera. El grup de transformacions de Mdbius conjugades,
també sén isometries, ja que |w| = |w|. El procediment es pot dur a terme analogament i
tornar a obtenir el grup SU(2)/ £ 1.



3.2. El pla hiperbolic

3.2 El pla hiperbolic

3.2.1 El model de Poincaré

Considerem un disc unitari centrat a Porigen A = {z : |z| < 1} i la seva frontera OA. Abans
que res definirem el concepte de linia hiperbolica. Una linia hiperbolica d’aquest disc és la
intersecci6 del disc obert A amb els cercles perpendiculars a dA. La intersecci6 dels cercles
amb la frontera esta formada pels punts finals de la linia hiperbolica (sén dos).

Definicié 3.7. La métrica hiperbolica en aquest disc és aquella métrica p que verifica els
segiients punts:

(i) Per a dos punts iguals del disc, la distancia entre aquests és nul-la.

(ii) Per a dos punts diferents z; i zo del disc, si la linia hiperbolica que passa per aquests
té punts finals a i b de forma que ’ordre consecutiu sigui a, 21, 22, b, la distancia entre els dos
punts és log(a, b, 22, 21).

Més endavant verificarem que la distancia definida és una métrica. El parell (A, p) rep
el nom de model de Poincaré del pla hiperbolic, o pla de Lobatzevski. El disc de Poincaré
també rep la denominacié completa de disc de Poincaré a la geometria de Lobatzevski a [12,

pag. 76]. A [?, pag. 154] se Panomena pla de Lobatzevski, i s’hi utilitza la notacié abreviada
Z-pla.

z2

21

A

Figura 3.2.1: Linia hiperbolica al disc de Poincaré.

3.2.2 Isomorfismes entre dos models hiperbolics

Busquem ara el grup de tots els isomorfismes homografics del semipla superior {z = = + iy :
y > 0} en un disc unitari centrat a Porigen. Suposem que a té com a imatge 0. El principi de
simetria ens diu que, ja que la recta real s’ha de transformar en una circumferéncia de radi
unitat centrada a l'origen, el conjugat @ es transformara en el simétric de 0, és a dir, en oco.
D’aquesta manera, I’aplicacié ha de ser de la forma

z—a
z—k

zZ—a

Per tal que la recta real vagi al cercle unitat, és a dir, a la frontera del disc, cal que |k| = 1, amb
la qual cosa. Aixi, doncs, el grup d’isomorfismes homografics que duen el semipla superior en
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un disc unitari centrat a l’origen és de la forma:

_ Er—a
T(z)=e Pt

En el semipla superior la métrica es defineix de la mateixa manera que al disc. Podem
veure que la preservacié d’angles ens permet veure que les linies hiperboliques del semipla
superior tenen imatges que son linies hiperboliques del disc. Si tenim dos punts del semipla
superior z1 i 29 la linia hiperbolica dels quals té punts finals a i b, la conservaci6 de la ra6 doble
que ofereixen les homografies ens assegura que p(z1,22) = log(a,b, 20,21) = p(Tz1,T22) =
log(Ta,Tb, Tze,Tz ), denotant amb p la métrica del semipla superior, i on les imatges de a i
b resposen sobre la frontera del disc unitat.

Altrament, la transformacié de Mobius conjugada reflecteix la rad doble respecte la recta
real. Com que aquesta tultima serd un nombre real (els quatre punts es troben sobre un
cercle), el seu conjugat serd serd el mateix nombre. Aixi, aquestes transformacions també
preserven la distancia hiperbolica.

3.2.3 Isometries i automorfismes

Ens referirem amb la terminologia d’isometria hiperbolica del disc a aquells homeomorfismes
del disc en el disc que preservin la distancia d’aquest. Denotarem el grup d’isometries del disc
respecte la métrica hiperbolica amb Isom,(A). Denotarem amb Aut(A) els automorfismes
holomorfs i antiholomorfs del disc de Poincaré. En primer lloc, abans que cerquem totes les
transformacions homografiques que transformen el disc de Poincaré en si mateix, és important
conéixer el Lema de Schwarz:

Lema 3.8. (Lema de Schwarz) Sigui una funcié holomorfa del disc en el disc. Aleshores:
(1) si f(0) =0, lavors
1f(2)| <z

a tots els punts del disc; (2) si val la igualtat per a z # 0 o bé

f(z) =€z

1(0)| =1, llavors

Corol-lari 3.9. Un automorfisme holomorf del disc de Poincaré que fiza l'origen és una
rotacio.

Demostracié. D’una banda, la funcio del disc g(z) = f(z)/z, per a z # 0, 1 g(2) = f/(2),
per a z = 0, és una funcié analitica, perqué f ho és, i el quocient de funcions analitiques
és analitica sempre que el denominador no s’anulli. Llavors, si z # 01 |z] = R, com que
|f(2)| < 1, veiem que

I _ 1
o <x

l9(2)| =

El Principi del Modul Maxim ens diu que amb |z| < R, f seguira sense arribar al maxim %,
ja que no és constant. Aixi doncs, quan r = 1 es té |g(z)| < 1, que equival a dir |f(z)| < |7
per a qualsevol punt del disc llevat de z d’al zero.

D’altra banda, si es donés la igualtat, llavors |g(z)| = 1, és a dir, g(z) té el modul maxim.

El Principi del Modul Maxim ens diu que és constant en un entorn de z, aixi que |f(z)| = |z|
per a tot punt del disc llevat del zero i aleshores és una rotacié e?z. Si z = 0, llavors
l9(2)] = [//(0)] = 1. 0



3.2. El pla hiperbolic

Tornant al model de Poincaré, veiem que tant les transformacions homografiques com les
de Mobius conjugades contenen el subgrup d’automorfismes del disc. Com que, a més a més,
tota transformaci6 de Mobius preserva la distancia hiperbolica, és evident el segiient fet. Ara
podem enunciar el segiient:

Proposicié 3.10. El grup d’automorfismes propis del disc de Poincaré és homografic.

Resulta evident que conjugant per un automorfisme homografic del disc es pot asumir que
fixa 0. El corol-lari del Lema de Schwarz ens diu que és una rotacié. També és evident que
el grup d’automorfismes holomorfs i antiholomorfs del disc de Poincaré compleix

Aut(A) < Isom(A).
p

Ara, seguint el cami contrari, si f és una isometria del disc, podem asumir que fixa 0,
mitjangant la conjugacié per un automorfisme homografic. Llavors, f(z) = r7e?z, i com que
|f(1)] = 1, r = 1, aixi que tenim una rotacio, és a dir, es troba al grup d’automorfismes
holomorfs del disc. Aquest fet ens proporciona que f és una automorfisme. Ja que haviem
suposat que era una isometria arbitraria, hem obtingut Aut(A) = Isom,(A). Com que
qualsevol model s’obté amb una transformacié homografica i aquesta manté la conformalitat
de la metrica, podem generalitzar el resultat obtingut de la segiient manera.

Proposicio 3.11. Per a tot model del pla hiperbolic, el grup d’isometries hiperboliques propies
respecte la seva métrica és el seu grup d’automorfismes holomorfs, que és exactament el seu
grup d’automorfismes homografics.

Per tant, si volem buscar els automorfismes del disc, podem buscar directament les iso-
metries i viceversa.

3.2.4 Model de Klein

Qualsevol interior d’un cercle (cercle o recta) pot ser un model del pla hiperbolic, i es defineix
de la mateixa manera que el model de Poincaré. Per exemple, el semipla superior {z = z 41y :
y > 0}, amb la seva métrica hiperbolica forma el model del semipla superior.

El grup d’isometries hiperboliques respecte la distancia hiperbolica del semipla superior
haura de verificar, d’'una banda, que envia el semipla superior al semipla superior; i que la
distancia hiperbolica es preserva. Observem que les propietats fins ara trobades per al model
de Poincaré segueixen essent valides en el model del semimpla superior, gracies a les propietats
de les homografies.

Com que hem demostrat que el grup d’isometries propies és el grup homografic d’auto-
morfismes, només caldra buscar les aplicacions homografiques que transformin la recta real en
ella mateixa sense que siguin una reflexio respecte aquesta. Prenem una aplicaci6 de SL(2,C)
de la forma

az+b

L(z) = ot d

Com que la imatge de oo és un nombre real (o bé oo), sabem que el punt limit és a/c, que
és un nombre real, que el punt pol també ho és —d/c, i que la imatge del zero també, b/d.
D’aix0 se segueix immediatament que el grup d’automorfismes del semipla superior, també
anomenat model de Klein a la geometria de Lobatxevski, o més comodament, model de Klein,
és exactament SL(2,R)/ £ 1.
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3.3 Forma infinitesimal del model de Poincaré

De la mateixa manera que analitzavem la naturalesa métrica de I'esfera S?, haurem de consi-
derar si per al model del semipla superior existeix una métrica riemanniana equivalent i que
conservi la distancia hiperbolica. Amb aquesta finalitat, necessitem introduir abans alguns
conceptes sobre la meétrica de Lobatzevski.

3.3.1 Meétrica de Lobatxevski. Pseudoesfera.

Per a construir una pseudoesfera ncessitem un espai tridimensional de Minkowski, que és la
denominaci6 general que reben els espais n-dimensionals pseudoeuclidians del tipus (1,7 —1):

Definicié 3.12. Un espai pseudoeuclidial n-dimensional del tipus (p,q), p+ ¢ = n, és un
espai on el tensor meétric és de la segiient forma: g;; = 0 per a i # j; ¢g;; = 1, per a i < p;
igij =—1, per ai > p+ 1. Aquests espai es denoten amb freqiiéncia mitjangant R} , o de
forma més abreujada, R}.

p,q’

Si p = 1, llavors parlem d’un espai de Minkowski. Per tant, el producte escalar de dos
vectors € = (£1,...,€6") in=(n',...,n") té la forma

P q
- Zg]nj _ Z grtippti,
j=1 j=1

Llavors, en el cas d’un espai de Minkowski de dimensi6 n, la métrica riemanniana és g;; = 0
per atot i # j, g;j = 1 perai=1,1ig;; = —1 per a ¢ > 2. El producte escalar a R}, d’acord
amb la definici6 donada, és (£, 1) = Ent —&2n? —. .. —£™n", i s’observa que el producte escalar
(€,€) = [€]* no és necessariament positiu. En el nostre cas, parlarem de R} ,. Posarem les

coordenades (z°, z!, 2?), de forma que la métrica pseudoeuclidiana sigui

di? = (dz®)? — (da')? — (dz?)?,

de manera que la pseudoesfera de radi R té l’equacié d’un hiperboloide |z|? = R?, que
esta contingut, evidentment, en el con |z[*> = 0. EI con esta dividit en dues meitats: la
meitat superior és aquella que verifica |x| = R; i la meitat inferior que verifica || = —R.
Considerem només la meitat superior, i introduim les coordenades pseudoesfériques (p, x, ¢)
que ens permetran definir la métrica de la pseudoesfera:

Y = pcoshy, ! = psinh y cos g, 22 = psinh y sin ¢,

on —o0 < p < 400, 0 < x < 40 i 0 € ¢ < 27. Necessitem transformar la métrica
pseudoeuclidiana en la métrica pseudoesférica (h;;). Els canvis de métrica s’efectuen, de
forma resumida, d’acord amb

2 2
Ox* Ox Oxk dat
hii = Y gum—m =L o= gus——a— =—p%
s 0° 3 s Ox N
2
Ox* O
hys = = —p?sinh?
33 k;ogkz 9o &p P S

ihi; =0,i%# j. Amb aquest canvi, la métrica esdevé di? = dp? — p?(dx? + sinh? xydp?). A la
superficie de la pseudoestfera, el diferencial dp és zero, aixi que

—dI? = RQ(dX2 + sinh? Xd(pg)_ (3.3.1)

La meétrica anterior es coneix amb el nom de métrica de Lobatzevski.
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3.3.2 Projecci6 estereografica de la pseudoesfera

Constituirem la projeccid estereografica a la pseudoesfera del pla (2!, 2?). D’ara en endavant
considerarem la pseudoesfera unitaria, és a dir, el cas R = 1. L’esfera consta d’un pol nord
(1,0,0) i d’un pol sud (—1,0,0). La correspondéncia biunivoca ve donada a partir del segiient
procediment: llancem des del pol sud S una recta fins un punt de la pseudoesfera, al qual li
correspon la intersecci6 del pla (z!,22) amb aquesta recta. La figura 3.3.2 mostra la secci6
plana de I’hiperboloide, és a dir, la hipérbola (z°)% — (2')? = 1, a = 1,2. Podem apreciar que
els punts del pla projectats per l'esfera verifiquen (!)? + (22)? < 1, és a dir, la pseudoesfera
unitaria es projecta sobre el disc de Poincaré.

Figura 3.3.1: Projecci6 estereografica de la pseudoesfera.

Sigui z = x + iy i sigui ¢ la projeccid estereogrifica tal que ¢(z) = (2%, 21, 22). A partir

de la figura 3.3.2, mitjancant el teorema de Tales:
xt 2041 xz_oco—&—l

b

z 1 y 1
Aillant z' i 22, i substituint a ’equacié del con tenim que
(%)% = 22(2° + 1)2 + 42(2® + 1)2,

d’on (|z]? — 1)t? + 2|z|%t + |2]? = 0; la férmula quadratica ens proporciona, amb uns breus
procediments algebraics, que el «temps»

o 4yP+1
R
v 4y -1

d’on obtenim també les formules per trobar z! i z2:

Definicié 3.13. La projeccié estereogrifica del disc de Poincaré a la pseudoesfera és una
aplicaci6 de la forma

1422 492 2x 2y
¢(z) = 1 2 27 2 27 2
-zt -yl -z —y?' 1 —2%—

yz)’ 2> = 2® + 9% < 1,

i completant el disc amb la frontera A i completant la pseudoesfera amb un punt de linfinit,
definim que per a tot z amb modul 1 la funci6 adopta la forma ¢(z) := oo.
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Els punts de la frontera es troben «infinitament allunyantsy ja que la seva distancia
hiperbolica a un punt del disc és infinita. Afegir la frontera al disc és equivalent a afegir oo,
per exemple, a C.

Ara podem trobar facilment la métrica del disc de Poincaré. Amb els canvis de coordenades
adequats, la matriu (g;;) de la métrica pseudoeuclidiana es transforma en la métrica (h;;) de
la pseudoesfera en coordenades del pla. Resumim aquest procés en qué

2

hoo = gkl%% = ﬁ§
k,i=0

hss = 2 gklakaafwl = L
2= Gy By T L PP

La resta d’elements de la matriu (h;;) son nuls. La métrica, doncs, ve donada per

4

4
dr=— (dx*+dy) = ——
(o™ +dy’) = Ty

dz dz
(1—12P)2 =0

mentre que el disc de Poincaré x> + y?> < 1 consisteix en aquesta métrica, perd definida
positiva, és a dir,
4
di? = ————dzdz. 3.3.2
CEPDE (332

3.3.3 Isometries del model de Poincaré

Si w = w(z) és una transformacié de Mobius, aleshores la condicié a verificar per tal de ser
moviment és Ade d5 Adw 4T
zdz w dw
= . 3.3.3
(- PP ~ (- PP (333
Ja que dw dw = |ad — be|?|cz + d|~*dz dz, tenim que
4dw dw 4lad — bel?dz dz
A—Tw)? — (lez +d|? — |az + b]?)?
4lad — bel?dz dz

[|d|> — |bJ2 + (cd — ab)z + (ed — ab)z + (|cf2 — |af?)|2[2]*

Com que, si és una isometria, s’ha de donar (3.3.3), les condicions que buscavem sén
|d|* — |b]* = |ad — be], |c|* — |a* = —|ad — be|, ed — ab = 0.

Es forca senzill veure que les homografies que verifiquen aquestes condicions sén de la forma
segiient
2y e 272
1—-az
per a un cert @ amb |a| < 1. Ja que les isometries propies son exactament els automor-
fismes holomorfs, i ja que els automorfismes holomorfs sén exactament els automorfismes

homografics, obtenim el segiient teoremas:

Teorema 3.14. Tota isometria propia (o tot automorfisme holomorf) del disc de Poincaré
és una homografia de la forma
oit £~

«@
zZ —, || < 1.
1—-az
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Gracies a aquest teorema, si considerem un funcié que sigui un automorfisme del disc, i

que és de la forma
z—zZ1

L =
(Z) 1 —512’

com que veiem que complird L(z;) = 0, la imatge de linia hiperbolica és una recta. Els punts

s P __ L(z2) - _ L(22)
finals d’aquesta recta séon A = o] | B = Tl

1+ |L(22)|
1—[L(z2)|

Amb un breu calcul tenim

log(a7 b7 22, Zl) = log

3.3.4 Meétrica hiperbolica

Ara ja podrem verificar que és un espai métric, cal provar que sén certs els punts segiients:
1. p(z1,22) = 0siinomeés si z3 = zo;
2. p(z1,22) = p(z2, 21) (propietat simétrica);
3. p(z1,22) < p(z3,21) + p(z3, 22) (propietat triangular).

La primera propietat sorgeix del fet que la distancia hiperbolica al model del disc és zero
quan, gracies a la darrera propietat trobada, es verifica que

1+7r
1—r

=1, 7= [L(z)],

ion L(z2) és un automorfisme del disc. Aixo implica que p = 0, és a dir, que la imatge de z,
és 0. Pero la imatge de z; ja era zero. Com que les homografies sén injectives tenim z; = zo.
La segona propietat sorgeix del fet que (a,b,c,d) = (b,a,d,c). Podem asumir que z3 és 0
mitjangant una isometria hiperbolica del disc. Cal provar, doncs, que

|1—§12’2‘ + |21 —2’2| < 1—|—|Z1| 1+ |22| _ 1+ ‘2122|+(|Z1|+|2’2D
1 —Zizo| — 21 — 22| ~ 1—l]a1|1—|za| 14 |z122] — (lza]| + |22])’

ja que el logaritme és una funcié creixent en el domini [0, oc]. Observeu que aquesta desigual-
tat equival a la segiient
|21 — 22| |21] + [22]
1 —Z120| = 21 — 22| ~ 1+ [z122] = (Jza] + [22])’

i aquesta desigualtat és evident pel fet que |21 — 22| < |21] + |22| i que

(14 |z1l|z2])* = 1 = Zize* _ (Jza] +[22])% — |22 — 212
(I+|zillz2l) + 1 —Z122] = (] +22)) + 2 — 2]

3.4 Forma infinitesimal del model de Klein

Podriem trobar la métrica del model hiperbolic del semipld superior, o model de Klein a la
geometria de Lobatzevski, mitjancant un canvi de coordenades amb una aplicacié homografica
que portés el disc de Poincaré a H?. No obstant, existeix un forma més senzilla amb qué ens
estalviarem fer calculs i haver de recorrer a la diferenciacié parcial, tot i que cal resoldre una
equacio6 funcional. Suposem que la funci6 (la métrica riemanniana) que busquem és g(z,%).
L’element de longitud

di* = g(2,%)%dz dz.
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Com que el grup Aut(H?) = SL(2,R)/ £ 1 ha de preservar la distancia (hiperbolica), i.e., és
isometric, aleshores per a cada funci6 w = L(z) tindrem que

di? = g(2,2)%dz dz = g(w,w)*dw dw,

que equival a aquesta mateixa expressio fent arrel quadrada, és a dir, g(z,%) = g(w,w)L'(z).
Com que el grup d’automorfismes homografics estd generat per translacions, homotécies, i
inversions, i el determinant és 1, s’haura de verificar:

9(z) = g(az) -a, g(z) = g(z +b), 9(2) = ¢ <_i> #

Ja que la funci6 no varia amb les translacions a la recta real, tenim que g(z) = g(Imz).
D’aquesta manera, podem asumir que z és un nombre real positiu. Aixd mateix ens permet

veure que g(ax) = @, d’on es té g(x) = %, en qué hem denotat A = g(1). Obtenim que la
meétrica riemanniana és do dz
zdz
di* =\~ 3.4.1
i ens falta per conéixer el valor de A = g(1). Per trobar-lo, com que la distancia a i d’'un punt
zo = if3, |k| = 1, per una linia hiperbolica z = z(7) = iT, 1 < 7 < 8, que té com a punts
finals 0 i 0o, és log(0, c0,3,1) = log 3, s’haura d’obtenir que la longitud
’ d
1= A/ﬂ = Alog7|? = Alog 8. (3.4.2)
T
1

és igual a log 8. Per tant, g(1) = 1. A més, posant z = = + iy, el determinant de la matriu
del tensor métric és y% D’aquesta manera, I’element de superficie dA ve donat per

dx dy

A==

Hem observat anteriorment que el grup SL(2,R)/ 41 és el grup de moviments del model
de Klein de la geometria de Lobatxevski. Ja hem exposat abans que el grup SO(1,2) és
el grup de moviments de la pseudoesfera (és tal que ATGA = G, essent G = <é _01) la
meétrica riemanniana de I'espai RiQ), iel grup SU(1,1) el del model de Poincaré. Donat que
totes tres son models de la métrica de Lobatxevski, els grups de moviments en cadascuna
d’aquestes superficies son isomorfs entre si, és a dir:

Teorema 3.15. El grup homografic de moviments de la métrica de Lobatzevski és isomorf
al grup SL(2,R)/ £ 1 en el model de Klein, al grup SO(1,2) a la pseudoesfera, i al grup
SU(1,1)/ £ 1 del model de Poincaré.

Observeu que la distancia hiperbolica del disc, donada una homografia L : H? — A de la
forma )
z—1
z41i
es té que la distancia hiperbolica del model de Klein p entre dos punts z; i 2o del semipla
superior és

L(z) =

p(21,22) = pL(z1,22) =



3.5. Poligons hiperbolics

3.5 Poligons hiperbolics

Retornem al model de Poincaré per exposar la nocié de poligon hiperbolic, que es definira
analogament per a qualsevol model del pla hiperbolic. Amb semiespai hiperbolic entendrem
cadascuna de les dues parts en qué queda seccionat el disc A per una linia hiperbolica. A
partir d’aix0, definim:

Definicié 3.16. Siguin un conjunt de linies hiperboliques que generen cadascuna dos semi-
espais hiperbolics, i siguin S; i« = 1,...,n cadascun dels dos semiespais que generera cada
linia. Llavors, un poligon hiperbolic P de n costats consisteix en

Els costats del poligon sén la part de linia hiperbolica que es troba a la bora de la interseccio
P. Els punts de la bora del poligon que es troben a dos costats diferents s’anomenen vértezs
del poligon.

Ja que la distancia hiperbolica és infinita si i només si un dels dos punts esta a la frontera
del disc, diem que els vertexs del poligon que reposin sobre la frontera del disc es troben a
Iinfinit. Qualssevol costats d’un poligon adjacents a un vértex a l'infinit formen un angle
igual a 0, ja que les linies hiperboliques sén ortogonals a la frontera del disc, mentre que en
el cas contrari, el seu angle es troba entre 0 i 7, sense que valgui mai la igualtat.

Quan un poligon tingui un vértex a la frontera direm que esta a l'infinit. Per exemple,
en el model de Klein, la interseccié que origina el semidisc unitari centrat a ’origen amb un
semidisc unitari centrat a 2. Per tenir un costat a la frontera és necessari tenir dos vertexs a
I’infinit.

Definicié 3.17. Un poligon hiperbolic finit de n costats, n > 3, és un poligon sense vértexs
a linfinit. Els poligons hiperbolics finits s’anomenaran triangles hiperbolics, quadrilaters
hiperbolics, etc.

3.5.1 Foérmula de Gauss-Bonnet

Teorema 3.18. (Férmula de Gauss-Bonnet) L’area hiperbolica d’un triangle hiperbolic amb
angles interiors 1, Y2, @3 és

3
o(P) :Wchpj.

Finalitzarem una demostracié que es dona a [15, pag. 33]:

Demostracid. Sobre el model de Klein, suposem que un poligon P; té dos dels seus vértexs
a linfinit, i.e., té un costat a l’infinit. Llavors, una transformacié de Md&bius generada per
SL(2,R) és un moviment i, doncs, preserva l’element de superficie

_dzdy
—

dA

D’aquesta manera, podem asumir que el poligon té un vértex a oo (formant un angle p; = 0),
un altre a 1 (formant un angle po = 0) i el restant a e'®, per algun 0 < o < 7. Aquest tercer
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vertex verifica g3 = 7 — « (fig. 3.5.1 (a)). En aquest cas, V1 — 22 <y < oo,icosa <z <1,
L’area d’aquest poligon és

1 fe%e] 1
dx
o(P) = //y_zdacdy:/ / y 2dyds = / o
V1—22
P1 /1—112

COos Ccos @

= (arccosz)|’

cosa — =T — @3.
A 00 A 00
Py P
] ¥3 ] 3
P2
« «
. B
0 o) -

Figura 3.5.1: Dos vértexs a l'infinit (a) i un vértex a l'infinit (b).

Suposem ara que, en un poligon Ps, el vértex que es trobava a 1 reposa sobre un punt del
cercle unitari centrat a O, és a dir, e’%. Llavors, observem que ¢, = 3. Tenint en compte que
V1—22<y<oo,icosa<z<cosf, area és, en aquest cas,

cosfB oo
_ —2 o . cosB __ o
o(Py) = Yy~ “dydx = (arccos )|, 0., =B —a =7 — @3 — 3. (3.5.1)
COoSs @ 1_172

Suposem ara que, en un poligon P3, no hi ha cap vértex sobre la recta completada, i que
aquest que es trobava a co ara es troba a un punt p tal que Imp = Ime?? (fig. 3.5.1 (b)).
Suposem ara que Ps té angles hiperbolics 1, al vértex p, 19 al vértex e*?, i 15 al vértex e'®.
Aquests angles son tals que 2 = 5. El poligon hiperbolic P, té area

o(P) =7 — 2 —p3 =7 — P2 — 3.

El poligon hiperbolic P, — P3 té un vértex a U'infinit, aixi que la formula (3.5.1) és valida per
aquest:
o(Py—P3) =m— (p3 —¢3) — (7 — 1) = Y3+ ¢1 — 3.

A partir d’aix0, calculem l’drea de la manera segiient:
o(P3) = 0(P2) = [0(P) — o(P3)] = 0(P2) — o(P2 — P3);

i substituint

o(P3) =7 — 1 — by — 3.



3.5. Poligons hiperbolics

Gracies a queé les homografies conserven angles euclidians (i per tant, hiperbolics), sabem que
I’area seguira essent la mateixa en tots els models del pla hiperbolic. O

Observeu que els triangles euclidials no soén triangles hiperbolics (no existeixen) ja que els
seus angles sumen 7 i, doncs, o(P) = 0. Un poligon hiperbolic finit P de n costats i angles

©1,...,pn €s pot descomposar en n triangles, unint l’origen de coordenades, amb una linia
hiperbolica, amb cadascun dels vértexs. Aquestes linies formen n angles ~1, . .., 7, entre elles
en el punt 0, i formen, també, els angles 64, ...,0s, amb els vértexs de P. La suma de les
arees és:

o(P) :mr—Z’y—Zﬂ.

Pero, com que Y v = 27, i donat que la suma dels angles és >0 = > p,obtenim el segiient
teorema:

Teorema 3.19. Donat un poligon hiperbolic finit P de n costats i angles o1,. .., on, la seva
area hiperbolica és

o(P)=(n—-2)7 — Zcp.

Noteu que aquesta formula és valida per a tots els models del pla hiperbolic a la geometria
de Lobatxevski, i ’area dels poligons és la mateixa en tots els casos.

3.5.2 Subconjunts convexos

Definicié 3.20. Sigui S un subconjunt d’un model hiperbolic. Si per a cada parella de
punts 21, zo de S existeix sempre una linia hiperbolica que passa per tots dos de forma que
el segment de linia [21, 20] € S, llavors aquest subconjunt s’anomena convex.

Enumerem certes propietats evidents dels conjunts convexos:

1. Si S és convex, qualsevol subconjunt que s’obté sota 'accié d’una homografia és convex.

2. L’interior de S'i el seu complementari sén convexos.

3. Si 51,5, .. s6n subconjunts convexos, on S; C Sy C ..., llavors Uj S; és convex.

4. Si S1,59,... s6n subconjunts convexos, aleshores ﬂj S, és convex.

Com a conseqiiéncia d’aix0, observem que tot semidisc que produeix una linia hiperbolica és
un subconjunt convex, ja que sota ’accié de la transformacié de Mobius adequada, podem
aconseguir que la linia hiperbolica es transformi en el segment [—1, 1], i la meitat del disc de
Poincaré és convexa. D’aquest fet s’obté que tot poligon hiperbolic de n vértexs

és convex ja que cada semiespai S;, i =1,...,n, ho és.
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3.5.3 Cercles hiperbolics
Considerem el model arbitrari del pla hiperbolic H amb métrica hiperbolica pg:

Definicié 3.21. Un cercle hiperbolic de radi p i centre a en el disc és un conjunt de punts
que es troben a la mateixa distancia hiperbolica de a. L’interior d’aquest cercle s’anomena,
disc hiperbolic.

Concretament, en el model de Poincaré, veiem que, ja que les rotacions sén isometries,
tot cercle hiperbolic centrat a l’origen s’origina de rotar un punt que es trobi a una distancia
hiperbolica p un arc de 27 rad. Obtenim que aquest cercle és un cercle euclidia, i que té radi
R, on ¢ = pp(R,0). Llavors

_1+R _e?—1 0

e — — —
c 1-R e +1

Recordem que al disc de Poincaré, el quadrat del diferencial de la longitud és

di* = dz® + dy?),

S
(1—1z[2)
mentre que el diferencial d’area és

4

A partir dels resultats anteriors, veiem que tota corba suau z = z(7) = a(7) + i8(7) amb
a < 7 < blalongitud es defineix d’acord amb les formules que segueixen:

b .
=2/ e 0= (%)

on el modul |z(7)| < 1. Posem un exemple:
Per una banda, dibuixem un segment z(7) =7 on 0 < 7 < a.

a

dr 1+7 l1+a
=2 = log =lo .
1 2 -7, 1—a

a

0

La longitud pot tenir signe negatiu, perd aixd nomeés proporciona el sentit en qué es recorre
la corba. Aquest resultat ens indica que si una recta z = k7, 0 < 7 < a, és tal que un punt
z1 € A verifica z; = ka, la formula que obtenim és la de la distancia hiperbolica:

[k IE[27 + ||
—2 | — % 5= log T
: /1—1#72‘” 8 k2T — ||

“ 1
= log gl

- :p(zl70)
0 1—[z]

Si a = 1, previsiblement, hauriem d’obtenir una longitud «infinitament gran» ja que arribem
als limits del disc, i coincidint amb p(1,0) = co. Com hem advertit anteriorment, ens referim
a oo sense cap signe i d’acord amb la conveniéncia exposada amb anterioritat.

Podem expressar la métrica del disc de Poincaré en coordenades polars (r, p) d’acord amb
qué, com hem vist anteriorment, dz? 4 dy? = dr? + r2dy?, i adoptant la forma

di* = dr® +r?dy?),

!
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on0<r<1i0<<p<2r.
Sigui v un cercle de radi » = R. En primer lloc, els punts que reposen sobre el cercle
2 2
(r = R) verifiquen dr = 0. Per aix0, la métrica sobre el cercle és di? = érfff)z, d’on la

longitud del cercle v de radi R és

27

2R AT R
— -, 5.2
0

En segon lloc, I'area de la regié U determinada per la funcié T' = T'(r, ¢), que verifica 0 < r <
R,0< ¢ <27, és

or(U) = // Jgdepdr.
U

Com que l'arrel quadrada del determinant de la matriu del tensor métric és

=

)

passem a calcular ’area:

e [ ot

0<p<L2m

R 2
r
0 0

La derivada %ﬁ = m Doncs I’area resulta ser

8w

OR

Aixi, 'area de tot el disc de Poincaré correspon al limit limg_,; % = 00.Com que R =
tanh £, les equacions (3.5.2) i (3.5.3) es transformen, respectivament, en les formules Ip =
2rsinh o, op = 4 sinh? ¢2. Resumint tota aquesta informacié apareix el segiient teorema:

Teorema 3.22. Donat un cercle hiperbolic de radi (hiperbolic) o, la longitud d’aquest és
lr = 2w sinh g;
larea hiperbolica d’un disc hiperbolic de radi (hiperbolic) o, és

or = 4m sinh? g
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Capitol 4

Transformacions de Mobius
n-dimensionals

Resum

Les transformacions de M&bius del pla completat es poden definir amb 'isomorfisme
M =~ SL(2,C)/ + 1, amb les coordenades homogenies. Aquest capitol consistira a «im-
portar» a l’espai euclidia (i pseudoeuclidia) n-dimensional les caracteristiques d’aquestes
funcions, i a l'espai hiperbolic n-dimensional, que posteriorment definirem. En primer
lloc, per la seva naturalesa complexa, és a dir, impliquen la multiplicacid, el quocient,
la conjugacio, etc, definits per als nombres complexos. En segon lloc, no podem gene-
ralitzar la definicié del pla de tranformacié de Mobius, és a dir, la transformacié lineal
racional. Altrament, el grup M gaudeix de propietats dniques, e.g., que transformen
cercles en cercles.

4.1 L’espai n-dimensional completat

Tornem a redefinir, abans que res, el grup M:

Definici6 4.1. El grup general de les transformacions de Md&bius M del pla completat és el
grup generat per la composicié de reflexions (inversions) respecte cercles i rectes ampliades. El
subgrup que preserva l’orientacio és el grup de les transformacions de Mobius (homografiques)
M, mentre que els elements de M \ M s’anomenen transformacions de Mdbius conjugades.

Observeu que en aquesta definicié «pla completaty no té un sentit complex, sind que pot
interpretar-se com el pla R? a qué afegim un punt de 'infinit.

L’esfera de Riemann n-dimensional és una esfera S,, C R"*! de dimensié n i radi R,
centrada a l'origen de coordenades. Considerem les coordenades (z!,...,2") d'un punt z, i
la norma |z|? = (z')? + ... + (2")2. Llavors, I'esfera és

S, ={x:|z|* = R?}.
Noteu que en cap moment es prendra la solucié de norma negativa.

Definicié 4.2. La projeccid estereografica és una aplicacié ¢ : R™ — S, \ {N} (concretament,
un homeomorfisme), entenent per N el pol nord de 'esfera. La formula de ¢ és

o(z) = ( 2R2z? 2Rz |z|? — R2> . (41.1)

@+ B2 e+ B2 2P 1 R?
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La demostracié de la formula és idéntica que la del cas del pla. Si definim ¢(co0) = (0,0, R),

veiem que ’aplicaci6 ¢ : R" - S, també és un homemorfisme, on hem denotat R" 1a uni6 de
I’espai euclidia n-dimensional amb un punt de 'infinit.

Definicié 4.3. Definim espai euclidia n-dimensional completat (de notacio I@n), o sim-
plement, com anomenarem a partir d’ara, ’espai completat, com la unié de l’espai euclidia
n-dimensional amb un punt de linfinit.

Analogament al cas del pla, la distancia cordal consisteix en la norma euclidiana

d(z1,22) = [¢(x2) — P(x1)],
i obviament és una métrica. A partir de la formula (4.1.1) s’obte que

- 4R4‘$2 — 371‘2
d 2= .
2] = B ) e + Jeal?)

Si xo és suficientment proper a 1, llavors el segment que representa la distancia cordal roman
sobre la superficie de 'esfera. En aquest cas passem al diferencial de longitud

. 4R xg — x4 |? 2|dzx|
dl = lim = ,
we=ar || (B2 4 [2g?) (B2 + |21 ?) 1+ |22

on se sobreentén que dxr = lim x9 — z;. Les rotacions de lespai R™™! roten l'esfera,
transformant-la en ella mateixa. La meétrica de I'esfera no queda alterada. Els moviments
definits per la matriu A = (CL;), de dimensi6 n+ 1, que deixen invariada la métrica de 'esfera,
verifiquen que es preserva el producte escalar (£,£) = (AE, A€), per a cada vector € = (£7) i

on
AL =) aldle;,
4,J
essent eq,...,e,41 la base de R"T!. Facilment veiem que s’ha de verificar AT A = 1, o el que

és el mateix, afa? = (5;-, on s’abrevia que hi ha sumaci6 respecte k. A més, el determinant
de A és +1. El grup de matrius ATA de dim A = n + 1 es denota amb O(n + 1) i és el
grup ortogonal, mentre que el subgrup amb det A =1 es denota SO(n + 1) i s’anomena grup
ortogonal especial.

4.2 Reflexions respecte a esferes generalitzades

4.2.1 El grup de transformacions de Mébius

Hem donat a l'inici d’aquest capitol una nova definicié del grup M. Per introduir aquest
grup cal tenir present qué entendrem per reflexié.

Definicié 4.4. Considereu una esfera (o hiperesfera) S(a, R) de dimensié n — 1, amb centre
a = (a")iradi R > 0. Una reflexié (o inversio) respecte S(a, R) és una aplicaci6 definida per

R2

o= —ap

(z —a)+a. (4.2.1)



4.2. Reflexions respecte a esferes generalitzades

Es natural definir a + 0o i 0o ++ a. El punt 7'(x) és simétric de = respecte a S(a, R).
Observeu que x = T(x) si i només si z és un punt de 'esfera. Com és d’esperar, T?(z) = z.
Es d’especial importancia la inversio

X

J(@ZW,

és a dir, la inversi6 respecte 'esfera S(0,1), i que de vegades es denota J(x) = z*. Definim
ara el concepte de pla (o hiperpla) a R™. Una pla (o hiperpld) (completat amb un punt de
linfinit) H(a,\) de dimensié n — 1 a 'espai euclidia de dimensié n, on a = (a?) és un vector
de I’espai i A és un escalar, és un conjunt de punts

H(a,A\) ={z: (z,a) = A} U {o0},

on denotem, naturalment, amb (, ), el producte escalar. Per comoditat, no fem distincio entre
un punt o el vector que va des de 'origen a aquest punt.
A partir d’aquest definicio, busquem una reflexié T respecte H(a,\) de forma que, evi-
dentemente, es verifiqui que
x+T(x)

5 (4.2.2)

pertany al pla. Tota reflexi6 respecte aquest pla te la forma = — z + pa, aixi que, com que
es té la formula (4.2.2),

2
<x‘2“‘“a> = (w,0) + Llaf =,
d’on s’obté immediatament que
A—(z,a)
= 27
P ap

Definici6é 4.5. Considereu un pla (o hiperpla) H(a,\) de dimensi6 n — 1. Una reflexié (o
inversio) respecte S(a, R) és una aplicaci6 definida per

<:c,a) - A

T(x)=x—2a af?

(4.2.3)

Aixi, podem reescriure també T'(x) com x —2[(x, a) — AJa*. Si a és la normal al pla, llavors
T(xz) = x — 2(z,a)a*. De vegades la reflexio T es denota

RefH(x).

Anomenarem k-esferes (o k-hipereferes) qualssevol esferes o plans de dimensié k, mentre
que si no s’especifica el valor de k se sobreentendra que k =n — 1.

Ara ja podem definir, reciprocament al cas del pla, en qué consisteixen les transformacions
de Mobius:

Definicié 4.6. El grup general de transformacions de Mdébius de I'espai completat, que
denotem amb M,,, és el grup generat per la composicié de reflexions respecte esferes genera-
litzades. El subgrup que preserva la orientacié és el grup de les transformacions de Mébius,
i el denotem M,,. Els elements de M,, \ M,, son les transformacions de Mébius conjugades.
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4.3 Propietats de composicio

D’antuvi, cal posar for¢ca émfasi en la segiient definicio, ja que és basica per a entendre
I’equivalent del que anomenavem funcioé conforme al pla complex.

Definicié 4.7. Sigui ¢ :  — Q una aplicacié sobre una regi6é €2 de ’espai completat on hi
ha definida una meétrica riemanniana g;; definida sobre els vectors. Si la métrica ggj de la
regié Q, després d’actuar ¢, és proporcional a la inicial en cada punt de €2, llavors diem que
les dues métriques g;; i ggj defineixen una mateixa estructura conforme. L’aplicacidé ¢ que
conserva l’estructura conforme rep el nom d’aplicacid conforme.

Per exemple, les aplicacions conformes del pla complex C s6n les funcions analitiques.
Considereu la transformacio J(z) = W Els elements de la seva matriu de Jacobi sén

;. 0J 8i|w|? — 2at2) 1 ) riad
SO T W P

Ll B S (U el
dxd ||* lz> \7 |
o bé, denotant B |2 = p(x) = p, i denotant

xtx?

Q=q(x) = (q;‘) = Wv
es reescriu en forma matricial com

VJ = u(l-2Q).

A partir del calcul del producte matricial
rial & il
Z \x|2 IfCI2 EE Z \$|2 e

obtenim que Q% = @, d’on (1 —2Q)? = 12 — 4Q + 4Q? = 1. Donat que, a més, 1 — 2Q =
(1-2Q)7T, s’obté que 1 —2Q € O(n), és a dir, 1 — 2Q és una rotacié del grup ortogonal, aixi
que és conforme.

La reflexio

R2

o= —ep

(x—a)+a (4.3.1)

respecte a una hiperesfera S(a, R) és fruit de la composici6 GFJF~™!, on F(z) = 2 + a i
G(r) = R%x, aixi que (4.3.1) és conforme.

Lema 4.8. Les reflexions respecte a hiperesferes son funcions conformes.

A més, a la reflexi6 respecte a un hiperpla, que evidentment és conforme, amb normal

v = () és |
T()=Y (ﬂ’ |”|l2 (z, ,,>> e, (4.3.2)

on e; son els versors de la base de l’espai completat. Noteu que (4.3.2) és igual a
11,3

3 (5;1xj —QTV‘VQ xj> i = (6 - 2q()}) e,

4,J .9
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o en forma matricial T = 1 — 2Q. Pero, com que 1 — 2Q € O(n), obtenim que T consisteix
en una rotacié: propia, si det T = 1, quan representa un gir al voltant d’un cert eix; o bé
impropia si, a més, reflecteix un pla perpendicular a aquest eix. Per tant, podem expressar
els resultats obtinguts en la segiient proposicio:

Lema 4.9. Tota aplicacio del grup M esta generada per les segiients 1 només per les segiients
aplicacions:

(i) Homotécia: = — Rz, R > 0;

(ii) Translacié: © — x + a, a € R™;

(iii) Rotacio: z — Az, A € O(n);

(iv) Inversio: x — x/|z|?.

4.3.1 Teorema de Liouville

A més de les inversions de R™, tindrem inversions per a qualsevol métrica riemanniana (o
pseudoriemanniana), tenint present que per a un tensor métric g;; = g;;(x, ..., z§), el modul
d’un vector z en el punt xg és

(@) =Y gija'a? = |2,
]

aixi que la inversi6 es defineix com

T —
Gigx'xl
on abreviem la sumaci6é respecte els indexs ¢, j.
Observeu que és una aplicacié conforme ja que A\(z) = —(x,z)~* és constant i depén de
cada punt. Per altra banda, en un espai pseudoeuclidia del tipus (p, q) es té

P q
(a,2) = S @) = S (@) (43.3)
i=1 i=1
s’hi pot definir una homotécia z — Rz, R > 0, una translacié « — x+a, una rotacio x — Ax,
A€ O(p,q) = Isom(R} ), i una inversi6 x — z/(z, ), segons la férmula (4.3.3).

Tenim, com hem vist anteriorment, que les transformacions de M6bius son transformacions
conformes. Per tant, ara podem suposar que ¢ defineix un homeomorfisme d’ordre major
que 3. Posem que la funcié y® = ¢*(x!,...,2") transforma la regi6 U en la regi6 V de
I’espai euclidid completat, ambdues diferents del buit. Podem suposar, conjugant amb la
transformacié de Mobius adequada, que 0 € U i ¢(0) = 0.

Com que és conforme, el jacobia defineix una aplicacié conforme, és a dir, les dues métri-
ques s6n proporcionals

|dy| = A(z)|dz|,
perady =3, dy%ea =3, agdxﬂea, per a la base {ey,...,e,} de 'espai completat i per

a A= (aj.) = (gg;)

Per a aquest capitol farem s del conveni de sumacié d’Einstein, segons el qual abreviarem
el simbol de sumatori quan hi hagi indexs repetits. Per exemple, dy = dy“e, se sobreentendra
que es suma respecte a, de 1 a n.

Siguin An;, Anj;, Any tres vectors tals que (An.,Ang) = 0, o,8 = i,j,k. Com que
(An;, An;) = 0 per a tot z, la derivada direccional al llarg del vector 7 de la funcié F(z) =
(An;, An;) és

0 oyP 9yl
Vo F(z) = %WNAW,AWNZQM%W% .
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D’altra banda, ’expressio

Py
<Mﬂ7¢ 77}7 Aﬁk> ) (4.3.4)

pOt reescriure’s com
Pyl . sOYP dyP Pyl
gp‘la aa 5772 77]8 Wnk_gPanval,aaxgnz 77]77k7

i és equivalent, doncs, a V,, F(z). Com que la funcié6 F(x) és constant (sempre és zero),
llavors la derivada direccional és nul-la, aixi que podem igualar (4.3.4) a zero. Tenim

82
Suposem que tenim n vectors ortogonals 71,...,1n,, de forma que 7, = m, 9; = N2 i
NMe = N3y---,Np- Hem demostrat que ﬁnl 77] és perpendicular a Ang, i.e., a Ans, a

Ang,... 1 a An,. Per tant, W’?i 7, pertany a I'espai vectorial de base {An;, Ans}:

0%y
Wﬁ?ﬁg = TAm +vAn,, (4.3.6)

on és les funcions hauran de ser, per definicio, 7 = 7(x) i v = v(z) son tals que

2 a2y )
T(x) |A771 ‘ = 6%"76336 N2, A771 )
0%y
vlAnP = (GEY g An).

Aquest resultat ens servira per provar el segiient teorema, que és de gran importancia:

Teorema 4.10. (Teorema de Liouville). Sigui ¢ un funcid conforme amb derivades parcials
d’ordre k > 4 d’una regio U a l’espai euclidid @", n > 3. Llavors, ¢ és composicié d’ho-
moteécies, rotacions, translacions i inversions. Més concretament, €s la restriccio Ty d’una
transformacié de Mébius T € M,,.!

Corol-lari 4.11. Els automorfismes d’una regid de ’espai U en ella mateiza son restriccions
de transformacions de Mobius, és a dir,

AutU = M, (U).

En el llibre [12, vol. 1, pag. 107-109] es demostra el teorema per a 3 dimensions. Nosaltres,
perod, el demostrarem per a n-dimensions, fent us dels calculs anteriors a l’exposicié del
teorema.

Demostracio. Utilitzant els calculs anteriors veiem que

1 1,0 " ng 2
= Ay, Anp) | = > 222
T(:L') A2|771|2 <2 28 a< m, 772>) o )\(.’17) )
1 1.9 g 2
= —— [ =n"——(A4An, A = T 4.3.
o) = s (578 pom (AmeAm) ) = 25 (43.)

1El teorema és valid, fins i tot, per a funcions de menor suavitat.
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Dividint entre A\(z) = p~!(z) i substituint a (4.3.6) obtenim

Py) 4 5 &p 5
81‘683}"‘/ 77 7]2 (axéax,y 77’1)/7’2) Y. (438)

La derivada direccional d’aquesta expressi6 al llarg del vector 73 és

P (py) - >p
(8 3O 7771772 = Vi, mﬁ?ﬁg Yl

i la regla del producte ens permet veure, calculant directament, que
Py) 455 _ ( & p” >

0°p 5
50w " = \ P arsar ’72773) y+ A,
(1) (ii)

Recordem que podem permutar els subindexs 1,2,3 i, com que les expressions (i) i (ii)
son simétriques, també ho ha de ser ’expressié de la dreta:

0%p dy 0? 0
¥,0 B _ P .6 Yy B
Z <6x73z5n1n2 o8B = Z 00z 1218 ) g
8,70 8,76

2
d’on s’obté aﬁ;ﬁn?ng = 0, ja que la resta de termes no sén nuls, i s’anul-la si i només si 7,
i 12 son ortogonals. Per tant, el tensor 83 45 €s proporcional al tensor meétric, aixi que

82
&TV;x‘S = w(x)gys, (4.3.9)

on g.s és la meétrica de U. Suposem que, en lloc de tres vectors ortogonals, tenim tres vectors
arbitraris &1, &2 1 &3. Anem a demostrar ara que la funci6é w(z) és constant per a tot x € U.
Derivant obtenim

2®p 0
m& 5253 = %w(m)fﬂf%&),
on permutant els indexs 11 2 s’obté
83
mf;ffﬁg = w(x)§;<§1,§3>.

Restant aquesta a la primera obtenim
Ow ow B
<8x’¥£1£2 - %52 51,53> =0

Permutant els indexs 1, 2, 3 es dedueix que la derivada de w és nul-la i, doncs, és una constant.
2
Aixi, la igualtat anterior es reescriu com % = wg~s, Per a un cert w constant. Aixo ens
indica, a més, que p és una funcié de la forma p(z) = a;|z — xo|? + b1, amb constants a; i b;.
Com que A(z) = p~1(x), A és de la forma
A = asly — ol + b,

d’on (a1|r — z0|? + b1)(azly — yo|*> + b2) = 1. Com que hem suposat ©(0) = 0, tenim
2o = yo = 0. Llavors |z — x¢|? = R? es transformara en l'esfera |y — yo|> = R?, i utilitzant la
darrera suposicio, |z|? = |y|*> = R%. Calculant

Y] :/Idyl :/A(:r)\d:r| :/at;lii—b' (4.3.10)
0

0 0
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Per tal que ’expressi6 anterior sigui igual a |z| cal que a sigui 0, i en aquest cas, la funcio A
és una constant; o que b sigui 0, i en aquest cas obtenim, aplicant una inversi6é = > z*:

||
dt |z
= | === 4.3.11
=[5 =5 (13.11)
0

d’on A és una constant. O

Observeu que el teorema ha estat demostrat per a una métrica arbitraria, aixi que aquest
teorema és valid també per a métriques pseudoeuclidials. Un cas particular del corol-lari és
PR
que AutR = M,,.

4.3.2 Inversa, pol i punt limit

Al capitol segon, per demostrar que una transformacié de Mébius és composicié de homotécies,
rotacions, translacions i inversions vam usar la segiient férmula:

L 1 a 1 [ld\> 1 L
2y d ¢ le]2 \ ¢ Z"‘%

C

o

Aix0 ens permet generalitzar aquesta formula en una transformacié del grup M,, que es
defineix de la segiient manera: si escollim A,C € O(n),onc= ACe;, A > 0ie; = (1,0,...,0),
una transformacié de Md6bius pot expressar-se com

Cr+d Ac
'—> 772 Jr 72-
|Cz+d* e
Inspeccionem les propietats d’aquesta aplicacié: en primer lloc, la inversa. Haureu pogut
notar com la inversa d’una homotécia, d’una rotaci6é, d’una translacié o d’una inversi6 és,
novament, una homotécia, una rotacio, una translacié o una inversié, correspectivament. Per

tant, n’hi ha prou amb invertir cadascuna de les funcions que composen el conjunt. Podem
formular-la d’acord que resulta de la composicié ordenada de

2= Cr, x—x+d, v— 2% o— x+ Ac*.

Llavors, d’'una banda, si C' = (¢}), C~" =T = (v}) ¢és tal que

M=
o
e
I
=

k=1

D’altra banda, la inversa de la translacio x — x + d és x — x — d; la inversid té inversa
x +— x*; 1 la translacié x — = + Ac* té inversa x — x — Ac*, com és obvi. La funcié resultant
de la composicié en el ordre invers és

HF(ff—Ac_d)

|z — Ac*|?

A partir d’aquesta formula, s’obté que el punt limit és Ac/|c|?, i el punt pol —T'd = —C~1d.
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4.4 Imatges d’hiperesferes

Ara hem de comprovar que les transformacions de Mobius de Mn transformen hiperesferes
en hiperesferes. Aixo ho veurem de la segiient manera. D’acord amb el Lema 4.9, el grup
M, esta generat per homotécies, rotacions, translacions i inversions. Aquestes tres primeres
transformacions és evident que transformen hiperesferes en hiperesferes. Cal verificar, per
tant, que la inversio ho verifica.
Donada una hiperesfera euclidiana H de radi R i centre z(, observeu que la reflexié
T — X T — X9

T(z) = P = "

verifica que, per a x un punt de ’esfera,

1 . ; 1
T@)P = 57 ) (@'~ =) = 75

Si es tingués un hiperpla IT i una hiperesfera euclidiana H intersecant-se, en tots els punts
d’interseccié M les tangents formarien un angle constant . Si L és una transformacié de
Mobius de forma que L(co) = P, i de forma que L(z) # oo per a tot € H,II, llavors és
evident que I’hiperpla IT no pot transformar-se en un hiperpla, de la mateixa manera que H
no pot transformar-se en un hiperpla. En el conjunt de punts L(M) les tangents formen un
angle a. Aix0 vol dir que, com que hi ha una intersecci6 amb una hiperesfera, i el conjunt
de punts L(IT) és suau, en aquella zona el conjunt és «una mica» esféric. Amb aix0 no hi ha
prou, per exemple, una altra hiperesfera euclidiana, Hs, i repetir el raonament. En acumular
moltes esferes, s’haurad de mantenir un angle a a les tangents de tots els punts del conjunt
L(II), aixi que es tractard d’una hiperesfera.

Pel que fa a I'actuacié de rotacions, translacions i homotécies, és evident que transformen
hiperesferes en hiperesferes.

Teorema 4.12. Les transformacions de Mdbius de ﬂn transformen hiperesferes en hiperes-
feres.

Considereu ara dues esferes euclidianes Si(a1, R1) i S2(ag, R2). Hem de concloure que
entre aquestes dues superficies existeix sempre una transformacié de Mdbius de forma que
S1 — Sy i viceversa. Aixo és evident pel segiient raonament:

Siguin 77 i T3 dues aplicacions de la forma

xr — a;

Ty(x) = i=1,2.

|z — a;[?’

Noteu que T; i T, porten, respectivament, S; i Sy a la hiperesfera Hy(0,1). Es obvi que
I’aplicaci6é que busquem és T, 1.

En el cas de dos hiperplans, com a minim D’aplicacié entre aquests dos ha de fixar el
punt de linfinit. Aixo ens diu que mitjangant rotacions, translacions i homotécies tornem a
obtenir hiperplans. Amb la superposici6é optima d’aquestes aplicacions podem relacionar dos
hiperplans arbitraris.

Per tant, ja que, com hem vist abans, existeixen aplicacions de forma que Hy(0,1) es
transforma en un hiperpla, és natural concloure amb el segiient fet:

Corol-lari 4.13. Donades dues hiperesferes arbitraries Hy i Ho, sempre existeiz una trans-
formacié de Mobius de forma que Hy — Hs.
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4.5 Extensi6 de Poincaré

D’acord amb el que hem vist, una transformacié de Mobius T' € Mvn porta l’esfera de Riemann
~N ~n

Sy a una hiperesfera > de R . Composant a I'esquerra de la projeccié estereografica o : R —

Sy, per Vaplicacio T, veiem que T' = Tp (novament anomenada projeccid estereogrifica) envia

R" ala hiperesfera .. La projeccié estereografica d’una hiperesfera S C R" és
o(S)=5S,NH,

per una certa hiperesfera H C ]IA%nH ortogonal a S,,. Com que T preserva angles euclidians,
llavors
To(S)=XNH,
on H =T(H).
Denotem amb Refg la reflexié respecte S. Com que el fet de ser ortogonal obliga a qué la
reflexio de H' fixi ¥ (la denotem mitjangant Refp/), llavors observem com

fRefS = RefH/ ‘Z y
on |y denota restricci6 de la funci6 en el conjunt X.

Definicié 4.14. Cada funcié Refys s’anomena extensid de Poincaré de la reflexio Refs.
Sigui 7(z,...,2") = (z!,...,2",0). Per a cada reflexi6 respecte una hiperesfera S(a, R)

(respectivament, un hiperpla H(a,t)), ’extensi6 de Poincaré es pot veure com la funcié T'(x),

que és la reflexi6 respecte S(7(a), R) (respectivament, la funci6 LT (z)). La funci6 T, a més,

preserva el semiespai superior
1 1 1 1
H'" = {z = (z*,..., 2", 2" 2" > 0.

Val a dir que la funcié 7 també s’anomena, projeccié estereografica.

4.5.1 Extensio de Poincaré de M,
Considerem el pla completat C on cada punt z = (2!, 22). La projeccié estereografica

7 (a!,2?) o (a1, 27,0),

que genera a partir del pla completat el conjunt de punts z = (2!, 22, 23) amb la propietat

2% = 0, a l'espai euclidia R3, juntament amb 7(co0) = co. Posem 2% = r, per a 7 € RT. En
primer lloc, una transformacié de Mobius
az+b

T() = cz+d’

sotmesa a la normalitzacié ad — bc = 1, es pot expressar com la funcié T = Ty + i1 sobre
cada punt del pla completat llevat dels punts singulars, que sén 0 i oo (a l'esfera de Riemann

els punts singulars el pol nord i el pol sud). Escrivint T'(z) = (az +b)(cz +d) , per a (z,7)
tenim
(az +b)cz +d + acr?
lcz 4+ d|? + |e¢|?r?
T
lez +dJ? + |e|?>r?”

r

Conclusio. L’extensié de Poincaré de My és

(az +b)cz + d + aer? T
= . 4.5.1
7(z7) ( lcz +d|2 + |e|?r2 ez + d|? + |c]?r? ( )




4.6. La rao doble

4.6 La ra6 doble

A Despai R" no té sentit I’expressiéo amb qué identificavem la raé doble. No obstant, existeix
una aplicacié amb propietats gairebé idéntiques, amb l'oportuna distincié en la orientacio.
Haviem vist que la distancia cordal era

d(x1,22) = |p(z2) — ¢(21)|-
Calculant directament obteniem

~ 2|£L’2 —1'1| ~ 2

d(zy,29) = ; d(xq,00) = W

VI [2) (1 a1 ?)

Definicioé 4.15. La rad doble de quatre punts x, xs, x3, 14 € R" diferents és

(4.6.1)

d d
|-T,ZI:27$3,1’4| = "’(I7x3) "'(x27x4)'

d(x,24) d(za, 3)

Una propietat important és que, substituint d’acord amb (4.6.1), s’obté que és valid

~n
substituir les distancies cordals per les distancies euclidianes a R . Altrament, si x, z2, 23 0
x4 = 00, la rad doble és, correspectivament,

|xo — x4| |z — 3| |x2 — 24| |2 — 23]

|wo — z3| " |v — 24| |2 — 24| " |2 — 23]

Aixo és pren per definici6 i es raona a partir de limits quan els punts en qiiestié tendeixen a
00.

Proposicié 4.16. Sigui T una aplicacid bijectiva. Aleshores, T(x;) = y;, i = 1,2,3,4, és
una transformacid de Mdbius si i només si

|1, 2, 3, T4| = |Y1, Y2, Y3, Yal. (4.6.2)

Demostracié. Provem, en primer lloc, la condicionalitat en un sentit, és a dir, provem que
és necessari que l’equaci6 anterior sigui certa perqué T € M,,. Els resultats anteriors ens
permeten provar solament que les homotécies, les rotacions, les translacions i les inversions
preserven el valor d’aquesta funcio.

En primer lloc tenim el cas de les rotacions i les translacions. Com que sén isometries, la
distancia es preserva i, d’aquesta manera, la raé doble queda invariada sota 1’accié d’aquestes.
Les homotécies  — Rz, com que R és un nombre positiu, és cert que |Ra — Rb| = R|a — b|,
i partint d’aquesta base, s’obté immediatament el fet.

Finalment, a les inversions J(x) = ™ veiem que
e — ]

[T (1) = J(22)]

o zlae]
Aixi que resulta evident el resultat

|J () = J(z3)[| S (w2) — J(xa)| _ |2z — @3]z — 24
[T (@) = J(@a)[|J(x2) = T (ws)|  |w — wallws — 23]

En segon lloc, provem laltre sentit de la condici6. Suposem que T' és una bijeccié de
I’'espai R™. Podem asumir que T fixa oo composant a l’esquerra per la transformacié de
Mobius adequada, que ja hem demostrat que preserva la raé doble. En aquest cas,

|ya oo, y3vy4‘ = |.’L', OO,.’E3,£C4|,
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on hem denotat y; = T'(z;) i = 1,2,3,4. A més, |y,y2,00,ys| = |z, 22,00, z4|. D’aqui es té
per la definici6é que

|y2—y4| N |y—y4| - |y—y3|

= = = k = const.
|xo — x4 |z — 24 |z — x3]

Per simplificar la notacio, posarem F(x) = %T(x) Aix0 ens proporciona que
[F(x) = F(z4)| = [z — 2],

aixi que F' és una isometria i, per tant, T'(z) = kF(z) també. Ja que és una isometria, T
nomeés pot ser composicié de translacions i rotacions: T'(z) = Az + B, on B € R"1 A € O(n).
Hem obtingut, d’aquesta manera, una transformacié de Mobius. O

4.6.1 Principi de simetria

Considerem una hiperesfera S sobre ’espai euclidia completat, que asumirem sense perdre
generalitat que té centre a 'origen. Llavors, la reflexié d’un punt x, que posem considerar
que esta a linterior de la hiperesfera, és el punt que verifica les condicions segiients:

1. Es troba en la direcci6 i el sentit del vector £ que uneix l'origen (el centre) i el punt z.

2. Si llancem una recta (hi ha moltes) perpendicular a £ pel punt z, i aquesta talla esfera
en un punt xg, llavors el modul del vector és

(€,€) (€05 €0)

secq = S

<§7 §0>

essent & el vector que uneix l'origen amb el punt zg.

Pel fet que una recta que creua per z i zg es transforma en un cercle, i amb I’escaient
interpretacié de la simetria respecte a un pla, tenim el segiient teorema:

Teorema 4.17. (Principi de simetria) Les transformacions de Mébius preserven la simetria
respecte les esferes generalitzades.

4.6.2 Distorsio de diametres

El grup de moviments de l'esfera Ss, i.e. O(3), és isomorfe al grup de les transformacions
SU(2)/ £ 1. De la mateixa manera, O(n + 1) és el grup de moviments de ’esfera S,,. Les
translacions i rotacions pertanyen al grup de moviments de l'espai R". De fet, no hi ha
altres transformacions de Mobius a Isom(R) < M,,. Com que sén moviments, preserven els
diametres dels conjunts. Les reflexions respecte a un hiperpla preserven els diametres, ja que
preserven la longitud.

Proposicié 4.18. Considerem la reflexic T = Refg d’una hiperesfera S(a, R):

R%(z —a
Refs(x) = .’L('—(J,) + a.

Sigui B és un conjunt tancat que no conté a a, i sigui p €s la distancia de a al conjunt B.
Llavors el diametre (euclidia) és

. 2R?
diam(7T'(B)) = sup |21 —a2| < o (4.6.3)

T1,x2€B’
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Si 0o € B, llavors
R? 2R?
— < diam(T(B)) = sup |x1 — x| < —. (4.6.4)
p z1,T2€B’ P

Demostracio. Com en el cas planar, les rotacions i translacions adequades ens permeten

. . , 2 . ~ . z . . 2 . z
asumir a = 0. Aixi doncs, T'(z) = ﬁ—lg. La distancia minima des del zero al conjunt és p, aixi
que una hiperesfera E(0, p) és a 'exterior de B i, a més, és tangent a aquest conjunt.

La hiperesfera T'(E) és E (07 %2). Si B esta completament a l’exterior de S (respectiva-

ment, a U'interior de S), aleshores el cercle E va a l'interior (respectivament, a l’exterior) de
2R?

o
Si B conté una part de I’esfera S, el cercle F es troba a 'interior, mentre que E’ a I’exterior

de Desfera, d’on T'(B) queda acotat per E’.
Si oo estd en el conjunt, llavors per definicié co va a 0, i el diametre de T'(B), doncs, és
igual o major al radi de E’. O

S'1 E’ acota T'(B), i el seu diametre ha de ser com a molt igual a diam(E’) =

4.7 FEl model de Poincaré

Comengarem, com en el cas del pla, treballant sobre el model de Poincaré a R". Considerem
I’hiperdisc
B" = D(0,1),

de dimensié n — 1, centrat a l'origen i amb radi 1, i la seva frontera 0 B™.

Definici6é 4.19. Cada linia hiperbolica L d’aquest hiperdisc és la interseccié de B™ amb
cercles perpendiculars a dB™. La interseccié6 amb la frontera esta formada pels punts finals
de la linia hiperbolica (son dos). La métrica hiperbolica en aquest hiperdisc dp : A?" — R és
aquella que verifica les condicions seglients:

(i) Si y1,y2 € B™, y1 = y2, llavors dg(z1,22) = 0;

(i) Si y1,y2 € B™, y1 # yo, essent la linia hiperbolica L tal que a,y1,y2,b s’hi troben en
aquest ordre (I’ordre és indispensable); aleshores, la longitud

d]B(yla 92) = IOg |a’7 b7 Y2, y1|

Verifiquem que p és una métrica. Comprovem si per a tots els punts y1,y2,y3 € B”,

1. dgn(y1,y2) = 0 si i només si y3 = yo;

2. dgn(y1,y2) = dpn(y2,y1) (propietat simétrica);

3. dyn(y1,92) < dgn (y1,y3) + dgr (y3,y2) (propietat triangular).
Doncs bé, la demostracio és evident pel fet que si escollim tres punts arbitraris de ’hiperdisc,
inevitablement passa un pla per tots tres. La interseccié d’aquest pla amb I’hiperdisc és el
model de Poincaré bidimensional A = B2, que ja vam demostrar que era un espai métric.

Com a corol-lari d’aquest fet, podeu observar que donat un hiperdisc D(a, d) arbitrari i la

métrica dp definida analogament dg, (D,dp) és un espai métric.
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4.8 Forma infinitesimal del model de Poincaré

4.8.1 Espai de Minkowski

Per a construir una pseudoesfera n-dimensional tornarem a treballar a un espai de Minkowski.
En aquest cas, 'espai R} (és un espai pseudoeuclidia del tipus (1,7)). El producte escalar
de dos vectors &; 1 & en un punt x( sera de la forma

n+1 n+1
(€1,6) =&1& — Y&, (O =(E) =D (€ =K. (48.1)
k=2 k=2
i no és necessariament positiu. Utilitzarem la notacio (¢,x!,...,2") per les coordenades d’un

punt? P. La métrica d’aquest espai és
di? = dt* =Y " (dz*)?.
k=1
La pseudoesfera n-dimensional esta formada per tots els punts amb el quadrat del modul (el
que s’ha definit a la formula (36)) igual a R? tenen ’equacié de I’hiperboloide

2 — (2?2 — (2*)? —... - (™) = R%

Considerem la fulla superior, és a dir, R > 0. Aquesta situaci6 és del tot inasumible a I’espai
euclidia, ja que no hi ha punts que estiguin a una distancia negativa de 0, és a dir, el producte
escalar és estrictament positiu.

4.8.2 Projeccio estereografica de la pseudoesfera

Constituirem la projeccid estereogrifica a la pseudoesfera en el disc de Poincaré. Prendrem
radi R = 1. La mateixa figura que hem usat al capitol tercer podem utilitzar-la ara. Aquesta

mostra la hipérbola t2 — (z%)? = 1, 2% = 2!,... 2™

Figura 4.8.1: Projecci6 estereografica de la pseudoesfera.

Els punts de la pseudoesfera es projecten sobre I'hiperdisc unitari centrat a l’origen, amb

coordenades y!,...,y". Més concretament tenim aplicant el Teorema de Tales que
1 n
T t+1 x t+1
TS ey T = (4.8.2)
Y 1 y" 1
2A la fisica moderna, els punts P = (¢, z, ., x™) se solen anomenar successos.
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Aquests han de verificar t2 — (z1)2 — ... — (z")? = 0, és a dir, han de tenir modul unitat.
Substituint ’equacié de la pseudoesfera en aquesta equacio:

=)+ D)+ )+ D)
La soluci6 positiva (és a dir, la meitat superior) és

_ Lty
1—[yl*’

essent |y| la norma euclidiana n-dimensional. Ja que 2/ = y7(t + 1), j = 1,...,n, trobem les
formules explicites de la projeccié estereografica:

1+y*> 2 n o 2y"
27 x —_ 72,...’ 1»‘ —_ 72.
1 — [yl 1yl 1yl

Afegint un punt de I'infinit a la pseudoesfera, i afegint la frontera de B, és a dir, 9 B", definim
@(OB"™) := oo. Clarament, ¢ és un homeomorfisme, ja que establim una correspondéncia
biunivoca entre els punts de la bola de Poincaré i la pseudoesfera «completada». Mentre
que a la pseudoesfera evaluem la longitud amb la métrica de Minkowski, aixo és, dI? = dt? —
(dx')" —...—(dz™)?. Entre dos punts (successos), Py = (t1,z1 ..., 27%) i Py = (to, 23, ..., 28),
Iinterval espai-temporal entre ambdés punts és

P Py = \/m 122 = (o] — 2.

J

Per tant, la métrica reciproca a la distancia cordal amb qué esta dotada ’esfera, establerta so-
bre la pseudoesfera completada amb oo, és l'interval espai-temporal entre les seves projeccions
estereografiques:

py1,y2) = [@(y1) — ¢(y2)|-

Calculant directament, obtenim

2|y2—y1| ~ n 2
) P z 7aB = T
V(= Jz2?)(1 = [1]?) o ) (1 —[21/?)

la notacio p(x1,0B") indica distancia respecte a un punt de la frontera.

Analogament a com hem construit la métrica en el disc de Poincaré, tornem a obtenir
que de les formules de la projeccié estereografica al cas planar i al cas n-dimensional sén
equivalents. Aix0 ens diu, a més, que en entorns suficientment petits, la meétrica del model
n-dimensional de Poincaré (a la geometria de Lobatxevski) queda definida pel diferencial de
la longitud:

p(y1,y2) =

lim 2|Ay| _2|dy|
Ay=0 /A =P) T =y +AyP) 11—yl

A partir d’aquests calculs, veiem que tota corba suau L al model de Poincaré n-dimensional
de la forma y(7) = (y*(7),...,y"(7)) i a < 7 < B té longitud

)| . dy* dy"
l=[dl=2 d =\—- .y
/ / 1 _ |y 7_ 7—7 y(T) dT ) ) dT b

on naturalment |y(7)| < 1. Posem un exemple:

dl =

a7
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Exemple 4.20. Dibuixem un segment y(7) = (rr!,...,7r"), on el vector unitari r = (r?),
0 <7< a, és de forma que a|r| < 1,iy; = ar, és adir, y] = ar?, j = 1,...,n. Llavors, la
longitud d’aquest segment és

«
I = 2/ rldr o PP, T I
L—[rf? [T =l lo 1=yl

Examinarem aquesta qiiestié més endavant, quan introduim els moviments de B".

4.9 Moviments de la métrica hiperbolica

Les uniques aplicacions bijectives que preserven la raé doble sén les transformacions de Mo-
bius. Per tant, el grup d’isometries de la métrica hiperbolica esta format per les aplicacions
de M,, que transformen l’hiperdisc en ell mateix, és a dir, M(B"™). A més, el Teorema de
Liouville ens diu que Aut(B") = M.,,. Finalment, Aut(B"™) = Isom(B").

Sigui T un automorfisme de B"™ de forma que T'(y;) = 0. Com a conseqiiéncia del darrer
fet,

dg(y1,y2) = dg(0,T(y2))-

La linia hiperbolica L que passa pel 0 és una recta. Per tant, la distancia hiperbolica entre
IT(y2)] 1+ [T(ys)|

.Z'lil‘g és
1+7
l:/dlzlog— =log — 721
1=l 1—[T(y2)|

4.10 FEl model de Klein

El model de Klein n-dimensional de la geometria de Lobatzevski es defineix com
H" = {z = (2!,...,2") eR":am > 0}.

Gracies a qué el grup Mvn preserva la distancia hiperbolica, el segiient enunciat és cert:

Proposicié 4.21. El grup de moviments de H" és exactament Aut(H") = M(H"), on
M(H") ={T e M,, : H" — H"}.

De fet, és una propietat exportable a qualsevol model (H,dy) de D’espai hiperbolic. Ja
hem anat veient com els conceptes que haviem establert als models bidimensionals sén certs
per a dimensions més elevades. Donat que la métrica del model de Poincaré n-dimensional és
la mateixa que a A, amb la transformacié de Mébius oportuna, el tensor métric de B™ resulta
transformar-se de forma que

dle, y" > 0.
y'ﬂ

També es pot obtenir aquest resultat amb una equaci6é funcional de la segiient manera: su-
posem que la métrica riemanniana que busquem és g;; = g;; (y!,...,y"). De les equacions
obtingudes al cas planar, sabem que

9(y) = 9(ry) -7, 9(y) = gly +b), 9(y) = g <|yy|) ﬁ
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per ar > 0, b € R"/y". Donat que g(y) = g(y + b) tenim que g(y*,...,y") = g(y").
D’aquesta manera, com que y™ > 0, g(ry) = g(y)/r, d’on s’obte

9(1)
9(y) = =—.
)
Obtenim que la métrica riemanniana és
ny _ 91 dy
gy = 29 = gyl (4.10.1)
Per trobar g(1) prenem una distancia senzilla. El versor e, = (0,...,0,1) es troba a una

distancia log |0, o0, 2€,,, €,| = log 2, del punt 2e,, per un segment de linia hiperbolica L. La
parametritzacio L : [1,2] — H" és L(7) = (0,...,0,7), on 1 < 7 < 2. Per tant, s’ha de tenir

que
2

zz/ dl = 9T (1) log 72 = g(1)log2, (4.10.2)
vy

T
1

és igual a log 2. Per tant, g(1) = 1. Aixi doncs, la métrica del model de Klein H" ve donada
per 'expressio
lay|

dl = .
y’ﬂ

(4.10.3)
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Conclusi6

Arribat’s a aquest punt, és I’hora de comprovar si hem assolit els finalitats que ens vam
proposar:

En primer lloc, hem exposat un recull organitzat de propietats i caracteristiques de les
transformacions de Md&bius, juntament amb les seves aplicacions a la geometria hiperbolica;
a més, hem demostrat la majoria sense consultar cap demostracié prévia, tot i que, com era
d’esperar, les proves han estat forca semblants. Tot i aixd, quan ha estat oporti, ja hem
esmentat en quina prova ens hem recolcat. En el cas del Teorema de Liouville, ha estat
d’especial satisfaccié haver pogut el-laborar la demostracié del teorema per a n dimensions,
a partir de la demostracié del cas tridimensional. Malgrat aixo, el teorema és cert per a
funcions menys suaus que 4-difeomorfismes, i aixd no ha estat possible demostrar-ho.

En segon lloc, analitzem l’afinitat entre el primer i el segon bloc. Podem observar, sen-
se anar més enlla, com les propietats de les transformacions planars i espacials son gairebé
idéntiques, pel que fa a les propietats de composicid, les superficies que on les hem estudiat,
les propietats de conservaci6 d’angles, les imatges d’esferes generalitzades i la classificacié
d’aquestes, aixi com ’analogia entre un gran nombre de caracteristiques de la métrica hiper-
bolica.

En tercer lloc, podem dir que els lligams entre la geometria complexa i 'analisi complex
son evidents. A més a més, la qiliestio fonamental era percebre com les superficies i la seva
meétrica semblen indissolubles dels seus grups de moviments. Ho hem advertit quan parlavem
del pla completat i de ’esfera, o dels seus semblants a la geometria hiperbolica, el disc de
Poincaré i la pseudoesfera. Al final, obtenim que les transformacions de Mobius, d’una banda,
ens ajuden a simplificar la geometria en dos dimensions i, de l’altra, ens ajuden ha demostrar
proposicions que involucren superficies a 1’espai.

En quart lloc, el grau de dificultat s’eleva progressivament, a fi d’atényer ’objectiu d’ad-
herir el contingut que, ostensiblement, agrupa coneixement de diverses arees d’estudi de la
matematica. En general, s’ha aconseguit que la matéria sigui forca continua en la mesura
que els principis fonamentals o subjacents —que de vegades sén més complexos que els conse-
glients— no s’han inserit a ’encet d’una exposicié, siné com a contingut successiu. En resum,
els nostres objectius s’han assolit optimament.

Per concluir, cal afegir que les transformacions de Mobius segueixen essent un camp d’in-
vestigacié actual, i se segueixen publicant articles periddicament. Tot el contingut de la
nostra recerca és genuinament introductori, perd alhora tutil perqué el lector pugui fer el tast
de diversos camins per on després pot interessar-se.
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