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ABSTRACT 

 

El treball comença amb una recerca bibliogràfica: una breu historia dels nombres de Fibonacci des dels 
seus orígens abans de Crist fins a l’actualitat, la relació amb el nombre auri i l’espiral de Durero i un 
apartat on s’exposa i es dubta que Fibonacci estigui per tot arreu. 

Hi ha uns capítols bibliogràfic-pràctics on s’han escollit un seguit de propietats seguint diferents criteris: 
unes perquè tenen nom propi (Cassini, Catalan, Honsberger, ...), altres perquè s’utilitzen al llarg del 
treball d’investigació. Totes aquestes propietats s’han demostrat de forma original. 

També s’ha estudiat la relació entre la famosa seqüència i uns jocs o entreteniments matemàtics: els 
Nims de Fibonacci i Wythoff i les paradoxes de Hopper. Pels primers s’ha definit un nou tipus de 
numeració (fibonumeració) i s’han demostrat un seguit de propietats i teoremes que, posteriorment, 
s’utilitzen per trobar la tècnica guanyadora d’aquests Nims. Malgrat que molts articles afirmen que les 
paradoxes de Hopper es basen en la seqüència de Fibonacci, en el treball queda clar que no 
forçosament és així. 

En la part d’INVESTIGACIÓ(últims capítols) s’ha fet un descobriment inesperat. 

En molts llibres, articles i webs podem veure demostracions que mostren que la raó entre termes 
consecutius de la seqüència de Fibonacci tendeix cap al nombre auri (arrel positiva del polinomi x2 – x – 
1) i que la raó entre termes consecutius de la seqüència de Tribonacci tendeix cap a la arrel positiva del 
polinomi x3 – x2 – x – 1. Sembla natural generalitzar,seguint el mateix procés, que el quocient entre dos 
termes consecutius d’una k-fibosèrie tendeix cap a una arrel del k-fibopolinomi, però res més lluny de la 
realitat.  

Aquestes demostracions tenen una escletxa: parteixen de la suposada convergència d’aquestes raons.  

Per  tal de poder aprofundir en aquest buit  ha calgut definir conceptes nous, generalitzar als nombres 
complexos i demostrar propietats i teoremes, alguns d’ells inèdits.  

El treball finalitza amb el Teorema de Ranchal (inèdit) que diu: 

 

“per tot k>2 existeixen k-fibosèries en que la raó entre dos termes consecutius no convergeix” 

  



 

 

 

 

 

 

 

“El camí més curt entre dos veritats de 
l’anàlisi real passa per l’anàlisi complex.” 

Jacques Hadamard 
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En segon lloc, a la Mª Dolors Magret, professora de matemàtiques de la UPC, per la seva ajuda quan 
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⎞

                     

Fibonacci i 

agonals con

t propietat 

⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞ n2

                      

de Tartaglia

secutives am

⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞− n
2

3

....

51

1

1

                    

a no és d’es

mb una incli

+⎟⎟
⎠

⎞−
3

4n

...

1010

64

33

21

11

1

                      

stranyar que 

nació adient

L

 

....

150

14

1

1
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En efecte

Ho demo

Per n = 

Suposem

=−F 2n

⎜⎜
⎝

⎛
=−F 1n

Sumant 

Fn

Aplicant 

F

 

 

6.3.  E

Una equ
permete
primers 

Curiosam
Lucas. C

 

Teorem

Les solu
parelles 

Abans de

• L

• S

Anem ar

La implic

                      

e: 

ostrarem per

1, 2, 3, 4 la 

m que es veri

⎜⎜
⎝

⎛

⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞

⎝

⎛ − n
0

2n

les dues exp

⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
2n

la propietat 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
1n

Fn

Equacions a

uació diofànt
n solucions 
a estudiar aq

ment hi ha e
Concretament

ma [6.3.1] 

ucions de l’e
de nombres 

e demostrar 

L’única soluc

Si  )b,a( és s

ra a demostra

cació cap a l’

                     

r inducció so

relació es ve

ifica per valo

+⎟⎟
⎠

⎞−
0

3n

+⎟⎟
⎠

⎞−
1

3n

pressions ten

⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞

⎝

⎛ −
1

n
0

3n

[2.9.2] obte

⎜⎜
⎝

⎛ −
+

1
2n

amb soluci

tica és una 
enteres. El 

quest tipus d

equacions d
t demostrare

quació diofà
consecutius 

)b,a( és 

e

el teorema o

ció amb x = y

solució amb 

( aa 2 +

ar el teorem

’esquerra del

                      

bre n 

eu en el trian

ors més petit

⎜⎜
⎝

⎛ −
+

1
4n

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

2
4n

im 

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞−
1

4n
1

3

nim 

+⎟⎟
⎠

⎞2

ó els nomb

equació, ge
seu nom fa 

de problemes

iofàntiques q
em els següe

àntica xx 2 +
de la seqüè

solució no tr

existeix un “k

observem qu

y és ()1,1( =

b1 <  alesho

1bab 2 <−

a: 

l teorema és

                     

ngle de Tarta

ts que n, per 

+⎟⎟
⎠

⎞

+⎟⎟
⎠

⎞

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
2

4n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
2

3n

bres de Fib

eneralment 
referència a

s. 

que la soluc
ents resultats

1yxy 2 ±=−
ncia de Fibon

rivial de x 2 +

k” tal que  F

ue: 

)F,F( 21  

res ba <  

a 2 −⇒

s la identitat d

                      

aglia. 

n-1 i n-2 tin

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
2

5n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
3

5n

⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
3

n
2

5n

⎜⎜
⎝

⎛
+

n

bonacci i d

amb vàries 
al matemàtic

ció té a veu
s: 

plantejada 
nacci i les so

yxy 2 ±=−+

FiaF 1kk = +

1b 2 ⇒<

de Cassini [6

                    

ndrem: 

⎜⎜
⎝

⎛ −
+

3
n

⎜⎜
⎝

⎛ −
+

4
n

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞−
3

6n
3

5

+⎟⎟
⎠

⎞−
3

4n

e Lucas. 

variables, p
c grec Diofa

re amb els 

sobre els no
olucions trivia

1±  aleshores 

b=  

)ba <⇒  

6.1.3] 

                      

L+⎟⎟
⎠

⎞−
3

6

L+⎟⎟
⎠

⎞6

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
4

6n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

4
5n

per a la qua
nt d'Alexand

nombres de

ombres natu
als (0,1) i (1,
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La implic

 Si y

• S

Les 

• S

l’ún

• S

l’ún

• S

no h

 Fixa
tipu

Si (

Com

 

 

Propiet

Un nomb

En efecte

Com “n”

2
n5n 2+

 
On “n” i 

L’últim m
una pare

                      

cació cap a la

y < 5 la impli

Si ⇒= 1y

úniques solu

Si   = 2y

ica solució e

Si   = 3y

ica solució e

Si   = 4y

hi ha cap sol

at un nombre
us )F,F( 1kk +

)n,a( és soluc

n()an( 2 +−

m )a,an( − és

at [6.3.2] 

bre “n” és de

e: 

” i  4n5 2 ±  t

m
42

=
±

“m” són nom

membre de l’
ella de nomb

                     

a dreta la de

cació cap a l

−+⇒ xx2

ucions són  (

+⇒ 2x2

entera és 2,1(

+⇒ 3x2

entera és 3,2(

+⇒ 4x2

lució entera. 

e n suposem
) . Anem a pr

ció de  xx 2 +

aa)a 2−−

s una solució 

kF =

e Fibonacci s

tenen la mat

n5 2 ±⇔

mbres natura

’equivalència
bres de Fibon

                      

emostrarem p

la dreta es ce

=±− 011

,1(i)1,0(

=±− 014x2

)f,f()2 32=

=±− 019x3

)f,f()3 43=

=±− 0116x4

   

m que per tot
rovar que si 

1yxy 2 ±=−

an 22 +=

amb a < n ,

1kFian +−

i i només si 

eixa paritat p

nm24 −=±

als 

a ens indica q
nacci consecu

                     

per inducció 

erta 

−
=⇒ x

)f,f()1, 21=

=⇒ x0

=⇒ x

⇒ x0

ta y < n les 
)n,a(  és una

 aleshores  

naan22 −+−

, per hipòtes

a ⇒=

o4n5 2 +

per tot valor 

n5 2 ±⇔

que “n” i “m
utius.     

                      

sobre “y”: 

=
±+

2
451

±+−
=

2
202

±+−
=

2
453

±+−
=

2
804

solucions de
a solució tam

n(ina <

aa 22 =−−

si d’inducció t

kk FFn ++=

4n5 2 − és

de “n”, tenim

m44 2 −=±

m” són solucio

                    

⎩
⎨
⎧

=
=

1x
0x

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
=

=
±

x

x
4

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

=
=

x

2x
4

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−
=

=
±

x

x4

e l’equació x
mbé és del tip

)a,an − tamb

ana 2 −−=

tenim que ex

2k1 F ++ =  

s un quadrat

m la següent

nnm4 2+

ons del teore

                      

=

+−
=

1

2
242

 

+
2

413  

+−

+−

2
764

2
844

 

yxyx 22 =−+

pus F,F( 1kk +

bé és solució 

nn 2 =+

xisteix un “k”

t perfecte 

t equivalènci

nmn2 +⇔

ema [6.3.1] 
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Propiet

Un nomb
Fibonacc

En efecte

Pels prim

Si ho con

L

 

 

Propiet

En efecte

En prime

2
n (F5 +⋅

La igualt

es mostr

F5

⇔

⋅

 

 

Teorem

Les soluc
de nomb

)b,a( és 

En efecte

La implic

Per dem
[6.3.2] “
[6.3.4] o

 

                      

at [6.3.3] 

bre de Lucas
ci n1n FF +− +

e: 

mers valors d

nsiderem dem

2nn LL − +=

at [6.3.4] 

e: 

er lloc anem 

2
n

n L4)1( =⋅−

tat obtinguda

ra a continua

2
n

n2
n

F2

)1(F3

4)1(F

⋅⇔

−+⋅

⋅−+

ma [6.3.5] 

cions de l’eq
bres on el pri

solució de  5

e: 

cació cap a l’

mostrar la imp
“x” és un no
obtenim que 

                     

s nL , amb n

1+  

d’”n” és evide

mostrat fins 

3n1n F(L −− =

a transforma

n1n
2
n FF( − +=

a 2
n 1(F5 −+⋅

ació : 

1n1n

2
n

n

2
1n

2FF

F22

F2F4

+−

−

−

=⋅

⋅=⋅

⋅+=

quació diofàn
imer és de la

=± 22 y4x5

’esquerra del

plicació cap 
ombre de Fi
“y” és el nom

 

                      

>1,  és la su

ent: 2n ⇒=

a n-1 veiem 

1n3 F()F − ++

5 ⋅

ar l’enunciat

2
1n

2
1n

2
1n

F

F)

−

−+

+

=

2
1n

n F4)1 −=⋅

n1n

n
2
n1

n2
n

F(F2

F2F

)1(2F

−− ⋅⋅

⋅++

−⋅+

ntica 2 4x5 ±

a seqüència d

⇔ exis

l teorema és

a la dreta ob
bonacci  (x
mbre de Luca

                     

uma del ante

312 FFL +=⇒

que és cert 

n2n )FF − =+

n2
n )1(F ⋅−+

2
n

1n

(2F2

FF2 −

−⋅+⋅

⋅⋅+

2
n1 2F2 +⋅+

n1

1nn

2
1n

n

)F

F

F

−

+

⇔+

⇔⋅

⇔+

2y4 = plante
de Fibonacci 

steix un “n” t

s la propietat 

bservem que
)nF=    i pe

as correspon

                      

erior i el pos

3 3n, ⇒=

per n: 

2n3n FF( −− +

2
nL4 =  

2
1n

n

2
1n1n

F)1

F

+

++

+−

+
 

2
n

n F)1( ++−⋅

n1n

2
n

2
n

FF2

1(F2

(F3

− ⋅⋅

−+⋅

−+⋅⇔

ejada sobre e
i el segon e

tal que     Fn

[6.3.4] 

e 4x5 2 ±   é
er tant  tenim
nent. 

Per la pro

                    

sterior al cor

423 FFL +=⇒

1n2 FF() − ++

1+ és equivale

1n1n

2
n

n

2
1n

n

F2

F22)1

F2)1

−+

−

⋅=

⋅=⋅

=⋅−

els nombres 
l correspone

Lia n ==

és un quadra
m 2

n 4F5 ±⋅

opietat [6.1.3

                      

responent en

4  

1nn F)F − +=

ent a una ev

1n

nn
2

1n

2
1n1

F

FF2

F

+

−

+

⋅

⋅⋅+

⇔+

naturals són
nt de la de L

b  

at perfecte i 
2y=   i per 
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7. FIB

Anomena
consecut

1nFn =

 

Teorem

Tot nom

Per tot n

En efecte

Ho prova

En els pr

10

7

4

1

=

=

=

=

Suposem

Si n és u
de Fibon

Per hipòt

FFn1
+

Del que 

• 

• 

 

 

Teorem

La fibopa

Per tot n

Ho prova

Si un no

Fn

                      

BOPARTICI

arem fibopa
tius, que sum

32 nn FF +++

ma [7.1] 

mbre natural e

nombre natur

e: 

arem per ind

rimers casos 

6

5

4

2

f28

ff25

ff13

f1

+=+=

+=+

+=+=

=

m que és cert

un nombre de
nacci consecu

tesis d’induc

FF nn 32
++ L

es dedueix: 

1n1x >−  

FFF nnx 1
++

ma [7.2] 

artició un no

∈n N existeix

arem per red

mbre Natura

FF nn 321
++

                     

IÓ D’UN NO

rtició d’un n
min “n”, però

rnF++L  és 

es pot fibopa

ral “n” existe

Fn n1
=

ducció sobre 

l’existència 

3

3

2

f

f

f

+

t fins  “n-1” ,

e Fibonacci e
utius, es a di

ció  existeix 

FnFnr
−=+L

Fn32
+++ L

mbre natura

x una única s

Fn n1
=

ducció al abs

al té  dos fibo

Fnr
=++L

                      

OMBRE NA

nombre natu
ò excloent F1

una fibopart

artir, es a dir

eix una sèrie 

FF nn 32
+++

n. 

de la sèrie é

811

88

55

22

=

=

=

=

, anem a pro

evidentment 
r, existeix x

una fibopart

FFF x1xx −< +

nFnr
=+

al és única 

èrie 21 nn >

FF nn 32
++

urd: 

oparticions d

FF mm 21
++

                     

ATURAL 

ral  “n” a u
, més concre

ició de “n”   

: 

ordenada n

Fnr
++L

s evident: 

46

6

5

3

ff38

f8

f5

f

+=+

=

=

=

ovar que per 

ja està fibop
quetalN∈

tició de Fn −

amF 1xx = −

xamb

3 nn >>> L

Fnr
++L

iferents n1 >

FF mm 3
++L

                      

na sèrie de 
etament: 

 nn1 >⇔

nn 321 >>>

amb

4

 “n”  també 

partit en cas 
x nFe <<

xF  

nnmb 21 >

nnix ki +≠

rn tal que 

amb

nn2 >>> L

ambm s

                    

nombres de

nn 32 >>> L

1nr >>> L t

1nn ki +≠  

812

89

56

33

=

+=

+=

==

existeix la sè

contrari esta
1xF +  

n32 >>> L

1  

1nn ki +≠  

mi1r >

nn ki ≠

                      

e Fibonacci o

i1nr >>

tal que 

6

26

25

4

f13

ff1

ff1

f

+=++

+=+

+=+

=

èrie: 

arà entre dos

ni1nr >

mm 21 >> L

mm,1 i ≠+
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ordenats, no

1nn ki +≠

24 ff ++

 

s nombres 

1nn ki +≠  

1mr >>  

1mk +  
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Podem s

1 mn FF <

Per la pr

I per tan

 

 

7.1.  F

A partir d
anomena

• 
• 
• 

s

Aquí ten

74 = 5

Direm q
fibosena

n1

Està clar
es podem

 

 

7.2.  A

A contin

 

Proposi

No hi ha

En efecte

En prime

Primer: 

                      

suposar que 

1m  o el que é

ropietat [6.1.

nt 

21 nn FF ++

Fibonumera

de la fibopar
arem fibonum

Un nombre n
No hi poden 
Els uns i zero
sent de dreta

im uns exem

50 = 34 + 1

55 + 13 + 5 +

ue un núme
r en cas con

>>>
=

nn
n

321

r que hi ha in
m escriure co

Alguns resu

uació s’expo

ició [7.2.1] 

 dos nombre

P

e: 

er lloc s’expli

Si acaba en
la xifra ante
no tenia do

                     

ki mn ≠   (el
és el mateix 

.7] podem de

3n FF +++ L

ació 

rtició de nom
meració: 

natural nomé
haver dos u

os expressar
a a esquerra

mples de nom

13 + 3 = 1·F9

+ 1 = 1·F10 +

ero natural é
trari: 

>>>
++
1n
FFF

r

nnn 21

L

nfinits nombr
on una succe

ultats sobre

saran un seg

es naturals co

Per tot fibose

quen el pass

n zero, trans
erior (és a d
os 1 seguits, 

                      

s que fossin 

11 m1n FF ≤+

eduir que: 

nn 21
FF +

1r 1nn FF ≤< +

mbres natural

és estarà rep
ns consecuti

ran la presèn
a aquests nom

mbres expres

9 + 0·F8 + 1

+ 0·F9 + 0·F

és fiboparell 

≠
++

nni
F

ki

nn r3
L

res fiboparell
essió creixen

efibonume

guit de propie

onsecutius q

enar nFS tenim

sos per suma

sformem aqu
ir, una més a
i és correcte

                     

iguals els po

n32
F +++ L

11 mm FFF +≤

ls es pot idea

presentat per
ius 

ncia o absènc
mbres orden

ssats en la fib

·F7 + 0·F6 + 

F8 + 1·F7 + 0

si l’últim sum

⇒
⎭
⎬
⎫

+ 1

ls i els podem
t { }nnFP  i e

ració 

etats i teorem

ue siguin fib

m que FSn −

ar 1 en  a un

uest en 1 i si 
a l’esquerra, 
e perquè 1+1

                      

odem simplif

1nn 1r
FF +<+

32 mm FF ++ L

ar una nova 

r dos símbols

cia respectiva
ats des d’F2

bonumeració

0·F5 + 1·F4

0·F6 + 1·F5 +

mand de la s

⎩
⎨
⎧

⇒
fiésn
fiésn

m numerar d
els fibosenar

mes que ens

bosenars, això

1−    i  FSn +

n nombre exp

acaba en 1 
que ha de s

1=2).  

                    

ficar), i en pa

 

smF+L  que

manera de n

s  0 i 1. 

ament dels n
fins a F∞. 

ó 

+ 0·F3 + 0·F

+ 0·F4 + 0·F3 

seva fibopart

⇔
⇔

bosenar
iboparell

de manera cr
rs es escriure

s seran útils e

ò es pot exp

1+ són fibopa

pressat en fib

el transform
ser 0 perquè 

                      

articular supo

e és un absur

numeració qu

nombres de F

F2 = 101001

 + 1·F2 = 10

tició té subín

⇔
⇔

sésn
pésn

r

r

reixent, per a
em { }nnFS  

en propers a

pressar així: 

arells 

bonumeració

mem en zero 
partim d’un 

       Fibosèries

Φk33Φk

osem que 

rd    

ue 
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senar
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ó: 
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Segon: 

Tercer: 

A contin

Tot fibos
en 1 i a
parell de
segon, e
la dreta 
parell de

Com que
darrera n

 

 

Proposi

Si n i n+

En efecte

Si un fib
sumar-l’h
quedarà 

Si el fibo
xifra. A 
xifres a l

Si despré
molt pod
haver-n’

 

 

Teorem

Per tot n

En efecte

Per come

Primer: 

                      

Exemples: 

L’asterisc (
arreglar-ho

Si amb aix
prèviament
anterior als
l’anomenar

Seguint am

Repetim e
fibonumera

10010

uació anem a

senar acaba 
l emportar-n
e xifres (com
el primer es m
d’aquest. Pe

e posicions F2

e després de
n’hi hauria u

ició [7.2.2] 

+1 són fibopa

e: 

boparell acab
hi 1 (de la 
un fiboparel

oparell acaba
partir d’aquí
l’esquerra, pe

és de fibopa
drà haver do
hi un de sol 

ma [7.2.3] 

número natur

e: 

ençar consid

Tot fibosen
xifres s’hau
desplaçame

                     

100101010fi

*) indica que
o. 

xò queden 
t ocupada) a
s dos (que ta
rem emporta

mb els exemp

l pas 2 fins
ació.Acabante

01100*=100

a demostrar 

en zero, per
nos-el tantes
m que es mo
mou dos xifr
er tant l’últim
2+2n, per tant

e fibosenar h
n altre. 

arells aleshor

ba en 0, la x
manera des
ll acabat en 

a, en canvi, 
í, pel mateix
er tant la últ

rell acabat e
os fiboparell

ral “n” es ve

derem: 

nar acaba en
uran desplaç
ent a la dre

                      

b + 1=10010

e no està be

dos 1 segu
apliquem Fn+
ambé haurà 
ar-se (els 1). 

ples d’abans:

s que no qu
els exemples

110000*=10

la proposició

r tant, per a
s vegades co
ou juntamen
es cada vega

m 1 queda se
t és sempre 

ha d’anar fibo

res n – 1 i n 

xifra anterior 
scrita en l’an
1 

en 1, al sum
x motiu que 
tima xifra és 

n 0 en ve un
s seguits, el

rifica  FSn =

n 0 i si li tr
çat una pos
ta i ho expr

                     

01011*    ; 1

en expressat 

uits (perquè 
+Fn+1=Fn+2 i 
de ser 0 pel
 

     1001010

uedin dos un
s: 

01000000fib 1

ó: 

 formar FSn

om sigui nec
nt amb el de
ada que s’em
empre a la po
fiboparell. 

oparell, aban

+ 2 són fibo

també ha d
nterior propo

mar-l’hi 1 aq
en la propos
F3+2n, per ta

n acabat en 1
l primer  ac

nn FPS −  

raiem aquest
sició a la dre
ressarem aix

                      

1010101fib+1

en fibonum

la xifra an
transformem
mateix mot

11*=100101

ns seguits, e

1011000*=1

1+ , en el p
cessari aques
e la seva es
mporta: ···01
osició de F2 

ns també, pe

osenars 

de ser 0 perq
osició) nomé

uest es conv
sició 9.1.1 e
nt és fibosen

1, i després d
abarà en 0 

t 0 ens qued
eta, per aix

xí: n i a la o

                    

=1010110* 

eració ja que

nterior a on 
m els dos 1 e
iu que en el 

1100* ; 1010

es a dir que

100000*=10

pas 1 transfo
st 1 sempre 
squerra a la 
11*···=···100
o a alguna d

erquè si no d

què si no se
és caldrà fer

vertirà en 0 
s pot moure
nar. 

d’aquest sem
i el segon e

darà un fibo
ò anomenar

operació d’afe

                      

e té dos uns

s’hagi afeg
en 0 i afegim
pas 1). A aq

0110*=1011

edin ben ex

0000000fib 

ormem aques
es mourà u
posició a l’e

0···), i mai q
desplaçada u

després del f

ria fibosenar
r el pas 1, a

i s’afegirà 1 
e una quantit

mpre va fibos
en 1, però t

oparell (perq
rem a aques
egir un 0 l’a
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s seguits, cal

git 1 estava
m 1 a la xifra
quest procés

000* 

xpressats en

st 0 del final
na quantitat
esquerra del
quedaran 1 a
una quantitat

fibosenar del

r, així que al
així que ens

a la segona
tat parell de

senar, com a
també podrà

uè totes les
sta operació
anomenarem
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Segon: 

Tercer:  

Quart:  

A contin

 

 S

I

•

•

•

•

 

                      

desplaçame
fer amb no

Exemple:10

Si desplace

Com que to
l’esquerra d
a l’esquerra

Com que d
tindrà com 
a la dreta) 

Per tant al 

Que serà F
F2 que traie
que li corre

uació anem a

Pels primers 

Si ho supose

I ens podem

• Que  nFP  

• En aques
ells és 1, 
la dreta i 

• Que  nFP  

En aques
dins dels 
de restar
separa no
fibopartic

• Que  nFP  

En aques
nombres 
una fibop

(FP1 n −=

                     

ent a l’esque
ombres acaba

0001001001

em a l’esquer

ot fibosenar 
dona fibosen
a, es a dir  F

desplaçar mo
a fibopartici
a cadascun 

restar nFS −

FF( mn ++

nFP   si   nFP  
em per a po
espon queda 

a provar el t

casos Fn =

FS3

FS1

=

=

em cert fins a

m trobar en tr

 acabi en 0 

t cas nFP   i  
per tant nFI
la seva difer

 i 1nFP +  acab

st cas el resu
dos parènte

r l’1 han d’e
o es pot des
ció vàlida ent

 acabi en 1 

st cas en que
a traslladar 

partició vàlida
) (FP21 n−+−

 

                      

erra i l’expre
ats en 0). 

100100100=

rra un fibopa

es pot fer de
nar, el conjun

nn FPFS = . 

ou tots els 1 
ió els termes
dels termes 

nFP− ens que

F()F nl −++L

 acaba en 0 
der desplaça
un F1 que é

eorema per 

nn FPFS −   és

7FPS

2FP

33

11

−=−

−=−

a n, per a  n+

res casos: 

i per tant nFP

1nFP +   nomé
  i  1nFI +   no

rència és 2. E

FS(1 n=

bin en 1:   

ultat és  (1 =

sis. Com que
estar per for
splaçar a la d
tre   1FP 1n −+

i 1nFP +  acab

eda com a r
només n’hi h
a entre els d

)11n +−  

                     

essarem n , 

1001i01

arell ens dona

esplaçant a l’
nt dels fibose

en una mate
s immediatam
del nombre o

da: 

F 1m1n −− ++

i  11FPn +−
ar i després d
s aquest 1 q

inducció: 

s evident 

4

1

−

+1 tenim qu

1nP +  acabi en

és es diferen
omés es dife
Ens queda pe

FP2 nn −−+

( 11FP 1n +−+

e 1FPn −    i  
rça separats 
dreta ( és FP

1FPi1 n −

i en 0:   

resultat (1 =
ha un acabat
dos i es dife

                      

la primera d

100101001 =

arà un fibose

’esquerra un
enars és equ

eixa direcció 
ment següen
original. 

()F 1l− =+L

1   si acaba e
de la resta s
ue afegim al

FPFS4

FPFS2

4

2

−=

−=

e FS(1 1n= +

1:   

cien en aque
erencien en u
er tant: 

FFS()1 n −−

) ( 1FP1 n +−−
1FP 1n −+   

per un fibo
Pn, que hem

1    i són per 

) (FPFP n1n −+

t en zero ( e
erenciaran pe

                    

d’aquestes o

0010  

enar pel mat

n fiboparell i t
uivalent al de

una sola xif
ts (cap a l’es

FF 2m2n −− +

en 1 ( perquè
si fem per se
l final). 

610P

35P

4

2

−=

−=
 

F()FP 1n −− +

esta última x
un 1 a la seg

)FPn  

)1+    d’on po
es diferencie

osenar i prou
m dit que aca

tant nombre

)11n +−    , 
l FI que els s
er tant en 2

                      

operacions no

eix motiu. 

tot fiboparel
els fiboparell

fra, un nomb
squerra) o an

)F 2l−++L  

è l’1 en que a
eparat aquest

)FPFS nn −  

xifra i la difer
gona xifra com

odem simplif
en en dos (p
u), i el nom
aba en 1 ), n
es consecutiu

i com que e
separa ) nom

2, donant co
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omés es pot

l desplaçat a
ls desplaçats

bre desplaçat
nteriors (cap

acaba FP  és
t F2 amb l’F3

rència  entre
mençant per

ficar els 1 de
perquè abans
mbre que els
no hi ha cap
us. 

entre els dos
més hi haurà
m a resultat
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8. NIM
 
El Nim é
el seu or
llibres, c
Marienba
el balnea

En 1910
joc amb 
anàlisi c
publicat 

Del Joc d
Es col·lo
en una o
El dos ju
versió, e

Algunes 

• 

• 

• 

• 

v

• 

e

 

 

8.1. L

                      

MS AMB FI

és un joc de 
rigen a Europ
om el best-s
ad", en la qu
ari de Marien

0 Xerris Leon
el nom de 

completa del
en 1910 en 

del Nim n’hi 
oquen un nom
o diverses file
ugadors van 
el jugador qu

versions del 

El Nim clàssi

Es disposen 
de fitxes que
l'última fitxa

La tècnica g
binaria del n

El joc del Mis

És el mateix 

La versió mé

Es disposen 
màxim d’m. 

La tècnica gu

El Nim de Fib

Inventat fa a
circo matem
vulgui, però 
com a màxim
aconsegueix

La tècnica gu

El Nim de W

Es disposem
el nombre d
mateix nomb

La tècnica gu

La fiboestra

                     

IBOESTRAT

taula molt a
pa (Alemany
seller "El och
ual el protago
nbad, a Txec

nard Bouton, 
Nim, un ver
l joc (Charle
Annals of Ma

ha moltes v
mbre arbitrar
es. Tant el n
prenent fitxe
e pren l’ultim

joc són les s

c, també ano

les fitxes en
e vulgui, amb
. 

guanyadora d
nombre de fit

sère 

que el Nim c

és senzilla 

les fitxes en
Perd el juga

uanyadora é

bonacci 

alguns anys 
mático”. Es d

no totes. A 
m el doble de
xi retirar l'últi

uanyadora é

ythoff 

 les fitxes en
de fitxes que
bre de fitxes 

uanyadora fo

atègia guan

                      

TÈGIA 

ntic. Hi ha a
ya o Regne U
o" de Cather
onista sembl
oslovàquia, f

professor d
b anglès en 
es L. Bouton
athematics, s

versions, però
ri de fitxes (

nombre de fil
es alternativa
ma fitxa. 

següents: 

omenat joc d

n diverses file
b la condició

d’aquest Nim
txes de cada 

clàssic  però 

n una pila. C
dor que retir

s senzilla i es

per Robert I
isposen les 
continuació,
e les que ha
ma fitxa.  

s complexa i

n dues piles 
e vulgui d’un
de les dues.

orça complex

nyadora pe

                     

autors que li 
Unit). És un jo
rine Neville, 
a haver-se e
famós en tot

e matemàtiq
desús que s

n, «Nim, a 
serie II, vol 1

ò en genera
llumins, escu
es com el no
ament seguin

de Marienbad

es. Cadascun
 que estiguin

m la va dona
fila. 

perd al dur-

ada jugador 
ra l'última fitx

s basa en cri

I. Gaskell i fe
fitxes en un
 cada jugado
gi retirat l’alt

i es basa en 

no necessàr
na pila o de
. Guanya qui

xa també es 

el Nim de F

                      

atribueixen 
oc molt famó
i fins i tot la 

enlluernat am
ta Europa de

ques de la U
significa retir
Game with 
11, págs. 93-

l totes tenen
uradents, ped
ombre de fitx
nt una sèrie 

d 

n dels jugad
n en la mate

r Xerris Leon

-se l'última fi

retira, en e
xa.  

iteris de divis

et famós per 
a pila. El pr
or retira en e
tre jugador a

els nombres

iament igual
e les dues, e
 retira les últ

basa en els 

Fibonacci.

                    

origen orient
ós, fins al pu
cèlebre pel·

mb el Nim i a
es del segle X

niversitat d'H
rar, llevar o 
a Complete 
-94). 

n en comú q
dres) sobre u
xes en cada 
de regles. G

ors, en el se
ixa fila. Guan

nard Bouton

txa.  

l seu torn, u

sibilitat. 

Martin Gadn
rimer jugado
el seu torn a
a l'anterior ju

s de Fibonacc

s. Cada juga
en aquest úl
times fitxes. 

nombres de 

                      

tal, mentre d
unt de veure'
lícula, "El añ

amb ell mata 
XVI.  

Harvard, el v
robar, i va 
Mathematic

ue juguen d
una superfíc
fila són tamb

Guanya o per

eu torn, retir
nya el jugado

, i es basa e

un mínim d'u

ner en el seu
or pot retirar
al menys una
ugada. Guan

ci d’aquí el se

ador en el se
tim cas ha 

Fibonacci. 
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d’altres fixen
s reflectit en
o pasado en
el temps en

va batejar el
publicar una
cal Theory»,

os jugadors.
ie, disposats
bé arbitraris.
rd, segons la

ra el nombre
or que retira

el l’expressió

na fitxa i un

u llibre “Gran
r tantes com
a fitxa , però
nya el joc qui

eu nom. 

eu torn retira
de retirar el
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Hi ha un
exemple

Abans s
“fiboestr

S
n

Es clar q
fiboestra

Anem a 

(1) S

(2) E

(3) E

 

 L’en
més

Ten

que

 

 Ane

Un 
nom
que
aqu

Per 

Apli
obli
treu

Això
fibo
poc

per 

 

 Ane

Com
l’alt

                      

na tècnica s
e: 

Per fibopa
gran poss
31 = 21 +
fibopartic

s’ha exposat
ratègia” d’aqu

Suposem qu
nombre “n” i

que si ens toc
atègia i per ta

provar que r

Si un jugado

El primer jug

El jugador qu

nunciat (1) é
s petit de la f

FFn nn1
+=

nim que 
1rnF

−

e només pass

em a provar l

cop has tre
mbres més g
edaran aques
uesta última n

tant ens cen

icant la prop
gat a treure

ure a més a m

ò ho farà tr
opartició Fl+2 
c, 

tant sempre

em a provar q

m que l’altre 
tre mai pot tr

                     

senzilla per 

artir el nú
sible, 31 = 
+ 8 + … , 
ió. 

t el joc de
uest joc: 

e queden “n
i retirar tante

ca jugar prim
ant l’altre jug

realment la f

or aplica la fib

gador que po

ue aplica la f

és evident ja
fibopartició d

Fn32
+++ L

1
 és com a 

saria amb nr

l’enunciat (2

t el nombre
grans que aq
sts factors m
no podran se

ntrarem nom

pietat [6.1.7
e com a mín
més part del

raient tots fi
(si no en tre

1ll FF(2 −+⋅

e podràs treu

que la fiboes

mai pot treu
reure totes le

                      

fibopartir un

mero 31 e
 21 + … , s
i desprès e

el Nim de 

n” fitxes i ens
es fitxes com

mer i el nomb
gador si juga

fiboestratègia

boestratègia 

ot aplicar la f

fiboestratègia

a que si quan
de “n”  

amFnr
+

mínim 
rnF +

1r =  però aq

) 

e més petit i
quest es qu

més la fibopar
er majors a F

més en aques

7] FF 1ii += −

im l’1 (si tre
 que queda.

ins al factor
eu res) o inf

5l3l1 FF −− ++

ure el nombre

stratègia és g

ure el següen
es fitxes, i co

                     

n nombre na

es comença
sumant a c
el següent, 

Fibonacci, 

s toca jugar,
m el nombre m

bre de fitxes 
a correctame

a és guanyad

aleshores l’a

fiboestratègia

a successiva

n resten “n” 

nmb 1 >

rr n1n FF +=+

quest no entr

i l’altre no p
uedaran sens
rtició del res
Fi). 

st Fi. 

FF 5i3i ++ −−

eu només l’1

r Fl i part d
ferior, i fent 

k )1F +++L

e més petit r

guanyadora (

nt nombre d
om que el no

                      

atural petit 

a pel nom
continuació 
 31 = 21 +

anem a do

, el que hem
més petit de

és un nomb
ent ens guany

dora, més co

altre no la po

a la pot aplic

ment guanya

fitxes un ju

nn 32 >> L

rr 1nn FF ++ −

ra en les fibo

pot treure el
se modificar 
idu de l’últim

1Fk ++L  o
1, queda 1 o

e Fl+2, deixa
això et perm

1l FF2) + =⋅=

restant perqu

(3) 

e la fibopart
ombre inicial

                    

(1, ... , 50)

bre de Fib
 el més gra

+ 8 + 2 i a

onar la estr

m de fer és fib
e la fibopartic

bre de Fibona
yarà. 

oncretament:

odrà aplicar. 

car successiva

a. 

ugador retira 

1nr >>L

rnF2 ⋅>  a no

oparticions. 

 següent (q
(perquè tra

m, Fi-x, i els n

on k=2 o k=
o dos, per ta

ant com a n
met treure un

1ll1l FFF −+ ++

uè el teu lími

tició perquè e
 és un natur

                      

 mentalmen

bonacci mé
an possible
ixí s’obté la

ratègia  gu

bopartir el 
ció feta. 

acci no podre

 

ament. 

el nombre d

ni i ≠

o ser que Fn

ue anomena
aient només 
nombres que

=3. L’altre j
ant el pots t

nombre mes
n màxim de,

2lF +>  

it serà més a

el seu límit n
ral finit i se li
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nt, veiem un

s 
e, 
a 

uanyadora o

em aplicar la

de Fibonacci

1nk +≠  

01r
=−  cosa

arem Fi), els
part de  Fi

e sortiran en

ugador està
reure), i pot

s petit de la
 com a molt

alt. 

no li permet,
i van restant
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natu
la fi

 

 

8.2. L

Si analit
nombre 

perdrem

Generalit
( FPn , FS

Anem a 
l’altre jug

Per dem

(1) 

(2) 

 Ane

Si a

• a
p

S
f

S

• a
a

 

 Ane

Ten
d’al
nom
sen

 

 

 

                      

urals, a la lla
iboestratègia

La fiboestra

tzem el joc a
de fitxes com

m segur si l’op

tzant aquest
Sn ). A aques

demostrar q
gador una pa

ostrar-ho ca

D’una pare

D’una pare
parella perd

 

em a demost

anomenem c 

a<FPc, cas e
perquè: 

Si a és un FP
fa parella pe

Si a és un FS

a>FPc , cas 
aplicació de 

em a demost

nint en comp
terar els dos

més un dels 
t la mateixa,

                     

arga el joc s
a. 

atègia guan

amb poques
m els de les p

(1 , 2) ,

ponent juga 

tes parelles s
stes parelles 

que l’estratè
arella perded

l demostrar q

ella no perded

ella perdedo
dedora. 

trar (1) 

a b-a, i supo

en el qual s’

P, aplicant la
rdedora és in

S sempre nec

en el qual 
n FPFSn −=

trar (2) 

pte nFSn −=
s nombres i l
dos nombres
, i només hi h

 

                      

’acaba. Si l’a

nyadora pe

s peces obse
parelles 

, (3, 5) , (4 ,

bé. 

són les forma
de nombres

gia guanyad
dora (FPn , F

que: 

dora ( a, b ) 

ra ( FPn , F

osant que a é

’ha de treure

a propietatn
nferior a c. 

cessitarà un 

restes als do
nP  , donat qu

nFP−  sabem 
a diferència 
s, l’altre no 
ha una parel

                     

altre és impo

el nim de W

ervem que s

 7) , (6 , 10)

ades per un 
s les anomen

dora consiste
Sn ). 

mitjançant u

FSn ) mitjanç

és el petit de

e peces a b 

nn FPFS −=

nombre infe

os fins a arr
ue la diferènc

que per a p
entre ells, co
serà la seva
lla perdedora

                      

ossible que g

Wythoff. 

si quan ens 

) , (8 , 13) , (

nombre fibo
narem parelle

eix en jugar 

un moviment

çant un mov

e la parella, e

fins a forma

sabem que 

rior a sí mate

ribar a la pa
cia c es cons

passar d’una
osa que no p
parella i si 

a amb una d

                    

guanyi per el

toca jugar h

(9 , 15) , ... 

oparell i el fib
es perdedore

sempre de 

t legal s’obté

viment legal

ens trobem a

ar parella pe

la diferència 

eix per a fer 

arella (FPc , 
ervaria. 

a parella per
permet cap j
restem als d
iferència con

                      

iminació gua

hi ha dues f

bosenar de m
es. 

manera que

é una parella 

l no es pot 

amb dues po

erdedora, qu

entre a i el 

parella. 

FSc) que es

rdedora a un
jugada legal 
dos, la diferè
ncreta). 
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anya qui usa

files amb un

mateix índex

e li deixem a

perdedora.

obtenir una

ossibilitats: 

ue es pot fer

FS amb que

s pot fer per

na altra hem
(si restem a

ència seguirà
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9. FIB

Normalm
reordena
compose

El disting
llibre “M
d'aquest

La titulac
més sen
286). D
“Mathem
inoblidab
valor did

A contin

 En aq
dos c
16 u2

 

 

 

 

L’eng

I per 
les hi
a la h

En la 

 

 

 

 

 

Per ta
més s

Aque

                      

BOPARADO

ment s’anome
ant les pece
en, que corre

git matemàt
Mathematics, 
t joc.  

ció genèrica 
nzilla, apareix
iverses varia

matical Recre
ble sèrie dels
dàctic i pedag

uació es mos

questa prime
contenen dos
2) té un quad

gany d’aques

tant les hipo
ipotenuses d
hipotenusa d

figura es ve

al que l’enga
semblants po

stes aproxim

a
c
−

a 

                     

OXES DE HO

ena paradox
es d’un pol
esponen a l'à

tic i historiad
MagicandMy

amb el nom
x publicada e
ants que la 
eations and E
s de Rei Pas
gògic del pas

stren algune

era s’observa
s triangles re
drat més que

ta paradoxa 

otenuses del
del triangles p
el triangle to

eu el parany e

any no es pug
ossibles: 

macions són e

ba

abc

b
d

⋅

−⋅
=

b 

                      

OPPER 

a de Hopper
ígon traçat 

àrea, és difer

dor de la ma
ystery” ( Do

m de Hopper 
en el llibre d
milloren va

Essays” (1868
stor - Puig A
ssatemps. 

s paradoxes 

a que el dos 
ectangles igu
e el rectangle

es basa en l

ls triangles n
petits es trac
otal. 

exagerat 

gui apreciar 

equivalents a

a
cda
−

⋅

c

d

                     

r a una qües
sobre pape

rent (aparent

atemàtica M
ve Publicatio

la justifica G
de William H
an ser popu
8). D'aquí  va
Adam, cap a

que podem 

triangles ten
uals, però en 
e del segon m

la no proporc

8
3

5
2

≠≠

no tenen la m
cta d’un vèrte

al primer co

a
c

b
d

a
c

≈≈

a que els valo

a

bc

ba
dc

⋅

⋅
=

+
+

−

                      

stió de matem
er quadricula
tment) en l'o

artin Gardne
ons, Nova Y

Gardner amb 
Hopper “Ratio
ularitzades e
an passar a 

als anys de 1

trobar en art

nen la matei
el primer m

muntatge (5 

cionalitat del

13
5

 

mateixa direc
ex que sego

p d’ull les se

ba
dc

+
+

 

ors de 

)ba(

dab

+

⋅−

b

                    

màtica recrea
at, el nomb
original i en la

er,  en el se
ork 1956) o

que la prime
onaiRecreatio
en el llibre 
diversos text
1930, on op

ticles, llibres

ixa àrea (13 
untatge l’àre
x 3 = 15 u2)

ls triangles re

cció, es a dir
ns el muntat

egüents propo

ba
dc

b
d

=
+
+

−

                      

ativa,  en la 
bre de quad
a reconstruc

eu interessan
fereix molte

era de la sèr
ons” (1794, 
de  W. W.
tos, i així es 

portunament 

s o per la xar

x 5 / 2 = 3
ea del rectan
) 

ectangles qu

r, el punt de 
tge sobresurt

orcions haur

)ba(b

dabc

+⋅

⋅−⋅
 

a 

c 

d 

       Fibosèries

Φk39Φk

que tallant i
dres que el
cció. 
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Vol. 4, pàg.
 Rouse Ball
troben en la
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rxa: 

2,5 u2), i els
ngle (8 x 2 =

ue la formen

contacte de
t o no arriba

rien de ser el
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Aque
les ba
seran

Hi ha
aplica

 Aque

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Si sup
més. 

A mé

Subst

Pel t
conse

i per 
nomb

 L’últim
espec

 

 

 

 

 

c 

                      

n el més peti
sta expressió
ases “a” i “b

n. 

a una infinita
ant la identita

Fn+

sta paradoxa

perposem els

és de l’exposa

tituint aques

teorema [6.
ecutius 

tant per fe
bres de Fibon

a =

ma paradoxa
ctacular 

a 

b 

c

d 

c 

                     

it possible i s
ó, per la pro
b” són nomb

at de solucio
at d’Ocagne 

FF n1n2 ⋅−⋅ ++

a és una de l

s dos quadra

at en la prim

ts valors obt

(c ⋅

3.1] les sol

er un trenca
nacci 

1n bF= +

a que estud

c 

d 

a 

b 

d 

                      

si fixem les b
pietat [2.8.3

bres primers 

ons, però, e
en el cas qu

)1(F n
3n −=+

les més espe

ats observare

mera paradoxa

a =

tenim 

aa)ac =⋅−+

lucions d’aq

c =

aclosques co

cdc +=+=

diarem és p

                     

bases “a” i “b
3], ens indica

entre ells i 

entre elles q
ue m=n+2i  m

1F2 ±=⋅ Fn+

ectaculars i s

em que són 

a ( dabc ⋅−⋅

id=

1 ⇒±=

questa equac

n iF=

om aquest e

nn FFa +=+ +

oder la mes

a

                      

b” dels triang
a que es pod
en conseqü

uatre nombr
m=n+1tenim

FF n1n1 ⋅−⋅ ++

se la devem a

iguals però e

)1d ±=  , si o

dcb +=  

cc2 ⋅+

ció diofàntic

1nFa +=  

els costats d

2n1 F= +

s coneguda 

a 

b

d

                    

gles es redue
drà fer un pa
ència les alt

res consecut
m 

)1(F n
2n −=⋅ +

a Martin Gard

en canvi el p

bservem el m

1aa 2 ±=−  

ca son dos 

dels triangles

nFc =

i no per se

a 

c

d 

c 

d

                      

eix a que bc ⋅
rany mínim s
tures “c” i “d

tius de Fibon

1F1
n ±=⋅  

dner. 

rimer te qua

muntatge vei

nombres d

s hauran de

nFad ==  

er senzilla d

b 
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1dab ±=⋅−
si i només si
d” també ho

nacci ja que

atre quadrats

iem que  

de Fibonacci

e ser quatre

deixa de ser
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Les m
d’àrea

Obse

Si im

I per 
de Fib

i per 
nomb

Anem

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Com 
quad

Per e

Tenin
aprec

 

 

Fn 

                      

mateixes pec
a (13 x 5 = 6

rvant les figu

posem que la

)cb(a +⋅

tant un altre
bonacci cons

tant per fe
bres de Fibon

m a calcular a

es tracta d
rada l’altura 

el cas que s’h

nt en compte
ciar si agafem

                     

ces diferentm
65) 

ures deduïm 

a diferència 

1c2 ±=−

e cop pel teo
secutius 

er un trenca
nacci 

nFa =

a continuació

’un paral·lel
del paral·lelo

ha exposat te

e que la reso
m com unitat

 

Fn 

                      

ment distribu

que: 

ac +=

d’àrees del q

a⇒

orema [6.3.1

a =

aclosques co

nFab ==

ó quin gruix t

ogram de b
ogram (gruix

Ba
À

h =

enim que el g

B
À

h =

olució de la 
t el centímet

Fn-1 

                     

uïdes formen

dbd +=

quadrat i el r

ccab 2−⋅+⋅

] les solucion

n iF=

om aquest e

1nFc +=

té l’escletxa d

base la hipot
x de l’escletx

1nF(
ase

Àrea

+

=

gruix és 

8

1
Base
Àrea

2 +
=

vista human
re i uns nom

                      

n un quadrat

a =⇒

rectangle sigu

12 ⇒±=

ns d’aquesta

1nFc +=  

els costats d

bcd −=

de l’engany

tenusa del t
xa) és 

2
1n

2
1 )F()

1

−+

0,117
32

=
+

na està entre
mbres de Fibo

F

                    

t d’àrea ( 82

b=  

ui 1±   obten

a2 +⇒

 equació dio

dels triangles

n1n FFb + −=

triangle rect

 

 

e 0,1 i 0,2 m
onacci superi

n+1

                      

2 = 64 ) o u

nim 

cca 2 ±=−⋅

ofàntica son d

s hauran de

1nF −=  

tangle i àrea

mm l’engany 
ors a F4 = 3 
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no es podrà
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10. EL 

Més end

Per aque
arrels. (A

 

Propiet

El k-fibo

En efecte

L’express

 

 

Propiet

La funció

• U

• E

En efecte

Observe

 

d

 

                      

K-FIBOPO

avant veurem

est motiu l’a
ANNEX 6) 

at [10.1] 

polinomi es p

e: 

)x(Pk =

sió del parèn

at [10.2] 

ó polinòmica 

Un únic punt

En dos únics

e: 

m que )x(Pk

En primer llo
punt positiu 

La imatge de

Pk

La imatge de

Per tant pel 

Per la regla 
de signe en 

En segon lloc

                     

LINOMI 

m que les k-

P

nomenarem 

pot expressa

)x(Pk

xx 1kk −−= −

ntesi és la su

x)x(Pk =

 x)x(P k
k =

t de l’interva

s punts: un d

)  és una fun

oc veurem q
de l’interval 

e x = 1.5  és

( )5.1
)5.1(

k
=

el 2 és positiv

Teorema de 

dels signes d
la sèrie dels 

c veurem qu

                      

fibosèries[2.

x)x(P k
k −=

k-fibopolino

ar: 

x
x

x)
k

k

−
−

−=

x 2k −−− − L

uma dels k pr

1x
xx

x
1k

k
−

⋅
−

−

xx k1k −− −−

l (1.5 , 2) si 

de l’interval (

nció polinòmi

que independ
(1.5 , 2). 

s negativa: 

( )
15.1

5.121k

−
⋅−+

va: 

2(Pk

Bolzano [2.5

de Descartes
coeficients d

ue si k és sen

                     

1] estan mo

xx 2k1k − −−

omi i en aque

x
x

1
1 1k −
=

−
− +

1xx 2 =−−

rimers terme

x
x

1 k −=
−

x 22 −−−− L

k és senar.

1.5 , 2) i l’alt

ca i per tant

dentment de

) .01k −
=

+

2
22

)2
1k

−
−

=
+

5.1] existeix 

s [2.4.3], aqu
del k-fibopoli

nar no talla a

                      

lt relacionade

x 2 −−−L

est apartat e

1x
1x2 k

−
+⋅−

(xx 1kk +− −

es de la prog

x
1x
1x kk
=

−
− +

1x −−    talla

tre de (–1 , –

 es tracta d’u

e la paritat d

( )
5.0

15.15 k +⋅

1
1

122 k
=

−
+⋅

un ( 2,5.1c ∈

uesta arrel é
nomi. 

 l’eix X nega

                    

es amb el po

1x −  

es fa un estu

1x ≠  

x 2k +++ − L

ressió geomè

1x
1x2 k1

−
+⋅−+

a a l’eix X en

–0.5) si k és 

una funció co

e k, )x(Pk  t

( ) 25.1 k +−=

0>  

)  tal que Pk

és única ja qu

tiu. 

                      

olinomi 

udi profund 

)1xx 2 ++  

ètrica  { 1nx −

1
 

n:    (ANNEX 

parell. 

ontínua.  

talla a l’eix X

ksi02 ><

0)c( =  

ue només hi 
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de les seves

}n
1   [2.3.2]

4) 

X en un únic

1>  

ha un canvi
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é

C

xk ⋅

Definici

A l’arrel 
del k-fibo

 

Propiet

El límit d

En efecte

Per la pr

Per la pr

                      

Un senzill an
punt  n < 0:

Per acabar v
l’interval (–1

La imatge de

)5.0(Pk −

La imatge de

Per tant pel 

La unicitat e
és decreixen

k
x

)x(P =

Com x és ne

k3(x 1k −−+

ió [10.3] 

real positiva
opolinomi, n

at [10.4] 

dels nombres

e: 

ropietat [10.1

( )kkΦ +

ropietat [10.2

                     

nàlisis de l’e
 

veurem que 
, –0.5) 

el –0.5 és ne

( )5.0 1k

−
−

=
+

el –1 és posit

Teorema de 

es demostra 
nt [2.5.4] 

k1k

1x
x2x

−
+⋅−+

egativa obten

k2x)1 k ⋅+⋅

a del k-fibopo
omés si k és

s k-auris qua

1] i  la defini

( )kk
1 2 Φ⋅−+

2]sabem que

                      

expressió [10

Com  nk <

si k és pare

egativa:  

( )
15.0

5.02 k1

−−
−⋅−

tiva: 

)1(Pk =−

Bolzano[2.5

observant q

kP
1

⇒
+

k
k

)x´(P =

nim: 

01x 1k <−−

olinomi l’ano
s parell, l’ano

n k tendeix a

ció de kΦ te

k 01 ⇒=+

e 5.1 k <Φ<

                     

0.1] de la fu

(P0 k⇒

ell la funció  

5.21k −
=

+

1
)1( 1k

−
−−

=
+

5.1] existeix u

ue la derivad

(
k

1k(
)x´(

+
=

1k k3(xk −⋅ +

x´(Pk⇒

 

 

omenarem no
omenarem no

a infinit  és 2

enim: 

( ) (k
k Φ⋅Φ⇒

2  per tant:

                      

nció )x(Pk  

n
n

n)n(
k

k −=

)x(Pk talla a

( )
5.0
5.05 k

−
+−⋅

11
1)1(2 k

−
+−⋅

un ( ,1c −−∈

da de )x(Pk

k xk2x)1 ⋅−⋅

2

k

)1x(

k2x)1

−

+⋅−

xk
)x

1k⋅
=

+

ombre k-auri
ombre k-suba

2   lim k
k

=Φ
∞→

)k 12 −=−Φ

                    

ens mostra

0
1
1k
<

−
−

 

a l’eix X neg

( .025.1
1

⋅=

01 >=  

)5.0−   tal qu

 és negativa

)
2

1k

)1x(

)1x(x

−

−⋅−

1k 1xk −⋅ −

 

)1x(

x)1k3( k

−

⋅−−

i i l’escriurem
auri i l’escriu

2=  

( )kkΦ⇒

                      

 que és neg

gatiu en un ú

) 025 k <−

ue 0)c(Pk =

a per tot x< 

( 1k 2x ⋅−− +

xk2
2

1kk ⋅+ −

m kΦ  i a l’ar
urem kΨ  

k2
1
Φ−

=  
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gativa en tot

únic punt en

1ksi >  

 

0 i per tant

)k 11x ⋅+

 

0
1
<

−

 

rrel negativa
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Pel teor
complex

 

Propiet

El mòdu
superiorm

En efecte

Pel teore
k-fibopo

Que és0

 

 

Aquesta 

per la pr

 
Si calcule
veure pe

• T

• 

• S

• T

Aquestes

 

Conject

Les arrel

On la igu

                      

rema foname
es, les anom

at [10.5] 

l de les arre
ment per 2. 

e: 

ema d’acotac
linomi: 

2g5.0 i ≤≤  

acotació del

ropietat  [10.

em les arrels
er k < 16) ob

Totes tenen 

L’arrel de mò

Si k és parel

Totes les arr

s observacio

tura [10.6] 

ls { }ig   del k

21 ,g,g L

ualtat de mò

                     

( )lim k
k

Φ
∞→

ental de l’àl
menarem: 

els 21 ,g,g L

ció del mòdu

max
1 +

l mòdul de le

.4]  sabem q

s de  )x(Pk  
bservem: 

multiplicitat 

òdul més gra

l, l’arrel de m

rels (excepte

ns ens porte

k-fibopolinom

k1k g,g, −L

dul només e

                      

)k ⇒∞=

lgebra [2.4.

1g

k1k g,g, −L

ul de les arre

{
1

,1,1
1

−

−− L

es arrels de k

que lim k
k

Φ
∞→

per k = 2, 3

1. 

an és kΦ . 

mòdul més pe

 les conjugad

en a la següe

mi )x(Pk es po

  amb   1g ≤

s produeix e

                     

2lim
k

Φ−
∞→

1] sabem q

k2 g,,g, L

k   del polino

els d’un poli

} 1g
1, i ≤≤

k-fibopolinom

2=  

3, 4, ... , 100

etit és kΨ .

des) tenen d

ent conjectur

oden ordena

2g ≤≤≤ L

en cas de ser

                      

0k ⇒=

que el polino

k1k g,−  

omi  )x(Pk  

nomi [2.4.4]

{ ,1max −
+

mi no és forç

0 per un mèt

diferent mòdu

a per tot k >

r de la següe

k1k gg =<−

r arrels conju

                    

2lim k
k

=Φ
∞→

omi )x(Pk   

estan acotat

] obtenim l’a

}
1

1,,1 −− L

a bona, dons

tode aproxim

ul. 

> 0 (veure ag

ent manera 

kΦ     i si k é

ugades.

                      

2  

té exactame

ts inferiorme

acotació de le

 

s 
2

1
2

−
=Ψ

matiu (a l’ANN

graïments) 

és par 1g Ψ=
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ent k arrels

ent per 0.5 i

es arrels del

...5.0
5
=   i

NEX 6 es pot

kΨ  
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11. EL 

Al conjun

{ fn

L’anem a
complex

 

Proposi

La comb

En efecte

Provarem

• Per n

• Si ho

(

a(f

f

,a(f

12-n

-n

1k-n

+⋅λ

⋅λ

⋅λ

 

 

En virtut
tant serà

Aquest e

 

Proposi

El subes

que l’ano

En efecte

Si una co

                      

K-FIBOESP

nt de k-fibos

,a,a,a( 321 L

a dotar d’un
os. Per fer-h

ició [11.1] 

binació lineal 

{ n a(f⋅λ

e: 

m per inducc

⋅λ

n = 1, ... ,k t

,a(f

,a(f

1k

11

⋅λ

⋅λ

L

L

o suposem ce

,,b

)a,,a(

)a,

1

k1k

k

λ⋅μ+

++

L

L

LL

t d’aquesta p
à un subespa

espai vectoria

ició [11.2] 

pai  Γk  té di

omenarem ca

e: 

ombinació lin

                     

PAI 

sèriesΓk (sub

} Γ∈)a, nkL

na estructura
ho provarem 

de k-fibosèr

}nk1 )a,,a +L

ció sobre “n” 

a,,a(f k1n L

tenim 

f)a,

f)a,

kk

1k

⋅μ+

⋅μ+

L

M

L

ert per tot na

)ba

b(f

,,a(f

,,a(f

kk

1k-n

11-n

1n

⋅μ+⋅

⋅μ+

+

⋅λ

L

L

propietat el c
ai vectorial d

al l’anomena

imensió k   i 

anònica. 

neal és nul·la

                      

bconjunt de le

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⇔
,a(f

a(f

1n

1
k

a d’espai vec
que és un su

ies també ho

{ 1n ,b(f⋅μ+ L

que  

,b(f) 1n⋅μ+

)b,,b(

)b,,b(

k1

k1

=

=

L

L

atural menor

) (

a(f

)b,,

f)a

b(f)a

11-n

k

-nk

nk

⋅λ+

+

⋅μ+

⋅μ+

LL

onjunt Γk és
e les success

rem k-fiboes

 { n ,,0,1(f L

a, tenim: 

                     

es succession

=)a,,a

,,a,a,a

k2

321

L

L

ctorial amb l
ubespai de le

o és i a més 

} {nk )b, =L

(f)b, nk λ=L
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L
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L
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,,b
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M
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L

L
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istributives i 

er hipòtesis 
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kk

kk

⋅μ+⋅λ

⋅μ+⋅λ
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Per tant 

També s

El result
independ

 

Teorem

Existeix 

En efecte

Si una p

Per tant 
fibopolin

Anem a 

independ

Suposem

amb algu

Desenvo

Consider

                      

{

són indepen

són generado

tat d’aquest
dents. 

ma [11.3] 

una base de 

e: 

rogressió ge

ra

ara

n

n

⋅

⋅=⋅

les progress
nomi, que pe

veure ara q

dents per red

m que s’anul·

({1 gA ⋅

un coeficient

olupant els k 

rem el polino

                     

{

{

,(f

,,0,(f

f

11

1n

n1

λ

λ

⋅λ

L

L

ndents. 

ores ja que q

{ 1n a,,a(f L

 

 

ta proposició

 Γk formada 

omètrica no 

( rr

rar

kkk

n1n

−⋅

⋅+

−

−−

sions geomè
r la conjectu

21 ,g,g L
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) } 2n
1n

1 Ag +−
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( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
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⎨
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⋅

⋅

+⋅
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1k
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}
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1k
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+

L

L
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r
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L
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( ){ }n1n
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( )⋅+
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−

−
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k
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1
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),0,,0 nk
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⇓
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⇓
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L

L
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) 01r
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⋅++ −L
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++
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−
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−
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A

A
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L

L

L
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} kn aL ⋅++
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r

ra

k

kn1k

⇒

⋅+ −+
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2 gg ≤≤L

} ({n
1 g,,− L
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g

g
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1k1

k
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=

L
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1k
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1
k
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que s’an

Si desen

()x(Q =

Si multip
convenie

__
+

Per defin
Q(x).   

Per tant 

independ

 

 

Definici

A la base

I per la c
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En el cas
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Q
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(

(
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3)g ⋅− L
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12. EXP

Fins aqu
una exp
terme ge

 

12.1. E

L’express

En efecte

Per [11.

fibosucce

Resolent

 

 

12.2.  F

Aplicant 
obtenim 

En efecte

nn fF =

 

12.3.  A

En aques
de la seq

                      

PRESSION
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pressió que c
eneral i algun

Expressió d
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n
52

1
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S DEL TER
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e general d’u

n
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)b,a(f =

ressions  {φ
essarà com a
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5
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una 2-fibossè
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)3 ⋅

+
=

l terme ge

algunes de l

                     

RAL DE LE

a k-fibosèrie 
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2
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⎜
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⎠
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En efecte
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Propiet

En efecte

De la fór
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En efecte

Com n >
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at [12.3.1]
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en primer llo
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rmula de Bin
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2
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−
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⎜
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⎛
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⎦
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⎢
⎣
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⎦
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FFn ⋅φ−

 

 

Propiet

En efecte
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En efecte

Aplicant 
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En efecte
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−
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1

ϕ
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=
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F
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5

5
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φ
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=
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=
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F
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n

2
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13. RAÓ

De fal·là

La mane

Si anome
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A primer
la suma 
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En aque
de Fibon

 

13.1. L
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Com es t

període, 

 

Definici

Donat un

πA   que

                      

Ó ENTRE T

cies matemà

era de provar
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S = 1 –

es dedueix:  

r cop d’ull és
1 – 1 + 1 –

est apartat s’
nacci que no 

Lemes preli

de la funció 

tracta d’una 

concretame

ió [13.1.1] 

n nombre rea

e verifica: 

ex

2
5π

−

                     

TERMES CO

àtiques n’hi h

r-ho és la seg

1 – 1 + 1 – 1

– 1 + 1 – 1 +

S1S ⇒−=
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– 1 + 1 – 1 +

’exposen dem
són del tot c

iminars. 

y = tg x és 

funció periòd

nt en l’interv

al ⎜
⎝

⎛ π
≠

2
AA

isteix un nom

−

                      

ONSECUTI

ha moltes, un

11−

güent: 

1 + 1 – 1 + 

+ 1 – 1 + . . 

2
1

S =⇒  

quest resulta
+ . . .   no e

mostracions 
certes, i final

dica de perío

val ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ππ
−

2
,

2

⎟
⎠

⎞
π⋅+ n  defi

mbre enter n

2
3π

                     

IUSDE K-FI

na molt sorp

1111 −+−+

. . .   obtenim

. = 1 – ( 1 –

at és fals, pe
existeix i és 

de teoremes
ment és don

ode ( tgπ

 . Per aques

nirem el seu

n tal que  =A

0
2
π

−

                      

IBOSÈRIES

renent i molt

2
1

1 =+L  

m: 

– 1 + 1 – 1 +

rò l’errada d
fa un greu e

s i possibles
na una soluci

nx(tgx ⋅+=

st motiu defin

u representan

π⋅+= π nA

2
π

                    

S I ELS NO

t senzilla és 

+ 1 – 1 + . . 

d’aquesta dem
error en posa

s generalitzac
ó. 

))π  ,  centr

nim: 

nt canònic m

⎜
⎝

⎛
−∈πAi

2
3π

                      

OMBRES K-À

la que demo

. ) = 1 – S 

mostració és
ar-li nom i tr

cions sobre 

rarem l’estud

mòdul π    al n

⎟
⎠

⎞ππ
2

,
2

 

2
5π
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s molt subtil:
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els nombres

di en un 

nombre   
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De la m
següents

 

Lema [1

Per tot n

es verific

En efecte

Per defin

Canviant

I com pe

obtenim 

 

 

Lema [1

En efecte

Com la f

tenim qu

Com la f

 Per [2.5

 

                      

mateixa defin
s propietats  

13.1.2] 

nombre (r −∈

ca )rA( + π

e: 

nició tenim: 

t de signe la 

er hipòtesis  

  

13.1.3] 

e: 

funció tange

ue existeix un

funció tangen

5.3] sabem q

                     

nició es desp

tg

) { }0, −ππ−

KA ≥− π  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +A(

segona desi

−≥
π

≤
π

−

A
2

A
2

π≤≤π− r   

)rA( −+ π

ent és contín

n ⎜
⎝

⎛ ππ
−∈

2
,

2
C

nt es creixen

que )C('tg ≥

− tg)A(tg

                      

prèn l’existè

( ) ( π= AtgAg

  es verifica 

+=

++=+

π

π

mAA

rA)r

gualtat i sum

π
−≥π⋅−

≤π⋅++

2
mA

nrA

tenim que  

rAA +=− π

)A(tg

ua i derivab

⎟
⎠

⎞π
2

tal que tg

nt en  ⎜
⎝

⎛ ππ
− ,

2

π −)A(tg

1   i tenint e

π= A(tg)B(g

                     

ncia i la un

)π i

que  existeix

π
−π⋅

π⋅+

2
ambm

ambn

mant conveni

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

π

π

2

2

1mn ≤−  i 

Anr −−π⋅+

≥− )B(tg)

ble en l’interv

B(tg)A( ππ −

⎟
⎠

⎞π
2

  podem p

π =− tg)B(tg

n compte [1

ππ =− )B(tg)

                      

nicitat del re

( )ππ⋅+ nA

x un K > 0 de

π⋅+≤
π

++≤
π

−

mA
2

rA
2

ientment obt

+≤π− n(r

per tant si p

(rm +=π⋅

ππ −BA

val ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ππ
−

2
,

2

()C('tg)π ⋅=

prendre valo

π −⋅ BA)C('g

3.1.1] podem

π⋅= A)C('tg

                    

epresentant 

π= A  

e manera qu

π
≤

π
≤π⋅+

2

2
n

 

tenim: 

π≤π⋅− )m  

osem =MiK

K)mn( ≥π⋅−

   pel teorem

)BA( ππ −  

ors absoluts 

πB  

m escriure 

πππ −≥− AB

                      

canònic mòd

ue per tot no

{ π− r,rin

K  

ma del valor

π−B  
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13.2. D

La prop
consecut

És freqü

Si anome

Del que 

Com els 

Una dem
de terme

positiva 

Si anome

n

n
n f

f
limx =

−∞→

Del que 

La demo

resultat. 

Una dem
cap al no

n

n

1lim

limx

∞→

→

=

=

                      

Demostraci

ietat més im
tius de la suc

ent trobar en

enem
F

F
lim n

n ∞→

es dedueix x

termes són 

mostració sem
es consecuti

de polinomi 

enem 
f

lim
n ∞→

n

n1

n

lim

l
)1,1,1(

)1,1,1(

=

=

∞→

−

es dedueix  

ostració ante

mostració sem
ombre k-auri

11n

12n

n

n
n

11n

1n

,a(f
,a(f

f
f

lim

,a(f
,,a(f

m

−

−

∞→

−∞

+

=

L

L

L

L

                     

ons incorre
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ccessió de Fi
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x
Fn

1 =+ obten

F
limx
n

=
∞→

⇒+=
x
1

1x
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 xxx 23 −−
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−
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−
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x
1

1x ++=
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k

k

11n
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k
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−

−

∞→

++

=

L
L

L

L

L

L

                      

ectes. 

e la seqüènc
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cles i webs la
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F
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F
F
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+

−−⇒ 2 1xx

m que  
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2n
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1n
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1(f
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)1,1
)1,1
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+

+

−

−

−

−

2
x

x

1
⇒+
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11kn

1kn

11n

12n

k

k

11n
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1

1
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−
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−
∞

++=

+

+
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⇒= 01

φ=+

n
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2
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k
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1
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−

−

−
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+
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L
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nacci diu qu
uri: 

φ=  

emostració:
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F
F

im
nn

n +
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φ=1 ix

nberg als 15
 3-fibosèrie {
el 3-àuria ( Φ

n

n
n

x
1

1
)1,1,1
)1,1,1

f
f

lim
)1,1

+=

=
∞→

01 ⇒=−

3-fibosèrie {

una k-fibosèr

1k

12k

11k

11n

1kn

k11

k1

x

1

a,,a(
a,,a(

,a(f
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)a,,a(
)a,,a

−

+

+

−

−+

+

L

L

L

L
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ue el límit 

x
1

1
F

F

n

1n +=−

ϕ=2x  

5 anys per de
{ }nn )1,1,1(F  

Φ3 ) del 3-fib

2

1n

1n

x

1
x
1

f
f
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+

+
−

−
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}nn )c,b,a(f   
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1n

2n

k

k

k

k

1kn

a(f
a(f

)
)

)a,
)a,

)
a(f

−

−

−

⋅

=

+

L

L

L

L

                      

delaraó de 

x
1

 

emostrar que
) tendeix ca

bopolinomi) 

1n

2n
)1,1,1(f
)1,1,1(f
+

−

−
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=

=
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=
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−
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Del que 

Totes aq
de raons
cosa que

 

13.3. Ú

En aques
k-fibosèr

 

Proposi

La raó d
auri . 

En efecte

Ho prova

En prime

Anem a 

nR

Repetint

Com φ> 

 

 

Teorem

Si una 

(compon

tendeix a

En efecte

                      

es dedueix  

questes dem
s de termes 
e s’ignora i n

Últims teore

st apartat ap
rie i el nomb

ició 13.3.1 

de dos terme

e: 

arem aplican

er lloc observ

nR =

−φ−φ 12

veure que la

+=φ−
R

1

t el procés ar

1 ,  el denom

ma [13.3.2] 

k-fibosèrie {
nent sobre {
al número k-

e: 

                     

  
x
1

1x ++=

ostracions n
consecutius 
o té perquè 

emes. 

profundirem 
re k-auri ( kΦ

es consecutiu

nt la definició

vem que Rn

n

1n
)b,a(f
)b,a(f + ==

φ⇒= 0

a diferència e

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φ

+−
−1n

1
1

1

rribaríem a: 

minador tend

{ k1n a,,a(f L

( ){ }nn
kΦ ) no
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2 xx

1
+++ L

o tenen per 
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us d’una 2-fi

ó formal de lí

)b,a(f
)b,a(f

n

1n= +

n
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,a(f
f)b,a(f +

=

⇒=φ−φ 12
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−=⎟⎟
⎠

⎞

−1nR
1

R

deix a infinit,

}n)    expr

o nul·la ales

n
lim

∞→

                     

1k
x

x

1
⇒

−

què ser cer
er tant, cald
general. 

és en la rela

bosèrie de n

ímit. 

1>  i que: 

1n 1
)b

)b,a(− +=

−φ⋅φ⇒ 1(

el nombre a

⋅
−φ

=
φ

−
−

−

1n

n
R

R1

1
n

R
R

φ
<φ−

, i per tant 

ressada en 
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11n

k1n
a,,a(f

a,,a(f

− L

L

                      

1kk xx −− − L

tes doncs pa
dria provar p

ció entre la 

nombres real

n

1n
)b,a(f
)b,a(f −+

⇒= 1)1

auri  tendeix 

−φ
φ

=
φ −

−

n

1
R

R1

1n
1
−

φ−
 

φ−nR   ten

la base k-

aó de dos te

k
k

k
)a

)
Φ=  

                    

2 xx −−−L

arteixen del 
rèviament l’e

raó de dos te

ls positius co

n 1R =⇒

⇒
φ

=−φ
1

1

a zero  

φ
<

−

−
n

1

1n R
1R

ndeix a zero  

-geomètrica 

ermes conse

                      

01 ⇒=

supòsit que 
existència d’

ermes conse
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1nR
1

1
−
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φ
+=φ⇒

1
1

=φ−−
n

1
R

té l’última 
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p el nombre

φ
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φ
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El terme

I per tan

n
l

Dividint 

Per la co

Així final

 

n
l=

 

 

Corolar

La 3-fibo

nul·la, i 
3-auri ( Φ

En efecte

La 3-fibo

Desenvo

                      

e n de la k-fib

1n ,,a(f L

nt el límit de 

11n

1n
,a(f

,a(f
lim

−∞→

L

numerador i 

n

n

lim
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=
→

∞→

onjectura [10

lment obteni

1

k1

A

A
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⋅

⎜⎜
⎝

⎛
Φ⋅

∞→

ri [13.3.3] 

osèrie de Fei

per tant, p
Φ3 ) 

e: 

osèrie de Fein

{ n(f

olupant els tr

                     

bosèrie s’exp
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→

=
L

L
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1
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1n
k
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11

n
k
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A

g
A

m
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⎜⎜
⎝

⎛
Φ

⋅

⎜⎜
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Φ
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Φ

⋅

Φ

⋅
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−

−

−
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1

n
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n
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1
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m

−∞→ ⋅

⋅
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1
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k

1

1

n

k

1
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k

n
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n
k
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A
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A
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+⎟⎟
⎠
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⎠
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k
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( )
( )n1k1k

n
1k1k

g

g
−

−−

−−

⋅

⋅

( )
( )

( )
( )

1n

k

1k

n

k

1k
k

n
k

k1
1

1n
k

n
kk

g

g

A

A

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ

Φ

Φ

Φ⋅
+

Φ

Φ⋅
+

−
−

−

−

−

que 1 i per ta

0  

k

1

kk

A

A
=

+

Φ⋅+
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Si expres
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=
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