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Capitol 1

Introduccio

1.1 Motivacions

Som I’Anna Bernardo Loépez i el Jordi Arnau Montana Lépez, alumnes de
Batxillerat de la modalitat tecnologica. El nostre Treball de recerca ha estat
un intent d’aproximar-nos a un tipus de geometries noves per a nosaltres: les
geometries no euclidianes.

El primer cop que vam sentir a parlar de les geometries no euclidianes va ser
a tercer ’ESO, en una classe de matematiques del professor Manuel Segura.
Ens va dibuixar un triangle hiperbolic a la pissarra i ens va preguntar que
que era. La sorpresa en revelar la resposta no va passar de curiositat. Dos
anys més tard, aquesta curiositat va servir com a base del nostre Treball de
recerca.

Un cop vam fer recerca en el tema i varem descobrir que no tan sols es
tractava de triangles de costats curvilinis vam entendre que les geometries
no euclidianes desmuntaven les matematiques que ens ensenyaven a l’escola.
Vam decidir que calia aprofundir en aquest tema, que semblava amagat del
nostre dia a dia. Més aviat, calia descobrir els secrets que amagava.

La nostra ambicié davant d’aquest proposit ha estat sempre la maxima pos-
sible, intentant que la consciencia de la dificultat, la constancia i la confianca
en nosaltres mateixos fessin que les dificultats es poguessin superar a base
de lesforg.

La satisfacciéo de veure de mica en mica que aquest nou mén matematic
cobrava sentit per a nosaltres, va fer que la il-lusié que teniem per aquest
treball augmentés progressivament i que cada vegada tinguéssim més ganes
d’endinsar-nos en aquesta nova geometria i volguéssim aprendre més.

Les matematiques no sén només formules complexes i expressions estranyes;
van molt més enlla. Es tracta d’una simfonia ordenada i precisa on sempre



s’obté un resultat exacte. La geometria, és una de les parts més belles de les
matematiques on, ’art i I'intel-lecte congenien per crear formes i donar vida
i sentit als nombres.

En aquest treball de recerca volem obrir les portes a tots els estudiants curi-
osos i interessats en les matematiques que, com nosaltres, vulguin fer un pas
més en aquest nou i apassionant mon geometric.

Amb el que ens han ensenyat a ’escola és normal que quan pensem en ma-
tematiques ens vingui una imatge estranya aixi al cap:

N 2
¥ 2w =5 [ <5
N & W) T o T =3

Es curids pero aquesta obra d’art, creada per M.C.Escher, mostra moltes de
les bases del nostre treball de recerca: Més enlla d’Euclides.



Capitol 2

Objectius del treball

2.1 Objectius conceptuals

Els nostres objectius en referencia a l’assoliment de la materia de coneixe-
ments sén:

e Entendre el concepte de geometria i com es defineix, per tal de poder
contrastar els diferents tipus de geometries.

e Coneixer la historia de la geometria i els descobriments que han portat
a la creacié de noves geometries.

e Estudiar i comprendre les geometries no-euclidianes centrant-nos sobre-
tot en la geometria hiperbolica i, en particular, en el model del Semipla
de Poincare.

e Aprendre a treballar amb conceptes abstractes i assolir entendre’ls.

e Dominar el programa GeoGebra per utilitzar-lo en la creacié d’eines
per representar el Semipla de Poincare sobre el pla euclidia.

e Ser capagos de treballar amb objectes en el Semipla de Poincare.



2.2 Objectius procedimentals

Els nostres objectius en referencia a la forma procedimental per dur a terme
el treball son:

Aprendre a estudiar conceptes nous de manera semi autonoma, aprofi-
tant també ’ajuda d’un professor universitari i un de 1’escola.

Assolir un nivell de matematiques en aquest ambit suficient com per
treballar amb les geometries no euclidianes.

Treballar de manera continua i seriosa per tal de realitzar un treball de
qualitat i amb el major grau de professionalitat possible.

Elaborar un treball adequat formalment, amb un text ben cohesionar
1 gramaticalment correcte.

Procurar una facil comprensio pel lector dels conceptes matematics més
complexos mitjancant un llenguatge culte pero alhora precis i clar.

Utilitzar el llenguatge de processament de textos LaTeX.

Aprofundir en la utilitzacié del programa GeoGebra.

2.3 Objectius humans

Finalment, els nostres objectius humans, els quals han permes una bona
elaboracié del treball ja que degut a aquests ’hem pogut gaudir, sén:

Organitzar-nos per poder fer un bon treball a llarg termini en profun-
ditat.

Aprendre a contrastar les opinions amb el grup per tal de trobar la
millor solucié als problemes que puguin anar sortint.

Seguir endavant tot i que costi d’assimilar tots els conceptes facilment.

Aprendre a treballar en grup i distribuir la feina per tal de ser més
eficients.

Arribar a un nivell de coneixement homogeni per part de tots els inte-
grants del grup.

Aprendre dels professors que ens tutoritzen el treball i saber fer les
correccions que ens demanen.
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Metodologia emprada

Aquest treball de recerca ha requerit en un principi moltes hores de cer-
ca d’informacio sobre el camp triat ja que era totalment desconegut per a
nosaltres.

Al comengament no sabiem ben bé que voliem fer o que buscavem: teniem
clar el tema principal pero desconeixiem per complet aquest tipus de Ge-
ometria. Es per aixd que ens vam posar en contacte amb en Josep Maria
Brunat, professor del departament de Matematica Aplicada II de la UPC,
per tal de ser assessorats. Els primers mesos vam anar tenint reunions cada
dues setmanes per acabar de concretar com voliem fer el treball, és a dir, si el
voliem enfocar de forma més descriptiva (abragant una mica cada model de
Geometria no euclidiana) o si preferiem centrar-nos més aviat en un model en
concret i desenvolupar, fins on poguéssim, la part algebraica d’aquest. Poc a
poc ens vam fer una idea general de 'amplitud del nostre treball de recerca
i també de la seva dificultat. Ens vam decidir finalment en treballar més a
fons un model especific de Geometria no euclidiana perque era un repte que,
tot i requerir més feina a nivell algebraic, ens feia més il-lusio.

Per tal de dur a terme el treball s’han utilitzat diverses eines i suports,
tant en paper com digitals.

Inicialment es va fer una recerca a internet dels conceptes més generals de
la Geometria no euclidiana pero es va necessitar ’ajut complementari de dos
llibres de text proporcionats per en Josep Maria (esmentats a la bibliografia),
i els apunts de la Universitat de Barcelona del professor Pedro Romén (que
han estat claus per a la realitzacié d’aquest treball) per comengar a adquirir
els coneixements basics inicials. La cerca d’informacié sobre les Geometries
no euclidianes i, en especial, del Semipla de Poincare va ocupar moltes hores
d’estudi ja que I’assoliment dels conceptes necessaris no ha resultat senzill.

Aquest treball es divideix en tres parts: la part descriptiva, on s’exposen
tots els conceptes necessaris per a la comprensié de la geometria hiperbolica;



la part algebraica, on apareix el desenvolupament matematic d’alguns con-
ceptes basics del Semipla de Poincare i la part practica on es presenten les
eines creades amb el Geogebra.

Per a la representacié grafica d’objectes i del Semipla de Poincare s’ha uti-
litzat ’aplicacié de programari lliure anomenada Geogebra. Es tracta d'un
programa que permet visualitzar i representar de manera interactiva objectes
geometrics i treballar amb ells. L'is de ’aplicacié Geogebra paral-lelament
amb l'esudi teoric de les figures geometriques del Semipla de Poincare va
facilitar la comprensié d’aquest model de la Geometria Hiperbolica aixi com
també, va permetre el desenvolupament de les eines que es volien crear con-
juntament amb la redaccié del treball. El procediment seguit per a la creacié
de les eines hiperboliques es basava en deduir analiticament les férmules
necessaries per a la representacio dels objectes geometrics a paper per tal
d’introduir les equacions deduides al Geogebra posteriorment.

S’ha utilitzat el programa GanttProject, que permet introduir fites en una
linia de temps, per a la planificacié del treball i el seguiment dels terminis
i dels objectius marcats. Aquest programari ha estat molt util a 'hora de
realitzar el seguiment del treball ja que permet ser conscient dels terminis
acordats i del temps d’una manera molt més visual.

La redaccié del treball ha estat executada amb un software online de pro-
gramacio en LaTeX anomenat SharelLatex. Aquest llenguatge de programa-
ci6 és de codi obert i molt utilitzat en el mén academic per a la composicio
de tesis i llibres tecnics de qualitat. Permet a qui escriu el treball centrar-se
més en el contingut i no pas en la forma. Cal esmentar que I'is del LaTeX
per a l'escrit va resultar dificultés en un inici pero, un cop dominat aquest
llenguatge, la redaccié quedava més clara i formal.
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Geometria

4.1 Historia de la geometria

Les bases de la geometria formal les podriem establir al segle IIT aC, a Ale-
xandria, quan Euclides publica el seu llibre FElements, un recull de tot el
coneixement matematic que es tenia fins llavors, on va definir la geometria
euclidiana. Aquesta venia definida per cinc axiomes:

I Una recta es pot definir amb dos punts.

IT Qualsevol segment es pot allargar indefinidament en una recta.
ITT Es pot tracar una circumferencia donats un centre i un radi qualsevol.
IV Tots els angles rectes son iguals entre si.

V Si una recta en talla dues d’altres de manera que la suma dels angles
interiors creats en un costat sigui menor a dos de rectes, aquelles dues
rectes, prolongades tant com sigui necessari, s’intersecaran pel costat
en que els angles sén menors a dos de rectes.

Els quatre primers van sent acceptats com a veritats irrevocables tant pels
seus contemporanis com pels matematics posteriors. El cinque, conegut com
el cinque postulat d’Euclides o axioma de les paral-leles no es va poder de-
mostrar i, per tant, va ser posat en dubte i va passar d’axioma a postulat.
Per tal de formular aquest postulat de manera més senzilla es diu que per un
punt exterior a una recta només passa una recta paral-lela a la primera.

Els primers intents de demostrar el postulat els va dur a terme Omar
Khayyam (s XII), posteriorment, Nassir-ad-Din at-Tussi (XIII) i John Wa-
llis (XVII) també va intentar demostrar-lo. Girolamo Saccheri (1667-1733),
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matematic italia, també ho intenta, buscant la reduccié a ’absurd a partir
de quadrilaters amb angles que sumaven més i menys de 360°.

Figura 4.1: Quadrilater amb angles rectes, quadrilater de Saccheri amb angles
aguts, quadrilater de Saccheri amb angles obtusos

i L]

1 []

Finalment, qui varen demostrar que el cinque axioma no mereixia aquesta
categoria, i que per tant va passar a ser el cinque postulat, varen ser Lobat-
xevski i Bolyai. Ambdds varen desenvolupar les seves teories paral-lelament:
I'un treballant en la geometria hiperbolica i I'altre en l'esferica. Aixi, queda-
va desmentit I’axioma de les paral-leles, i la geometria va quedar separada en
euclidiana, aquella que respectava el cinque postulat d’Euclides, i la no eu-
clidiana, aquella que no ho feia. Dins la geometria va apareixer la parabolica
o euclidiana, la hiperbolica (no euclidiana) i I'esferica (no euclidiana).

La geometria esferica substitueix el cinque postulat d’Euclides per un que
diu que no existeixen les rectes paral-leles. Aquesta es basa en un pla amb
curvatura positiva amb forma esferica. Aixi, les rectes d’aquesta geometria
son les linies geodesiques de radi el de I'esfera, és a dir, formen circumferencies
maximes. D’aquesta manera, qualssevol dues rectes s’hauran de tallar en dos
punts, un als antipodes de l'altre. Per tant, sent les rectes paral-leles aquelles
la distancia entre la qual no és nul-la, no existeixen les rectes paral-leles.

Figura 4.2: Model de la geometria esferica concebut per Bolyai

La geometria hiperbolica substitueix el cinque postulat d’Euclides per un
que diu que per un punt extern a una recta donada passen infinites rectes
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paral-leles a aquesta. Es tracta d’'un pla amb curvatura negativa, i la re-
presentacio grafica d’aquest és més complexa, sovint s’utilitza la imatge de
la sella de muntar cavall, o hiperboloide. Les rectes conformen la menor
distancia entre qualssevol dos punts d’aquesta i, a causa de la curvatura del
pla, adopten diferents aspectes depenent de la regié de I’hiperboloide en que
es trobin.

Figura 4.3: Model de la sella de muntar o hiperboloide

(b) Sella de muntar
(a) Hiperboloide

Aixi doncs, després del descobriment d’aquest nou tipus de geometries:
les no euclidianes, es va intentar crear unes bases de la geometria que sa-
tisfessin tant la descrita en Els Elements, d’Euclides, com les de Bolyai i
Lobatxevski. Va ser 'any 1899 quan s’assoli aquesta fita, amb la publicacié
dels Fonaments de la geometria per part de David Hilbert. Aquest proposava
un sistema d’axiomes valid per a les geometries conegudes. Per aixo, el seu
sistema d’axiomes posa en relacié tres conjunts d’objectes, que ell anomena
punts, rectes i plans, segons les relacions "pertanyer a”, “estar entre” i "ésser
congruent”. Val a dir que no defineix cap dels conjunts d’objectes ni tampoc
les relacions que hi ha entre ells. Hilbert diu que existeixen aquests conjunts,
i amb els seus axiomes en descriu el seu comportament, creant les relacions
ja esmentades. A més, Hilbert no suposa ’existencia dels nombres reals a la
seva obra, fet que la complica. Aquesta nova geometria seria I’anomenada
Geometria Absoluta, de la qual se’'n deduirien la resta.

En resum, durant el segle XIX, després de segles de molts intents, el cin-
que postulat d’Euclides va quedar finalment desmentit i, arran d’aixo, varen
apareixer noves geometries: les no euclidianes. A fi de crear una base de la
qual es deduissin les demés geometries, Hilbert va publicar la seva obra, que
descriu la geometria de manera més abstracta.
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4.2 Geometria absoluta

La geometria absoluta esta formulada de manera abstracta, és a dir, no
té associada cap representacié grafica ni model. Les geometries, tant les
euclidianes com les no euclidianes, han de complir tots els axiomes de la
geometria absoluta. En aquestes geometries es creen models i representacions
grafiques, en les que es defineix que s’entendra per punt o per recta en aquella
geometria. A partir d’aquests models es verificara si un conjunt d’axiomes
és valid o no.

Una geometria G esta formada per dos conjunts d’objectes: P i R, el con-
junt dels punts i el de les rectes respectivament. Entre aquests dos conjunts
existeixen tres relacions: "pertanyer a”, "estar entre” i "ésser congruent”; que
queden determinades pels axiomes.

Cal observar que cap dels objectes, ni punts ni rectes, i tampoc cap de
les relacions tenen una definicié propia, només sabem que entre ells s’han de
complir un seguit de condicions: els axiomes. Punts i rectes sén dos concep-
tes abstractes que es comporten seguint unes presumpcions que anomenem
axiomes.

Aquests axiomes els podem classificar en tres grups: els axiomes d’in-
cidencia, els d’ordre i els de congruencia. Cada grup determinara una de les
relacions: “pertanyer a”, "estar entre” i "ésser congruent”, respectivament.

I. Axiomes d’incidéncia

La relacié "pertanyer a” vincula punts i rectes i esta determinada pels axio-
mes d’incidencia.

Axioma I.1: Donats dos punts A # B,3! r/A, B € r, sent r una recta.

Observem que a partir d’aquest axioma no podem deduir que una recta
tingui, com a minim, dos punts. L’axioma diu que, tenint dos punts A i
B, només hi ha una recta r que els conté als dos. Pensem-ho de la segiient
manera: siguin tres punts C' # D # E, 3 s/C, D, E € s sent s la recta, pero
aixo no implica que una recta hagi de tenir, com a minim, tres punts. Seguint
la mateixa notacié que fins ara, podem dir que la recta s esta determinada
pels punts C, D i E o que la recta r esta determinada pels punts A i B.

Si el punt B també pertany a r, diem que A i B estan alineats. Si A € r, s
sent r £ s, direm que r i s es tallen a A o que A és un punt comu de les dues
rectes.

Axioma 1.2: Existeixen tres punts A # B # C /C & r, sent r la recta
determinada pels punts A i B.

14



Aquest axioma es tradueix en que existeixen tres punts no alineats.

II. Axiomes d’ordre

La relacié “estar entre” vincula triades de punts d’una recta i esta determi-
nada pels axiomes d’ordre.

Axioma II.1: Existeix una correspondencia bijectiva entre el conjunt de
punts de qualsevol recta i el conjunt de nombres reals que conserva la relacié
Zestar entre”.

Aquest axioma ens diu que si assignem de manera ordenada (creixent o
decreixentment) valors reals als punts d’una recta, es donara que: si un punt
A esta entre dos punts B i C a la recta, el corresponent valor real A’ també
estara entre els valors B’ i C". Es a dir, si A esta entre B i C tindrem B’ <
A< C,obé B > A’ > C.

Si, per contra, tenim els valors reals i els assignem punts d’una recta, també
es complira la relacié "estar entre”.

Per simplificar aquest procés d’anar assignant valors reals als punts d’una
recta, formalment notarem A’ com a ¢(A), i 'anomenarem coordenada del
punt A.

Amb l'axioma II.1 podem definir el segment de la segiient manera:

Definicié 1.1: Siguin A i B dos punts i sigui r la recta que determinen.
Anomenarem segment d’extremitats A i B o simplement segment AB el con-

junt de punts de la recta r formats per A, B i tots els punts que estan entre
A1iB.

Sigui quina sigui la notacié utilitzada, els segments AB i BA sén el mateix.

Axioma II.2 (Axioma de Pasch): Siguin A, B i C tres punts diferents
no alineats. Siguir una recta que no passa per cap d’ells. Sir talla el segment
AB, llavors r talla un i només un dels segments BC' i AC.

De I'axioma II.2 deduim que una recta té, com a minim, dos punts, com
ara veurem: Suposem el cas enunciat a l'axioma. Si la recta r passa pel punt
P € AB, llavors r ha de passar per un punt Q € BC o bé Q € AC. Per
tant, si es dona el cas que r conté un punt, obligatoriament es dona el cas
que r conté dos punts. Donat que r no pot tenir zero punts, ja que llavors
no hi hauria axiomes d’incidencia, i que no en pot tenir només un, queda
demostrat que, com a minim, n’ha de tenir dos.

Dels axiomes vistos fins ara podem arribar a diverses conclusions:
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Si tenim dos punts, A, B € r, sempre hi haura un punt C' € r entre aquests
dos, degut a l'axioma II.1. Ho notarem com A — C — B . També deduim
que, tenint tres punts de la recta, un estara sempre entre els altres dos. Per
I'axioma II.1., a més, veiem que entre els dos punts A i B hi haura infinits
punts.

Si tenim tres punts, O, A, B d’una recta r i O no esta entre A i B, llavors
direm que A i B estan sobre la recta r a un costat de O. Els punts de la
recta r que estiguin al mateix costat de O que A els anomenarem semirecta
d’origen O determinada per A.

Si tenim dues semirectes h, k amb el mateix origen O que no pertanyen a
una mateixa recta, formen el que anomenarem angle.

III. Axiomes de congriiéncia

La relaci6 ésser congruent compara segments i angles i esta determinada pels
axiomes de congruencia.

Primer definirem els axiomes que permeten utilitzar la congrueéncia de seg-
ments:

Axioma IIL.1: Siguin A i B dos punts diferents i A’ un punt qualsevol
que és l'origen de la semirecta 1’. 3B’ € 7'/ AB és congruent amb el segment
A’'B’. Ho notarem com AB = A'B’.

Axioma II1.2:

A'B'= AB -
.y = AB =A"B" (4.1)
A"B" = AB

Dels axiomes II1.1 i II1.2 podem deduir que la relacié de congruencia, al
menys entre segments, és reflexiva, és a dir AB = AB. Mitjangant la de-
ducci6 anterior, si AB = CD, com que CD = CD, CD = AB, és a dir la
congruencia és simetrica. També podem dir que és transitiva, ja que si AB
=CDiCD = EF, tenim EF = CD i per tant AB = EF.

Axioma III.3: Siguin AB i BC segments d’una recta r, sense punts
interiors comuns i A’B’, B'C" segments d’'una recta r’, sense punts interiors

comuns. Si AB = A’B'i BC = B'C’ llavors AC = A'C".

Aixi, aquest ultim axioma permetra sumar i restar segments.
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Ara definirem els axiomes que permetran utilitzar la congruéncia d’angles.
Notarem un angle de costats h, k com hk:

Axioma III.4: Sigui r una recta, h una semirecta d’aquesta amb origen
el punt O € r ik una semirecta qualsevol d’origen O. Existeix llavors una
Unica semirecta k’ d’origen O’ tal que I'angle hk és congruent a 'angle h'k’.
Ho notarem com hk = MKk’ i tal que els punts interiors de h’k’ estan en el
costat del pla prefixat respecte a r’.

De manera senzilla podem dir que un angle hk només es pot aplicar en
un costat donat d’'una semirecta, obtenint h’k’ de manera que els dos angles
siguin congrients.

Axioma III.5: Siguin A, B i C tres punts no alineatsi A’, B’ i C’ altres tres
punts no ali alineats. Sl es déna ona que AB A'B', AC = A'C" i BAC = B’A’C”
llavors ABC = A/B'C" i ACB = AIC'B'.

Aquest axioma es pot entendre com que, donats dos triangles que notarem
com AABC i ANA'B'C’, si dos dels seus costats i un dels seus angles sén
congruents, llavors tots els angles d’un triangle sén congruents als de 'altre.

4.3 Inversions

Lobatxevski (I'inventor de la geometria hiperbolica) no va concebre cap ma-
nera grafica de representar els objectes geometrics dins de la geometria hi-
perbolica, fent molt dificil la visualitzacié dels teoremes, ja que els va derivar
unicament a partir de ’algebra pura. Per tal de comprendre millor aquesta
geometria cal acompanyar-la d’una visualitzacié grafica que ens permeti en-
tendre de forma més clara i senzilla tota la geometria. Per aixo es va recorrer
a les inversions.

Les transformacions geometriques ens permeten passar de qualsevol figura
donada a una altra, de tal manera que la segona figura queda absolutament
determinada donada la primera i viceversa. La translacié paral-lela, el gir
de la figura, la transformacié de similitud, la projeccié i la inversié son al-
gunes de les transformacions geometriques més habituals. Aquesta tltima,
la inversi6, és utilitzada en diversos ambits de la matematica i concreta-
ment la utilitzarem per a la construccié del model que ens permet estudiar
graficament la geometria de Lobatxevski.

En aquest apartat examinarem les inversions i algunes de les seves propie-
tats fonamentals.

Ens situarem en el pla euclidia. Siguin k una circumferéencia de radi r i centre

17



O i un punt A diferent de O. Tracem la semirecta OA 1 marquem sobre ella el
punt A’ de tal manera que el producte dels segments OA i OA’ sigui igual
al quadrat der : OA-OA = r?

Figura 4.4: Inversié del punt A

Totes les figures geometriques, linies i punts que podem dibuixar a I’exterior
de la circumferencia d’inversié es veuen reflectits a I'interior d’aquest gracies
a la formula esmentada anteriorment. Com podem veure a la Figura 4.4,
els punts A i A’ sén simetrics respecte la circumferencia k. Si coneixem la
distancia OA i el valor del radi r, podrem calcular la distancia OA’ i marcar
el punt A'/OA-OA = r2.

Veiem que si un dels punts (A o A’) es troben fora de la circumferencia
k, l'altra es trobara a l'interior d’aquesta i viceversa. Deduim doncs que
si OA > r = OA’ < r (i a l'inrevés) i, si un dels punts es troba a la
circumferencia k, llavors A i A’ coincideixen (com podem deduir a partir de
la formula OA - OA' =r? = OA = O’":QA).

Presentarem ara nou teoremes principals de les inversions, els quals, ens
resultaran ttils per a la construccio de la representacié grafica de la geometria
de Lobatxevski:

1 Si una circumferéncia ¢ passa per dos punts diferents A i A’, simetrics
respecte a la circumferéncia k, les dues circumferéncies resulten orto-
gonals® entre si.

2 Si les circumferencies k i ¢ son ortogonals entre si, la circumferencia p
que passa pel centre O de la circumferencia k i talla a la circumferencia
q (la talla als punts simetrics respecte de la circumferencia k ).

'Dues circumferéncies sén ortogonals si sén secants en un punt d’interseccié i les seves
tangents formen dues rectes perpendiculars.
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3 Sigui el triangle AOAB, on O és el centre de la circumferencia k, i A’ i
B’ sén els punts simetrics de A i B respecte a k, llavors: OAB = OB'A’
iOBA =0A'B

4 La inversi6 transforma la recta que no passa pel pol d’inversié en una
circumferencia que passa pel pol d’inversié.

5 La inversié transforma la circumferencia que passa pel pol d’inversié
en una recta que no passa pel pol d’inversio.

6 La inversi6 transforma la circumferencia que no passa a través del pol
d’inversié en una circumferencia que tampoc passa pel pol d’inversio.

7 Els punts d’interseccié de dues circumferencies p y q, ortogonals a la
circumferencia k, son simetrics respecte a k.

8 Si M i M’ sén punts simetrics respecte de la circumferencia k de dos
rectes m i m’, que també sén simetriques respecte a k, resulta ser que
les tangents a m i m’ als punts M i M’ o bé sén perpendiculars a la
recta MM’, o bé formen amb aquesta un triangle isosceles amb base
MM’

9 La inversi6 no varia la magnitud de ’angle.

4.4 Geometria no euclidiana

La geometria no euclidiana és aquella geometria que, a part de complir amb
els axiomes de la geometria absoluta, també nega el V postulat d’Euclides.

Recordem la formulacié més comuna del V postulat: donada una recta r i
un punt P exterior a aquesta, només existeix una recta s que passa per P i
que és paral-lela a la recta r. Aquest postulat es pot negar de dues maneres:
o bé dient que existeix més d’una recta que passi per P i sigui paral-lela a r,
o bé dient que no n’existeix cap. Aixi doncs, cadascuna d’aquestes negacions
donara peu a un tipus diferent de geometria no euclidiana: la hiperbolica i
el-liptica, respectivament.

Nosaltres pero, ens hem centrat en I'estudi de la geometria hiperbolica.

4.4.1 Geometria hiperbolica

En un principi, amb 'aparicié de la geometria hiperbolica, es va voler deter-
minar si I’espai material era euclidia o hiperbolic, ja que s’havia de decidir
quina de les geometries era “la vertadera”. Si dels axiomes que fonamenten
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un sistema geometric no es pot deduir cap posicié contradictoria vol dir que el
sistema és valid i, per tant, com que és lliure de contradiccions, és consistent.
El procés pel qual es va donar consistencia a la Geometria Hiperbolica fou
complex i va ser estudiat per diversos matematics fins que es va demostrar
que ambdues geometries eren igual de consistents i que cap era més vertadera
que l'altre.

Per treballar amb la geometria hiperbolica és necessari 1'is d’un tipus d’a-
plicacions del pla euclidia en si mateix: les inversions, esmentades en el
capitol anterior.

Un pla hiperbolic es pot obtenir a partir d'un pla projectiu per un procés
semblant al qual s’obté un pla euclidia. Per crear-lo se selecciona una conica
real que divideix aixi els punts del pla projectiu en tres grups:

e Punts finits: els interiors a la conica.
e Punts infinits: els de la conica.

e Punts ultrainfinits: els exteriors a la conica.

Figura 4.5: Pla hiperbolic

Punts infinits

Punts finits

Punts ultrainfinits

El pla hiperbolic esta delimitat pels punts finits, de manera que dues rectes
que es tallin en un punt infinit o ultrainfinit estan separades des del punt de
vista hiperbolic. Es facil doncs veure que per un punt exterior a una recta
passen infinites paral.leles.

Quan parlem de punts i rectes al pla hiperbolic (a no ser que indiquem el
contrari) se sobreentén que es tracta de punts i rectes finites. Sabem que
tota recta finita conté exactament dos punts infinits, els quals determinen
dos segments: un format pels punts finits i I’altre pels ultrainfinits.
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En geometria hiperbolica convé distingir dues classes de paral.lelismes: rec-
tes paral.leles o ultraparal.leles, és a dir, si es tallen en un punt infinit o
ultrainfinit respectivament.

Veiem clar que per un punt exterior a una recta passen exactament dues
rectes paral.leles i infinites ultraparal.leles.

S’utilitzen diferents models per estudiar aquesta geometria: el model de
I’hiperboloide, el projectiu, el disc de Poincare i el semipla de Poincare. En
tots els models ens trobem amb un inconvenient comu: els angles i les rectes
no les podem pensar com angles o rectes euclidianes i aixo dificulta I'estudi
d’aquesta geometria.

La geometria hiperbolica doncs, satisfa tots els axiomes de la geometria
absoluta excepte ’axioma V de les paral-leles. Compleix aixo si, I’axioma de
Lobatxevski:

Axioma de Lobatxevski: Existeixen una recta r i un punt P que no
pertany a la recta tals que per p passen al menys dues rectes que no tallen r.

Nosaltres utilitzarem la Geometria Euclidiana per a verificar la consistencia
de la Geometria Hiperbolica ja que, com sabem, la Geometria Euclidiana
és consistent perque els axiomes de la Geometria Absoluta son valids en
ella. Per a demostrar que el nou sistema d’axiomes és valid, utilitzarem com
a model el Semipla de Poincare. Si comprovem la seva validesa, podrem
generalitzar que el sistema és valid també per a la Geometria Hiperbolica.

Models del pla Hiperbolic

Aixi com el pla euclidia es representa amb els punts i rectes usuals de R x R,
per a representar el pla hiperbolic, existeixen diferents models (esmentats
ja anteriorment). El disc de Poincare i el Semipla de Poincare tenen en
comu que conserven els angles, és a dir, podem pensar els angles hiperbolics
d’aquests models com a angles euclidians pero les rectes hiperboliques no
es corresponen amb les euclidianes. En canvi, el model de Klein i el model
de T'hiperboloide conserven les rectes euclidianes pero no els angles. Les
caracteristiques generals d’aquests son les seglients:

1 Model de Klein (també conegut com disc projectiu o model de Bel-
trami -Klein): Els punts hiperbolics sén tots els de l'interior del disc i
una recta hiperbolica és la interseccié d’una recta euclidiana amb l'inte-
rior del disc. Els punts que formen el disc sén considerats com a punts
a 'infinit. Desmentir el cinque postulat en aquest model és immediat:
les rectes es tallen a fora del disc i, com que els punts hiperbolics sén
tan sols els de l'interior del disc, aquestes son paral.leles.
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Figura 4.6: Disc de Klein

Disc de Poincare (o disc conforme): Per construir aquest model es
fixa un disc. Els punts del seu interior sén els del pla hiperbolic i
les rectes es representen per arcs de circumferencies ortogonals a la
circumferencia limit o als diametres d’aquesta. Els punts de la frontera
del disc sén considerats, com al model de Klein, punts a I'infinit.

Figura 4.7: Disc de Poincare
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Semipla de Poincare: Utilitza com a pla un semipla obert del pla
euclidia. Cada recta és la interseccié d’una circumferencia o d’una
recta perpendicular al limit del semipla, amb el semipla de Poincare.
Els punts a l'infinit son els de 1'eix OX.
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Figura 4.8: Semipla de Poincare

4 Model de Lorentz o Hiperboloide: Els punts del model de Lorenz
son tots aquells que pertanyen a la part positiva de I’hiperboloide de dos
fulls donat per I'equacié: 22 —y* — 22 —1 =0 (el pla). La metrica amb
la qual cal interpretar aquest model és la metrica de Minkowski? i les
rectes son les branques de les hiperboles que resulten de la intereseccid
dels plans que passen per l'origen amb I’hiperboloide. L’hiperboloide
és un model amb molta importancia, ja que és el que s’utilitza per
estudiar la teoria especial de la relativitat.

Figura 4.9: Model de Lorenz

D’aquestes quatre representacions ens centrarem en el semipla de Poincare
definint conceptes com el pla en si, les rectes, les distancies o els angles.

2La meétrica de Minkowski és utilitzada en I'espai de Minkowski. Aquest és una varietat
matematica de quatre dimensions i curvatura nul-la utilitzada per descriure els fenomens
fisics dins del marc de la Teoria de la Relativitat d’Einstein.
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Capitol 5

Semipla de Poincare

Per tal de comprovar si els axiomes sén valids per a aquest model, primer
de tot hem d’explicar que entendrem per punts, rectes i també com soén les
relacions que hi ha entre ells.
Aixi doncs, sigui el conjunt de punts del model, P, el semipla y > 0, és a
dir:
P ={(z,y) e RxR/y >0} (5.1)

I sigui el conjunt de rectes del model, R, les semicircumferencies euclidianes
de centre sobre la recta y = 0 contingudes en el semipla y > 0, aixi com les
semirectes verticals! d’equacié x = ¢, on ¢ € R.

Figura 5.1: Rectes hiperboliques

Definirem seguidament les relacions que s’estableixen entre els punts i les
rectes d’aquest pla.

1Per tal d’alleugerir la notacié, considerarem les semirectes verticals semicircum-
ferencies de radi infinit.
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La relacié “pertanyer a” té un sentit similar al d’aquesta mateixa relacio
en geometria euclidiana. Es a dir, un punt A pertany a la recta r si, en sentit
euclidia, el punt A pertany a una semicircumferencia.

La relacié ”estar entre” també es basa en el sentit euclidia d’aquesta. Tenim
tres punts A, B,C € r. Si la recta r és una semicircumferéncia en sentit
euclidia, tracarem les projeccions ortogonals dels punts A, B, i C' sobre una
recta euclidiana paral-lela a y = 0, obtenint els homolegs A", B’ i C'. Si
B’ esta entre A’ i C' en el sentit euclidia, llavors direm que B esta entre A
i C. Si, per contra, sent la recta r una semirecta euclidiana, tragarem les
projeccions dels punts respecte d'una recta euclidiana paral-lela a x = 0. Pel
mateix raonament, si B’ esta entre A’ i C’, direm que B esta entre A i C.

Figura 5.2: Relaci6 estar entre

E/
F/

A4

A/ B/ C/

La relacié ”ésser congruent”es defineix mitjancant I'aplicacié del pla en si
mateix anomenada inversié. Aix{ doncs, per a dos segments hiperbolics AB
i AB', AB = A’'B’ si existeix una successié finita d’inversions respecte de
rectes hiperboliques tal que transformi el segment AB en el segment A’B’.
En qiiestié d’angles, dos angles seran congruents si els costats d’'un sén con-
gruents amb els costats de I'altre.

Cal notar, pero, que aquestes inversions sén realment simetries respecte d’una
recta hiperbolica.
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Seguidament demostrarem que les tres relacions, al model del Semipla,
compleixen els axiomes:

Relacio "pertanyer a”:

Axioma 1.1

Ara demostrarem que només existeix una recta que passi per dos punts A i
B diferents. Si les abscisses d’ambdoés punts coincideixen i tenen valor ¢ € R,
la recta hiperbolica r que els contindra sera la semirecta d’equacié x = ¢
i, per tant, només existira una recta que els contingui. Si les abscisses no
coincidissin, llavors es traca la mediatriu euclidiana entre els dos punts. El
punt d’interseccio entre aquesta i la recta y = 0, P, sera el centre de la se-
micircumferencia euclidiana que contindra A i B, I’anomenarem també recta
hiperbolica r. Com que només pot existir un punt P, només podra existir
una recta que contingui els dos punts. Concloem, doncs, que sigui quina sigui
la disposicié dels punts A i B, només existira una recta hiperbolica r que els
contingui. Queda aixi demostrada la validesa de 'axioma 1.1 per a aquest
model.

Axioma 1.2

Figura 5.3: Il-lustracié de I’Axioma 1.2

N\

Ens disposem a demostrar que existeixen tres punts no alineats. Siguin A
i B dos punts amb abscissa ¢ i C' un punt amb abscissa diferent. A i B
determinaran la recta r d’equacié x = ¢, semirecta euclidiana, mentre que A
i C' determinaran una recta hiperbolica s de forma una semicircumferencia
euclidiana. Sabent que r i s no poden ser iguals, C' no pertany a la recta r, i
B no pertany a la recta determinada per C'i A. En resum: no hi haura cap
recta que contingui els tres punts, és a dir, existiran tres punts no alineats.
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Relacio "estar entre”:
Axioma II.1
Ara comprovarem que existeix una correspondéncia bijectiva? entre el conjunt
de punts de qualsevol recta i el conjunt de nombres reals que conserva la
relacio "estar entre”. Si podem trobar, com a minim, una aplicaci6 bijectiva,
ja haurem acabat.

Si la recta és de la forma de semirecta euclidiana d’equacié x = ¢, podem
fer que la bijeccid sigui f(z,y) = log(y), ja que z seria constant. Observem
que si variem y entre 0 i 0o, log(y) variara entre —oo i co. Com que és una
aplicacié creixent, es conservara la relacié ”estar entre”.

Si la recta és de la forma de semicircumferéncia euclidiana, prendrem una
semicircumferéncia ¢ de centre el punt P = («,0) i radi r. La seva equacid
es pot expressar de forma parametrica com:

r=a+r-cos(a)
y=r-sin(a) (5:2)

amb a € [0, 7.
. L . B ” :
Definim una bijeccié entre ¢ i R per f(z,y) = tan(a — §). Veiem que quan
« varia entre 0 i 7, tan(a — 7) varia entre —oo i co. Com que és una
aplicacio creixent es conserva la relacié ”estar entre”en la semicircumferencia

euclidiana, i, per tant, en les rectes hiperboliques.

Axioma II.2
Ens disposem a demostrar que es compleix que si una recta r talla un dels
arcs AB, AC o BC, llavors r talla un i només un dels dos arcs restants.

Figura 5.4: Il-lustracié de I’Axioma I1.2

FExterior de ab

ab i be

2Una bijeccié és una funci6 f d’un conjunt X a un conjunt Y que té la segiient propietat:
per a cada y del conjunt Y hi ha exactament una x de X tal que f(x) = y.
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Siguin A, B i C tres punts no alineats i siguin ab, ac i bc les rectes hi-
perboliques determinades per A1 B, Ai C i B i C, respectivament. Sigui r
una recta hiperbolica. Suposem que r talla AB. Tant si ab o r sén semicir-
cumferencies euclidianes com si sén semirectes, sabem que sén continues, és
a dir, hi haura punts de la recta r dins la semicircumferencia ab i punts fora
d’aquesta. Si r talla, per exemple, 'arc BC', pel mateix raonament anterior,
r ha de tenir punts dins i fora de bc. Per tant, podem separar la recta r en
tres parts: els punts a exterior d’ab, els punts entre ab i be (comptant les
interseccions de la recta r amb ab i bc) i els punts a 'interior de be.

Demostrant que en cap de les tres parts la recta r pot tallar el segment
AC haurem demostrat la validesa de I’axioma. Fora de ab, r no pot tallar
AC pel fet que C esta dins de ab i que AC només talla ab en el punt A. Per
tant, no poden haver-hi punts de ’arc AC' fora de ab amb els quals r pugui
tallar.

Analogament,  no pot tallar AC' dins de be. Entre ab i bc podem fer el
segiient: fixem el radi euclidia de la semicircumferencia r. Fem que aquesta
passi per A i 'anem desplacant fins que passi per B, aixi anira tallant dife-
rents punts dels segments AC' i CB. Assignem a cadascun dels punts dels
segments AC' i OB el valor de I'abscissa dels punts del segment AB. Per
I’'axioma II.1, als arcs AC', BC hi haura punts de valor major i menor a C,
a més del punt C. Si considerem la recta r una funcié, veiem que ha de
transformar cada punt de AB en només un punt de AC o BC. Es a dir, si
r talla un dels costats, només tallara un dels altres dos.

Quedant demostrada la validesa dels axiomes d’incidéncia i d’ordre, podem
prosseguir a definir alguns objectes que deriven d’aquests axiomes:

e Anomenarem segment hiperbolic definit per A i B, o segment AB,
el conjunt de punts entre A i B que pertanyen a la recta hiperbolica

definida per A i B.

e Anomenarem semirecta hiperbolica definida per O i per A (o semirecta
d’origen O que passa per A), el conjunt de punts de la recta que passa
per O i A que estan al mateix costat de O que A.

e Anomenarem angle hiperbolic els punts interiors al parell de semirectes
k, I, que tenen orlgen O i que no formen part de la mateixa recta,
notant-lo com k:, l, 0 AOB sent A1 B punts de k i [ respectivament.
El punt O sera el vertex de 'angle i les semirectes k, [ els seus costats.
La notacié k,[ o [, k és indiferent, ja que I’angle no té en compte 1'ordre
dels costats.
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Relacio "ésser congrient”:
Axioma III.1

Siguin A, B i A’ tres punts i sigui k& una semirecta d’origen A’. Pel pro-
cediment que explicarem seguidament, trobarem la recta hiperbolica ¢ que
inverteixi el punt Aen A’ 1 A" en A.

Figura 5.5: Creacié de la recta hiperbolica ¢

Per tal de trobar la recta hiperbolica segons la qual A’ és Iinvers de A,
farem el segiient procediment: tracem una recta euclidiana que passi per A i
A’, i anomenem P el punt d’interseccié entre aquesta i 'eix OX. Tracem la
tangent PM a la recta hiperbolica que conté A1 A’, i anomenem M el punt
d’interseccié entre PM i aquesta. La semicircumferencia de centre P i que
passi per M, anomenada ¢, sera la recta d’inversié que transformara A en A’
iA en A.
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Figura 5.6: Segments congruents

Invertim ara el punt B respecte de la recta hiperbolica ¢, obtenint B’ com
a resultat. Ara doncs, només caldra tracar la bisectriu, b, entre la semirecta
d’origen A" que passi per B’ i la semirecta k per invertir el punt B’ en B”
(sobre la semirecta k). Aixi doncs, hi haura un punt sobre la semirecta k tal
que els segments AB = A'B".

Aix0 pero, no vol dir que només n’hi hagi un, sindé que sabem que, com
a minim, n’hi ha un. Per tant, ara cal demostrar que, efectivament, només
n’hi ha un: anomenem-lo BY. Ho demostrarem per reducci6 a I'absurd, és a
dir, suposarem que existeix i arribarem a la conclusié de que és absurd que
existeixi.

Tenim la semirecta k, d’origen A’, el punt B” i el punt BY.

1 existeix el pun s’ha de complir que = i per tant hauriem
S t 1 t BY, s’ha d 1 A'B"= A'BY, tant h
de poder fer una successi6 finita d’inversions que transformi A’B” en A’'BY.
Com que A’ pertany a ambdéds segments, les inversions deixarien A’ fix i hau-

Y

rien de transformar B” en BY. Precisament, com que les inversions deixarien
A’ fix, deixarien, en realitat, tot punt de la semicircumferéncia determinada
per A’ i B” fixos, és a dir, les inversions en realitat serien la inversio identitat.
Per aquesta raé, si A’B” fos congruent amb A’BY, voldria dir que B” = B,

és a dir, que BY no existiria.
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Axioma III1.2
Podem comprovar com 'axioma II1.2 es compleix mitjangant un raonament
forca senzill. Siguin AB, A’B’ i A"B" tres segments. Si sabem que AB
= A'B’ i amb A”B”, aix0 vol dir que, mitjancant un producte d’inversions
podem transformar AB en A’B’. Ara bé, si en comptes de passar d’AB a
A'B’ apliquem les mateixes inversions per a passar A’B’ a AB, i sabent que
AB = A"B" llavors podem afirmar que A'B’ = A"B".

Axioma I11.3
L’axioma III.3 es compleix també amb un raonament molt directe. Siguin A,
B, C tres punts d'una recta r i A’, B/, C' tres punts d’una recta r’. Si prenem
7 com el producte d’inversions que transformen A en A’ i si sabem que AB =
A’B’, llavors per l'axioma II1.1, B’ és també l'invers de B segons el producte
7. Pel mateix raonament, C’ és I'invers de C, és a dir, que AC = A'C".

Axioma I1I1.4
Per comprovar 'axioma III.4 seguirem un raonament semblant al que hem
utilitzat per comprovar ’axioma III.1.

Figura 5.7: Il-lustracié de 1’Axioma I11.4

Sigui O el vertex de 'angle E,\k;, de costats les semirectes h, k. Sigui O’
I'origen de la semirecta r. Trobem la recta hiperbolica ¢ que transforma O
en O i a l'inrevés. Apliquem la inversié de les semirectes h i k respecte de
la recta ¢, obtenint A’ i £/, aixi com 'angle m = h/,\k, ja que la inversio
conserva els angles. Ara, per tal de trobar la semirecta & que amb r faria
un angle congruent a h, k, tracem la bisectriu hiperbolica entre b’ i r. Aixi,
si apliquem una inversié de h’' i k' respecte d’aquesta, h’ passara a ser la
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semirecta r que ja tenim i, k", sera la semirecta que volem obtenir. Si el
costat del pla definit per r que tenim prefixat és aquell en que hi ha £’ hem
acabat el procediment. Si no I’és, invertim la semirecta k' respecte de r.
Ara, com amb ’axioma III.1, demostrarem que aquesta semirecta k" és tinica.
Suposem que hi hagues una al altra semlrecta k1" que fes, amb r i vertex O’ un
angle congruent a h k. Si k’i’ = k” r, k17 ha de ser congruent a k", és a dir,
podem arribar a una a partir de I'altra mitjancant un producte d’inversions
7. Aquest producte d’inversions deixaria O’ com a punt fix, i, de fet, tots els
punts de la semirecta k”. Per tant, seria la identitat, i tindriem k"= k;”

a dir, k1”7 no podria existir.

Axioma III.5
Siguin A, B, i C tres punts no alineats, i siguin A’, B’ i C’ tres punts no
alineats tals que AB = A'B’, AC = A'C'" i BAC = B'A'C'. En virtut de
I'axioma III.4, només existeix un producte d’inversions ¢ tal que BAC sigui

congruent amb BAC. Aquest producte d’inversions també transformara
Aen A’, Ben B’ i C en C'. Per tant, tindrem AB A'B', AC = A'C" i
BC = B'C’. Ara sabem 0 que els costats de 'angle ABC sén _congruents am amb
els costats de 'angle ABIC. Per tant, per construccio, ABC = A'B'C.
Analogament es demostra que ABC = AB'C'.

Figura 5.8: Congruencia d’angles

B/

O
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Axioma de Lobatxevski

Sigui r una recta hiperbolica i A un punt no pertanyent a aquesta. Si r és
una semicircumferencia euclidiana, només cal tragar una altra semicircum-
ferencia s que passi per A i per un punt P de I'eix OX i exterior a r perque
r sigui paral-lela a s. Com que podem agafar infinits punts P, hi ha infinites
paral-leles a r que passen per A. Si r és una semirecta euclidiana d’equacié
xr = c1iel punt A té abscissa a, qualsevol semicircumferencia que passi per
A i per un punt P de l'eix OX amb abscissa a < p < ¢ sera paral-lela a r,
i com que p pot prendre infinits valors, hi ha infinites rectes hiperboliques
paral-leles a r que passin per A.

Finalment s’ha pogut concloure que, com que s’ha utilitzat la Geometria
Euclidiana per construir la no euclidiana, és a dir, s’han creat conjunts de
punts i rectes i s’han establert unes relacions entre els seus elements on es
compleixen els axiomes dels grups I, IT i III i, la Geometria Hiperbolica és
consistent, és a dir, no presenta contradiccions entre els axiomes. També s’ha
comprovat que ’axioma de Lobatxevski és valid per al model, i aquest, com
va demostrar Lobatxevski, no és contradictori als axiomes de la Geometria
Absoluta. Per tant, la Geometria Hiperbolica és consistent.

Figures i conceptes geometrics basics del Semipla de Poincare
Ara que ja s’han definit els punts, les rectes i la relacié que hi ha entre
aquests, es definiran les figures geometriques més basiques d’aquest Semipla
hiperbolic juntament amb els conceptes matematics basics necessaris per a
les explicacions posteriors.

e Recta:
Una recta és una semicircumferencia euclidiana amb centre a la recta
limit, és a dir, a ’eix d’abscisses o bé una semirecta euclidiana perpen-
dicular a I’eix d’abscisses i amb origen en aquest.

e Segment:
Un segment és el conjunt de punts de l'espai que formen dos punts
diferents A i B, anomenats extrems del segment.

e Rectes perpendiculars:
Dues rectes sén perpendiculars si la seva interseccié forma quatre angles
rectes.

e Mediatriu d’un segment:
La mediatriu és el lloc geometric de tots els punts que equidisten de

34



dos punts fixes o extrems d’un segment.

Circumferencia:
Una circumferencia és el lloc geometric de tots els punts que equidisten
hiperbolicament d’un punt fix anomenat centre.

Semicircumferencia:
Una semicircumferencia és cada un dels arcs iguals que abraga un
diametre.

Horocicle:

Un horocicle és el limit de dos cercles que comparteixen una tangent
en un punt donat quan els seus radis tendeixen a l'infinit, és a dir, un
cercle tangent a la recta real en un punt a € OX o linea limit.

Hipercercle:

Un hipercercle és una corba els punts de la qual tenen la mateixa
distancia ortogonal a una recta donada. Un hipercercle donat a partir
d’un punt que comparteix una tangent en aquest mateix punt, con-
vergeix cap a 1’horocicle a mesura que les seves distancies tendeixen
I'infinit.

Triangle:

Un triangle és una figura geometrica formada a partir de tres segments
hiperbolics que intersequen cada dos en un punt (un extrem) formant
tres angles. La suma dels angles d’un triangle hiperbolic és sempre
menor a 7.

Angle:

Un angle és la regié compresa formada per dues semirectes d’origen
comu anomenat vertex. L’angle hiperbolic és l'angle euclidia que es
forma a partir de les dues tangents a les semirectes donades.

Bisectriu:
La bisectriu d’un angle és el lloc geometric dels punts que equidisten
dels costats d’un angle i que divideix aquest en dos angles iguals.
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Capitol 6
Algebra Hiperbolica

Les relacions hiperboliques sén analogues a les relacions de la circumferencia.
Per tant, mentre que les relacions de la circumferencia creen la trigonometria,
les hiperboliques creen la trigonometria hiperbolica.

Les funcions hiperboliques treballen els angles hiperbolics (que s6n nombres
reals). Un angle hiperbolic és en realitat un sector hiperbolic.

Donat l'origen de coordenades i dos nombres a i b, podem definir un sector
hiperbolic com la regié compresa entre els punts O(0,0), A(a,1/a) i B(b,1/b),
tenint en compte que el costat AB forma part de la hiperbola z -y = 1, és a
dir, el sector hiperbolic forma un triangle hiperbolic. Per als calculs d’angles,

Figura 6.1: Angle hiperbolic

ofe 05 1 15 2

(a) Il-lustracié de la férmula de 1’area (b) Seccié hiperbblica

sempre suposarem a = 1, prenent com a variable b. D’aquesta manera, el
valor de I’angle hiperbolic format pels costats OA i OB sera igual al valor de
larea del triangle hiperbolic AAOB.

Aquesta la podem trobar amb la simple férmula: Area = In(b), ja que és
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el que obtenim si integrem sota la hiperbola des d’1 fins a b, li afegim el
triangle de costats O, A i (1, 0) i li restem el triangle de costats O, B, (b, 0).

6.1 Funcidé de Lobatxevski

Per tal de presentar la funcié de Lobatxevski és necessari previament l'expli-
caci6 de I'angle de paral-lelisme.

L’angle de paral-lelisme té un paper molt important a la Geometria Hi-
perbolica, ja que permet la relacié de longituds i angles, que és la clau d’a-
quest tipus de geometria.

Sigui r una recta hiperbolica i P un punt exterior a aquesta. Creem la
recta hiperbolica perpendicular a r que passa per P, s, i marquem el punt
Q:=sNr. Es clar que la longitud del segment PQ és igual a la distancia
del punt P a la recta r. Considerem doncs les dues rectes paral-leles, t i u, a
la recta r i que passen pel punt P.

L’angle de paral.lelisme, o 0 8 és el que es compren entre una de les dues
paral.leles ¢ i u, i la perpendicular s.

Figura 6.2: Creacié de ’angle de paral.lelisme

Lobatxevski va definir la funcié 7(x) on 7(x) és angle de paral.lelisme
corresponent a l'altura x del punt P sobre el punt @) per obtenir finalment
I’equacié fonamental de la geometria hiperbolica:

cotg@ = e@/¥) (6.1)

on k és una constant.
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6.2 Distancia hiperbolica

En el Semipla de Poincare les coses es comporten d’una forma molt curiosa:
tots els objectes situats al semipla disminueixen de mida a mesura que s’a-
propen a la linia limit, és a dir, a I’eix d’abscisses.

Per tal d’arribar a deduir la distancia hiperbolica al model del Semipla, es
fara una explicacié previa que, si bé no tracta el Semipla estrictament, ajuda
a entendre els conceptes que s’utilitzaran més tard.

Figura 6.3: Distancia horitzontal hiperbolica

E= (0,1)i EE JFZ (L1

AF.

C'=(0,0.5) c¢D D =(1,0.5)

Si una persona se situa a ’espai de la figura 6.3. i camina dalt a baix fins a
la meitat de la distancia que la separa de la linia limit, reduira a la meitat de
la mida original. Analogament, si segueix caminant cap a baix recorrent un
altre cop la meitat de la distancia que el separa de I’eix d’abscisses, disminuira
la seva mida una quarta part de 'original.

A més, a la Figura 6.3. podem veure que, si un hamster corre horitzon-
talment des del punt E a I'F, recorrera una distancia d’un metre (el seu
recorregut esta representat per la fletxa rosa). En canvi, si parteix des del
punt C' per arribar al punt D, com que la seva mida s’ha reduit a la meitat,
haura de recorrer una distancia el doble de llarga que la recorreguda de E
fins a F. De la mateixa forma, si situem I'hamster al punt A i corre fins al
punt B, trigara deu vegades més a arribar. D’aquesta forma, per definir una
distancia hiperbolica amb una trajectoria horitzontal, utilitzem la segiient
definicio:

Espai euclidia

Espai hiperbolic = (6.2)
Y
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Amb aquesta relacié trobada podem demostrar satisfactoriament el que
hem explicat anteriorment.

L’espai que ocupa un regle d’'un metre de llarg situat al llarg del segment

EF sera:
Imetre

De(6.2) = d(E,F) = = lmetre

Necessitarem doncs dos regles d'un metre de llarg per a mesurar la distancia
CD, ja que el regle haura reduit la seva mida a la meitat.

Imetre
0.5

De(6.2) = d(C,D) =

= 2metres

Per mesurar la distancia AB necessitarem deu regles d’un metre de llarg.

Imetre

De(6.2) = d(A,B) =

= 10metres

Amb la férmula (6.2), pero, no es poden calcular distancies hiperboliques
verticals, d(A, E), ni tampoc diagonals, d(C, F).

Per fer-ho, cal la funcié distancia hiperbolica, que trobarem seguidament:
partirem de la definicié principal de distancia infinitessimal i, mitjancant
el calcul integral, arribarem al cas particular de la distancia hiperbolica al
Semipla. La distancia infinitessimal,s, es pot definir com:

ds* = dr* + dy* = ds = \/dz? + dy? (6.3)

Per tant, la distancia euclidiana, dg, entre dos punts, A, B sera:

TA TA
dp = s = / ds = / v dz? + dy? (6.4)
B B

Ara bé, recordant la relacié entre ’espai euclidia i ’hiperbolic, tenim que
la distancia hiperbolica, dy, entre els punts A, B sera:

Espai euclidia s dy(AB) = dg(A, B) .

Yy

Espai hiperbolic =

)
TA d 2 d2
N dH(A,B):/ varm +dy? I; Y
TR

Observem que volem integrar entre dos valors de z, x4 i xp, pero tenim
dos termes, y i dy, que no estan en funcié de x. Es per aixo que, previament,
els expressarem en funcié de x.
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Com que la distancia que volem mesurar és al llarg d’una semicircum-
ferencia, trobar y en funcié de x equival a dir que trobarem 1’equacio de la
semicircumferencia. Com que no la sabem directament, partim d’una que
sabem, la de la circumferencia.

Sigui C : (z — z¢)? + y* = r? I'equacié de la circumferencia euclidiana de
centre (g, 0)i radi r, és a dir, amb el centre a 'eix OX.

Volem trobar 'equacié de la semicircumferencia euclidiana C' que sera la
recta hiperbolica en que hi haura els dos punts A i B. Aillem y de 'anterior
equacio tenint en compte que només prenem l'arrel positiva, ja que treballem
al semipla positiu.

Ci(z—z)?+9y’=r" = y==+r2— (z —20)? =

:>C’:y: rz—(x—xO)Q

Ja tenim l'expressié de y en funcié de x, ara ens cal trobar I'expressio de
dy en funcié de x. Ho farem mitjancant la definicié de derivada:

Sigui f(z) =y = \/—(x — x0)? + r2, sent y l'expressié de la semicircum-
ferencia. Es complira:

flz+h) - [fz)

Af(z) _ df(z) _ dy

/ . 1 _ _
f(@) = lim h R v i
— dy = f'(x)dx = I N N dy = g,

\/7’2— (x — x0)? \/r2— (x — x0)?

Ara ja tenim tant y com dy en funcié de z. Per tant, podem substituir les
expressions obtingudes a la de la distancia hiperbolica. Aixi, la distancia
hiperbolica entre els punts A, B € C' esta definida com:

2
—T+x0
4(A B) / \/dx2+dy / \/dx " \/ﬂ ) B
— (z — x¢)?

da? + fer:ro de 1 + _(coteo)l  E——1 ) dx?
/ r2—(z— :1:0 / r2— fE 330))

(x — 29)? — (z — xp)?

—m+m0) (z—x0)2+(xz—70)2
/ r2 (3: 20)2 /mA \/ r2— (3: mo)2 dx
\/ 72 — (v — x¢)? V2 — (z — xp)?
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1 J +1

x —

r+ (z — o) 2

1 1

do + =

r+ (z — o) Ty
1
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Es realitzen dos canvis de variable per tal d’integrar:

u=r4+x—x9 = du=(r+z—x9)der=1-de =dr = du=dx
v=r—z+zx9 = dv=(r—z+uz)der=-1-dr=—-dx = dv=—dx

Prosseguim ara amb la integracio:

1 [ 1 1 [* 1 1 ("1 1 ("1
Y (R L N P
2 )y, THT— 10 2 )y, T T+ 2 )., u 2 Ju, v

1 [*1 1 [*1 1 1 oA
= —/ —du — —/ —dv = |=In(u) — =ln(v)| =
2/, u 2 /), v 2 2

B B

TA

1 1
= §ln(r +x —x0) — iln(r —x+ xo)] =
L B

_ %ln(r (2 — m0)) — %ln(r —(z- xo))rA _ an(w)r -

on 2 r—(x — xo)

L G -

B

B

—ll (2r2+2r(xA—x0)) B 1l (27”2—{—27“(333—550))

— 2" 2r2 — 2r(xy — x0) 2" 2r2 — 2r(xp — x9)

Se substitueix 72 = (z — z0)? +y? segons 'expressi6 de la circumferencia per,
posteriorment, arribar a una equacié més senzilla:

ll <27‘2—|—2r(m,4—x0)> 1 (27“2—|—2r(x3—x0))
—In

~
2 \2r2 —2r(xa — x0) 2"\ 2r2 2r(zg — xg)

1l 72+ 2r(ws — x0) + 12 1l r? + 2r(xp — xg) + r?
2 r2 —2r(xa — zg) + 12 2 r2 —2r(zp — xg) + 12

—lln 1?4 2r(za — o) + (2 — z0)* + Y54 —lln r? 4+ 2r(xp — x0) + (x — 20)* + yp
2\ = 2r(ma — @) + (7 — 30)2 + ¥ 2 \r?2—=2r(zp —xo) + (x — x0)> + ¥%

Ll el i)

(r= (4= 20)P + 3

%ln((r + (zp — 20))? +y,29)

(r—(zp —x0))? + y3
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El segiient pas de la deduccié requereix utilitzar el teorema de Pitagores! als
triangles AAPA", NAAQA', ABPB' i ABQB de la figura 6.4. Aixi, s’obtin-

Figura 6.4: Triangles utilitzats a la raé doble

|24 — 20| |ZB— %o

dran les expressions segiients:

Triangle APA" : AP” = (r — |vg — 2o|)> + 95 = (r + (24 — 20))* + ¥4
Triangle AQA’ : m2 = (r+]za—mo))?+yi = (r—(xa—2))° + ¥4
Triangle BPB' : BP — (r+lzp —x0|)* +y5 = (r+ (z — 20))* + ¥5

Triangle BQB' : m2 =(r—|zp— l‘o|)2 + %29 =(r—(zp— $0>>2 + 1/129

Se substitueixen les expressions al raonament que haviem fet fins ara per
arribar a ’equacié final de la distancia hiperbolica:

1ln((r+ (24 —xo))2+yi) 1ln((r+ (z5 — 29)) +3/123) _

2\ (r = (wa—2))?+ 93/ 2 \(r— (25— ) +y}
= 1ln AP - 1ln B =In AP % +in BP\* =
2°\4Q") 2 \BQ aQ° BQ
ﬁ2 % P % —1 _ —\ —1
<_X) . ln(<_k) () (2
(—Q2 2 <B—Q2>§ AQ BQ

_ (A2 BQY\ _ (AP BQ) _
=In (E) +In (W) =In (m ﬁ) =In(A,B,Q,P)

'En un triangle rectangle amb catets a, b i hipotenusa c es complira que ¢ = a? + b?
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En aquesta tltima expressio, (A, B, @, P) fa referéncia a la raé doble entre
els punts A, B, Q, P, que es defineix com:

AP BQ

(A,B,Q,P) e :Q

AQ BP
Finalment, com que es tracta d'una distancia, els valors que s’han d’obtenir
han de ser sempre positius.
Es sabut que (A,B,Q,P) <1 = In(A,B,Q,P) < 0. Per tal d’evitar
aquest cas, prenem el valor absolut del logaritme neperia. Aixi doncs, la
formula final de la distancia sera:

d(A, B) = |in(A, B,Q, P)|

On @ i P sén els punts de l'infinit determinats per la recta que passa per A
i B. Ara bé, vegem que aquesta féormula només ens serveix en els casos en
que T4 # xpg, ja que si x4 = xpg, llavors o P o () seran punts de U'infinit del
pla euclidia.

Aix0 mereix una observacié important: fins ara hem estat treballant amb
els punts P i () perque, tot i ser punts de l'infinit del Semipla, sén punts
finits del pla euclidia; ara bé, si x4 = zp llavors la recta hiperbolica seria
una semirecta euclidiana vertical i, per tant, un dels extrems estaria a 'infi-
nit (tant a U'infinit del Semipla com a l'infinit del pla euclidia) i, per aixo no
podriem treballar amb ell.

Cal trobar, doncs, la férmula de la distancia si es dona el cas que x4 = zp,
i ho farem seguint el mateix procediment que abans, partint de la definicié
de distancia hiperbolica i basant-nos en la figura 6.5.

Figura 6.5: Exemple de la distancia hiperbolica en una semirecta euclidiana

P va
O YB

1)
@
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Tinguem en compte, pero, que r4 = rg —> dr = 0, i que haurem
d’integrar respecte de y, ja que és en ’eix OY en el qual es produeix variacio:

d<A B) B /’?JA /de + dyZ B /'yA /0 + dyQ B /Z/A /dy2 B /yA dy B
7 YB Y YyB Y YyB Y YB Y

— [In(y)]22 = In(ya) — In(ys) = ln(?yJ—Z) —In (%) = In(A, B, P)

Com abans, per tal d’evitar els valors de distancia negatius, prendrem el
valor absolut del logaritme:

d(A, B) = |in(A, B, P)|

Per tal de fixar un sistema d’unitats es té en consideracié una constant de
proporcionalitat, k. A mode de conclusid, podem afirmar que:

k‘ln(A,B,Q,P)!, Si T # TR
k|in(A, B, P)

s ST TpA =R

d(A, B) = {
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6.3 Trigonometria hiperbolica

La trigonometria hiperbolica es basa en la longitud dels costats, no en ’ampli-
tud dels angles, com la trigonometria euclidiana. Aquestes sén les principals
férmules de la trigonometria hiperbolica (tinguem en compte que la variable
x no es refereix a una coordenada siné a la longitud d’un segment hiperbolic):

et — et 6290 -1 1 — e—Qz
) h pr— p— pr—
sinh(z) 2 2e7 2e—7

€x+e—x 62z+1 1+e—2z
cosh(z) = 5 =5 = oz

sinh(z) e —e™® ¥ -1 1—e®

t h p— p— pr— p—
anh(z) cosh(z) e*+e® e24+1 1+

cosh(z) €= e 4e® 1
COth(ﬂf) = h( ) - ew_Qe*z = T —x - h
sinh(z) €= e —e tanh(z)
Cal notar que la funci6 sinh és imparella i que la cosh és parella, és a dir,

sinh(—xz) = —sinh(x) i cosh(—x) = cosh(x).

Figura 6.6: Funcions sinh i cosh

cosh(x) s

sinh(x)

Com es pot veure a la figura 6.6, per a valors inversos d’abscisses obtenim
els mateixos valors de les ordenades, tant en la funcié sinh com en la funcié
cosh:

Siguin els punts A = (—1,a) i B

= (1,b) on a = sinh(—1) i b = —sinh(1)
Siguin els punts C' = (—=1,¢) 1 D = (1

,d) on ¢ = cos(—1) id=cos(1)
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Mentre que en trigonometria, el lloc geometric creat pels punts (cos(z), sin(x)),
per a tot x és una circumferéncia, el lloc geometric creat pels punts (cosh(z), sinh(z))
és la part amb abscissa positiva de la hiperbola x - y = 1.

6.3.1 Teoremes derivats de la trigonometria hiperbolica

Teorema del cosinus

El Teorema del cosinus hiperbolic relaciona les longituds dels costats d'un
triangle hiperbolic qualsevol amb un dels seus angles.

Sigui ABC un triangle hiperbolic de costats a, b i ¢ i angles a , # 1 7, pel
teorema del cosinus:

cosha = coshb - coshc — sinhb - sinhc - cosa

Relacié fonamental de la Trigonometria
La Relacié fonamental de la Trigonometria és: cosh?x — sinh?x = 1
Sabem que

sinh(x) = ‘ _26
cosh(z) = %

Prosseguim amb la demostracié de la Relacié Fonamental de la Trigono-
metria.

cos?a— sinie — (€N (e
- (= : _

T z\2 _ (o, __ ,T\2 2x 2 -2z _ 2z 2 _ —2z 4
:(e +e)22(e e”) _etH2+te 46 + e zzzlq.e.d.
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6.4 Triangles Hiperbolics

6.4.1 Suma d’angles d’un Triangle

En geometria hiperbolica, la suma dels angles d'un triangle ABC' < 180°.
Com menor és la suma dels angles d’un triangle, major és la seva area (com
demostrarem posteriorment).

Amb l'ajuda de la segiient figura, prosseguirem a la demostracié de que la
suma dels angles d'un triangle ABC' < 180°:

Figura 6.7: Demostracié de la suma dels angles d'un triangle hiperbolic.

Sigui AABC un triangle rectangle hiperbolic de costats a, b i ¢ i d’angles
a, B i~ respectivament. El costat a és un segment perpendicular euclidia a
la recta limit OX; el costat b un arc de circumferéencia euclidiana amb centre
M; i el costat ¢, és un arc de circumferencia euclidiana amb centre N. L’angle
« és igual a I'angle entre les tangents de les circumferencies b i ¢ al punt A,
o bé, és igual a I’angle entre els radis NA i M A. Per construccié, 'angle al
vertex B és igual a 'angle /BN M.

Seguidament, construirem la circumferencia euclidiana ¢ que té com a diametre
el segment BN, és a dir, el radi de I'arc de circumferéncia c. El punt B és
el punt d’interseccié entre la circumferéncia ¢ i ¢. El punt A és exterior al
cercle limitat per la circumferencia ¢ i per tant, la mesura del seu angle és
menor a la de 'angle ZM BN .

Veiem que la suma dels angles g + ZM BN = 90°, ja que AMBN és un
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triangle rectangle. Es clar llavors, que la suma dels angles a + g < 90°
perque, com ja hem demostrat abans, o« < ZMBN.

Conseqiientment, la suma dels angles del triangle hiperbolic ABC', a+ £+~ <
180° perque v = 90° > a + f3.

Aquest teorema, com veurem a continuacié, es pot comprovar per un trian-
gle hiperbolic qualsevol, a partir del teorema del cosinus hiperbolic esmentat
ja anteriorment:

Sigui ABC' un triangle hiperbolic de costats a = 3u.m., b = du.m. i ¢ =
Su.m. i angles v, B iy, pel teorema del cosinus:

cosha = coshb - coshc — sinhb - sinhc - cosa
Escrivim previament les expressions dels angles o, 8 i v que resultaran:

cosha = coshb - coshc — sinhb - sinhc - cosas —>
= sinhb - sinhc - cosaw = coshb - coshc — cosha =

0o coshb - coshe — cosha B cosh4 - coshb — cosh3 N
a = arceos sinhb - sinhc - arecos sinh4 - sinhb

~5,26° = «a ~5,26°

coshb = cosha - coshc — sinha - sinhb - cosf —>
= sinha - sinhb - cosf = cosha - coshc — coshb —>
cosha - coshc — coshb cosh3 - coshb — cosh4 N

= [ = arccos : : = arccos : :
sinha - sinhc sinh3 - sinhb

~ 14,46° = [ ~ 14,46°

coshc = cosha - coshb — sinha - sinhb - cosy =
= sinha - sinhb - cosy = cosha - coshb — coshc —>
cosha - coshb — coshc cosh3 - coshd — coshb

= v = arccos - - = arccos - -
" sinha - sinhb sinh3 - sinh4

~42,76° = y ~42,76°

Calculem finalment la suma dels tres angles, d:
d=a+[+7=>5,26°+ 14,46° + 42,76° = 62,48° < 180°

20



6.4.2 Area d’un triangle hiperbolic

L’area d’un triangle és el nombre utilitzat per representar la quantitat de pla
contingut dins de la figura geometrica.

L’area d’un triangle hiperbolic, a diferencia de ’area d’un triangle euclidia,
no es mesura en funcié de la mesura dels costats del triangle siné en funcio6 del
que mesuren els seus angles. L’area llavors, és igual al defecte § del triangle.
Aquest és el valor suplementari a la suma dels angles interiors d’un triangle
hiperbolic AABC per arribar als 180°, és a dir: §(ABC') = 180° — (a+ [ +7)
sent «, 3,7 els angles interns del triangle hiperbolic. L’area S d’un triangle
hiperbolic AABC' ve donada per la férmula:

S = §(ABC)

Com que la suma dels angles interiors d’un triangle hiperbolic és menor a 7,
és a dir, a 180°, les arees d’un triangle hiperbolic estan limitades per un valor
maxim, ja que 0 # 0. Veiem que el triangle amb ’area més gran possible
sera aquell que tingui el defecte major, és a dir, el triangle en que la suma
dels seus angles interiors sigui 0°.

Figura 6.8: Il.lustracio del triangle hiperbolic de major area

\ - — Ou

A B C

En geometria hiperbolica no existeixen els triangles semblants?, només els
triangles iguals ja que dos triangles amb angles interiors iguals no poden tenir
arees diferents.

2En geometria euclidiana, dos triangles sén semblants si tenen la mateixa forma perd
no la mateixa mida: els angles homolegs son iguals i els costats homolegs proporcionals.
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6.4.3 Altura d’un Triangle Hiperbolic

L’altura d’un triangle és la mesura d'un segment del triangle perpendicular
a un costat del triangle que va des del vertex oposat a aquest mateix costat.
Sigui h l'altura d’un triangle rectangle o isosceles AABC de costats a, b i c.
Sabem que 'altura del triangle augmentara en fer-ho la mesura dels costats
del AABC'. L’altura d’un triangle hiperbolic rectangle o isosceles, pero, té
una altura maxima, anomenada la constant k.

Com major sigui l'altura d’un triangle hiperbolic, menors seran els seus
angles i, per tant, major sera la seva area.

Perque els costats creixin conservant la condicié que el triangle AABC
sigui isosceles o rectangle, aquests només podran créixer de dues formes: o
bé un d’ells es mantindra sempre perpendicular a un altre costat, conservant
aixi, la mesura de I'angle recte i, conseqiientment, fent que AABC sigui un
triangle rectangle; o bé, un costat s’haura d’allunyar perpendicularment a
la bisectriu de I'angle que formen els altres dos costats iguals (en el cas de
referir-se a un triangle isosceles).

En un triangle rectangle, el valor minim de la suma dels angles interiors
del triangle és de 90°, en conseqiiencia, quan els altres dos angles del triangle
son 0°, si volguéssim augmentar 1'altura del triangle, només ho podriem fer
allunyant el vertex que conté l’angle recte respecte la perpendicular de la
bisectriu de 'angle. Aquest allargament pero, provocaria una disminucié de
I'angle, i com que aquest fet no es pot donar (ja que es tracta d’un triangle
rectangle i, per tant, un angle ha de mesurar 90°), 'alcada es mantindria
constant.
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Capitol 7

Eines

L’explicacio detallada de la creacié d’eines hiperboliques es troba al capitol
2 dels annexes. Podreu trobar totes les eines interactives penjades a Ge-
oGebraTube, el nivol col-laboartiu de materials matematics del programa
GeoGebra: http://ggbtu.be/m1477903 O bé buscant al cercador: Poincaré’s
Half-Plane model, basic workspace. S’ha utilitzat 'angles perque aixi el
maxim de persones puguin utilitzar el conjunt d’eines per treballar amb el
Semipla.

7.1 Recta hiperbolica

Fitxer: HLine.ggt

Entrada: dos punts.

Sortida: semicircumferencia de centre en I'eix OX i que passa pels dos punts
donats, semirecta d’origen 1'eix OX i que passa pels dos punts.

7.2 Semirecta hiperbolica

Fitxer: HRay.ggt

Entrada: dos punts.

Sortida: arc de circumferencia amb centre en ’eix OX que té origen al primer
punt i passa pel segon i semirecta d’extrem 1’eix OX i d’origen el primer punt
i que passa pel segon.
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7.3 Segment hiperbolic

Fitxer: HSegment.ggt

Entrada: dos punts.

Sortida: arc de circumferencia amb centre en I'eix OX que té com a extrems
els dos punts d’entrada i segment d’extrems els dos punts.

7.4 Paral-leles frontera

Fitxer: FrontierParallels.ggt
Entrada: dos punts de la recta hiperbolica i un punt qualsevol.
Sortida: dues rectes hiperboliques.

7.5 Centre Hiperbolic

Fitxer: HCentre.ggt
Entrada: una circumferencia.
Sortida: el centre hiperbolic de la circumferencia.

7.6 Circumferencia Hiperbolica donats tres
punts
Fitxer: HCircle3p.ggt

Entrada: tres punts.
Sortida: la circumferencia hiperbolica i el seu centre hiperbolic.

7.7 Circumferencia Hiperbolica donats el cen-
tre hiperbolic i un punt

Fitxer: HCircleCP.ggt
Entrada: el centre hiperbolic i un punt.
Sortida: la circumferencia hiperbolica.
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7.8 Circumferencia Hiperbolica donats el cen-
tre hiperbolic i el radi hiperbolic
Fitxer: HCircleCR.ggt

Entrada: el centre hiperbolic i el radi hiperbolic.
Sortida: la circumferencia hiperbolica.

7.9 Arc de circumferencia hiperbolica donats
el centre hiperbolic i els extrems
Fitxer: HCircularArc.ggt

Entrada: el centre hiperbolic i dos punts.
Sortida: 'arc de circumferencia hiperbolic.

7.10 Mediatriu Hiperbolica

Fitxer: HPerpendicularBisector.ggt
Entrada: dos punts.
Sortida: la mediatriu hiperbolica.

7.11 Perpendicular Hiperbolica a una circum-
ferencia hiperbolica

Fitxer: HPerpendicularPHC.ggt

Entrada: un punt i una circumferencia hiperbolica.

Sortida: la perpendicular hiperbolica a la circumferencia i que passa pel punt
donat.

7.12 Perpendicular Hiperbolica a una recta
hiperbolica
Fitxer: HPerpendicularPHL.ggt

Entrada: un punt i una recta hiperbolica.
Sortida: la perpendicular hiperbolica a la recta i que passa pel punt donat.
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7.13 Bisectriu hiperbolica d’un angle

Fitxer: HAngleBisector.ggt
Entrada: el vertex de I’angle i dos punts dels costats.
Sortida: la bisectriu hiperbolica de I’angle.

7.14 Triangles hiperbolics

Fitxer: HTriangles.ggt

Entrada: tres punts

Sortida: el triangle format pels segments hiperbolics que uneixen els tres
punts.

7.15 Angles hiperbolics

Fitxer: HAngles.ggt
Entrada: punt, vertex, punt
Sortida: angle hiperbolic

7.16 Altura triangle hiperbolic

Fitxer: HAlturaTH.ggt
Entrada: punt, extrems del segment
Sortida: Valor de I'altura del triangle hiperbolic

7.17 Area triangle hiperbolic

Fitxer: HAreath.ggt
Entrada: 3 vertexs del triangle
Sortida: Valor de ’area d’un triangle hiperbolic

7.18 Tangent hiperbolica
Fitxer: HTangent.ggt

Entrada: circumferencia, punt d’aquesta.
Sortida: recta hiperbolica.
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Capitol 8

Conclusions

Després de realitzar el treball Més enlla d’Euclides, queda analitzar 1’asso-
liment dels objectius que ens haviem marcat en un inici. Pel que fa als
objectius conceptuals considerem que hem aconseguit assolir-los tots, ja que
hem entes tant des del context historic com des de la geometria axiomatica, el
desenvolupament de les geometries no euclidianes i, en especial, la geometria
hiperbolica. Per fer aixo, sovint hem hagut d’oblidar totes les idees preconce-
budes i intentar aprendre alguns conceptes com si fossin nous, d’'una manera
més abstracta, sense la base intuitiva que té la geometria euclidiana. Hem
acabat dominant el programa GeoGebra després de crear el conjunt d’eines
que ens han permes treballar amb el model del Semipla de forma comoda i
interactiva.
Respecte als objectius procedimentals hem realitzat un treball de manera
lliure i autonoma, amb 1’ajuda del nostre tutor i d’un professor universitari,
pero basant-nos en la recerca i treball propis del grup. Gracies a les noves
eines que hem adquirit per resoldre problemes i a la capacitat d’abstraccio
que hem pogut desenvolupar, hem assolit un nivell de matematiques superior
al que teniem al comencament del treball. Hem redactat el treball en el llen-
guatge de processament de textos LaTeX tot i les complicacions que han anat
sorgint. En relacié als objectius humans hem estat capagos d’organitzar el
temps d’acord amb la feina que calia fer superant aixi els dubtes i problemes
que anaven sorgint. D’aquesta forma hem sabut resoldre els inconvenients
que, tot i 'esfor¢ requerit per a superar-los, han resultat molt positius i ens
han ajudat a seguir avancant amb més ganes. Les diferents visions de ca-
dasci d’un tema determinat ens obligaven a discutir i contrastar les opinions,
fet que ens ha ajudat a assimilar els conceptes més facilment i a que tots els
integrants del grup aprenguéssim per igual.

Un dels inconvenients que vam tenir a ’hora de realitzar el treball va ser
la redaccié a LaTeX, ja que tot i donar un resultat visual molt satisfactori,
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era enrevessada. La insercid i creacid de les il.lustracions utilitzades també
han estat un problema afegit aixi com algunes limitacions del programari
GeoGebra.

Com a grup estem molt satisfets per la feina realitzada després de nou
mesos de treball. Hem aconseguit assolir els nostres proposits tot i que ens
hauria agradat poder incloure més eines, haver creat altres models hiperbolics
amb el Geogebra per tal de fer més extens el nostre estudi envers aquest tipus
de geometria o ampliar la part algebraica del treball.

Per aixo, volem animar a tots aquells estudiants de batxillerat interessats
en les matematiques i atrets per nous reptes a seguir amb aquest treball de
recerca per tal d’ampliar la part algebraica i crear més eines o també, crear
eines en altres plans no-euclidians com el Disc de Poincare.

Amb aquest treball de recerca se'ns ha obert una nova porta a les ma-
tematiques i al mén de la geometria que no pensavem que podriem tenir;
com deia C.B. Boyer: ”Everyone knows what a curve is, until he has studied
enough mathematics to become confused through the countless number of
possible exceptions”.
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Capitol 9
Agraiments

Volem donar les gracies a totes les persones que s’han implicat i han ofert la
seva ajuda per a 'elaboracié d’aquest projecte.

Primerament, agrair al Pedro Romén, el nostre tutor del treball, 'ajuda
que ens ha prestat durant tot el treball, sense la qual el treball no hauria
estat possible. La seva experiencia ens ha ajudat a entendre els conceptes
més complexos i a guiar-nos a I’hora d’enfocar el treball. Volem agrair-li, a
més, la seva total disponibilitat i I’empenta que sempre ens ha donat per-
que traguem el millor de nosaltres mateixos. Pel seu recolzament i ajuda en
qualsevol ambit volem donar-li gracies.

La creacié de les eines ha estat possible finalment gracies a en Michael Borc-
herds i a I’'Stephen Jull, programadors del programari Goegebra, que ens han
ajudat en qiiestions tecniques que han anat sorgint mentre avancavem amb
el treball.

També volem agrair en Josep Maria Brunat, del departament de Matematiques
Aplicades II de la UPC, per haver-nos aconsellat sobre com enfocar el treball
quan encara no ho teniem clar i pel suport bibliografic que ens va facilitar,
que ha estat de gran ajuda per al treball.

Agraim I'ajuda de les nostres families per haver-nos recolzat sempre amb el
treball i haver tingut la paciencia de portar-nos sempre a casa l’altre per
seguir amb el treball.

Finalment voldriem agrair-nos 1'un a ’altre el fet d’haver-nos sabut com-

plementar i treballar junts, aprenent de les nostres mancances i intentant
millorar, sempre amb el recolzament de I’altre.
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