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1. INTRODUCCIÓ 

1.1. Resum 

Per a la resolució de problemes que sorgeixen en enginyeries o ciències, moltes 
vegades no es pot optar per la simple utilització d’una fórmula per molt 
complicada que sigui. En aquests casos s’apliquen els “mètodes numèrics” els quals 
calculen aproximacions al resultat real.  

Aquests mètodes numèrics es defineixen com a tècniques de resolució de 
problemes. Per tant, per a un mateix problema es pot utilitzar més d’un mètode. Un 
dels mètodes pot ser, o no, millor que l’altre (en el sentit que sigui més pròxim a la 
realitat, o dit d’una altra manera, que l’error comès sigui menor que a l’altre). 
Aquesta millora entre els mètodes ve definida per l’ordre de cada mètode, el qual  
es definirà al llarg del treball i s’explicarà la relació que té amb l’error. 

Aquest treball consisteix a aplicar dos mètodes numèrics de diferent ordre a un 
problema senzill i comparar-los, per comprovar la influència que té l’ordre en 
l’error comès respecte a la realitat. El problema al qual s’aplicaran els dos mètodes 
és l’estudi de la trajectòria seguida per un cos que es troba influenciat per un altre 
d’estàtic de massa major. Al llarg del treball aquest problema evolucionarà i 
n’augmentarà la complexitat: en primer lloc, els dos cossos es trobaran sobre la 
recta (per tant, problema sobre una dimensió), després els cossos estaran sobre el 
pla (2 dimensions) i finalment sobre l’espai (3 dimensions). 

Per acabar, s’aplicarà la resolució dels problemes anteriors amb dades reals a 
l’estudi de l’òrbita seguida per un cos mòbil (com és el cas d’un satèl·lit GPS) 
influenciat per la Terra que és un planeta no-esfèric. 

 

1.2. Motivació 

Tot i la meva indecisió al moment de triar el tema d’aquest treball, el que sí tenia 
clar és que no volia fer un treball de matemàtiques del qual tingués ja referències 
(almenys no del meu nivell), sinó que volia endinsar-me en un projecte diferent, 
des d’on partir de zero.  
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La idea d’aquest tema, l’estudi de les trajectòries dels cossos, no va ser meva. Em 
va ser proposada, junt amb d’altres temes, pel professor i vicedegà del Centre doc. 
de la facultat de matemàtiques i estadística de la Universitat Politècnica de 
Catalunya: el Sr. Jaume Soler, qui ha estat el meu cotutor juntament amb la 
professora Alicia Balaguer, al llarg d’aquest treball. 

Abans de fer aquest treball els meus coneixements sobre aquest tema eren ben 
pocs: algunes nocions de programació apresses a l’institut i altres coneixements 
apresos en cursos relacionats amb les matemàtiques als quals havia assistit. Si més 
no, però, sempre m’ha meravellat la immensitat de l’univers i m’ha fascinat pensar 
que tot  es troba en un moviment aparentment caòtic però alhora tan ben definit i 
perfecte. 

 

1.3 Objectius 

Una vegada explicat com vaig escollir el tema d’aquest treball de recerca i els punts 
que es treballarien, els objectius d’aquest estudi són els següents: 

 L’aplicació de dos mètodes numèrics de diferent ordre al càlcul de la 
trajectòria d’un cos que es troba sota la influència d’un altre. 

 La comparació de dos mètodes i l’estudi de la influència de l’ordre en l’error 
comès respecte la realitat. 

 L’aplicació de la resolució d’aquest problema a un problema real. 
 L’observació del canvi en la trajectòria segons si el cos influent és esfèric o 

el·lipsoide i l’estudi dels factors canviants en la trajectòria del cos mòbil. 
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2. TEORIA MATEMÀTICA DEL TREBALL 

Les equacions diferencials són aquelles en les quals la incògnita a cercar és una 
funció i l’equació en si mateixa és una relació entre la incògnita i les seves 
derivades. 

Exemple: Per a quina funció y(x) és compleix la següent equació? y (x) + y’’ (x) = 0 

resposta: y (x)= sin (x) o y (x)= cos (x) 

sin (x) + (sin (x))’’ = sin (x) + (cos (x))’ = sin (x) + (-sin (x)) = 0 

cos (x) + (cos (x))’’ = cos (x) + (-sin (x))’ = cos (x) + (-cos (x)) = 0 

Aquest tipus d’equacions apareixen sovint en les diferents lleis físiques. En aquest 
treball s’experimentarà igualant dues equacions per al càlcul de la força: la Llei de 
gravitació universal (a) i  la segona llei de la dinàmica de Newton (b). 

𝑎)𝐹(𝑡) = −𝐺𝑀 · 𝑚
𝑟(𝑡)2

𝑏)𝐹(𝑡) = 𝑚 · 𝑎(𝑡) = 𝑚 · [𝑣(𝑡)]′ = 𝑚 · [𝑟(𝑡)]′′
� − 𝐺𝑀 · 𝑚

𝑟(𝑡)2 = 𝑚 · [𝑟(𝑡)]′′ 

De manera que s’obté una equació diferencial on la funció variable és la posició r a 
la qual es troba el cos de massa m, i que depèn del temps t. 

Per a la  resolució de problemes als quals hi intervenen equacions com l’anterior 
resulta impossible l’ús d’una sola fórmula. És per aquesta raó que s’utilitzen els 
mètodes numèrics que, en el cas de la resolució d’equacions diferencials, 
aproximen la solució en un nombre finit de punts (n). Aquests mètodes calculen 
cada nou valor a partir de l’anterior de manera que, si anomenem F(x) a la funció a 
cercar, obtindrem una taula de valors F(xi), on i anirà del 0 (que seria el valor 
inicial) fins a n, amb un increment h entre cadascun (Fig 1). El valor d’aquest 
increment h és el que anomenem: el pas. Com més petit sigui, l’aproximació del 
resultat serà més propera a la realitat, però obligarà a la realització de més càlculs. 

 
Fig 1. El pas als mètodes numèrics 
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Aquest tipus de mètodes tenen una característica anomenada ordre, que és un 
nombre enter positiu. L’ordre suposa que un mètode sigui millor que un altre, per 
què com s’ha explicat abans, busquen aproximacions al valor real i aquestes 
expressen un resultat no exacte, de manera que com més gran sigui el número de 
l’ordre més pròxim serà el càlcul a la realitat. La diferència entre el valor real i 
l’aproximat pel mètode s’anomena error: 

error = v. exacte – v. aproximat 

En la majoria dels casos pràctics l’error no es pot calcular exactament, perquè si es 
trobés es sumaria al valor aproximat i ja s’obtindria el valor exacte. En 
conseqüència, es troba una cota per a aquest error. És a dir, s’intenta garantir que 
l’error tingui un valor menor o igual a alguna tolerància que pre-establim. 

En el cas de la resolució numèrica d’equacions diferencials l’error en valor absolut 
està acotat per aquesta expressió: (1) 

|𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟| ≤ 𝐴 · ℎ𝑝 

On h és el pas, p és l’ordre i A és una constant que depèn del problema, del mètode 
i dels valors inicials. 

Exemple: Tenim dos mètodes: el primer és d’ordre 1 amb una constant A1=3 i el 
segon és d’ordre 2 amb una constant A2=150. Prenem diferents valors de pas (h) i 
obtenim, suposant que aquesta acotació passes a ser una igualació (Taula 1). 

h error 1r mètode error 2n mètode 
1 3 150 

0,1 0,3 1,5 
0,01 0,03 0,015 

0,001 0,003 0,00015 
0,0001 0,0003 0,0000015 

Taula 1. Comparació dels errors 
 

Tot i ser 50 vegades més gran la constant A2 respecte a la A1, observem que en el 
segon mètode decreix molt més ràpid l’error que en el primer. 
 

(1) Mètodos numèricos para ingenieros, de C. Chapra i P. Canale
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3. PLANTEJAMENT DELS DIFERENTS PROBLEMES 

Un exemple de problema al qual trobar solució mitjançant els mètodes numèrics, 
és el del càlcul de la trajectòria que segueix un cos que es troba sota la influència 
del camp gravitatori d’un altre 100 vegades major en massa. Aquest segon cos, tot i 
no ser així a la realitat com bé marca la llei de gravitació universal, roman immòbil 
a la seva posició inicial per a facilitar els càlculs de la trajectòria seguida pel més 
petit en massa. 

El càlcul d’un moviment influenciat per un camp gravitatori és un problema de 
valor inicial: donats la posició i la velocitat a l’instant inicial, la trajectòria queda 
determinada per les lleis de la física. 

La més simple de les opcions per a les posicions a les que es troben els cossos 
inicialment és T-1: 

T-1: Estudi de la trajectòria sobre la recta 

Un cos (m), de massa 0.01, es troba al punt 1 de la recta i viatja a una velocitat 
positiva de 0,1. Sobre la mateixa recta, un segon cos esfèric (M) de massa 1 es 
troba quiet al punt 0. (Fig 2) 

 
Fig 2. Representació gràfica de T-1 

 

Per ampliar l’estudi es planteja el problema en dues dimensions: 

T-2: Estudi de la trajectòria sobre el pla 

Un cos de massa m=0.01, es  troba al punt P(1,0) del pla i viatja a una velocitat de 
1j (sobre la vertical).  En el mateix pla, a l'origen de coordenades [ en el punt (0,0)], 
s’hi troba un cos esfèric de massa M=1 quiet. (Fig 3) 
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Fig 3. Representació gràfica de T-2 

 

T-3: Estudi de la trajectòria sobre l’espai 

Un cos de massa m=0.01, es troba al punt P(1,0,0) de l’espai i viatja a una velocitat 
de mòdul 1 perpendicular a l’eix OX marcant un angle de φ=30º sobre el pla yz. A 
l’origen de coordenades [al punt (0,0,0)], s’hi troba un cos esfèric quiet de massa 
M=1 (Fig 4). 

 
Fig 4. Representació gràfica de T-3 
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Fig 3. Representació gràfica de T-2 

 

T-3: Estudi de la trajectòria sobre l’espai 

Un cos de massa m=0.01, es troba al punt P(1,0,0) de l’espai i viatja a una velocitat 
de mòdul 1 perpendicular a l’eix OX marcant un angle de φ=30º sobre el pla yz. A 
l’origen de coordenades [al punt (0,0,0)], s’hi troba un cos esfèric quiet de massa 
M=1 (Fig 4). 

 
Fig 4. Representació gràfica de T-3 
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3.1. Fonaments físics 

Per a la resolució dels diversos problemes plantejats en el treball són necessaris 
els següents fonaments físics: la llei de gravitació de Newton, la segona llei de la 
dinàmica i l’estudi del moviment rectilini uniformement accelerat (MRUA). 

1- Llei de gravitació universal 

Aquesta gran llei de la física exposa que dos cossos, pel simple fet de tenir massa, 
s'atreuen amb una certa força anomenada força gravitatòria. Aquesta força la va 
formular matemàticament al segle XVII el científic Isaac Newton mitjançant la Llei 
de  gravitació universal, en el seu llibre publicat l'any 1687: Philosophiae naturalis 

principia mathematica. Aquesta llei expressa la força d'atracció gravitatòria que 
s'exerceixen dues partícules utilitzant la següent expressió: 

�⃗� = −𝐺𝑀 · 𝑚
𝑒2 𝑢�⃗  

En aquesta expressió s'exposa que la força resultant és directament proporcional 
al producte de les masses que hi actuen (M i m) dividit pel quadrat de la distància 
que separa els dos cossos [aquesta distància e, és la posició d'un dels cossos si es 
fixa l’altre com a sistema de referència (es troba al punt 0)] per el vector unitari 𝑢�⃗ . 
Tot això va multiplicat a la constant de gravitació universal la qual té un valor de: 

𝐺 = 6,67384 · 10−11 𝑁 · 𝑚2

𝑘𝑔2  

La fórmula per cercar la força entre cossos s’expressa de forma negativa, ja que 
aquesta atracció entre cossos suposa un canvi en el sentit respecte el que tindria 
cada cos si no hi hagués interaccions entre ells. 

2- Llei fonamental de la dinàmica o Segona llei de la dinàmica  

Quan s’aplica una força sobre un cos en repòs o a velocitat constant, aquest 
experimenta com a conseqüència una acceleració. Aquesta afirmació ve enunciada 
en l'expressió de la segona llei de la dinàmica o llei fonamental de la dinàmica: 

�⃗� = 𝑚 · �⃗� 
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En aquesta expressió s'exposa que el producte de la massa (m) per l'acceleració (a) 
correspon a la força resultant (F) (tenint tant la força, com l'acceleració, la mateixa 
direcció i sentit). 

Aquesta segona llei junt amb la tercera llei de la dinàmica (també anomenada 
Principi d’acció i reacció) i la primera llei (Llei de la inèrcia), la qual va ser 
enunciada anteriorment per Galileu, forma part de les Lleis de la dinàmica o de 
Newton, incloses, igual que la llei de gravitació universal, al llibre: Philosophiae 

naturalis principia mathematica. 

3- Moviment Rectilini Uniformement Accelerat, MRUA 

El MRUA és el moviment en el qual el cos mòbil es desplaça sobre una trajectòria 
rectilínia mantenint una acceleració constant. Les equacions d’aquest moviment 
són:  

a) Per a l’acceleració:  

�⃗� = ∆�⃗�
∆𝑡  

En aquest moviment l’acceleració (a) del cos es manté constant, així que per 
calcular-la dividim la variació de velocitat (Δv) obtinguda entre l’increment (Δt) de 
temps produits entre la velocitat inicial (v0) i la final (v). 

b) Per a la velocitat:  

�⃗� = 𝑣0����⃗ + �⃗� · ∆𝑡 

A causa del fet que el moviment del cos és accelerat, la velocitat no és constant. Per 
al seu càlcul utilitzem la fórmula de l’acceleració aïllant la velocitat final, de manera 
que obtenim com a resultat que aquesta velocitat final correspon a la suma de la 
velocitat de la qual partim inicialment (v0) més l’acceleració (a)  que s’ha produït 
per temps transcorregut des de la velocitat  inicial (Δt). 

�⃗� = ∆𝑣�⃗
∆𝑡 = 𝑣�⃗ −𝑣0����⃗

𝑡−𝑡0
   ;   �⃗� = 𝑣0����⃗ + �⃗� · ∆𝑡 
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c) Per a la posició: 

𝑟 = 𝑟0���⃗ + 𝑣0����⃗ · ∆𝑡 + 1
2 · �⃗� · ∆𝑡2 

Aquesta fórmula és la resultant de la combinació de les dues expressions per a 
realitzar el càlcul de la velocitat mitjana: a partir de dues velocitats (a), on 
s’aconsegueix mitjançant la mitjana aritmètica, o a partir de la definició de 
velocitat: el desplaçament dividit per l’interval de temps (b). 

𝑎)𝑣𝑚�����⃗ = 𝑣0����⃗ +𝑣�⃗
2   i  𝑏)𝑣𝑚�����⃗ = ∆𝑟

∆𝑡 = 𝑟−𝑟0����⃗
𝑡−𝑡0

 

 
𝑟 − 𝑟0���⃗
𝑡 − 𝑡0

= 𝑣0����⃗ + (𝑣0����⃗ + 𝑎 · ∆𝑡)
2  

𝑟 = 𝑟0���⃗ + 𝑣0����⃗ + (𝑣0����⃗ + 𝑎 · ∆𝑡)
2 · ∆𝑡 = 𝑟0���⃗ + 𝑣0����⃗ · ∆𝑡 + 1

2 · �⃗� · ∆𝑡2 

De manera que la posició final (r) és la suma de la posició a la qual es trobava 
inicialment el cos (r0) més el recorregut produït a causa de trobar-se inicialment a 
una velocitat determinada, el qual és el producte de la velocitat inicial (v0) i 
l’increment de temps(Δt), més el recorregut produït pel fet d’haver-hi una 
acceleració que augmenta la velocitat, que és el resultat d’un mig per l’acceleració 
(a) multiplicada a l’increment de temps al quadrat (Δt2). 
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4. RESOLUCIÓ DELS PROBLEMES 

Aquest apartat del treball parteix de tenir tres problemes de diferent nivell de 
dificultat exposats a Plantejament dels problemes (pàgina 6). Aquests problemes 
són del tipus de valor inicial i són: T-1, on s’estudia la trajectòria d’un cos sobre la 
recta atret per un altre major que aquest; T-2, on l’estudi es fa sobre el pla (la 
direcció de la velocitat inicial d’aquest cos és perpendicular a la força d’atracció 
respecte a un altre cos major); i T-3, on l’estudi es fa sobre l’espai (la direcció de la 
velocitat serà perpendicular a la força  d’atracció del cos estàtic, i descriurà un 
angle sobre el pla yz). 

4.1. Plantejament dels mètodes utilitzats 

Per resoldre aquests problemes s’apliquen dos mètodes diferents: 

1r mètode: el Mètode d’Euler 

El mètode d’Euler és un mètode d’ordre 1, i resulta ser el més fàcilment aplicable 
en equacions diferencials en les quals es dóna un valor inicial. Rep aquest nom en 
honor al matemàtic i físic més important del segle XVIII, el suís Leonhard Euler. 

Aquest mètode consisteix a assignar un pas (h) concret, de manera que si partim 
d’una funció f(x), h és la diferència entre xi i xi+1. 

h= xi+1 - xi 

En el cas dels problemes en els quals se cerca la trajectòria d’un cos, la imatge de la 
funció és la posició que ocupa i la variable és l’instant en què es troba el cos. Per 
tant, el pas és l’increment de temps transcorregut (Δt) entre dues posicions 
consecutives. 

La metodologia utilitzada en la resolució de problemes com T-1 i T-2 és l’ús de les 
fórmules del MRUA essent l’acceleració la força d’atracció gravitatòria del cos 
estàtic i influint sobre la velocitat i la posició del mateix instant. 

2n mètode:  el Mètode Leapfrog 

Aquest mètode de resolució d’equacions diferencials és adequat per a problemes 
en els quals hi intervenen cossos que es troben en moviment. El moviment 
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d’aquests cossos ve descrit per una velocitat no constant, per tant, ha de patir una 
acceleració o una desacceleració que pot ser diferent en cada instant. 

En el mètode Leapfrog, igual que en el mètode d’Euler, és necessari establir un 
valor de pas (h) concret, que en el cas del moviment d’un cos correspon  a 
l’increment de temps (Δt). 

La metodologia emprada per resoldre problemes mitjançant aquest mètode 
consisteix a utilitzar les fórmules del MRUA, però en aquest cas no totes les dades 
es recullen en el mateix instant. Particularment en aquest mètode, la velocitat 
utilitzada en el càlcul de la posició no correspon a la velocitat que tenia el cos a 
l’instant anterior, sinó a la velocitat que tindria en el punt mig entre la posició 
anterior i la posició buscada (Fig 5). És a dir: si cerquem xi la velocitat que 
utilitzem en el càlcul no és vi-1, sinó vi-1/2. 

 
Fig 5. Relació de les variables r, v i a en el mètode Leapfrog 

 

Les equacions utilitzades en aquest mètode serien:  

Per la posició:     𝑟1 = 𝑟0 + 𝑣1 2�
· ∆𝑡 

Per la velocitat:     𝑣1 2�
= 𝑣0 + 𝑎0 · 12 · ∆𝑡   (en el cas de la recerca del primer valor) i    

𝑣𝑖+3 2�
= 𝑣𝑖+1 2�

+ 𝑎𝑖+1 · ∆𝑡   (essent i un nombre natural amb valors entre 0 i n-2, 

corresponent a n el nombre de punts en el qual es calcula la posició per a un tram 
de recorregut determinat). 
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4.2. Resolució de T-1 

Enumerats els problemes a resoldre i les opcions per a fer-ho (el mètode d’Euler i 
el mètode Leapfrog), passem a resoldre el primer problema (T-1), el qual utilitzem 
únicament el mètode d’Euler. 

T-1: Estudi de la trajectòria sobre la recta. 

Un cos (m), de massa 0.01, es troba al punt 1 de la recta i viatja a una velocitat de 
0,1. Sobre la mateixa recta, un segon cos (M) de massa 1 es troba quiet al punt 0. 
(Fig 2) 

 

Fig 2. Representació gràfica de T-1 

 

4.2.1. Solució de T-1 mitjançant el mètode d’Euler 

Per trobar solució al problema T-1 mitjançant aquest mètode s’utilitzen les 
equacions del M. R. U. A. per a la posició i la velocitat: 

�⃗� = 𝑣0����⃗ + �⃗� · ∆𝑡 

𝑟 = 𝑟0���⃗ + 𝑣0����⃗ · ∆𝑡 + 1
2 · �⃗� · ∆𝑡2 

Pel que fa al càlcul de l’acceleració s’obté una fórmula en base a la combinació 
d’obtenir la força (F) mitjançant la segona llei de la dinàmica i la llei de gravitació 
universal, ambdues de Newton. Per a l’obtenció d’una sola expressió s’igualen les 
dues lleis i se n’aïlla l’acceleració. 

−𝐺𝑀 · 𝑚
𝑟(𝑡)2 = 𝑚 · 𝑎(𝑡) 

𝑎(𝑡) =
−𝐺𝑀 · 𝑚

𝑟(𝑡)2
𝑚 = −𝐺 𝑀

𝑟(𝑡)2 
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L’acceleració produïda per l’atracció és negativa, i correspon al producte de la 
contant de gravitació (se suposarà que és G=1 en la resolució dels problemes al 
llarg del treball per a simplificar els càlculs), la massa del cos més gran i l’invers del 
quadrat de la distància que separi els cossos. Aquesta distància correspon a la 
posició del cos (m) ja que, al trobar-se en el punt 0, el cos M és fixat com a sistema 
de referència. 

Utilitzant el mètode d’Euler en aquest problema es suposa que durant un període 
∆t, l’acceleració és constant, trobada utilitzant la posició del mateix instant. 

Fig 6. Relació de les variables r, v i a en el mètode d’Euler 

 

Com es pot observar a l’esquema (Fig 6.), la posició r1 ve definida per la posició 
anterior r0, la velocitat al període anterior v0 i l’acceleració trobada a partir de x0, 

a0. La velocitat del mateix instant v1 ve definida per la velocitat anterior v0 i 
l’acceleració anterior a0. 

Utilitzant un pas ∆t=0,1 obtenim els resultats següents (Taula 2): 

∆t=0,1 s Posició Velocitat Acceleració 
t0 r0=1  v0=0,1  a0=-G·M/r02=-1 
t1 r1=r0+v0·∆t+(1/2)·a0·∆t2= 

=1,005  
v1=v0+a0·∆t= 

=0  
a1=-G·M/r12= 

=-0,990074503  
t2 r2=r1+v1·∆t+(1/2)·a1·∆t2= 

=1,000049627  
v2=v1+a1·∆t= 

=-0,09900745  
a2=-G·M/r22= 

=-0,999900752  
 

Taula 2. Primers resultats de T-1 mitjançant el mètode d’Euler 
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Programari per resoldre el problema: l’Excel 

Per resoldre aquest problema, és necessari un programa que ens permeti, a partir 
dels valors anteriors per a posició, velocitat i acceleració, calcular-ne els següents 
(passat un increment de temps). Per tant per resoldre el problema s’utilitzarà 
l’Excel.  

Primerament, es crea un document on cada columna correspongui als següents 
valors: 

A B C D E F G H 
M m G ∆t T r(t) v(t) a(t) 

 

On els valors per a cada fila (i) correspondran a: 

 Ai:  un valor constant, la massa del cos estàtic  M=1 
 Bi: un valor constant, la massa del cos en moviment m=0,1 
 Ci: un valor constant, la constant de gravitació fixada G=1 
 Di: un valor constant, el ∆t que fixem en cada cas, per exemple: ∆t=0,01 
 Ei: marcador del temps, correspon a: Ei=Ei-1+Di, per tant al temps anterior 

més l’increment de temps (t=t0+∆t). 
 Fi: indica la posició que ocupa el cos (m) a cada instant i equival a:  

Fi=Fi-1+Gi-1*Di+(1/2)*Hi-1*(Di^2), per tant la posició correspon a: 
r=r0+v0*∆t+(1/2)*ao*∆t2. 

 Gi: indica la velocitat a la qual es mou el cos (m) en cada moment i equival a: 
Gi=Gi-1+Hi-1*∆t, per tant la velocitat correspon a: v=v0+a0*∆t. 

 Hi: indica l’acceleració que experimenta el cos (m) per a l’instant ti i equival 
a: Hi=-Ci*(Ai/Fi), per tant l’acceleració correspon a: a=-G(M/r). 

Un cop inserides aquestes relacions entre columnes ja es poden obtenir tots els 
valors automàticament. 
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Resultat gràfics obtinguts* 

Gràfica posició - temps: 

 
Gràfica 1. Posició – temps per a T-1 mitjançant el mètode d’Euler 

 

En aquesta gràfica, en el qual es relaciona la posició sobre la recta que té el cos (m) 
i el temps (Gràfica 1.), es pot observar que la velocitat positiva (en direcció 
contraria a l’atracció que pateix el cos) es veu ràpidament vençuda per aquesta 
atracció, ja que aquesta funció té un punt màxim a t=0,10s (en el qual la velocitat 
és encara positiva, i a partir d’aquest ja sempre es negativa) i a partir d’aquest cada 
cop s’aproxima més al cos (M) fins a col·lidir amb ell a t=1,23s.  

Gràfica velocitat - temps: 

 
Gràfica 2. Velocitat – temps per a T-1 mitjançant el mètode d’Euler 

 
 

*Gràfiques obtingudes a partir de les taules de valors de l’Annex I. 
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En aquesta gràfica  en el qual es relaciona la velocitat que té el cos (m) i el temps 
(Gràfica 2), es pot observar que la  funció a causa de la força d’atracció negativa és 
sempre decreixent i com més s’acosta al cos (M) més ràpid es produeix aquest 
decreixement. 

 

Gràfica acceleració - temps: 

 
Gràfia 3. Posició – temps per a T-1 mitjançant el mètode d’Euler 

 

En aquesta gràfica en el qual es relaciona l’acceleració, produïda per la força 
d’atracció gravitatòria del cos (M), i el temps (Gràfica 3), es  pot observar que com 
més s’acosta el cos (m) al cos (M) més ràpid augmenta aquesta atracció, ja que es 
veu clarament relacionada amb la distància dels cossos. 
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4.3. Resolució de T-2 

Per resoldre el segon problema (T-2), s’apliquen els dos mètodes, tant el d’Euler 
com el Leapfrog, ja que la trajectòria real que descriuria el cos és: una 
circumferència de radi R=1 i, per tant, com es tenen els valors reals podem fer un 
càlcul de l’error i observar-hi la influència de l’ordre. 

En aquest cas es descriu un moviment circular uniforme (MCU), on el mòbil traça 
una trajectòria circular amb una velocitat angular constant ω=1. Per tant, a l’hora 
de realitzar el càlcul de la posició en el temps se sap que 𝑟𝑥(𝑡) = cos(𝑡) i 
𝑟𝑦(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡), ja que: 

𝜔 = 𝑣
𝑅 = 1

1 = 1    i    𝜔 = ∆𝜑
∆𝑡 ;  𝜑 = 𝜔 · 𝑡 (si t0=0 i φ0=0) 

A l’hora de desglossar φ en les dues projeccions (vertical y i horitzontal x) s’obté: 

𝑟𝑥(𝑡) = cos𝜑 = cos(𝜔 · 𝑡) = cos(𝑡)  i   𝑟𝑦(𝑡) = sin𝜑 = sin (𝜔 · 𝑡) = sin(𝑡) 

𝑟𝑥(𝑡)2 + 𝑟𝑦(𝑡)2 = cos2(𝑡) + sin2(𝑡) = 1 

Que correspon a l’òrbita teòrica: una circumferència de radi R=1 (Fig 7.). 

 

Fig 7. Trajectòria real per a T-2 
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T-2: Estudi de la trajectòria sobre el pla 

Un cos de massa m=0.01, es  troba al punt P(1,0) del pla i viatja a una velocitat de 
1j (sobre la vertical).  En el mateix pla, a l'origen de coordenades [ en el punt (0,0)], 
s’hi troba un cos de massa M=1 quiet (Fig 3.). 

 

Fig 3. Representació gràfica de T-2 

 

4.3.1 Solució de T-2 mitjançant el mètode d’Euler 

Per a resoldre aquest problema mitjançant el mètode d’Euler s’apliquen les 
mateixes fórmules a la resolució de T-1 en el càlcul de la posició i la velocitat, 
tenint en compte que les variables tindran dues projeccions (sobre l’eix x i sobre 
l’eix y). Per al càlcul de la posició seran necessàries les següents expressions: 

𝑟𝑥𝑛 = 𝑟𝑥𝑛−1 + 𝑣𝑥𝑛−1 · ∆𝑡 + 1
2 · 𝑎𝑥𝑛−1 · ∆𝑡2  i  𝑟𝑦𝑛 = 𝑟𝑦𝑛−1 + 𝑣𝑦𝑛−1 · ∆𝑡 + 1

2 · 𝑎𝑦𝑛−1 · ∆𝑡2 

rxn correspon a la projecció de la posició sobre l’eix de les x a un instant determinat 
n, rxn-1 correspon a la mateixa projecció a l’instant anterior, a l’igual que la vxn-1 pel 
que fa a la velocitat i la axn-1 pel que fa a l’acceleració. El mateix passa amb ryn, ryn-1, 

vyn-1 i ayn-1 sobre l’eix de les y. 
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Fig 8. Detall de T-2 en el càlcul de la distància entre cossos (e) 

Per al càlcul de la distància entre els dos cossos e s’utilitza l’aplicació del teorema 
de Pitàgores entre les dues projeccions d’un mateix instant, essent e la hipotenusa i 
rx i ry els catets (Fig 8). 

𝑒𝑛 = �𝑟𝑥𝑛2 + 𝑟𝑦𝑛2 

Per al càlcul de la velocitat s’utilitza (Fig 9): 

𝑣𝑥𝑛 = 𝑣𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑥𝑛−1 · ∆𝑡      i   𝑣𝑦𝑛 = 𝑣𝑦𝑛−1 + 𝑎𝑦𝑛−1 · ∆𝑡 

vxn correspon a la projecció sobre l’eix de les x de la velocitat a un instant 
determinat, vxn-1 correspon a la velocitat de la mateixa projecció a l’instant anterior 
igual que l’acceleració axn-1. El mateix passa amb vyn, vyn-1 i ayn-1 sobre l’eix de les y. 

 

Fig 9. Detall de T-2 en el càlcul de les velocitats (vx i vy) 
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Per a trobar les projeccions de l’acceleració obtenim valors mitjançant les següents 
expressions: 

𝑎𝑥 = �−𝐺 · 𝑀
𝑒2� · cos𝛼           𝑎𝑦 = �−𝐺 · 𝑀

𝑒2� · sin𝛼 

Aquestes expressions estan compostes pel mòdul de l’acceleració i una raó 
trigonomètrica de l’angle descrit per rx i ry (β) més π a cada instant (Fig 10). 

 

Fig10. Detall de T-2 en el càlcul de les acceleracions (ax i ay). 

El mòdul de l’acceleració és el producte de la constant gravitatòria per la massa del 
cos M dividit pel quadrat de la distància que separa els cossos en aquell instant, i ja 
que és el mòdul, és troba en valor absolut. 

|�⃗�| = �−𝐺 · 𝑀𝑒2� 

A l’hora de desglossar aquest mòdul en ax i ay l’influenciant és l’angle α, que 
representa la direcció que pren aquesta acceleració. Aquest angle es calcula a 
partir de la pendent de la recta de la qual en forma part el segment e(t), la qual és 
el resultat de l’arc tangent de ry/rx (que correspondria a l’angle β) més π. De 
manera que l’expressió pel càlcul de l’angle α és:

 

𝛼 = 𝛽 + 𝜋 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 �
|𝑟𝑦|
|𝑟𝑥|� + 𝜋 
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Pel càlcul de ax utilitzem el cosinus de l’angle format per trobar l’acceleració sobre 
l’eix horitzontal i pel càlcul de la ay n’utilitzem el sinus, ja que és sobre l’eix 
vertical. 

De  manera que per un ∆t de 0,1 obtenim els següents resultats (Taula 3): 

∆t=0,1 Posició x Posició y Distància entre cossos (e) 
t0 rx0= 1 ry0= 0 𝑒0 = �𝑟𝑥02 + 𝑟𝑦02 = 1 
t1 rx1=rx0+vx0*∆t 

+(1/2)*axo*∆t2= 
= 0.995

 

ry=ry0+vy0*∆t 
+(1/2)*ayo*∆t2= 

= 0.1    
 

𝑒1 = �𝑟𝑥12 + 𝑟𝑦12 = 
=

 
1.0000125 

t2 rx2=rx1+vx1*∆t 
+(1/2)*ax1*∆t2= 

= 0.9800252
 

ry=ry0+vy0*∆t 
+(1/2)*ayo*∆t2= 

= 0.1995000 

𝑒2 = �𝑟𝑥22 + 𝑟𝑦22 = 
= 1.0001248 

 
 

∆t=0,1 Velocitat x Velocitat y 
t0 vx0=0 vy0=1 
t1 vx1=vx0+ax0*∆t= 

= - 0.1   
vy1=vy0+ay0*∆t= 

= 1   
t2 vx2=vx1+ax1*∆t= 

= - 0.1994963 
vy2=vy1+ay1*∆t= 

= 0.9900004 
 

∆t=0,1 Acceleració x Acceleració y Angle descrit per e (α) 
t0 ax0=|-G(M/e0)| 

*cos α0= -1 
ay0=|-G(M/e0)| 

*sin α0= 0 
α0=π+arctg(ry0/rx0)= π 

t1 ax1=|-G(M/e1)| 
*cos α1= 

=
 
- 0.9949627 

ay1=|-G(M/e1)| 
*sin α1= 

= - 0.0999963 

α1=π+arctg(ry1/rx1)= 
=

 
3.1520648 

t2 ax2=|-G(M/e2)| 
*cos α2= 

=
 
- 0.9796583 

ay2=|-G(M/e2)| 
*sin α2=  

= - 0.1994253 

α2=π+arctg(ry2/rx2)= 
=

 
 3.162537   

 

Taula 3. Resultats de T-2 mitjançant el mètode d’Euler 
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Programari per resoldre el problema: l’Scilab* 

L’Scilab és un programa informàtic per al càlcul matemàtic lliure desenvolupat per 
l’INRIA (Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique, Institut 
Nacional d’Investigació en Informática i Automàtica), que és un centre 
d’investigació francès especialitzat en les ciències de la computació, la teoria del 
control i les matemàtiques aplicades. 

Per resoldre aquest segon problema (T-2), que és més complex que l’anterior 
s’utilitzarà l’Scilab. Per treballar amb el codi emprat en la resolució s’utilitzarà com 
a editor SciNotes (opció que es troba dins el programa). 

Primer pas: s’introdueixen les variables: 

 tram=2*%pi 
tram: correspon al tram de circumferència que es vol traçar, en aquest cas una 
circumferència sencera, ja que va expressat en radiants i %pi correspon a π. 
 nn=[30,60,120,200,600] 
nn: és un vector amb 5 variables (ja que es traçaran 5 trajectòries) on 
s’emmagatzema el nombre de vegades que es repetirà el procés de calcular la 
posició (r), la velocitat (v) i l’acceleració (a), (nombre finit de punts per aproximar 
la solució).  
 tt=[tram/nn(1),tram/nn(2),tram/nn(3),tram/nn(4),tram/nn(5)] 
tt: és un vector amb 5 variables (igual que nn, per traçar 5 trajectòries diferents), 
on es guarda el pas, que en aquest problema equival als intervals de temps, els 
quals corresponen a: el tram que es vol realitzar dividit entre el nombre de punts 
que es volen calcular 
 
Segon pas: s’obre el que s’anomena un “bucle” amb la funció for, el qual repeteix el 
càlcul de la trajectòria per a cada un dels valors dels vectors nn i tt, que dintre el 
bucle es guarda a les variables n i t. 
 for k=1:5 
  n=nn(k) 
  t=tt(k) 
 

*El codi sencer utilitzat per a la resolució d’aquest problema T-2, es troba a l’Annex II. 
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Tercer pas: s’introdueixen les constants necessàries per realitzar el càlcul de 
l’acceleració: la constant de gravitació universal G s’emmagatzema a la variable g i 
la massa del cos més gran es guarda dins M. 
 g=1 ; M=1 
 
Quart pas: s’introdueixen els valors inicials per a les dues projeccions (x i y) de 
posició (rx0 i ry0), velocitat (vx0 i vy0) i es fa un càlcul del valor inicial de 
l’acceleració (ax0 i ay0) utilitzant les fórmules: 

𝑎𝑥0 = �−𝐺 𝑀
(𝑟𝑥02 + 𝑟𝑦02)� · cos�𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

|𝑟𝑦0|
|𝑟𝑥0|�       𝑎𝑦0 = �−𝐺 𝑀

(𝑟𝑥02 + 𝑟𝑦02)� · sin �𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
|𝑟𝑦0|
|𝑟𝑥0|� 

    rx0=1 ; ry0=0 
 vx0=0 ; vy0=1 
     ax0=(g*M/(rx0^2+ry0^2))*cos((%pi)+atan(ry0,rx0)) 
     ay0=(g*M/(rx0^2+ry0^2))*sin((%pi)+atan(ry0,rx0)) 
 
Cinquè pas: es creen matrius d’una sola fila i d’n columnes per a les posicions, les 
velocitats i  les acceleracions, inicialitzades a zero mitjançant la funció zeros; i les 
hi adjudiquem el primer nombre [a la primera columna (1,1)] els valors inicials 
abans establerts. També es crea una matriu que compti el temps (cont). 
 rx=zeros(1,n) ; rx(1,1)=rx0 
     ry=zeros(1,n) ; ry(1,1)=ry0 
     vx=zeros(1,n) ; vx(1,1)=vx0 
     vy=zeros(1,n) ; vy(1,1)=vy0 
     ax=zeros(1,n) ; ax(1,1)=ax0 
 ay=zeros(1,n) ; ay(1,1)=ay0 
 cont=zeros(1,n) 
 
Sisè pas: es crea un segon bucle (dins del primer, del segon pas) amb la funció for 
en el qual es calcularan les posicions (rx i ry), les velocitats (vx i vy) i les 
acceleracions (ax i ay) per a la resta d’instants fins a arribar al valor número n. 
  for i=2:n; 
        rx(1,i)=rx(1,i-1)+vx(1,i-1)*t+(1/2)*ax(1,i-1)*t^2; 
         ry(1,i)=ry(1,i-1)+vy(1,i-1)*t+(1/2)*ay(1,i-1)*t^2; 
 vx(1,i)=vx(1,i-1)+ax(1,i-1)*t; 
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         vy(1,i)=vy(1,i-1)+ay(1,i-1)*t; 
 ax(1,i)=(g*M/(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2))*cos((%pi)+atan(ry(1,i),rx(1,i))); 
         ay(1,i)=(g*M/(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2))*sin((%pi)+atan(ry(1,i),rx(1,i))); 
També dins el bucle s’introdueix el comptador que sumarà a cada volta el ∆t al 
valor anterior. 
 cont(1,i)=cont(1,i-1)+t 
El bucle es tanca amb la funció end 
 
Setè pas: per comparar visualment els resultats amb la trajectòria real, s’afegeix al 
codi el vector a, en el qual seran emmagatzemats valors del 0 al (n-1) per 
l’increment de temps, amb una diferencia de ∆t entre cadascun. 
 a=[0:t:(n-1)*t] 
 
Vuitè pas: per a traçar els eixos a la gràfica s’usa la funció param3d traçant rectes 
del -2 al 2 tant en l’eix de les x com en el de les y. 
 param3d([-2,2],[0,0],[0,0]); param3d([0,0],[-2,2],[0,0]); 
 
Novè pas: per a dibuixar les gràfiques s’utilitza la funció plot on el primer valor 
correspondrà al de l’eix de les x, el segon al de l’eix de les y i el tercer (el qual va 
entre apòstrofs) al color de la línia: 'b' blau, ’k’ negre, ’g’ verd,… 
Per a la posició:  plot(cos(a),sin(a),'g',rx,ry,'b')  
Per a la velocitat en funció del temps:  plot(cont,vx,'k',cont,vy,'b') 
Per a l’acceleració en funció del temps:  plot(cont,ax,'k',cont,ay,'b') 
Finalment, el primer bucle es tanca amb la funció end 
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Resultats gràfics obtinguts:  

Trajectòria del cos: gràfica posició x – posició y: 

 

Gràfica 4. Posició x-y de T-2 mitjançant el mètode d’Euler 

En aquesta gràfica s’expressen les diferents trajectòries que traçaria el cos per a 
cada increment de temps assignat (Gràfica 4). Es pot observar que com més petit 
és l’increment de temps més s’aproxima aquest càlcul a la realitat, que 
correspondria a la trajectòria verda: la circumferència [on rx=cos(t) i ry=sin(t)]. 

 

Gràfica velocitats (vx i vy) – temps: 

 

Gràfica 5. Velocitats (vx i vy)-temps de T-2 mitjançant el mètode d’Euler 
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En aquest gràfica s’exposen les velocitats [tant la projecció horitzontal (negre) com 
la vertical (blava)] respecte al temps (Gràfica 5). Es pot observar que són funcions 
sinusoïdals: la projecció real de la velocitat vertical correspondria al cosinus del 
temps i la projecció horitzontal al sinus del temps en negatiu. 

𝑣𝑥(𝑡) = 𝑟𝑥(𝑡)′ = cos(𝑡)′ = −sin(𝑡)    i    𝑣𝑦(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡)′ = sin(𝑡)′ = cos (𝑡) 

També és visible que com més reduït és l’increment de temps aplicat al càlcul, més 
pròximes són les aproximacions a les funcions reals. 

Gràfica acceleracions (ax i ay) – temps: 

 

Gràfica 6. Acceleracions (ax i ay)-temps de T-2 mitjançant el mètode d’Euler 

En aquesta gràfica es mostren les projeccions de l’acceleració (Gràfica 6), les quals, 
igual que en el cas de les velocitats, corresponen a gràfics sinusoïdals: la trajectòria 
negre  a menys cosinus del temps al cas de l’acceleració sobre l’eix de les x i  la 
trajectòria blava a menys sinus del temps que seria el cas de l’acceleració sobre 
l’eix de les y.  

𝑎𝑥(𝑡) = 𝑣𝑥(𝑡)′ = − sin(𝑡)′ = −cos (𝑡)   i   𝑎𝑦(𝑡) = 𝑣𝑦(𝑡)′ = cos(𝑡)′ = −sin (𝑡) 

També es pot observar que a més petit l’increment de temps més pròxima es torna 
l’aproximació a la realitat. 
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4.3.2. Solució de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 

Per a resoldre el problema T-2  mitjançant el mètode Leapfrog, s’utilitza el mateix 
plantejament que per al càlcul de l’acceleració  que en el mètode d’Euler, però pel 
que fa a la posició i a la velocitat es produeix un canvi. Les equacions per calcular-
ho són: 

Per a la posició: 𝑟𝑛 = 𝑟𝑛−1 + 𝑣𝑛−1 2�
· ∆𝑡  

La velocitat emprada, en lloc de ser la que es trobava a l’instant anterior (com en el 
mètode d’Euler),  és aquella que té el cos quan es troba en el punt mitjà entre rn i 
rn-1 (v1/2 en lloc de v0), i no es té en compte l’acceleració. 

Per a la velocitat és necessari un càlcul inicial (de la velocitat a la qual es troba el 

cos a l’instant t=∆𝑡/2) mitjançant l’equació: 𝑣1 2�
= 𝑣0 + 𝑎0 · 12 · ∆𝑡 

Pel que fa a la resta, les quals van expressades de la forma: v3/2, v5/2, v7/2, v9/2,... són 
calculables mitjançant l’equació: 𝑣𝑖+3 2�

= 𝑣𝑖+1 2�
+ 𝑎𝑖+1 · ∆𝑡  

Essent i un nombre natural amb valors entre 0 i n-2, n corresponent al nombre de 
punts en el qual es calcula la posició per a un tram de recorregut determinat. 

De  manera que per un ∆t de 0,1 obtenim els següents resultats (Taula 3): 

∆t=0,1 Posició x Posició y Distància entre cossos (e) 
t0 rx0= 1 ry0= 0 𝑒0 = �𝑟𝑥02 + 𝑟𝑦02 = 1 
t1 rx1=rx0+vx1/2*∆t= 

= 0.995
 

ry1=ry0+vy1/2*∆t= 
= 0.1  

 

𝑒1 = �𝑟𝑥12 + 𝑟𝑦12 = 
= 

 
1.0000125 

t2 rx2=rx1+vx3/2*∆t = 
= 0.9800502

 

ry2=ry1+vy3/2*∆t= 
= 0.1990000   

𝑒2 = �𝑟𝑥22 + 𝑟𝑦22 = 
= 1.0000497  

 

∆t=0,1 Velocitat x Velocitat y 
t0 vx0=0 vy0=1 

t1/2 vx1/2=vx0+(1/2)*ax0*∆t= 
= - 0.05 

vy1/2=vy0+(1/2)*ay0*∆t= 
= 1 

t3/2 vx3/2=vx1/2+ax1*∆t= 
= - 0.1494975 

vy3/2=vy1/2+ay1*∆t= 
= 0.9900002 
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∆t=0,1 Acceleració x Acceleració y Angle descrit per e (α) 
t0 ax0=|-G(M/e02)| 

*cos α0= -1 
ay0=|-G(M/e02)| 

*sin α0= 0 
α0=π+arctg(ry0/rx0)= π 

t1 ax1=|-G(M/e12)| 
*cos α1= 

=
 
- 0.9949751 

ay1=|-G(M/e12)| 
*sin α1= 

= - 0.0999975 

α1=π+arctg(ry1/rx1)= 
= 3.2417588

 
t2 ax2=|-G(M/e22)| 

*cos α2= 
=

 
- 0.9799861  

ay2=|-G(M/e22)| 
*sin α2=  

= -0.19906550 

α2=π+arctg(ry2/rx2)= 
=

 
3.3419969 

 

Taula 3. Primers resultats de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 

 

Programari per resoldre el problema: l’Scilab* 

Per resoldre el problema utilitzant el mètode Leapfrog, tornem a utilitzar l’Scilab 
inserint el nou codi sobre el mateix document en el qual es trobava la solució 
mitjançant el mètode d’Euler. 

En utilitzar aquest mètode l’ordre dels factors ha de ser diferent, ja que si és 
establert com en la resolució pel mètode d’Euler són necessàries variables abans 
de ser inserides 

Primer és necessari, igual que en el mètode d’Euler, el càlcul de l’acceleració inicial 
del cos en moviment, tant en la projecció horitzontal com en la vertical mitjançant 
les equacions: 

𝑎𝑥0 = �−𝐺 𝑀
(𝑟𝑥02 + 𝑟𝑦02)� · cos�𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

|𝑟𝑦0|
|𝑟𝑥0|�       𝑎𝑦0 = �−𝐺 𝑀

(𝑟𝑥02 + 𝑟𝑦02)� · sin �𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
|𝑟𝑦0|
|𝑟𝑥0|� 

 

Seguidament, el càlcul de la velocitat a temps t1/2  s’ha de trobar fora del bucle ja 
que té és diferent de la resta de les velocitats (vi+1/2). Aquest s’introdueix al 
assignar els primers  valors a les matrius (de les primeres columnes) i és calculable 
mitjançant:  

𝑣𝑥1 2�
= 𝑣𝑥0 + 𝑎𝑥0 · 12 · ∆𝑡   i   𝑣𝑦1 2�

= 𝑣𝑦0 + 𝑎𝑦0 · 12 · ∆𝑡  

 

*El codi sencer utilitzat per a la resolució d’aquest problema T-2, es troba a l’Annex II. 
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Un cop establerts aquests valors ja es pot entrar dins el bucle utilitzant les 
expressions en el següent ordre: posició (rx i ry), acceleració (ax i ay) i velocitat 
(vx i vy) la qual serà utilitzada en el cicle posterior. 

Dins el bucle principal es creen de nou  matrius per a posició, velocitat i 
acceleració, i s’insereixen, igual que en el mètode d’Euler, els valors inicials per a 
les posicions i les acceleracions, i es calcula el valor de la velocitat a t1/2. També hi 
afegim la matriu comptador de temps(ccont). 

 rrx=zeros(1,n) ; rrx(1,1)=rx0 
    rry=zeros(1,n) ; rry(1,1)=ry0 
 vvx=zeros(1,n) ; vvx(1,1)=vx0+(1/2)*t*ax0 
     vvy=zeros(1,n) ; vvy(1,1)=vy0+(1/2)*t*ay0 
 aax=zeros(1,n) ; aax(1,1)=ax0 
     aay=zeros(1,n) ; aay(1,1)=ay0 
Seguidament, s’introdueix un bucle secundari amb les equacions del mètode 
Leapfrog, i el comptador del temps: 
     for i=2:n 
         rrx(1,i)=rrx(1,i-1)+vvx(1,i-1)*t; 
        rry(1,i)=rry(1,i-1)+vvy(1,i-1)*t; 
 aax(1,i)=(g*M/(rrx(1,i)^2+rry(1,i)^2))*cos((%pi)+atan(rry(1,i),rrx(1,i))); 
         aay(1,i)=(g*M/(rrx(1,i)^2+rry(1,i)^2))*sin((%pi)+atan(rry(1,i),rrx(1,i))); 
 vvx(1,i)=vvx(1,i-1)+aax(1,i)*t; 
         vvy(1,i)=vvy(1,i-1)+aay(1,i)*t; 
         ccont(1,i)=ccont(1,i-1)+t 
     end 
Finalment, comptant que ja s’han expressat al codi els valors d’a i que ja s’han 
traçat els eixos amb les funcions param3d, es dibuixen gràficament les funcions: 

Per a la posició:  plot(cos(a),sin(a),'g',rrx,rry,'k') 

Per a la velocitat en funció del temps:  plot(ccont,(vvx-(1/2)*t*ax0),'k',ccont,(vvy-
(1/2)*t*ay0),'b'); ja que la velocitat es veu ∆t/2 desfassada a causa d’haver-la 
modificat en el primer càlcul [vvx(1,1) i vvy(1,1)]. 

Per a l’acceleració en funció del temps:  plot(ccont,aax,'k',ccont,aay,'b')
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Resultats gràfics obtinguts 
Trajectòria del cos: gràfica posició x – posició y: 

   

Gràfica 7. Posició rx-ry de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 

En aquesta gràfica es pot observar a simple vista la millora del mètode Leapfrog 
respecte al mètode d’Euler (Gràfica 7). En el primer, resulta pràcticament 
impossible fer una distinció entre les diferents trajectòries traçades pel mòbil. S’ha 
ampliat una petita zona del gràfic (de l’interval -1.025 al -0.989 respecte a l’eix OX i 
del 0.019 al -0.019 respecte a l’eix OY) per diferènciar les diferents trajectòries 
seguides, i tot i així resulta  molt difícil la distinció del valor real del calculat per a 
n=600, mostrant així l’eficàcia d’aquest mètode. 

Gràfic velocitats (vx i vy) – temps: 

 

Gràfica 8. Velocitats (vx i vy)-temps de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 
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En aquesta gràfica és mostren els traçats de les velocitats en funció del temps 
(Gràfica 8). Aquestes funcions (-sin t per la vx i cos t per la vy) resulten ser quasi 
exactes. Igual que succeïa en les gràfiques de posició, observant així les diferències 
amb el mètode d’Euler (Gràfica 5). 

Gràfica acceleracions (x i y) – temps 

 

Gràfica 9. Acceleracions (ax i ay)-temps de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 

Es repeteix el plantejament en aquesta gràfica (Gràfica 9) que resulta ser quasi 
exacte en comparació amb el gràfic d’acceleracions (x i y) en funció del temps 
utilitzant el mètode d’Euler (Gràfica 6). 
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4.3.3. Comparació dels resultats obtinguts per a la resolució de T-2 

Per fer la comparació entre els dos mètodes (el mètode d’Euler i el Leapfrog) es 
calcula l’error comès per un pas determinat en cadascun. Aquest error 
correspondrà a la distància entre el punt en el qual es trobaria realment el cos i la 
calculada mitjançant el mètode (Fig 11.). De manera que aquest error seria: 

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟(𝑡) = �[cos(𝑡) − 𝑟𝑥(𝑡)]2 + [sin(𝑡) − 𝑟𝑦(𝑡)]2 

 

Fig 11. Representació gràfica de l’error en 2 dimensions 

De manera que per als diferents valors de ∆𝑡 adjudicats obtenim els següents 
errors amb els dos mètodes (Taula 4): 

∆t Error mètode d’Euler Error mètode Leapfrog 
2π/30 3.0153567 0.0919492 
2π/60 2.0442366 0.0230641

 
2π/120 1.2536998 0.0057598

 
2π/200 0.8246948 0.0020715

 
2π/600 0.3023575 0.0002299  

 
 

Taula 4. Errors comessos per els 2 mètodes per els diferents passos en la resolució de T-2 
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Programari per al càlcul dels errors: l’Scilab  

Per a resoldre aquesta qüestió dins la resolució del problema T-2, es parteix de 
l’arxiu utilitzat en els dos últims problemes. 

Just després d’haver assignat els valors als vectors nn i tt es crea una matriu de 5 
files i 8 columnes amb el nom d’er (on s’afegiran les dades per al càlcul de l’error): 

er=zeros(5,8)
 

El següent afegit al codi, no es troba fins després de les ordres de traçar gràfiques 
del  mètode Leapfrog, just abans de tancar el bucle principal. Aquest afegit 
consisteix en l’assignació del valor corresponent a cada columna de la matriu er 
per a cadascun dels diferents increments de temps: 

er(k,:)=[n,t,cos(a(n)),sin(a(n)),rx(n),ry(n),rrx(n),rry(n)] 

Aquests valors correspondrien, per ordre, a: 

 El nombre de passos utilitzats. 
 L’increment de temps utilitzat. 
 L’útim valor real d’rx: el cosinus de l’últim angle descrit per la trajectòria 

real. 
 L’útim valor real d’ry: el sinus de l’últim angle descrit per la trajectòria real. 
 L’últim valor d’rx calculant mitjançant el mètode d’Euler. 
 L’últim valor d’ry calculant mitjançant el mètode d’Euler. 
 L’últim valor d’rx calculant mitjançant el mètode Leapfrog. 
 L’últim valor d’ry calculant mitjançant el mètode Leapfrog. 

Els valors de la matriu er un cop emmagatzemats són: 

er  = 

30.     0.2094395    0.9781476  - 0.2079117  - 1.779044   - 1.4286781    0.9552057      - 
0.2969529   

 

*El codi sencer utilitzat per a la resolució d’aquest problema T-2, es troba a l’Annex II. 
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60.     0.1047198    0.9945219  - 0.1045285  - 0.3740920  - 1.6230142    0.9918633     - 
0.1274388   

120.    0.0523599    0.9986295  - 0.0523360    0.5346563  - 1.2170213    0.9983125    - 
0.0580871   

200.    0.0314159    0.9995066  - 0.0314108    0.8487727  - 0.8422133    0.9994395     - 
0.0334811   

600.    0.0104720    0.9999452  - 0.0104718    1.0183361  - 0.3122695    0.9999427     - 
0.0107016 

Just després d’haver tancat el bucle principal amb l’end, es crea una altra matriu 
amb 3 files i 5 columnes amb el nom ergraf (ja que s’hi afegiran els valors útils per 
a traçar la gràfica): 

 
ergraf=zeros(5:3) 

A cadascuna de les columnes s’hi guarden els valors següents: 

 Primera columna: error comés amb el mètode d’Euler amb cadascun dels 
increments de temps. A calculable utilitzant la fórmula anunciada a la 
pàgina 34 (sqrt correspon a la funció arrel quadrada). 

 ergraf(:,1)=sqrt((er(:,3)-er(:,5))^2+(er(:,4)-er(:,6))^2) 
 Segona columna: error comés amb el mètode Leapfrog amb cadascun dels 

increments de temps. Calculable utilitzant la mateixa fórmula. 
 ergraf(:,2)=sqrt((er(:,3)-er(:,7))^2+(er(:,4)-er(:,8))^2) 

 Tercera columna: l’increment de temps emprat per a cada trajectòria. 
 ergraf(:,3)=er(:,2) 
 
Finalment es calcula el logaritme d’aquesta matriu guardant-la amb el nom de 
loger i se li canvia el signe (ja que en ser la majoria valors més petits que 1 al 
calcular-ne logaritmes  els valors passen a ser negatius). 
 loger=-log(ergraf) 
Aquest pas és realitzat ja que així la verificació de l’error visible fàcilment a la 
gràfica: Si l’error s’iguala a l’expressió enunciada a Teoria matemàtica (pàgina 4 
d’aquest mateix treball) i se’n calcula el logaritme: 
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log 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 = log𝐴 · ℎ𝑝 = log𝐴 + log ℎ𝑝 = log𝐴 + 𝑝 · log ℎ 
De manera que, ja que log A (logaritme de la constant) és constant i log h 
(logaritme del pas) varia, la p (l’ordre del mètode) es converteix en la pendent de 
la recta traçada. 
Per dibuixar aquestes rectes en funció del  negatiu del logaritme de l’increment de 
temps s’utilitzen les següents funcions: 
 plot(loger(:,3),loger(:,1),loger(:,3),loger(:,2));xgrid 
 
Resultats gràfics obtinguts 
Gràfica logaritmes dels errors (mitjançant el mètode d’Euler i el mètode Leapfrog) 
en funció del logaritme del pas: 

 
Gràfica 10. Logaritme del Error (per al mètode d’Euler i el de Leapfrog)- logaritme del pas utilitzat 

 
En aquesta gràfica es mostren les relacions entre els  negatius dels logaritmes dels 
errors comesos pels dos mètodes i els logaritmes del pas que s’ha fet servir en cada 
cas (Gràfica 10). Es pot observar que el mètode d’Euler (“recta” blava) és de 
pendent similar a 1, i es pot calcular gràficament el valor de la constant d’error 
d’aquest mètode a la que anomenem AE i com el seu logaritme és pròxim a 2, 
AE≈200. Pel que fa a la recta descrita pel logaritme de l’error del mètode Leapfrog 
(recta negre) és de pendent molt similar a 2 i com el logaritme de la seva constant 
és pròxim a 1, AL≈10. 
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4.4. Resolució de T-3 

Un cop comprovada la major efectivitat del mètode Leapfrog davant el mètode 
d’Euler, s’utilitzarà el primer per al càlcul de la trajectòria en el problema T-3 on es 
troba una projecció més (z), la trajectòria es descriu sobre l’espai.

 

T-3: Estudi de la trajectòria sobre l’espai 

Un cos de massa m=0.01, es troba al punt P(1,0,0) de l’espai i viatja a una velocitat 
de mòdul 1 perpendicular a l’eix OX marcant un angle de φ=30º sobre el pla yz. A 
l’origen de coordenades [al punt (0,0,0)], s’hi troba un cos esfèric quiet de massa 
M=1 (Fig 4). 

 

Fig 4. Representació gràfica de T-3 

4.4.1. Solució de T-3 mitjançant el mètode Leapfrog 

Per a resoldre aquest problema mitjançant el mètode Leapfrog, s’utilitza la 
resolució mitjançant aquest mateix mètode de T-2. A diferència d’aquest, però, 
descrivim les acceleracions mitjançant les equacions següents: 

𝑎𝑥 = −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑥 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)−3 2�  

𝑎𝑦 = −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑦 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)−3 2�  

𝑎𝑧 = −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑧 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)−3 2�  
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Ja que la fórmula de l’acceleració utilitzada a T-2 equival a: 

𝑎𝑥 = �−𝐺 𝑀
(𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)� · cos�𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

|𝑟𝑦|
|𝑟𝑥|� = �−𝐺 𝑀

(𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)� · −𝑟𝑥
�(𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)

= −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑥 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)−3 2�  

𝑎𝑦 = �−𝐺 𝑀
(𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)� · sin�𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

|𝑟𝑦|
|𝑟𝑥|� = �−𝐺 𝑀

(𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)� · −𝑟𝑦
�(𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)

= −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑦 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2)−3 2�  

L’altre canvi produït en la resolució d’aquest problema respecte al T-2, és el càlcul 
de la velocitat inicial v0. Per a resoldre’l plantegem aquestes equacions: 

𝑣𝑦����⃗ 0 = |�⃗�0| · sin (𝜑)   i   𝑣𝑧����⃗ 0 = |�⃗�0| · cos (𝜑) 

 

Fig 12. Projeccions de la velocitat inicial a T-3 

Ja que si projectem sobre el pla yz, la projecció vertical correspon a l’eix de les y i la 
projecció horitzontal correspon a l’eix de les z (Fig 12). 
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De manera que per a un ∆t=0,1s obtenim els resultats següents (Taula 5): 

∆t=0,1 Posició x Posició y Posició x 
t0 rx0= 1 ry0= 0 rz0= 0 
t1 rx1=rx0+vx1/2*∆t= 

= 0.995
 

ry1=ry0+vy1/2*∆t= 
= 0.05

 

rz1=rz0+vz1/2*∆t= 
= 0.0866025

 t2 rx2=rx1+vx3/2*∆t = 
= 0.9800496

 

ry2=ry1+vy3/2*∆t= 
= 0.0949998 

rz2=rz1+vy3/2*∆t= 
= 0.1723389

 

 

∆t=0,1 Velocitat x Velocitat y Velocitat z 
t0 vx0=0 vy0=sinφ= 0.5 vz0=cosφ=0.8660254 

t1/2 vx1/2=vx0+(1/2)*ax0 
*∆t= -0.05 

vy1/2=vy0+(1/2)*ay0 
*∆t=0.5 

vz1/2=vz0+(1/2)*az0 
*∆t= 0.8660254 

t3/2 vx3/2=vx1/2+ax1*∆t= 
= -0.1495037 

vy3/2=vy1/2+ay1*∆t= 
=0.4499981 

vz3/2=vz1/2+az1*∆t= 
=0.8573648 

 

∆t=0,1 Acceleració x Acceleració y Angle descrit per e (α) 
t0 ax0= -rx0 

*(rx02+ry02+rz02)3/2= 
= -1 

ay0= -ry0 

*(rx02+ry02+rz02)3/2= 
=0 

ax0= -rz0 

*(rx02+ry02+rz02)3/2= 
=0 

t1 ax1= -rx1 

*(rx12+ry12+rz12)3/2= 
= -0.9950373 

ay1= -ry1 

*(rx12+ry12+rz12)3/2= 
= - 0.5000187 

az1= -rz1 

*(rx12+ry12+rz12)3/2= 
= -0.0866057 

t2 ax2= -rx2 

*(rx22+ry22+rz22)3/2= 
= -0.9811930 

ay2= -ry2 

*(rx22+ry22+rz22)3/2= 
= -0.0951106 

az2= -rz2 

*(rx22+ry22+rz22)3/2= 
=-0.1725399 

 

Taula 5. Primers resultats de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 
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Programari per resoldre el problema: l’Scilab* 

Les novetats en la programació de la resolució d’aquest problema (T-3) respecte la 
resolució de T-2 són: 

 Calcular el valor de les velocitats vy i vz en funció de l’angle φ (fi al codi): 
fi=%pi/6 ; vy0=sin(fi) ; vz0=cos(fi) 

 Introduir els valors inicials de les variables corresponents a l’eix de les z, 
crear-ne les matrius i afegir el seu càlcul dins el bucle: 
ry0=0 ; vz0=cos(fi) ; az0=-rz0*(px0^2+ry0^2+rz0^2)^(-3/2) 
rz=zeros(1,n) ; rz(1,1)=rz0 ; rx(1,i)=rx(1,i-1)+vx(1,i-1)*t 
vz=zeros(1,n) ; vz(1,1)=vz0+(1/2)*t*az0 ; vz(1,i)=vz(1,i-1)+az(1,i)*t 
az=zeros(1,n) ; az(1,1)=az0 
az(1,i)=-rz(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 

 Aplicar el canvi en el càlcul de l’acceleració, usant les fórmules: 
𝑎𝑥 = −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑥 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)−3 2�  

𝑎𝑦 = −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑦 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)−3 2�  

𝑎𝑧 = −𝐺 · 𝑀 · 𝑟𝑧 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)−3 2�  
De manera que en el codi queda expressat com: 
ax(1,i)=-rx(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 
ay(1,i)=-ry(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 
az(1,i)=-rz(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 

 En dibuixar la gràfica que traçaria el cos usar la funció: comet3d seguida de 
les 3 variables rx, ry i rz. 
comet3d(rx,ry,rz) 

 A les gràfiques de la velocitat i l’acceleració afegir en verd (‘g’) el traçat de 
les projeccions sobre l’eix de les z. 
plot(cont,ax,'k',cont,ay,'b',cont,az,'g') 
plot(cont,(vx-(1/2)*t*ax0),'k',cont,(vy(1/2)*t*ay0),'b', 
cont,(vz(1/2)*t*az0),'g') 
 

 

*El codi sencer utilitzat per a la resolució d’aquest problema T-3, es troba a l’Annex III. 
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Resultats gràfics obtinguts: 

Trajectòria del mòbil: gràfica posició rx – posició ry – posició rz:
 

 

Gràfica 11. Posició: rx-ry-rz de T-3  mitjançant el mètode Leapfrog 

En aquest gràfic en tres dimensions (x, y i z) es traça la trajectòria seguida pel cos a 
l’espai (Gràfica 11). En aquest cas, correspon a una circumferència sobre un pla 
inclinat per l’angle inicial φ=30º. Les projeccions de la posició corresponen a: (ja 
que el pla es troba inclinat). 

𝑟𝑥(𝑡) = cos(𝑡) 

𝑟𝑦(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛30 · sin(𝑡) = 1
2 sin(𝑡) ;   𝑟𝑧(𝑡) = cos(30) · cos(𝑡) =  −√3

2 cos (𝑡)  

 

Gràfic velocitats (vx, vy i vz) – temps: 

 

Gràfica 12. Velocitats (vx, vy i vz)-temps de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 
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En aquest gràfic s’expressen les projeccions de la velocitat: sobre l’eix de les x 
negre, sobre l’eix de les y blau i sobre l’eix de les z verd en funció del temps 
transcorregut (Gràfica 12). Aquestes gràfiques corresponen a les aproximacions de 
les projeccions de la velocitat teòriques (les derivades de les posicions): 

𝑣𝑥(𝑡) = 𝑟𝑥(𝑡)′ = −sin(𝑡) ;   𝑣𝑦(𝑡) = 𝑟𝑦(𝑡)′ = 1
2 cos(𝑡) ;   𝑣𝑧(𝑡) = 𝑟𝑧(𝑡)′ = −√3

2 sin (𝑡) 

Gràfic acceleracions (ax, ay i az) – temps: 

 

Gràfica 13. Acceleracions (ax, ay i az)-temps de T-2 mitjançant el mètode Leapfrog 

Igual que en els cassos anteriors, en aquesta gràfica s’expressen els valors de les 
tres projeccions de l’espai: en aquest cas de l’acceleració respecte al temps (Gràfica 
13). Els valors teòrics d’aquestes serien: 

𝑎𝑥(𝑡) = 𝑣𝑥(𝑡)′ = − cos(𝑡) ;   𝑎𝑦(𝑡) = 𝑣𝑦(𝑡)′ = −1
2 sin(𝑡)  ;   𝑎𝑧(𝑡) = 𝑣𝑧(𝑡)′ = −√3

2 cos(𝑡)
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5. CAS PRÀCTIC: Òrbita d’un satèl·lit GPS sota la influència de la Terra
 

Al voltant del nostre planeta orbiten molts satèl·lits que no són naturals, la majoria 
són obra de l’home i per tant artificials. Els satèl·lits artificials que orbiten al 
voltant de la Terra, que aproximadament són 2.465, tenen òrbites geocèntriques. 
Aquestes òrbites moltes vegades es veuen afectades per la no-perfecta esfericitat 
de la Terra, ja que aquest planeta és un cos el·lipsoide (Fig 13). En el nostre 
planeta, el diàmetre equatorial és 43 km més llarg al diàmetre de pol a pol. 

 

Fig 13. Representació d’un el·lipsoide 

5.1. Resolució de T-4 

Per estudiar la trajectòria que descriu un mòbil sota la influència del camp 
gravitatori d’un cos el·lipsoide s’exposa un quart problema ( T-4 ) que parteix de 
T-3. 

T-4: Estudi de la trajectòria d’un mòbil sota la influència d’un cos el·lipsoide a 
l’espai 

Un cos de massa m=0.01, es troba al punt 
P(1,0,0) de l’espai i viatja a una velocitat de 
mòdul 1 marcant un angle de φ=30º sobre el 
pla y-z. A l’origen de coordenades [en el punt 
(0,0,0)], s’hi troba un cos el·lipsoide quiet de 
massa M=1 i de radi major  (que recau sobre 
l’eix de les x) R=0,1 (Fig 14).  

 

       Fig 14. Representació gràfica de T-4 
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5.1.1. Resolució de T-4 mitjançant el mètode Leapfrog 

Per resoldre el problema T-4 s’utilitzarà el mètode Leapfrog. La variació que 
experimentarà el càlcul respecte T-3 afectarà a l’atracció que exerceix sobre el cos: 
l’acceleració. En el cas que el cos que atrau sigui esfèric, tota la massa d’aquest 
recau sobre el punt central, en el cas de T-3: l’origen de coordenades [el punt 
(0,0,0)]. Quan el cos és el·lipsoide, l’acceleració experimenta diferencies segons 
l’eix sobre el qual es projecta. Aquestes diferències es tradueixen matemàticament 
a les següents fórmules(2):  

𝑎𝑥 = −𝜇 · 𝑟𝑥 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�
−3
2 � − 3𝐾 · 𝑟𝑥 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�

−5
2 � 

 + 15𝑘 · 𝑟𝑥 · 𝑟𝑧2 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�
−7
2 � 

𝑎𝑦 = −𝜇 · 𝑟𝑦 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�
−3
2 � − 3𝐾 · 𝑟𝑦 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�

−5
2 � 

+ 15𝑘 · 𝑟𝑦 · 𝑟𝑧2 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�
−7
2 � 

𝑎𝑧 = −𝜇 · 𝑟𝑧 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�
−3
2 � − 3𝐾 · 𝑟𝑧 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�

−5
2 � 

+ 15𝑘 · 𝑟𝑧3 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�
−7
2 � − 6𝐾 · 𝑟𝑧 · (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2 + 𝑟𝑧2)�

−5
2 � 

En les quals rx, ry i rz corresponen a les projeccions de la  posició, µ és el resultat 
del producte de la massa M i la constant de gravitació universal i K correspon al 
producte d’un mig per µ pel radi major R al quadrat per la constant J pròpia de 
cada cos. 

𝜇 = 𝑀 · 𝐺    i   𝐾 = 1
2 · 𝜇 · 𝑅2 · 𝐽 

En el cas de l’estudi d’aquest cos (M), se suposa que J=2. 

 

 

 

(2) Satellites de Kepler au GPS, Michel Capderou  
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Programari de resolució del problema: l’Scilab* 

Per resoldre aquest problema, és realitzen les següents variacions respecte la 
resolució de T-3: 

 Inicialment s’introdueixen les variables: radi major R, constant pròpia del 
cos J, el valor de µ i el càlcul de la constant K. 
R=0.1 
J=2 
mu=M*g 
K=mu*R^2*J*(1/2) 

 És calculen els valors inicials de les acceleracions modificant-ne les 
fórmules: 

ax0=-mu*px0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*px0*(px0^2+py0^2 
+pz0^2)^(5/2)+15*K*px0*pz0^2*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2) 

ay0=-mu*py0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*py0*(px0^2+py0^ 
+pz0^2)^(5/2)+15*K*py0*pz0^2*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2) 

az0=-mu*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*pz0*(px0^2+py0^2 
+pz0^2)^(5/2)+15*K*pz0^3*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2)-6*K*pz0*(px0^2 
+py0^2+pz0^2)^(-5/2) 

 S’introdueixen dins el bucle les funcions  per al càlcul de cada projecció de 
l’acceleració: 

ax(1,i)=-mu*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-3*K*px(1,i) 
*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-5/2)+15*K*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2 
+pz(1,i)^2)^(-7/2); 

ay(1,i)=-mu*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-3*K*py(1,i) 
*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-5/2)+15*K*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2 
+pz(1,i)^2)^(-7/2); 

az(1,i)=-mu*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-3*K*pz(1,i) 
*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-5/2)+15*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2 
+pz(1,i)^2)^(-7/2)-6*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-5/2); 
 

*El codi sencer utilitzat per a la resolució d’aquest problema T-4, es troba a l’Annex IV. 
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Resultats gràfics obtinguts 

Trajectòria del mòbil: gràfica posició x – posició y – posició z:  

    

Gràfica 14. Posició: rx-ry-rz de T-4 mitjançant el mètode Leapfrog 

Aquestes gràfiques mostren el  recorregut traçat pel mòbil després de donar poc 
més de 4 voltes (Gràfica 14). Com es pot observar, la trajectòria d’aquest cos ja no 
és una circumferència, és el·líptica. Aquesta el·lipse però, no es manté sempre igual 
això és degut a una precessió en alguns dels elements orbitals pròpia d’aquest 
tipus de trajectòries. 

 

5.2. Elements orbitals 

Els elements orbitals enunciats en el comentari de la gràfica anterior són les dades 
mínimes per a la descripció de les òrbites de Kepler que fou un astrònom i 
matemàtic alemany, personatge clau de la revolució científica que s’originà durant 
els segles XVI i XVII. 

Aquestes òrbites consisteixen en el·lipses que tenen en un dels focus un cos que 
atrau el  cos orbitant. Per definir aquestes òrbites s’utilitzen una sèrie d’elements 
que són: 

 a: correspon al valor del semieix major, descriu la grandària de l’òrbita (Fig 
15). 
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 e: l’excentricitat mostra la relació entre la meitat  de la distància focal i el 
semieix major, aquest valor e es troba entre 0 i 1 i designa el grau 
“d’aixafament” de l’el·lipse. (e=c/a) (Fig 15) 

 
Fig 15. Trets de l’el·lipse 

 

 i: és la inclinació del pla orbital; correspon a l’angle que formen els vectors 
perpendiculars al pla x-y i el pla sobre el qual es troba l’el·lipse (Fig 16). 

 Ω: és l’element que mostra l’angle format per l’eix de les x i la línia dels 
nodes, que es la intersecció del pla que conté l’òrbita amb el pla x-y. Els 
punts en els quals la línia dels nodes talla l’òrbita són anomenats nodes. El 
node ascendent és aquell en el qual el cos passa a ocupar una posició en la 
que z<0 a una posició en la que z>0. Aquest angle Ω és anomenat argument 
del node ascendent (Fig 16). 

 ω: és l’angle entre la 
semirecta que des de l’origen 
conté el node ascendent i la que 
passa pel pericentre (que 
correspon a la distància mínima 
entre focus i òrbita). Aquest 
angle ω és anomenat argument 
de la longitud del pericentre (Fig 
16). 

 t0: el temps de pas del 
pericentre descriu el moment 
temporal del qual se saben unes 
dades exactes (Fig 16). 

   Fig 16. Representació dels elements orbitals 
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Aquests elements en òrbites en les quals el camp gravitatori que les atrau no es 
uniforme, com és el cas dels camps generats per cossos el·lipsoides, experimenten 
una sèrie de fenòmens que són: 

 Precessió de la línia dels nodes: en aquest cas es veu pertorbat l’angle Ω, el 
qual augmenta o disminueix a velocitat quasi constant, fet que passa en la 
resolució de T-4 i es pot observar a la Gràfica 14. 

 Precessió de la línia dels àpsides: en el qual es veu modificat l’angle ω fent 
girar a velocitat quasi constant l’òrbita sobre el pla en el qual es troba, com 
es podia observar a la Gràfica 14. 

 Oscil·lacions periòdiques: aquestes oscil·lacions afecten el semieix major 
(fent créixer i disminuir l’òrbita), a l’excentricitat (convertint l’òrbita en 
més o menys el·líptica) i a la inclinació del pla orbital (fent oscil·lar el pla 
que conté l’el·lipse). 

 

5.3. Plantejament i resolució del problema “real” 

La precessió de la línia dels nodes és un fenomen que succeeix en les trajectòries 
que donen al voltant de la Terra els satèl·lits GPS, de manera que la part pràctica 
d’aquest treball consistirà en el càlcul de la variació de l’angle Ω per a cada volta 
que doni el satèl·lit GPS al voltant de la Terra. 

Sistema de resolució del problema: l’Scilab* 

Per a resoldre aquest problema s’utilitza el programa en què solucionava T-4 
aplicant-li dades reals del planeta Terra: 

El Radi equatorial de la Terra és de 6378·103m 

La Massa és de: 5,9736·1024 kg 

La constant J és de 1.0826·10-3 (2) 

 

(2) Satellites de Kepler au GPS, Michel Capderou  

*El codi sencer utilitzat per a la resolució del cas real, es troba a l’Annex V. 
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Pel que fa a les dades respecte als satèl·lits GPS, és necessari saber el temps que 
triguen aquests a donar una volta al planeta (12 hores), a quina distància orbiten 
de la Terra (a 19.000 km) i l’angle d’inclinació del pla sobre el qual es troba la 
trajectòria respecte al pla x-y (55º). 

De manera que el mòdul de la velocitat correspondrà a la distància a recórrer en 
una volta entre el temps que es triga: 

|�⃗�| = 2𝜋𝑅𝑡
𝑡ò𝑟𝑏𝑖𝑡𝑎

= 2𝜋(6.378 · 103𝑚 + 19 · 106𝑚)
12ℎ · 3600𝑠

1ℎ
= 2.911,08𝑚𝑠  

L’angle que descriurà aquesta velocitat sobre el pla y-z en radiants correspondrà a: 

𝜑 = 55𝜋
180  𝑟𝑎𝑑 = 11

36𝜋 𝑟𝑎𝑑 

Per calcular l’increment de l’angle Ω s’aplica dins el bucle en el qual es calculen les 
posicions, velocitats i acceleracions un condicional seguint al càlcul de rz. Aquest 
condicional guardarà amb el nom de variable tall el punt en el qual les z passen a 
ser majors o iguals a 0. 

 if pz(1,i-1)*pz(1,i)<=0;  tall=i;  end 
 
Fora del bucle es calculen els valors per a cadascuna de les projeccions en el mateix 
instant i de l’anterior anomenant-los x0, y0, z0, x1, y1 i z1: 
 x0=px(1,tall-1);  x1=px(1,tall); 
 y0=py(1,tall-1);  y1=py(1,tall); 
 z0=pz(1,tall-1);   z1=pz(1,tall); 
Seguidament, suposant que el tros que separa aquests valors és un segment, es 
calcula el punt en el quals es talla el pla x-y, en el qual z=0. Per a fer-ho, es suposa 
l’equació d’aquest segment en l’espai com a: (tenint en compte que: 0 ≤ 𝑏 ≤ 1) 

�
𝑥(𝑏)
𝑦(𝑏)
𝑧(𝑏)

� = �
𝑥1
𝑦1
𝑧1
� + 𝑏 · �

𝑥0
𝑦0
𝑧0
� 

De manera que si s’aïlla b per a z(b)=0 s’obté: 
 b=z1/(z1-z0); 
Aquest valor s’aplica a les equacions  per a la posició x i per a la posició y: 



49 
 

 nx=b*x0+(1-b)*x1; 
 ny=b*y0+(1-b)*y1; 
I finalment cerca l’angle adif calculant l’arc tangent d’aquestes posicions: 
adif=atan(ny/nx)*180/%pi 
 
Resultats obtinguts 
Després de traçar una volta completa per a n=600, aquest angle de precessió Ω 
resulta ser de: - 0.0281693º mostrant així que com la Terra és pràcticament 
esfèrica la precessió d’ Ω es  produeix molt lentament, ja que perquè el pla del 
satel·lit GPS donés una volta completa al planeta haurien de passar 6.390 dies, uns 
17 anys i mig. En ser tan petita els resultats gràfics són irreconeixibles i per tant 
despreciables. 
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6. CONCLUSIONS 

Dur a terme aquest treball m’ha suposat un repte molt important, ja que he hagut 
d’endinsar-me en l’estudi d’un tema completament desconegut i assolir totes les 
metes proposades a Objectius. 

He tractat amb termes matemàtics que no estan inclosos dins el programa de 
matemàtiques del Batxillerat com: les equacions diferencials, els mètodes 
numèrics, l’ordre del mètode, etcètera.  

He  pogut resoldre totes les evolucions d’un mateix problema i veure’n els canvis. 
També he constatat la diferència d’ordre entre els dos mètodes utilitzats en les 
resolucions. 

El fet de partir d’unes resolucions tant complexes en molts casos m’ha donat una 
familiarització amb l’Scilab, un programa utilitzat juntament amb el Matlab per al 
càlcul en enginyeries i ciències, des del qual s’han resolt la majoria dels problemes 
d’aquest treball. 

Els resultats obtinguts en el cas real: el càlcul de l’angle de precessió Ω en les 
òrbites que donen al voltant de la Terra els satèl·lits GPS, s’han assimilat força a la 
realitat, fet que confirma l’efectivitat d’aquests mètodes; tot i que en ciències i 
enginyeries, els mètodes usats són d’ordres molt més elevats al Leapfrog (fins a 
ordre 7), obtenint així un error pràcticament despreciable. 
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I. Resultats obtinguts en la resolució de T-1 mitjançant el mètode d’Euler:  

M m G dt t 
r(t)=r(ant)+v(t)*dt 
+((1/2)a(ant)*dt^2) v(t)=v(ant)+ a(t)*dt a(t)=-G*(M/r(t)^2) 

1 0,01 1 0,01 0 1 0,1 -1 
1 0,01 1 0,01 0,01 1,00095 0,09 -0,998102704 
1 0,01 1 0,01 0,02 1,001800095 0,080018973 -0,996409508 
1 0,01 1 0,01 0,03 1,002550464 0,070054878 -0,99491852 
1 0,01 1 0,01 0,04 1,003201267 0,060105693 -0,99362808 
1 0,01 1 0,01 0,05 1,003752642 0,050169412 -0,992536752 
1 0,01 1 0,01 0,06 1,00420471 0,040244044 -0,991643323 
1 0,01 1 0,01 0,07 1,004557568 0,030327611 -0,990946802 
1 0,01 1 0,01 0,08 1,004811297 0,020418143 -0,990446409 
1 0,01 1 0,01 0,09 1,004965956 0,010513679 -0,990141583 
1 0,01 1 0,01 0,1 1,005021586 0,000612263 -0,990031974 
1 0,01 1 0,01 0,11 1,004978207 -0,009288057 -0,990117444 
1 0,01 1 0,01 0,12 1,00483582 -0,019189231 -0,990398065 
1 0,01 1 0,01 0,13 1,004594408 -0,029093212 -0,990874124 
1 0,01 1 0,01 0,14 1,004253932 -0,039001953 -0,991546117 
1 0,01 1 0,01 0,15 1,003814335 -0,048917414 -0,992414756 
1 0,01 1 0,01 0,16 1,00327554 -0,058841562 -0,993480967 
1 0,01 1 0,01 0,17 1,002637451 -0,068776371 -0,994745894 
1 0,01 1 0,01 0,18 1,00189995 -0,07872383 -0,996210902 
1 0,01 1 0,01 0,19 1,001062901 -0,088685939 -0,997877583 
1 0,01 1 0,01 0,2 1,000126148 -0,098664715 -0,999747752 
1 0,01 1 0,01 0,21 0,999089513 -0,108662193 -1,001823464 
1 0,01 1 0,01 0,22 0,9979528 -0,118680427 -1,004107007 
1 0,01 1 0,01 0,23 0,99671579 -0,128721497 -1,006600919 
1 0,01 1 0,01 0,24 0,995378245 -0,138787506 -1,009307988 
1 0,01 1 0,01 0,25 0,993939905 -0,148880586 -1,012231261 
1 0,01 1 0,01 0,26 0,992400488 -0,159002899 -1,015374055 
1 0,01 1 0,01 0,27 0,99075969 -0,16915664 -1,018739963 
1 0,01 1 0,01 0,28 0,989017186 -0,179344039 -1,022332866 
1 0,01 1 0,01 0,29 0,987172629 -0,189567368 -1,026156946 
1 0,01 1 0,01 0,3 0,985225648 -0,199828937 -1,030216691 
1 0,01 1 0,01 0,31 0,983175848 -0,210131104 -1,034516918 
1 0,01 1 0,01 0,32 0,981022811 -0,220476273 -1,03906278 
1 0,01 1 0,01 0,33 0,978766095 -0,230866901 -1,043859785 
1 0,01 1 0,01 0,34 0,976405233 -0,241305499 -1,04891381 
1 0,01 1 0,01 0,35 0,973939732 -0,251794637 -1,054231123 
1 0,01 1 0,01 0,36 0,971369074 -0,262336948 -1,059818399 
1 0,01 1 0,01 0,37 0,968692714 -0,272935132 -1,065682744 
1 0,01 1 0,01 0,38 0,965910078 -0,28359196 -1,071831718 
1 0,01 1 0,01 0,39 0,963020567 -0,294310277 -1,078273359 
1 0,01 1 0,01 0,4 0,960023551 -0,305093011 -1,085016208 
1 0,01 1 0,01 0,41 0,95691837 -0,315943173 -1,092069345 
1 0,01 1 0,01 0,42 0,953704335 -0,326863866 -1,099442414 
1 0,01 1 0,01 0,43 0,950380724 -0,33785829 -1,107145659 
1 0,01 1 0,01 0,44 0,946946784 -0,348929747 -1,115189966 
1 0,01 1 0,01 0,45 0,943401727 -0,360081646 -1,123586898 
1 0,01 1 0,01 0,46 0,939744731 -0,371317515 -1,13234874 
1 0,01 1 0,01 0,47 0,935974938 -0,382641003 -1,14148855 
1 0,01 1 0,01 0,48 0,932091454 -0,394055888 -1,151020206 
1 0,01 1 0,01 0,49 0,928093344 -0,40556609 -1,160958469 
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1 0,01 1 0,01 0,5 0,923979635 -0,417175675 -1,171319036 
1 0,01 1 0,01 0,51 0,919749312 -0,428888865 -1,182118615 
1 0,01 1 0,01 0,52 0,915401318 -0,440710052 -1,193374994 
1 0,01 1 0,01 0,53 0,910934549 -0,452643802 -1,205107121 
1 0,01 1 0,01 0,54 0,906347855 -0,464694873 -1,217335192 
1 0,01 1 0,01 0,55 0,90164004 -0,476868225 -1,230080747 
1 0,01 1 0,01 0,56 0,896809853 -0,489169032 -1,243366773 
1 0,01 1 0,01 0,57 0,891855995 -0,5016027 -1,25721782 
1 0,01 1 0,01 0,58 0,886777107 -0,514174878 -1,271660127 
1 0,01 1 0,01 0,59 0,881571775 -0,526891479 -1,286721761 
1 0,01 1 0,01 0,6 0,876238524 -0,539758697 -1,302432766 
1 0,01 1 0,01 0,61 0,870775816 -0,552783025 -1,318825338 
1 0,01 1 0,01 0,62 0,865182044 -0,565971278 -1,335934006 
1 0,01 1 0,01 0,63 0,859455535 -0,579330618 -1,353795838 
1 0,01 1 0,01 0,64 0,853594539 -0,592868576 -1,372450673 
1 0,01 1 0,01 0,65 0,84759723 -0,606593083 -1,391941368 
1 0,01 1 0,01 0,66 0,841461703 -0,620512497 -1,412314086 
1 0,01 1 0,01 0,67 0,835185962 -0,634635638 -1,433618604 
1 0,01 1 0,01 0,68 0,828767925 -0,648971824 -1,455908666 
1 0,01 1 0,01 0,69 0,822205411 -0,66353091 -1,479242374 
1 0,01 1 0,01 0,7 0,81549614 -0,678323334 -1,503682623 
1 0,01 1 0,01 0,71 0,808637722 -0,69336016 -1,529297597 
1 0,01 1 0,01 0,72 0,801627656 -0,708653136 -1,556161321 
1 0,01 1 0,01 0,73 0,794463316 -0,72421475 -1,584354284 
1 0,01 1 0,01 0,74 0,787141951 -0,740058292 -1,613964144 
1 0,01 1 0,01 0,75 0,77966067 -0,756197934 -1,645086531 
1 0,01 1 0,01 0,76 0,772016436 -0,772648799 -1,677825949 
1 0,01 1 0,01 0,77 0,764206057 -0,789427059 -1,712296816 
1 0,01 1 0,01 0,78 0,756226172 -0,806550027 -1,748624638 
1 0,01 1 0,01 0,79 0,74807324 -0,824036273 -1,786947367 
1 0,01 1 0,01 0,8 0,73974353 -0,841905747 -1,827416952 
1 0,01 1 0,01 0,81 0,731233102 -0,860179916 -1,870201126 
1 0,01 1 0,01 0,82 0,722537792 -0,878881928 -1,915485481 
1 0,01 1 0,01 0,83 0,713653199 -0,898036782 -1,963475861 
1 0,01 1 0,01 0,84 0,704574657 -0,917671541 -2,014401165 
1 0,01 1 0,01 0,85 0,695297222 -0,937815553 -2,068516607 
1 0,01 1 0,01 0,86 0,68581564 -0,958500719 -2,126107549 
1 0,01 1 0,01 0,87 0,676124328 -0,979761794 -2,187494021 
1 0,01 1 0,01 0,88 0,666217335 -1,001636735 -2,253036057 
1 0,01 1 0,01 0,89 0,656088316 -1,024167095 -2,323140054 
1 0,01 1 0,01 0,9 0,645730488 -1,047398496 -2,398266361 
1 0,01 1 0,01 0,91 0,63513659 -1,071381159 -2,478938396 
1 0,01 1 0,01 0,92 0,624298831 -1,096170543 -2,565753655 
1 0,01 1 0,01 0,93 0,613208838 -1,12182808 -2,659397086 
1 0,01 1 0,01 0,94 0,601857588 -1,148422051 -2,760657441 
1 0,01 1 0,01 0,95 0,590235334 -1,176028625 -2,870447383 
1 0,01 1 0,01 0,96 0,578331526 -1,204733099 -2,989828424 
1 0,01 1 0,01 0,97 0,566134703 -1,234631383 -3,120042038 
1 0,01 1 0,01 0,98 0,553632387 -1,265831803 -3,262548854 
1 0,01 1 0,01 0,99 0,540810942 -1,298457292 -3,41907841 
1 0,01 1 0,01 1 0,527655415 -1,332648076 -3,591692944 
1 0,01 1 0,01 1,01 0,514149349 -1,368565006 -3,782870017 
1 0,01 1 0,01 1,02 0,500274556 -1,406393706 -3,995610721 
1 0,01 1 0,01 1,03 0,486010838 -1,446349813 -4,233583123 
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1 0,01 1 0,01 1,04 0,471335661 -1,488685644 -4,501314951 
1 0,01 1 0,01 1,05 0,456223739 -1,533698794 -4,804456232 
1 0,01 1 0,01 1,06 0,440646528 -1,581743356 -5,150143081 
1 0,01 1 0,01 1,07 0,424571587 -1,633244787 -5,547510654 
1 0,01 1 0,01 1,08 0,407961764 -1,688719893 -6,008430999 
1 0,01 1 0,01 1,09 0,390774143 -1,748804203 -6,548598439 
1 0,01 1 0,01 1,1 0,372958672 -1,814290188 -7,189167155 
1 0,01 1 0,01 1,11 0,354456311 -1,886181859 -7,959294473 
1 0,01 1 0,01 1,12 0,335196528 -1,965774804 -8,900224819 
1 0,01 1 0,01 1,13 0,315093769 -2,054777052 -10,07210793 
1 0,01 1 0,01 1,14 0,294042393 -2,155498131 -11,56591786 
1 0,01 1 0,01 1,15 0,271909116 -2,27115731 -13,52547311 
1 0,01 1 0,01 1,16 0,248521269 -2,406412041 -16,19097028 
1 0,01 1 0,01 1,17 0,2236476 -2,568321744 -19,99270309 
1 0,01 1 0,01 1,18 0,196964747 -2,768248775 -25,77644339 
1 0,01 1 0,01 1,19 0,167993437 -3,026013209 -35,43360725 
1 0,01 1 0,01 1,2 0,135961625 -3,380349281 -54,09626828 
1 0,01 1 0,01 1,21 0,099453319 -3,921311964 -101,1023942 
1 0,01 1 0,01 1,22 0,055185079 -4,932335906 -328,3648465 
1 0,01 1 0,01 1,23 -0,010556522 -8,215984371 -8973,425969 
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II. Programa per a la resolució de T-2 mitjantçant el mètode d’Euler i el 

mètode Leapfrog i per a la realització de la comparació de l’error: 

 
tram=2*%pi 
nn=[30,60,120,200,600] 
tt=[tram/nn(1),tram/nn(2),tram/nn(3),tram/nn(4),tram/nn(5)] 
er=zeros(5,8) 
 
for k=1:5 
 
    n=nn(k) 
    t=tt(k) 
 
    g=1 
    M=1 
 
    rx0=1 
    ry0=0 
 
    vx0=0 
    vy0=1 
 
    ax0=(g*M/(rx0^2+ry0^2))*cos((%pi)+atan(ry0,rx0)) 
    ay0=(g*M/(rx0^2+ry0^2))*sin((%pi)+atan(ry0,rx0)) 
 
    rx=zeros(1,n) 
    rx(1,1)=rx0 
    ry=zeros(1,n) 
    ry(1,1)=ry0 
 
    vx=zeros(1,n) 
    vx(1,1)=vx0 
    vy=zeros(1,n) 
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    vy(1,1)=vy0 
 
    ax=zeros(1,n) 
    ax(1,1)=ax0 
    ay=zeros(1,n) 
    ay(1,1)=ay0 
     
    cont=zeros(1,n) 
     
    for i=2:n; 
        rx(1,i)=rx(1,i-1)+vx(1,i-1)*t+(1/2)*ax(1,i-1)*t^2; 
        ry(1,i)=ry(1,i-1)+vy(1,i-1)*t+(1/2)*ay(1,i-1)*t^2; 
 
        vx(1,i)=vx(1,i-1)+ax(1,i-1)*t; 
        vy(1,i)=vy(1,i-1)+ay(1,i-1)*t; 
 
        ax(1,i)=(g*M/(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2))*cos((%pi)+atan(ry(1,i),rx(1,i))); 
        ay(1,i)=(g*M/(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2))*sin((%pi)+atan(ry(1,i),rx(1,i))); 
         
        cont(1,i)=cont(1,i-1)+t 
    end 
     
    rrx=zeros(1,n) 
    rrx(1,1)=rx0 
    rry=zeros(1,n) 
    rry(1,1)=ry0 
 
    vvx=zeros(1,n) 
    vvx(1,1)=vx0+(1/2)*t*ax0 
    vvy=zeros(1,n) 
    vvy(1,1)=vy0+(1/2)*t*ay0 
 
    aax=zeros(1,n) 
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    aax(1,1)=ax0 
    aay=zeros(1,n) 
    aay(1,1)=ay0 
     
    ccont=zeros(1,n) 
 
    for i=2:n 
        rrx(1,i)=rrx(1,i-1)+vvx(1,i-1)*t; 
        rry(1,i)=rry(1,i-1)+vvy(1,i-1)*t; 
 
        aax(1,i)=(g*M/(rrx(1,i)^2+rry(1,i)^2))*cos((%pi)+atan(rry(1,i),rrx(1,i))); 
        aay(1,i)=(g*M/(rrx(1,i)^2+rry(1,i)^2))*sin((%pi)+atan(rry(1,i),rrx(1,i))); 
 
        vvx(1,i)=vvx(1,i-1)+aax(1,i)*t; 
        vvy(1,i)=vvy(1,i-1)+aay(1,i)*t; 
         
        ccont(1,i)=ccont(1,i-1)+t 
    end 
 
    a=[0:t:(n-1)*t] 
     
    param3d([-2,2],[0,0],[0,0]);param3d([0,0],[-2,2],[0,0]) 
     
    plot(cos(a),sin(a),'g',rx,ry,'b') 
    plot(cont,vx,'k',cont,vy,'b') 
    plot(cont,ax,'k',cont,ay,'b') 
     
    plot(cos(a),sin(a),'g',rrx,rry,'k') 

  plot(ccont,(vvx-(1/2)*t*ax0),'k',ccont,(vvy-(1/2)*t*ay0),'b',ccont,(vvz-(1/2)      
*t*az0),'g');xgrid 

    plot(ccont,aax,'k',ccont,aay,'b') 
     
    er(k,:)=[n,t,cos(a(n)),sin(a(n)),rx(n),ry(n),rrx(n),rry(n)] 
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end 
 
ergraf=zeros(5:3) 
ergraf(:,1)=sqrt((er(:,3)-er(:,5))^2+(er(:,4)-er(:,6))^2) 
ergraf(:,2)=sqrt((er(:,3)-er(:,7))^2+(er(:,4)-er(:,8))^2) 
ergraf(:,3)=er(:,2) 
loger=-log(ergraf) 
 
plot(loger(:,3),loger(:,1),loger(:,3),loger(:,2));xgrid 
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III. Programa per a la resolució de T-3 mitjançant el mètode Leapfrog: 

 

tram=2*%pi 
nn=[30,60,120,200,600] 
tt=[tram/nn(1),tram/nn(2),tram/nn(3),tram/nn(4),tram/nn(5)] 
 
for k=1:5 
n=nn(k) 
t=tt(k) 
 
g=1 
M=1 
rx0=1 
ry0=0 
rz0=0 
fi=%pi/6 
vx0=0 
vy0=sin(fi) 
vz0=cos(fi) 
 
ax0=-rx0*(px0^2+ry0^2+rz0^2)^(-3/2) 
ay0=-ry0*(px0^2+ry0^2+rz0^2)^(-3/2) 
az0=-rz0*(px0^2+ry0^2+rz0^2)^(-3/2) 
 
rx=zeros(1,n) 
rx(1,1)=rx0 
ry=zeros(1,n) 
ry(1,1)=ry0 
rz=zeros(1,n) 
rz(1,1)=rz0 
vx=zeros(1,n) 
vx(1,1)=vx0+(1/2)*t*ax0 
vy=zeros(1,n) 
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vy(1,1)=vy0+(1/2)*t*ay0 
vz=zeros(1,n) 
vz(1,1)=vz0+(1/2)*t*az0 
ax=zeros(1,n) 
ax(1,1)=ax0 
ay=zeros(1,n) 
ay(1,1)=ay0 
az=zeros(1,n) 
az(1,1)=az0 
 
cont=zeros(1,n) 
 
for i=2:n; 
rx(1,i)=rx(1,i-1)+vx(1,i-1)*t 
ry(1,i)=ry(1,i-1)+vy(1,i-1)*t 
rz(1,i)=rz(1,i-1)+vz(1,i-1)*t 
ax(1,i)=-rx(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 
ay(1,i)=-ry(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 
az(1,i)=-rz(1,i)*(rx(1,i)^2+ry(1,i)^2+rz(1,i)^2)^(-3/2) 
vx(1,i)=vx(1,i-1)+ax(1,i)*t; 
vy(1,i)=vy(1,i-1)+ay(1,i)*t; 
vz(1,i)=vz(1,i-1)+az(1,i)*t 
cont(1,i)=cont(1,i-1)+t 
end 
 
param3d([-2,2],[0,0],[0,0]);param3d([0,0],[-2,2],[0,0]);param3d([0,0],[0,0],[-2,2]) 
 
comet3d(rx,ry,rz) 
plot(cont,ax,'k',cont,ay,'b',cont,az,'g');xgrid 
plot(cont,(vx-(1/2)*t*ax0),'k',cont,(vy-(1/2)*t*ay0),'b',cont,(vz-
(1/2)*t*az0),'g');xgrid 
 
end
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IV.  Programa per a la resolució de T-4 mitjançant el mètode Leapfrog: 

 
n=600 
 
g=1 
M=1 
R=0.1 
J=2 
tram=2*%pi 
fi=%pi/6 
mu=M*g 
K=mu*R^2*J*(1/2) 
t=tram/n 
 
px0=1 
py0=0 
pz0=0 
v=1 
vx0=0 
vy0=v*cos(fi) 
vz0=v*sin(fi) 
ax0=-mu*px0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*px0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-
5/2)+15*K*px0*pz0^2*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2) 
ay0=-mu*py0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*py0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-
5/2)+15*K*py0*pz0^2*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2) 
az0=-mu*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-
5/2)+15*K*pz0^3*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2)-
6*K*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-5/2) 
 
px=zeros(1,n); 
px(1,1)=px0; 
py=zeros(1,n); 
py(1,1)=py0; 
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pz=zeros(1,n); 
pz(1,1)=pz0; 
vx=zeros(1,n); 
vx(1,1)=vx0; 
vy=zeros(1,n); 
vy(1,1)=vy0; 
vz=zeros(1,n); 
vz(1,1)=vz0; 
ax=zeros(1,n); 
ax(1,1)=ax0; 
ay=zeros(1,n); 
ay(1,1)=ay0; 
az=zeros(1,n); 
az(1,1)=az0; 
 

param3d([-2,2],[0,0],[0,0]);param3d([0,0],[-2,2],[0,0]); 
param3d([0,0],[0,0],[-2,2]); 
 
 
for i=2:n; 
px(1,i)=px(1,i-1)+vx(1,i-1)*t; 
py(1,i)=py(1,i-1)+vy(1,i-1)*t; 
pz(1,i)=pz(1,i-1)+vz(1,i-1)*t; 
 
ax(1,i)=-mu*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-
3*K*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-
5/2)+15*K*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-7/2); 
ay(1,i)=-mu*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-
3*K*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-
5/2)+15*K*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-7/2); 
az(1,i)=-mu*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-
3*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-



64 
 

5/2)+15*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-7/2)-
6*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-5/2); 
 
vx(1,i)=vx(1,i-1)+ax(1,i)*t; 
vy(1,i)=vy(1,i-1)+ay(1,i)*t; 
vz(1,i)=vz(1,i-1)+az(1,i)*t; 
end; 
 
comet3d(px,py,pz) 
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V. Programa per a la resolució del cas pràctic mitjançant el mètode Leapfrog: 

 

tempsorbita=12*3600 
n=1500 
 
g=6.67384*10^(-11) 
 
M=5.9736*10^24 
R=6378*10^3 
J=1.0826*10^(-3) 
 
tram=2*%pi 
fi=55*%pi/180 
 
mu=M*g 
K=mu*R^2*J*(1/2) 
t=tempsorbita/n 
 
px0=19*10^6+R 
py0=0 
pz0=0 
 
v=(2*%pi*px0)/tempsorbita 
vx0=0 
vy0=v*cos(fi) 
vz0=v*sin(fi) 
 
ax0=-mu*px0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*px0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-
5/2)+15*K*px0*pz0^2*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2) 
ay0=-mu*py0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*py0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-
5/2)+15*K*py0*pz0^2*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2) 
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az0=-mu*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-3/2)-3*K*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-
5/2)+15*K*pz0^3*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-7/2)-
6*K*pz0*(px0^2+py0^2+pz0^2)^(-5/2) 
 
px=zeros(1,n); 
px(1,1)=px0; 
py=zeros(1,n); 
py(1,1)=py0; 
pz=zeros(1,n); 
pz(1,1)=pz0; 
vx=zeros(1,n); 
vx(1,1)=vx0; 
vy=zeros(1,n); 
vy(1,1)=vy0; 
vz=zeros(1,n); 
vz(1,1)=vz0; 
ax=zeros(1,n); 
ax(1,1)=ax0; 
ay=zeros(1,n); 
ay(1,1)=ay0; 
az=zeros(1,n); 
az(1,1)=az0; 
 

param3d([-px0,px0],[0,0],[0,0]); param3d([0,0],[0,px0],[0,0]); 
param3d([0,0],[0,0],[0,px0]); 
 
for i=2:n; 
px(1,i)=px(1,i-1)+vx(1,i-1)*t; 
py(1,i)=py(1,i-1)+vy(1,i-1)*t; 
pz(1,i)=pz(1,i-1)+vz(1,i-1)*t; 
 
if pz(1,i-1)*pz(1,i)<=0; 
tall=i 
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end 
 
ax(1,i)=-mu*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-
3*K*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-
5/2)+15*K*px(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-7/2); 
ay(1,i)=-mu*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-
3*K*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-
5/2)+15*K*py(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-7/2); 
az(1,i)=-mu*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-3/2)-
3*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-
5/2)+15*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-7/2)-
6*K*pz(1,i)*(px(1,i)^2+py(1,i)^2+pz(1,i)^2)^(-5/2); 
 
vx(1,i)=vx(1,i-1)+ax(1,i)*t; 
vy(1,i)=vy(1,i-1)+ay(1,i)*t; 
vz(1,i)=vz(1,i-1)+az(1,i)*t; 
end; 
 

x0=px(1,tall-1); 
y0=py(1,tall-1); 
z0=pz(1,tall-1); 
x1=px(1,tall); 
y1=py(1,tall); 
z1=pz(1,tall); 
 
tt=z1/(z1-z0); 
 
nx=tt*x0+(1-tt)*x1; 
ny=tt*y0+(1-tt)*y1; 
 
adif=atan(ny/nx)*180/%pi 
 
comet3d(px,py,pz) 




