ALGEBRA LINEAL. FME

EXAMEN PARCIAL. 2 de novembre 2020

1. Sigui A = (asj)i,; € Mm »(K) una matriu amb coeficients en un cos K, amb m < n. Sabem
que:
a;; =0 si 1 <n-—j,
Qi n+1—1i 750, 1= 1,...,7’L.

(a) (1 p.) Demostreu que A té rang m.

(b) (1 p.) Demostreu que, en el cas m = n, el valor absolut del determinant de A és

n
H ai,nJrlfi .
i=1

|det A| =

Resolucié. La matriu té la forma segiient:

0 ... 0 0 0 0 a1n
0o ... 0 0 . 0 a2 n—1 a2.n
0 ... 0 0 Am—1,n+2—m --- “ee Am—1,n
0 ... 0 amnti-m e - e Am,n

(a) Capgirant l'ordre de totes les files, obtenim directament la forma esglaonada de la matriu;
els pivots sén justament els elements a; ,41—; de la matriu original, que no sén nuls per hipotesi.
Aix0 ens diu ja que el rang de la matriu és m.

(b) Si la matriu és quadrada (m = n), no tenim cap columna de zeros a ’esquerra i la matriu
esglaonada és una matriu triangular superior, de forma que el seu determinant és el producte dels
elements de la diagonal, és a dir, el producte dels a;,n 4+ 1 —i. Com hem fet permutacions de
files, el determinant de la matriu original i el de la seva forma esglaonada podran diferir només en
un signe i, per tant, coincidiran en valor absolut.

2. (a)(1,5 p.) Considerem els dos subespais segiients de Mz (R):

E:{(‘; Z>|a+b:c—d:0}, F:{/\((l) (1)>+u((1) _01>])\,,ueIR<}.

Doneu una base de EF + F' i una base de £ N F. Estan en suma directa i F'? Si no ho estan,
doneu una base del complementari de E + F'.
(b)(1 p.) Donats tres subespais F, G i H d’un K-espai vectorial E, demostreu la igualtat

segiient si és certa i, si no, doneu-ne un contraexemple:

dim(F+G+H) = dim F+dim G+dim H —dim(FNG) —dim(FNH) —dim(GNH)+dim(FNGNH).

Resolucié. (a) De les equacions que defineixen els elements de E obtenim que b = —a id = c.
Aleshores, tot element de E es pot escriure com

(&)=l @) Y):



és a dir, com una combinacié lineal de dues matrius que sén linealment independents. Per tant,

una base de E és
1 -1 0 0
se=fon= (g )= (1 1)}

Els elements de F' vénen donats per combinacions lineals de dues matrius que sén linealment
independents. Una base de F' és, directament

== 0) =0 0))

Per definici6 de 'espai suma, BpUBE genera E+F. Ara, observem que M7+ Ms— N7 = No, per
tant By = {My, M2, N1} també genera E + F. Com que N7 no es pot generar amb combinacions
de M; i M, veiem que By és una base de £+ F.

Amb la férmula de Grassmann trobem que

dim(ENF) =dimE +dimF — dim(E+ F) =2+2—-3=1.

N’hi ha prou amb trobar una matriu no nul-la de £ N F per obtenir-ne una base. Com que

1 -1
A= (1 1 > = M; + My = N1 + Na,
deduim que

Ae ENF

i, aix{, {A} és una base de ENF.

Els subespais £ i F no estan en suma directa perque la seva interseccié no té dimensi6 0.
Un complementari de E + F' és qualsevol subespai de M2(R) de dimensié 4 —3 = 1 que no
estigui dins de £ + F. Hi ha infinitud de matrius que serveixen en aquest cas com a base del
complementari, només cal comprovar que no siguin combinacions lineals dels elements de 5. Per
exemple, qualsevol de les quatre matrius de la base canonica serveix com a base del complementari.

(b) La igualtat no és certa. Prenem E = R? i F,G, H tres rectes diferents que passen per I'origen
de R%. La dimensi6 de F + G + H és 2, mentre que la dimensié de les rectes és 1 i la dimensié
de qualsevol interseccié és 0. La igualtat ens estaria dient que 2 = 3, és a dir que no és certa en
general.

3. A D’espai R, [z], considerem un polinomi de grau n, p(z) = 2" + a,_12" "' + ...+ a1x + ao.
(a) (1,5 p.) Proveu que {p(x),p'(x),...,p™ (x)} és base de R, [z].

(b) (1 p.) Per a n =3, considereu p(x) = 23 + 2% + z + 1. Trobeu les coordenades del polinomi
q(z) = 2® — 22% — x + 6 en la base B, = {p(z),p'(x),p" (z),p® (x)}.

(c) (1 p.) Per al polinomi g(z) = 22 + 1, doneu una base i la dimensié de

G = [q(x),2q (z),2%¢" () — 1] C R3[x].

Resolucié. (a) Calculem les derivades del polinomi p(x):

p(x) = xn""_an—lxnil +...+ta1x+ag
P) = na" '+ (n—Da, 12"+ .. +a
p'(x) = nn—-1)2"2+n—-1)(0n—-2)a,_ 12" >+ ...+ 2a

(@) = nl



Si escrivim les coordenades d’aquests polinomis en la base canonica B = {z",2"7!,... z,1},
tenim

pe = (Lap-1,...,a0)
P = (O,n,(n—1ap_1,...,a1)
®s = (0,0,n(n—1),(n—1)(n—2)an_1,.-.,2az)
™) = (0,0,...,n!)

Escrivint aquests vectors coordenats com columnes d’una matriu, obtenim

1 0 0 ... 0
Ap—1 n 0 ... 0
an—2 (m—1Dap—1 nn—-1) ... 0
ag ay 2a2 oo.onl
que és una matriu triangular inferior de rang n. Aix{ doncs els polinomis {p(z), p/(z),...,p™ (z)}

s6n base de R, [z].

(b) Plantegem una combinacié lineal dels vectors de la base B,, igual al polinomi g¢(z):

a(x) = ap(a)+bp'(z) + cp”(2) + dp™ (x)
=22 —x+6 = a@+2i+r+1)+0(B2? +20+1) +c(6x+2)+d-6=
= az® + (a+3b)z? + (a +2b + 6¢)x + (a + b+ 2¢ + 6d)

d’on obtenim el sistema:

a = 1
a+3b = -2
a+2b+6c = -1
a+b+2c+6d = 6
Aquest sistema és compatible determinat i la solucié és a =1, b= —1,¢c=01id = 1. Aixi doncs
4B, = (17 ]-7 Oa 1)
(c) Calculem els generadors del subespai G:
qgiz) = 2*+1
d(x) = 2z = 2q(z)=22"
() = 2 = 22 (x)-1=22%—-1.
Aix{ doncs, G = [22 + 1,222,222 — 1] = [2%,1]. Donat que {z2,1} sén linealment independents,

sén una base de G i dim(G) = 2.

4. Siguin E i F dos K-espais vectorials. Considerem el conjunt L de totes les aplicacions
lineals de E en F.

(a) (1 p.) Donades dues aplicacions lineals f, g € L i un escalar ¢ € K, definim dues noves
aplicacions: 'aplicacié suma h = f + ¢ (on h(u) = f(u) + g(u), Yu € E) i el producte de f
per ¢, cf (on (cf)(u) = c¢f(u), Yu € E). Demostreu que sén aplicacions lineals i useu-ho per
a demostrar que L és un K-espai vectorial.

(b) (1 p.) Considerem un vector v # 0 de E i el subconjunt V' = {f eL| flv)= 6} . Demostreu

que V és un subespai vectorial de L.



Resolucié. (a) Siguin u,v € E i A € K qualssevol. Per veure que h és lineal, cal veure
que h(u +v) = h(u) + h(v) i ()\ ) = Ah(u). Vegem-ho: per definicié de h tenim h(u + v) =
(f+9)(u+tv) = f(ut+v)+g(u+v), iper linealitat de f i g aixd és igual a f(u)+g(u)+ f(v)+g(v),
que coincideix amb (f + g)(u) + (f +¢)(v) = h(u) 4+ h(v) per definicié de Paplicacié suma. D’altra
banda h(Au) = (f + g)(Mu) = f(du) + g(Au) = Af(u) + Ag(u) = A(f(u) + g(u)) = A(h(u)) (usant

ladefinicié de h i la linealitat de f i g), i per tant h és una aplicacié lineal.
Vegem ara que c- f també és una aplicacio lineal: es té

(- N)u+v) =cflutv) =c(f(u) + f(v) = cf(u) + cf(v) = (¢ () + (c- f)(v),
(c- ) ) = cf (M) = eAf(u) = Acf(u)) = Ac- f)(u)

i per tant ¢ - f és lineal.
Anem a veure ara que L és un K-e.v. amb aquestes operacions de suma i producte per escalars,
que acabem de veure donen aplicacions també de L.

e la suma és commutativa: cal veure que les aplicacions f 4+ g i g + f sén la mateixa, és a dir
que per a tot u € E es té (f + g)(u) = (9 + f)(v). Aix0 és evident perque la suma en F és

commutativa: (f 4 g)(u) = f(u) +g(u) = g(u) + f(u) = (g + f)(u).
e la suma és associativa: com abans, és evident perque la suma en F' és associativa.

e la suma té element neutre: l'aplicacié lineal 0 que envia cada vector al 0 € E és I'element
neutre per a la suma d’aplicacions lineals, f +0 = f.

e la suma té element oposat: si f € L, definim —f com 'aplicacié (—f)(u) = —f(u). Llavors

=

—[ és element oposat de f: (f + (=f))(uw) = f(u) + (=f)(v) = f(v) = f(u) = 0 = O(u), ¥
= f+(=f)=0.

e distributiva del producte per escalars i la suma: ¢-(f+g) =c- f4+c-gi(c+d)-f=c- f+d-f.
En efecte, per les propietats de F' com a espai vectorial, tenim

(e (f+9)(u) = c(f +9)(u) = c(f(u) + g(w) = (¢ f)(u) + (¢~ 9)(u) = (¢- f +¢-g)(u), Vu,

((c+d)- f)(u) = (c+d) f(u) = cf(u) + df (u) = (c- f)(u) + (d- f)(u) = (c- f+d- [)u)Vu

(b) V és no buit perque I’aplicacié 0 hi pertany. Si f,g € V' i ¢ € K, aleshores es té
o fHgeV:i(f+g))=f)+9)=0+0=0=f+geV,
ec-feVi(c-flw)=cflv)=c0=0,=c-feV.

Per tant, V' és subespai.



