ALGEBRA LINEAL. FME

EXAMEN FINAL.

1. (1.5 pts) En I'espai R® tenim dos subespais V, W de dimensié 2 i sabem que v = (0,0,0,1,1) €
V N W. En l'espai quocient R?/V, el subespai (V + W)/V és no nul i esta generat per les classes
dels vectors u; = v,us = (1,0,0,0,1),u3 = (2,1,0,0,1),uq = (1,0,0,1,2).

a) (0.5 pts) Determineu les dimensions de (V + W)/V i VN W i doneu una base de V 4+ W.

b) (1 pt) Sabent que uz — ug — 7v € V, descriviu explicitament una base de l'espai dual de
(V+W)/V.

Solucio:

a) Per la férmula de Grassmann, dim(V + W) = dimV + dim W — dim(V N W) < 3, ja que
dim(V N W) > 1. Per tant, dim(V + W)/V = dim(V + W) —dimV < 1, i com ens
diuen que aquest espai és no nul, ha de ser dim(V + W)/V = 1. Anant endarrera traiem
que dim(V + W) = 31 dim(V NW) = 1. Si les classes dels vectors uy,...,us generen
(V + W)/V, en particular aquests vectors pertanyen a V + W. Tenim que uy = uj + ua,
pero uy; = v, usg, uz séOn linealment independents i per tant formen una base de V + W.

b) Hem vist que dim(V + W)/V = 1, aix{ que per tenir una base d’aquest espai només ens en
cal donar un vector no nul. Hem de trobar, doncs, un vector de l'espai V' + W que no sigui
de V. Ens cal determinar previament l’espai V'; sabem que té dimensi6 2 i que els vectors
v,ug—us—v € V. Comov = (0,0,0,1,1)iv" = ug—us = (1,1,0,0,0) = (ug—us—7v)+7v € V
son linealment independents, formen una base de V. El vector us € V + W no pot pertanyer
a V', perque llavors v, us, us serien linealment dependents, i ja hem vist al primer apartat
que no ho sén. Per tant, la classe Tz del vector ug és una base de (V + W)/W.

L’espai dual de (V + W) /W té la seva mateixa dimensid, aixi que una base estard formada
per un element no nul, és a dir, una forma lineal no nul-la f : (V+W)/W — R. Per definir
una tal forma, només cal especificar la seva imatge sobre una base de (V +W)/W, és a dir,
f(@z), isi la forma no és nul-la aquesta imatge ha de ser diferent de 0. Podem definir, per
exemple f(uz) =1, 1 aixi f(Auz) = \.

2. (2.5 pts) Sigui f € End(R"). Fixat un vector u € R™, suposem que B := {u, f(u),..., f* *(u)}
és una base de R". Denotarem (ag, a1, ...,a,—1) les coordenades de f"(u) en la base B.

a) (1 pt) Proveu que el polinomi minim de f és
my(z) =a" — 12"V —ap_ox" 2 — ... — a1z — ag.

Expresseu la matriu de f en la base B i deduiu quin és el polinomi caracteristic de f.

b) (1 pt) Proveu que det(f) = 0 si, i només si, f*(u) € [f(u),..., " 1(u)]. En aquest cas,
justifiqueu que si f™(u) € [f2(u),..., f*~(u)] lavors f no diagonalitza.

c) (0.5 pts) En els casos en que f sigui invertible, expresseu la inversa de f com a combinacié
lineal de potencies de f.

Solucié:



a)

Primer justifiquem que sota les condicions de 'enunciat, el polinomi minim té grau n. Es-
.. k k—1 i . . s , .

crivim my(x) = 2”4+ >, 5 c;x* el polinomi minim, on & és el grau. Per teoria, sabem que

el grau del polinomi minim és menor que la dimensié de l'espai, és a dir, k < n. Com

m(f)(u) = 0, deduim que f*(u) = —ZZ o Cift(u). Ates que {u, f(u),..., " *(u)} sén

linealment independents, necessarlament k > n. Aix{ doncs, k = n.

Per tant, tenim que f"™(u) = — Zz o Cift(u), aixi que (—co, —c1, ..., —Cp—1) s6n les coorde-
nades de f™(u) en la base B: —¢; = a; per ai=0,1,...,n — 1. Deduim doncs que
n—1

— g a;x"
i=0

Ara bé, el polinomi minim és un divisor del polinomi caracteristic, i aquest sempre té grau
n i terme lider (—1)". Per tant, p¢(z) = (—1)"my(z).

El determinant de f coincideix amb el terme independent de py(z), és a dir, en funcié de la
paritat de n, tindrem que det(f) = ag 0 bé det(f) = —ag. Fent servir que (ag, ai,...,a,_1)
sén les coordenades de f"(u) en la base B, tenim que det(f) = 0 si i només si f™(u) €
[f(u),..., " ().

Observem també que del fet que f(u),..., f*~*(u) sén linealment independents, deduim que
dimIm(f) > n—1, per tant, rang(f) > n—1. Sidet(f) = 0, necessariament rang(f) = n—1.
Per tant, la multiplicitat geometrica del VAP 0 és 1

Ara bé, f(u) € [f2(u),..., f"1(u)] és equivalent a a; = 0, i per tant, a qué la multiplicitat
algebraica del VAP 0 és > 2. Per tant, en aquest cas, f no diagonalitza.

Es una aplicacié directa del teorema de Cayley-Hamilton: f™ — Z?;ol a; f* = 0. D’aqui es
deduiex directament que f(f"~! —a,_1f"t —... —aild) = agld i per tant, de la unicitat
de la inversa, obtenim que
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3. (5.5 pts) Considereu l'espai vectorial E = Ry[z] amb el producte escalar definit per:

2)

(1 pt) Comproveu que (p(z), g(z)) és una forma bilineal, simetrica i definida positiva i doneu-
ne la seva matriu en la base canonica {1, z,z?} de E.

b) (0.5 pts) Trobeu un element no nul de E ortogonal a p;(x) =11 a pa(x) = x alhora.
¢) (1 pt) Doneu una base ortonormal de FE.
d) (1 pt) Trobeu el complement ortogonal de F' = [2?] a E.

Solucié:

a)

e Bilineal:



(p(2), q1(z) + Ag2 (=

e Simeétrica:

e Definida positiva

p(x)? > 0 Vp(z), per tant, [ p(z)2dx >0 Vp().
A més, si p(z) € Rofz] i f_llp(an)2 dx = 0, s’ha de complir que p(z) =0 V.

Ara:
L0 =" 1de =2

(1,2) = (&, 1) = [}, 2dz =0

o (1,82) = (z,2) = (2%, 1) = [} 22 dz =2/3
o (2,2%) = (a2,2) = [' 23dz =0

o (12,22 = [1 atdr =2/5

Aleshores, la matriu del M producte escalar en la base canonica {1,z,2?} de E és:

1,1 (Lz) (1,22) 2 0 2/3
M= | (z,1) (z,2) (z,2®>) | =0 2/3 0
(x2,1) (2?,2) (22, 2?) 2/3 0 2/5

b) Prenem ¢(z) = a + bz + cx® € E. Tenim
(q(z),p1(x)) =0 <= 2a+2/3c=0 < c= —3a.
Prenem ¢(z) = a + bz + cz? € E. Es té
(q(x),p2(x)) =0 <= 2/3b=0 <= b=0.

Aleshores, q,(7) = a — 3az? = a(l — 32?) és ortogonal a pi(x) i p2(z) per qualsevol a € R i si
prenem a # 0 tenim un element no nul.

¢) Observem que {p1(z) = 1,pa(x) = z,q1(z) = 1 — 322} és ja una base ortogonal de E perque
(1,z) = (1,1 — 322) = (x,1 — 32%) = 0. Només cal normalitzar els tres elements de la base per
obtenir una base ortonormal.

o 1P =(1,1)=2
o ||lz|® = (z,2) = 2/3

o ||1 - 322" = (1 - 3221322 =8/5



Llavors, una base ortonormal és {p;(z) = %,ﬁg(ﬂ?) = \/gx, qi(z) = \/%(1 — 322)}.

d) Observem que dim F* = dimE — dim F = 3 — 1 = 2. Busquem dos elements que siguin
ortogonals a p3(x) = x? i linealment independents entre ells. Ja sabem que po(2) =  és ortogonal
a z2. Un element 7(z) = a + bx + cz? € Ry[z] ortogonal a 2 ha de satisfer

(a4 bx + ca? x?) =2/3a +2/5¢c =0 <= —5a = 3c.
Aleshores, els elements de la forma r, () = 3a + bz — baz? = a(3 — 52?) + bz sén ortogonals a
2% per qualssevol a,b € R. En particular, 3 — 522 i 2 sén elements ortogonals a x? i sén linealent

independents. Aix{ doncs, una base de F+ és {3 — 522, x}.

4. (2.5 pts) Considerem la matriu

S M4X4(R),

o 0 o
o0 2 o
Q2 0o 0
@ o0 0

amba>b>c>0.

a) (1 pt) Sabent que w; = (1,1,1,1), we = (1,1,—-1,-1) i wg = (1,—1,1,—1) sén vectors
propis de A, doneu els valors propis de A i una base ortonormal de vectors propis.

b) (1 pt) Calculeu una descomposici6 en valors singulars de A. Indicacid: No cal que calculeu
AtA.

c) (0.5 pts) Doneu la matriu de rang 2 més propera a A en el cas particular a =4, b =2, ¢ = 1.

Solucié:

a) Com que A és una matriu simetrica, el Teorema espectral ens diu que diagonalitza i que
existeix una base ortonormal de vectors propis. Calculem els valors propis dels vectors que
ens han donat:

Awy = (a+ b+ 2c)w, Awg = (a+ b — 2c)wy, Aws = (a — b)ws

i per tant a +b+ 2¢,a +b— 2¢,a — b sén valors propis de A. Amb la hipotesia >b > ¢ >0
els podem ordenar de major a menor: A\ =a+b+2c> X =a+b—2c> A3 =a—0b. Per
a trobar 'altre valor propi A usem que la traca de A és invariant per canvis de base:

da=XA+ A+ A3+ A

i obtenim que A = a — b (és a dir, A3 té multiplicitat algebraica i geometrica igual a 2).

Com que
(w1, wy, ws]™ = {(z,y,2,t) |t +y+z+t=02+y—2—t=0,x—y+2z—t=0}

una base de [wy, wa, w3]* és (1, —1,—1,1) (resolent el sistema si cal). Pel Teorema espectral
aquest vector ha de ser un VEP de VAP A3 (ho és) i per tant, podem prendre la base
ortonormal de VEP’s segiient:

1 1 1 BEPR,
’U1—2’U}1, ’02—2'[1)2, /03_211)37 U4_2 ) ) sy L)

Alternativa: calculeu una base ortonormal del subespai de vectors propis de valor propi Az
(dimensi6 2).



b)

Com que A és simetrica, S := A*A = A? i per tant els VAPs de S s6n A2, i =1,2,3, amb la

K2

mateixa base ortonormal de VEPs que abans (perque si v és VEP de VAP p de A, aleshores
v és VEP de VAP p? de A?). La matriu V de la SVD esta formada pels vectors vy, va, v3, vy
en columna.

Els valors singulars de A sén per tant /A7 = |\;|. Com ja hem ordenat els \; i sén tots
positius, obtenim que els valors singulars coincideixen amb els valors propis de A:

ocr=A=a+b+2c, oa=X=a+b—2¢c, o3=XM3=a—b, o4=A3=a-—0>

i la matriu

a+b+2c 0 0 0

_ 0 a+b—2c 0 0

b= 0 0 a—-b 0
0 0 0 a-—b

en la SVD de A coincideix amb la matriu de valors propis de A. Per tant, la descomposicié
A =VDV? que ens diagonalitza A (notem que V! = V! ja que V és una matriu ortogonal
perque és un canvi de base entre base ortonormal) ja ens déna una SVD de A amb U = V.
De fet, si calculem u; = U%Avi obtenim u; = /\%)\ivi =v;,1=1,2,3,4.

La matriu de rang 2 més propera a A s’obté considerant només els dos primers valors singulars
ocr=a+b+2c=8iocy=a+b—2c=4enlaSVD de A1iés

V=

o O O
OO = O
oo oo
oo oo
— =W W
— =W W
W W = =
W W = =



