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CALCUL NUMERIC (GM) Examen parcial (1a PART)
(Durada: 1h30min) 10 de novembre de 2014

Cognoms: Nom:

1. [3 punts] Es vol aproximar una funcié f(z), amb expressi6é analitica coneguda, per un
polinomi de grau m amb el criteri de minims quadrats amb el producte escalar continu a

Vinterval [—1, 1].

& Q C’ a) Proposar detalladament® una metodologia per a calcular el polinomi aproximant fent
servir la base natural de polinomis.
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B b) Proposar detalladament una metodologia eficient per a calcular el polinomi aproxi-
mant fent servir la base de polinomis ortogonals de Legendre { F;(z)}2,.
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1’algorisme proposat ha de ser prou detallat i tenir la informacié necessaria per que algii sense coneixements
de meétodes numeérics pogués calcular el polinomi.




: c¢) Suposem ara que es vol fer servir la base de polinomis ortogonals de Txebixov.

Proposar detalladament una metodologia per a calcular el polinomi aproximant
S’obtindria el mateix polinomi que amb els métodes proposats als apartats anteriors?

Per que?
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k d) Suposem ara que es vol aproximar la funcié f(z) a un altre interval [a,b] donat

Proposar una base de polinomis ortogonals a I'interval [a, b] que es pugui calcular a
partir de la base de Legendre. Justificar que la base proposada és ortogonal.
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2. [1.5 punts| Per al disseny d'una muntanya russa es disposa de l'alcada de la muntanya a
determinats punts del recorregut, {lx, hx}7_o. A partir d’aquestes alcades es vol definir
l'alcada a tot el recorregut h(l) on, oObviament, h(l) ha de ser una funcié suau, amb
derivada (pendent) i derivada segona (curvatura) continues. A més, evidentment, es
requereix que a l'inici i al final el pendent sigui zero.

a) Proposar raonadament un meétode per a definir la funcié algada h(l) donades les
dades {lk, hi} 3o
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b) Explicar breument com es faria el calcul de la funcié aproximant.
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e) Suposem ara que es vol aproximar la funcié per un spline C? ciibic amb m + 1 punts
base equiespaiats a l'interval [a,b]. Quina és la dimensié de I'espai d’splines C?
cubics? I la de 'espai d’splines naturals? Justifica la teva resposta.
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A © “f) Proposar una metodologia per al calcul de I'spline natural que s’ajusta a la funcié
amb el criteri de minims quadrats amb el producte escalar continu.
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3. [2 punts] L’evoluci6 en el temps de la concentracié amb que un dispositiu subministra un
medicament per via intravenosa a un pacient es pot aproximar per una funcié de la forma

c(t) = Cte™™

amb C i a constants positives. Per al calibrat dels parametres C' i o es disposa de mesures
experimentals {t, ¢k }r_o-

a) Plantejar el problema de minims quadrats no lineal per al calibrat dels parametres
C' i a1 deduir el sistema d’equacions no lineal a resoldre.
b) Reduir el problema a la resolucié d'una equacié escalar amb una incognita.

¢) Proposar raonadament un metode numeric per a la resoluci6 del sistema d’equacions
no lineals plantejat a a) i per a la resolucié del problema de zeros de funcions plantejat
a b). Quina de les dues estratégies per a resoldre el problema no lineal aconsellaries?
Per que?
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CALCUL NUMERIC (GM) Examen parcial (2a PART)

(Durada: 1h) 10 de novembre de 2014
|
Cognr !

4. [3.5 punts] Es vol fer servir el métode de Newton

k+1 _ ok f(mk)

 f'(z%)

per trobar les arrels de la funcié f(z) = 3z° — 8z* — 1223 4 322% + 122 — 32.

T

a) Feu servir el meétode de Newton prenent com a aproximaci inicial 2° = 3. Té la
convergencia esperada? Per que? Quantes iteracions es necessiten per tenir la solucié
amb, com a minim, 5 xifres significatives correctes? Justifiqueu la resposta.
Escriviu els resultats obtinguts en les dues primeres i les dues darreres iteracions que
heu calculat.

b) Repetiu Papartat anterior, prenent com a aproximacié inicial z° = 1. S’observa |
alguna diferéncia en el comportament del metode? A que és deguda? '

Per millorar el comportament del métode, es proposa emprar la segiient modificacié:

k
ki1 _ ok 2f(&")
g = B e
f'(z*)
¢) Feu servir aquest meétode, prenent com a aproximacié inicial z° = 1 i mostreu els
resultats obtinguts en una taula. Com és la convergencia en aquest cas?

d) Feu una analisi de la convergencia asimptotica de 1'esquema iteratiu proposat, que
permeti explicar el seu comportament.

e) Es pot fer servir aquest metode per determinar 'arrel trobada en I'apartat a)? Per
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CALCUL NUMERIC (GM) Examen final (part I)
(Durada: 2h 30min) 12 de gener de 2015
(

1. [2.5 punts] Un procés estacionari de difusié-conveccié-reacci6 es pot modelitzar amb le-
quacié diferencial

d%u du
_agi(x)ﬂLa(«T)'l'ﬂ(x) =f(z) , a<z<b (1)
amb les condicions de contorn
u(a) =a ; %(b) =f (2)

A les equacions (1) i (2), sén dades els valors de a, b, & i 8 i la funcié f(z) (terme font), i
és incognita la funcié u(z). Estem interessats en resoldre aquest problema amb el metode
dels elements finits (MEF).

a) Dedueix la forma feble del problema. Discretitza la forma feble obtinguda utilitzant
I’aproximacié

u(z) ~u(z) = Y uNi()

¥ ‘f_‘-"g s ; ;l: 3
AlL _ N Indica clarament 'expressié de la matriu A i del vector f del sistema d’equacions
sk . Au = f resultant.

I /_-E‘b-’—’-_ \
h.g\}—:. e 0__.'!"‘4'7 LAY J ’ | Al
F

\L”- V= 2 ‘\,k’“»_! \.F'(_%f o U~r( "'-.) \'“} - J ._\I- \J /

"'% r ' r A = g il )
S ‘_ P 5 j R T o
DA T ; [ - . ' .’\f""a— « "'_l ‘—"I g » 4 Sy A @ _\ o / " Vs
L.‘_,:. [V {\j @ S ’..I' </ = i_, \)b P‘J ! o/ FiF -'\:‘l'-- "J«; ‘:.%"' t Z-_ VA ) ‘\J /‘;"_/’:‘
) = J \‘/(_)‘ ) =
( - Pods AME o Ny ()
()“ = S o c‘_ > I'r,'}~ gV <Al ) )
p & I -~ i - - : Y
puls) = | TN ) ot - | T (w))o = [T \\1.]},\»
fe = o =2 \ 2



kJH“” i f e o ~f ) I = VZU\N 0’

=+ [L(i‘ o N;(H)U‘ t L ( ?:-IU;M@J}\J_

los elorrenls e Q Rree I i tq Ula)z 0, <,
59/)»/& w%“ W27 Q’Q 0‘”‘/'\4*-9/‘)3’ (S =2 on

Ay }C N gﬁ’** - ""' ™ }X p2 AT (}KQ-’ U\ CElAs_, ‘(; =

. u f_/«atgﬂ — / Q A \A.J) v

SZ—CL 0— N i d‘; i o ™ <
C,v\}m 1, W

A%Um A IS e P N S "’f"‘P 'ZJCJ S (UM“Q__@.\_ [\“@_JMW,‘

b £, o S roy ) .
J (z 0y N/ 60 ) N RS VEEVANRY *L(’zuj- NG | g, () =
o b ey W b | A (] -
= {5‘\)..(&‘/} B 55 '{_/J(\L) N(v,g_) = 3- \Vi’(x):\}lfy] 2 (0- W(Y)N.V.J / ‘.1},_,_,1;\
N ) 1 IN: MNG«)*

(N (vH\J (> ) tN [‘k

AN VNP ZU\. '
f Y, l’!-(J/}\J {xJ ‘5. N (V)N(x f(’q/x :\J ()

/

ﬁ__‘%__xr_ - ] e

f: _

he eRo. mrorinn Aoz £, Surode Lo \J\j‘ ,,Q/ W SR
,Jv%,c;:?slﬁ W Qvl Qﬁa&_;) A ’9\252- S /ft.. Cg)h? \?3/:
0“/”9— Wm %EWTQJT N /“‘J U}"‘-j Sols SCiv i uw-»Qo en Lo 2
Recpre | o ﬁW&eQ N s2eg, T\\_}Jk'\f\/@ o7 «}( /




El problema de contorn correspon, de fet, a una EDO de segon ordre. Es proposa ara
resoldre el problema amb un métode numéric per a EDOs de la forma dy/dz = f(z,y)

Ik:l == f(xiam)

Yitr = Yi + h(bikr + baks) amnb { ks = f(z: + ch, Y; + hak,)

on ky, ks, a, by, by 1 ¢ s6n parametres del metode.

q b). A quina familia de meétodes pertany aquest esquema? Quin ordre pot arribar a
e tenir el métode? Detalla com aplicaries el métode a la EDO (1) i com tractaries les
condicions de contorn del problema.
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El problema es resol pera =0, b =1, a = 8 =01 f(z) = 1 amb el métode de segon
ordre i s’obtenen les solucions numeériques

w(l) ~ Ul ® = 0.279513, w(1) ~ UM% = 0.284332
on U~# denota la solucié al punt z; amb pas h = H.

c¢) Calcula una estimacié de I'error en 'aproximacié de u(1) per al calcul amb & = 0.1,
i fes una previsié de quants intervals caldria fer servir per tenir una aproximacié de
u(1) amb 3 xifres significatives correctes.
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2. [1.5 punts] Volem determinar les arrels de 'equacié 2z — exp(z — 1) = 0. A les taules
segiients es mostren els resultats obtinguts amb dos algoritmes iteratius, fent servir dues
aproximacions inicials diferents.

Algoritme 1: z*! =

1
S exp(z® — 1)

z* 7 z* *
1.00000 1.00e + 00 3.0000e + 00  1.88e —01
0.50000 6.49e — 01 3.6945e + 00 5.0le—01
0.30327 2.17e—01 7.3993e +00 9.75e — 01
0.24910 5.5Te — 02 3.0070e +02  1.00e+ 00
0.23597 1.32e — 02 7.2083e + 129 NalN
0.23289 3.08e — 03 Inf NalN
0.23218 T7.16e — 04 Inf NaN
0.23201 1.66e — 04 Inf NalN
0.23197 3.85e—05 Inf NalN
0.23196 8.94e — 06 Inf NalN

Algoritme 2: zFt! = In(22%) + 1
z* rk z* P
1.0000 | 4.09e — 01 3.0000 | 7.46e — 02
1.6931 | 2.37e — 01 2.7918 | 2.65e — 02
2.2197 | 1.09e — 01 2.7198 | 9.69¢ — 03
2.4905 | 4.42e — 02 2.6937 | 3.59e — 03
2.6056 | 1.70e — 02 2.6841 | 1.34e — 03
2.6508 | 6.44e — 03 2.6805 | 4.99¢ — 04
2.6680 | 2.42e — 03 2.6791 | 1.86e — 04
2.6745 | 9.04e — 04 2.6786 | 6.95e — 05
2.6769 | 3.38e — 04 2.6785 | 2.60e — 05
2.6778 | 1.26e — 04 2.6784 | 9.69¢ — 06

a) Per a cada un dels algoritmes i cada una de les aproximacions inicials, comenta el
comportament del metode: convergeixen els meétodes? En cas afirmatiu, quin és

l'ordre de convergéncia? Explica com identifiques I'ordre de convergencia.
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b} Fes una andlisi de la consisténcia i convergéncia dels métodes. Comenta si concorden
les conclusions de Vanalisi amb el comportament de cada un dels métodes.
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3. [1 punt] Es vol aproximar una funcié f amb un spline ciibic S € C* amb n+1 = 11 punts
base equiespaiats a l'interval [0, 1].

@ ) Com calcularies I'spline (C! ciibic) si es considera com a dada el valor de la funcié f
en els 11 punts base?
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b ’ﬁ“’coﬁe‘ calcuggles 1spﬁgﬁﬁblc amb els 11 punt;\base esmentats] si es considera
J com a dada el valor de la funcié f en 101 punts equiespaiats a [0, 1]7
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4. [1 punt] Els polinomis de Txebixov es poden definir com
T, (z) = cos(n arccos(z))
per z € [—1,1] in > 0. Es a dir, T;,(z) = cos(nf) amb z = cos().

a) Demostra que Ty,(z) és un polinomi de grau n en z. Indicacié: per n > 2 es verifica
la identitat cos(nf) = 2cos ((n — 1)8) cosd — cos ((n — 2)6).
Tolxls 4 ‘
Tilx) s cofornces ) = %

Tals) = co( norce (x)) = Z c=o (L"" 4) orecces(x)
=2 T, e)er = Vasa )

v Moo ':iAwa-Qrz,rr-?j-_ v . fore 20, A Talx) 2, p&w@a
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/b ) Demostra que els polinomis de Txebixov sén ortogonals amb el producte escalar

o
< U,V >= /_1 mu(m)v(m) dx
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\ A 5. [1 punt] En els métodes quasi-Newton inversos per a resoldre sistemes no lineals f(x) = 0
e s’actualitza la inverse de 'aproximacié secant de la matriu jacobiana. Considereu un
metode quasi-Newton invers amb un esquema d’actualitzacié de la forma

yor B (8% = {1— %J (81 [I—— E’ﬁ;}:] A(Z(}‘Siff (3)

I

— x#=1 (diferéncia de les dues aproximacions més recents)

~, S0 Ax =%
! [;‘(Jll-r = Y'ZJ

a) Té 'esquema (3) la propietat de simetria hereditaria (és a dir, (S 1)~ simetrica

~ T = (SF)7! simetrica)?
, =1 . A
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CALCUL NUMERIC (GM) Examen final (part II)
(Durada: 1h) 12 de gener de 2015

C

6. [1.5 punts| L’evolucié temporal de la poblacié es pot modelitzar mitjancant una llei

L
1+ cexp(r(t — o))

p(t) = (4)

que depén de tres pardmetres L, r i ¢ (tp és un instant inicial fixat).
Es vol emprar la llei (4) per aproximar les dades de la taula

t; | 1910 1930 1950 1970 1990
pi[19.99 23.68 28.12 33.96 39.43

que corresponen a la poblacié d’Espanya (en milions d’habitants) en diferents anys.

. a) En una primera analisi, se suposa que el parametre L és conegut. Transforma la llei
(4) per poder realitzar un ajust lineal de minims quadrats. Detalla el procediment
que cal seguir per realitzar ’ajust.

b) Fes servir les dades de la taula per aproximar la poblacié, suposant L = 60 i fent
servir com a instant inicial £y = 1900. Escriu el sistema d’equacions que has resolt
per trobar els coeficients i la solucié obtinguda. Estima la poblacié en 'any 2100
utilizant el resultat de 'apartat anterior.

) _¢) Si L no fos conegut, es pot fer un ajust per minims quadrats? En qué canvia ’analisi?

7. [1.5 punts] Volem construir una quadratura per aproximar integrals en l'interval [0, 1] que
tingui el maxim ordre possible.

Si només coneixem el valor de la funcié en un punt z,
a) Quin pes s’hauria d’emprar? Quin és l'ordre de la quadratura obtinguda?

Per a millorar I'aproximacié, se'ns permet avaluar la funcié en un altre punt z; que
triarem nosaltres.

' b) Determina la posicié z; i els pesos wp i w; (en funcié de zp) que defineixen la millor
quadratura possible. Quin és 'ordre de la quadratura que s’obté en aquest cas?

) ¢) Particularitza la-quadratura obtinguda en ’apartat anterior pel cas 2y = 0.2 i fes-la

= 1
servir per aproximar la integral [ = / exp(z?)dz. Ma
0
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