Calcul Integral Examen final, 20 de enero de 2015

S

Primera parte: Teoria (2,5 puntos sobre 10) (50 minutos)
Notes provisionals: 27/1/2015.
Revisié: 28/1/2015 (11.00h a 12.00h. Sala de Consultes FME)

1. (1 punto) Definir el concepto de integral impropia de primera especie.

. Qué relacién hay entre estas integrales y las series numéricas?

2. (2 puntos) ;Qué es la funcién caracteristica de un conjunto de R™?

i Cudl es la definiciéon de conjunto medible de Jordan? Dar otra caracterizacién alternativa de este
concepto y razonar la equivalencia entre ambas.

. Qué es la medida de un conjunto de R"?

3. (2 puntos) Definir las nociones de:
- Poligonal asociada a una curva en R" y longitud de la poligonal.

- Longitud de un arco de curva en R".

4. (2,5 puntos) Enunciar el teorema de Green.
Explicar brevemente las ideas fundamentales en las que se basa la demostracién del teorema para
regiones de tipo III (o XY -simples) en R2,
5. (2,5 puntos) Definir los siguientes conceptos:
- Subvariedad regular m-dimensional de R™.
- Espacio tangente a una subvariedad en un punto.

- Punto frontera regular de una subvariedad y subvariedad regular con borde de R™.




Calcul Integral Examen final, 20 de gener de 2015

Segona part: Problemes (7,5 punts sobre 10) (2h30min)
Justifiqueu tots els passos i teoremes que utilitzeu.

n

1
1. (2,5 punts) Sigui s,, = 2:(—1)’“r1 z la suma parcial n-esima de la série harmonica alternada

k=1
2n 1
isigui q, = Z T
k=n+1

(a) Demostreu que ¢, = So,.

bn d
(b) Trobeu successions de nombres enters a,, b,, ¢, i d, tals que, si I,, = / — iJ, =
x
an

d

n d
/ —x, es compleix: (i) I, < g, < J,, per a totan > 1; (ii) lim (J, — I,,) = 0.
Cn Z n—oo

. 1
(c) Calculeu Z(—l)“l o
k=1

2. (2,5 punts) Donats el camp F(x,y, 2) = (z,,0) i la funcié f(z,y, z) = 2% + 32, sigui Q la
regié
Q={(v,y,2) €R® : 22 —2? —9*>0,0< 2z <1},

i les superficies
Y ={(z,y,2) €R® : 22—2?—* =0,0<2<1}, S ={(z,y,2) €R® : 2 =1, 2% 49* < 1}.
Calculeu (prenent el vector normal a 02 cap a l'exterior):
(a
(b

(c
(d

El flux de F a través de 0S2.
El flux de F a través de Xs.
El flux de F a través de X;.
La integral de f sobre X;.

N~ T T

3. (3 punts) Siguin F = (2x +y — 2,22 — z,2x —y — z) i C' la corba obtinguda en intersecar
les superficies les equacions de les quals son

4 + 4y 4+ 22 =4, 20—2=0

(a) Calculeu la integral [, F -dl de dues maneres diferents, indicant I'orientacié triada.

(b) Proveu que existeix un pla P C R3 tal que, per a tota corba de Jordan C C P, la
circulacié de F al llarg de C' val zero.

4. (2 punts) Considereu en R? les formes diferencials o = yx + y, B = f(x)z, on f és una
funcié de classe C!.

(a) Calculeu w = a A . Calculeu dw.
Existeix alguna f per a la qual dw = 07

(b) En el cas que f(x) = x, calculeu la integral de w sobre l'esfera d’equacié 2 +y*+2% = a?,
orientada amb la normal exterior.




Problema 1

1. Demostrem que ¢, = Sa, per induccid.
Evidentment ¢; = so = 1/2.

Suposem que ¢, = Sa,. Aleshores tenim

1 1 1

Tnst = = T T o T T a2
Lo 1

S2(n = Son -

Hn+1) Ton+l 2m+2

d’on es dedueix immediatament g, ;1 = Sa(n11)-

2. Com que la funci6 1/z és decreixent, es té

2n+1 dl' 2n d.f
n+1 x n x

(gn és una suma inferior de Riemann de la integral J,, i una suma superior de la integral I,,
amb subintervals de longitud 1).

D’altra banda tenim

2n 2n+1 n+1 2n 2n 2n+1 n+1 2n+1
/ - / - / i / - / - / - / - /
n n+1 n n+1 n+1 2n n 2n

i les dues integrals de la dreta tenem limit zero quan n — oo.

3. Conseqiiencia de I'anterior tenim

lim ¢, = lim I, = lim J,,
n—oo n—oo n—oo

i, de fet, les J, no depenen de n. Per tant lim,, ., ¢, = log 2, on log és el logaritme natural.



Problema 2

1. F es un campo vectorial de clase C! (sus funciones componentes son polinémicas) y 92 es
una superficie cerrada, regular a trozos (unién de un circulo ¥, y la superficie lateral de un
tronco de cono ¥, con un punto frontera singular, el vértice, que tiene medida nula). Se
puede aplicar el teorema de Gauss; con lo que, al ser divF = 2, se tiene que:

2
/ FdS:/divF=2/dxdydz:2vol(Q):7r;
o0 Q Q 3

pues €) es un tronco de cono de altura h = 1 y radio R = 1, luego su volumen es %ﬂ'R2h = %77

(también se puede calcular evaluando la integral con un cambio a coordenadas cilindricas).

2. Sea Y(x,y) la parametrizacién regular siguiente de la superficie o
r=x,y=y,z=1

con 2 +y? < 1. Un vector normal a la superficie es, por tanto, v = (0,0, 1) (orientado hacia
el exterior de 2); luego

/FdS—/ (2,9,0) - (0,0,1) dzdy — 0 .
o DY

3. Como 0f) = ¥; U X, se tiene que

/FdSz/ FdS—/ Fdszzﬂ'—ozgﬂ'.
bl Ble) o 3 3

4. Sea 11 (r,0) la parametrizacién regular siguiente de la superficie ¥,
r=rcosf, y=rsinf, z=r

con 0 <0 <2xm, 0<r <1 Un vector normal a la superficie es, por tanto,

vV = 0 X O = (rcosf,rsin,—r) ,

00 T or

con lo que

2r  pl 2 pl \/i
/ f= / / (r* cos® 0 + r?sin? 0)||v||dr df = \[2/ / ridrdf = .
N o Jo o Jo 2
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