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L’acte de distincio del professor Josep Pla i Carrera per part de la Facultat de Mate-
matiques i Estadistica fou celebrat el dimecres 28 de febrer de 2007, a dos quarts de
set.

La iniciativa que porta a aquesta avinentesa s’origina per la confluencia de dos esde-
veniments singulars. El primer fou la publicacio6 del llibre Introduccio a la metodologia
de la matematica,' cosa que 'equip deganal del moment va estimar mereixedora d’'una
invitacio a I'autor per presentar-lo a la facultat. El segon esdeveniment fou la jubilacio
d’en Josep Pla, precisament el darrer dia del mes de febrer de 2007. Fou aixi que es
va considerar oporti imaginar un acte en el qual, a més de la conferencia, es fés una
semblanca de la seva trajectoria vital.

No va costar trobar la persona més indicada per preparar un relat de la vida i obra de
Josep Pla: havia de ser n’Eduard Recasens. Hi havia almenys tres raons que reforcaven
aquesta conclusio. En primer lloc, Josep Pla fou professor seu en els cursos de logica,
tant de la llicenciatura com de doctorat, a la UB. Després, Pla fou membre del tribunal
de la tesi, dirigida per Albert Dou, La Geometria Magna in Minimis de J. Zaragoza. El
centre minim i el lloc 5¢ d’Apol -loni.’> Finalment, un fet que Recasens tot just havia
descobert: ell i Pla eren conciutadans de Sant Feliu de Guixols, i aixo sens dubte deu
imprimir algun caracter.

El disseny de l'acte, i la difusiéo que se’n va fer, es va anar perfilant a les reunions
de I'equip deganal de gener i febrer de 2007. S’hi va implicar el rectorat, i més con-
cretament el vicerectorat de Personal Acadeémic, i es va decidir que l'acte es clouria
atorgant-li el pin de plata de 'FME i un diploma de Magister honoris causa de I'FME, i

1Josep Pla i Carrera: Universitat 20, Publicacions i Edicions de la UB, 2006. Del llibre se'n va fer una
recensio al Full de I'FME de febrer de 2007.

2Eduard Recasens Gallart, Universitat Autonoma de Barcelona, 1991.



8 EXORDI

és de remarcar que no vam ser conscients fins passats uns dies que ‘Magister’ era el
titol del capitol 9 de Damunt les espatlles dels gegants...

A T’acte assisti José Luis Andrés Yebra, com a vicerector de Personal Académic i en
representacio del rectorat, i el programa, a més de la presentacio del llibre a carrec
del seu autor, d’'un interludi en que la Coral de 'FME va interpretar Good News i de
la semblanca personal i académica que en va fer n’Eduard Recasens, es va perllongar
amb «una felicitacio, i un reconeixement, amb motiu del seu 65¢ aniversari, per part
de I'FME i de tots els qui avui ens heu volgut acompanyar». Aqui només puc citar les
paraules que vaig dir en aquesta darrera part:

L'’FME, en el seu afany per contribuir a dinamitzar un sentit de les matematiques, la
ciéncia i la técnica no circumscrit merament als formalismes, s’ha proposat iniciar
I’'atorgament de distincions a persones que representin aquest esperit. Aprofitant I'a-
vinentesa del 65¢é aniversari de Josep Pla, i el seu pas de professor ordinari a professor
emerit, 'FME ha considerat oportu d’atorgar-li la distincié de Magister honoris causa,
que hem volgut materialitzar amb el lliurament d’'un diploma.

I per tal que en puguis presumir, em plau lliurar-te també el pin de plata de 'FME.

Tal com es pot llegir a la pagina 193 de la seva Damunt les espatlles dels gegants,
Valeri Gassiot, I'alter ego d’en Josep es va dir: «Jo ho tenia clar. Seria mestre. Res ni
ningtt m’ho impediria. Pero de que?» Ara ja ho sabem: és, ha estat, i sera un Magister,
tres vegades coneixedor, potser no exactament en el sentit del seu pare, pero si en el
que ens ha recordat n’Eduard Recasens en la seva semblanca.

Tot seguit en Josep Pla va prendre la paraula per llegir un text d’«agraiment a I'FME»
i José Luis Andrés Yebra va dirigir unes paraules en nom propi i en representaci6 del
rectorat.

Cal dir finalment que la primera secci6 del Discurs de Josep Pla recollit en aquest
opuscle coincideix amb el text d’«<agraiment» que hem esmentat, mentre que la resta
és l'assaig escrit corresponent a la conferéncia que ens va impartir per presentar el
seu llibre.



Eduard Recasens Gallart
Elogi del professor Josep Pla i Carrera






Aquesta Laudatio del professor Josep Pla i Carrera es basa en dues converses man-
tingudes recentment amb ell sobre la seva vida professional i privada, també en la
meva propia experiencia com alumne seu i, finalment, en altres converses que hem
sostingut al llarg de la nostra vida com a docents i estudiosos de les matematiques i
de la seva historia.

Josep Pla i Carrera és fill de Manuel Pla i de Francesca Carrera. Manuel Pla era barce-
loni i, uns anys abans del 1936, atenent una proposta d’Alexandre Gali, fundador de
I’Escola Blanquerna, es va traslladar a viure a Sant Feliu de Guixols per a fer-se carrec
com a psico-pedagog d'una escola-residencia que estava situada al bell paratge de S’A-
garO. En aquesta ciutat del Baix Emporda és on va coneixer a la guixolenca Francesca
Carrera amb qui es va casar I'any 1936 i fruit d’aquesta unio6, el 7 de maig de 1942,
naixia Josep Pla i Carrera.

Josep Pla i Carrera va viure els sis primers anys de la seva vida a Sant Feliu i el 1948
la familia Pla-Carrera amb els seus tres fills es van traslladar a viure a Barcelona i des
de llavors aquesta ha estat la ciutat on ha residit Josep Pla.

A la familia Pla-Carrera, una vegada a Barcelona, i com passava a molta altra gent en
aquella decada dels 50, la vida no els va ser facil, ja que les dificultats economiques
hi eren presents. En Josep es recorda en aquell temps com un noi entremaliat, rebel i
indisciplinat. Els seus pares esperaven que acabada I’escola basica es posés a treballar
i aixi ho va fer. Va comencar algunes feines, va fer de «noi dels recados» i d’aprenent
d’alguns oficis, pero aviat se'n va cansar i, un dia, quan ja tenia més d’onze anys, va
decidir que estudiaria. Aixo implicava haver de fer el batxillerat. Segons ell mateix
m’ha explicat, li va costar convencer als seus pares de que la decisio que havia pres
era seriosa. Una vegada acceptada, va preparar per lliure I'ingrés i el primer curs de
batxillerat i el curs 53-54 es va presentar als examens de I'Institut Ausias March. Amb
el primer de batxillerat aprovat, va aconseguir una beca dels Jesuites per a estudiar
al «Colegio de San Ignacio» de Sarria que era el barri barceloni on vivia amb els seus
pares. En Pla estudiava de valent i treia bones notes, quedava doncs ben clar que
«aquell noi servia per estudiar».
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Durant el batxillerat li van agradar les matematiques i ’analisi sintactica de les oraci-
ons gramaticals del llati i del castella —del catala no pot dir res, ja que llavors estava
prohibit ensenyar-lo. Amb aquesta afecci6 a les matematiques i I’analisi sintactica, es
comencava a perfilar el Pla matematic i logic, perd no pas el Pla historiador, ja que,
segons explica, si una assignatura no li agradava era la historia.

Llavors va arribar aquell dia en que va haver de contestar —i contestar-se a ell mateix—
aquella pregunta que els grans fan als petits: «Nen, qué vols ser quan siguis gran?».
Josep Pla ho tenia clar: volia fer quelcom que es pogués ensenyar i fos racional,
pero aixo implicava estudiar o bé matematiques o bé teologia. En aquella época i en
aquest pais, si volies estudiar teologia havies d’anar al seminari i fer-te capella. Aixi
doncs, a en Josep no li va costar gens prendre una decisio: I’octubre de 1962 entrava
a la Facultat de Ciencies de la Universitat de Barcelona amb el clar proposit d’estudiar
la ciéncia racional de les matematiques per després poder ensenyar-la.

El seu primer professor de matematiques fou el Dr. Josep Vaquer. Josep Pla recorda
també els altres professors: Enrique Linés, Rafael Mallol, Josep Teixidor, Joan Augé,
Juan Bautista Sancho, Rafael Aguilo, Francesc d’Assis Sales, etc. Amb ells va aprendre
que hi havia «grups de permutacions», «anells», «ideals principals», «<isomorfismes»,
«conjunts quocients» i que «per a tot épsilon existia un delta». En aquells temps eren
pocs els que estudiaven matematiques i tots ells es coneixien: Pilar Bayer, Carles Simo,
Nadal Batle, Joaquin Navarro, Julia Cufi, Merce Potau, Montserrat Cullell, Sebastia
Xambo, Francisco Gomez, Pilar Cerda, Joaquim Ortega, Irene Llerena, Manuel Castellet,
Josep Grané, Joan Girbau etc.

Josep Pla, estudiant de matematiques, quedava meravellat amb aquelles definicions
tan perfectes, amb aquelles hipotesis tan ben escollides, amb aquelles proposicions
tan ben demostrades, i, també amb aquells épsilons tant ben fraccionats per tal que
esdevinguessin enters al final, pero Josep Pla volia saber com s’havia arribat a tot allo,
es preguntava perque unes hipotesis i no unes altres, perque aquelles definicions,
perqueé aquells teoremes, en definitiva, volia saber com es feia per arribar a aconse-
guir tanta perfeccio, Josep Pla volia veure els esborranys, volia saber quin era «el
metode de descobriment».
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I és aix0 mateix el que, anys més tard, caracteritzara en Josep Pla com a professor
i escriptor. A les seves classes ho escriura tot a la pissarra, amb rigor i claredat, de
manera que no li faria falta parlar. Tanmateix, ell parla i parla tota ’estona, sense
parar, i aixo és perque ell vol que I’alumne arribi a conéixer I'esborrany que hi ha al
darrera de I'ordre logic i la presentacié formal i, per la mateixa ra0, els seus escrits
son plens de notes i més notes a peu de pagina. I és que allo que en Pla volia per a ell
quan era estudiant, el coneixement de I’esborrany i el metode de descobriment, ara
ho dona generosament als seus alumnes i als seus lectors.

Un dia, quan només faltaven dos anys per al 2000 (llavors ell ja en tindra 56), Josep Pla
decideix escriure una novella. La novella es titolara Damunt les espatlles dels gegants.
Aquesta novella és una narraci6 en parallel de dues histories sobre dos matematics.
Un dels relats descriu certs moments de la vida i mort del jove matematic Galois.
L’altre fa referéncia a un fictici professor de matematiques anomenat Valeri Gassiot,
al qual, a punt de jubilar-se, se li encarrega d’impartir la llic6é inaugural d’'un nou curs
academic. Valeri Gassiot, mentre prepara la llicé inaugural, va recordant diversos
moments de la seva vida com a adolescent, com a estudiant i després com a professor.
Els records d’en Gassiot, encara que novellats, son els propis records d’en Josep Pla.

Llegeixo d’aquest llibre un dels records d’en Gassiot que figuren en una de les adden-
des a la novella:

Recordo que quan estudiava segon de matematiques, el doctor Linés ens va proposar
com a llibre de text I’Andlisis matemdtico de Tom Apostol. El llibre, com corresponia a
I’éepoca, era més aviat teoric i formal. El professor que ens feia les classes de problemes
—un home ja madur, amb molt bona voluntat— sabia calcular limits, fer integrals,
sumar series..., i ho ensenyava bé. Perd no havia aprés la matematica moderna
—en aquell temps tothom li deia aixi— que impregnava les pagines de I’Apostol, i els
problemes que el text ens proposava quedaven per fer. Com podriem aconseguir que
algu ens iniciés en la manera de fer-los? Ho varem exposar al doctor Linés. Ell ens
va escoltar, i es va fer carrec de la situaci6. Va dir que hi pensaria i que buscaria una
soluci6. Al cap d’uns dies, I'’havia trobada: «No se preocupen. Dedicaremos dos o tres
sabados por la mafana a resolver algunos de los problemas del Apostol ;Les parece
bien?»

Varem acceptar. Les classes practiques que ens va donar van ser apassionants. Ens
explicava cada problema tal i com I’havia pensat, des del comencament. Intentava
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fer-nos veure que li havia fet intuir I'’enunciat, que li havien suggerit les dades, com
calia articular els resultats teorics per anar avancant. Pero el que ens resultava més
profitos de tot, era quan ens explicava que havia equivocat el cami, per que, i com
havia aconseguit reconduir el problema.3

En aquest paragraf de la novella queda clar l'interés de I'estudiant Josep Pla en voler
coneixer ’esborrany que hi havia darrera 1’obra, que és, en definitiva, on s’hi poden
trobar els indicis del metode de descobriment. Aquesta inquietud cap al métode de
descobriment és allo que en el futur ha de portar a Josep Pla cap a l'estudi de la
historia de la matematica.

Pero en Josep Pla, mentre estudiava la carrera, també feia de les seves. Una vegada,
davant d’un professor de problemes que no els acabava de fer el pes, ell i el seu amic
Nadal Batle van voler posar-lo a prova. Van escollir un problema on es demanava si
un conjunt era compacte, es van posar d’acord i un d’ells va sortir a la pissarra a
demostrar que ho era, tot seguit va sortir I'altre i va demostrar que no ho era. Es
tractava de veure com se’n sortia aquell professor d’aquell embolic. No sé com deuria
acabar aquella classe.

Josep Pla també es va implicar politicament en contra de la dictadura i en defensa
de les llibertats democratiques. Va viure de prop la caputxinada de I'any 1966 i va
patir alguna retirada del carnet i del passaport, amb tot el risc que aix0 implicava en
aquelles circumstancies.

L’any que oficialment inicia la seva carrera docent com a matematic és el 1969, encara
que ell, per ajudar-se a costejar els estudis, ja portava alguns anys donant classes
particulars i en academies.

El curs 69/70 fou professor ajudant a la Universitat de Barcelona (UB), i també fou
professor a la Universitat Autonoma de Barcelona (UAB), que llavors comencava. Josep
Pla, juntament amb Nadal Batle, Pilar Bayer, Carles Simé i Julia Cufi, serien els primers
professors de matematiques de la UAB que, provisionalment, es trobava ubicada al
costat de 'Hospital de Sant Pau. Aquell curs també va donar classes a 'Institut Quimic
de Sarria i als cursos nocturns de I'Institut Infanta Isabel.

3Josep Pla i Carrera: Damunt les espatlles dels gegants (2a edicid, Coleccié FME, 2007), pag. 255.
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Els cursos seglients continua donant classes, tant de teoria com de problemes, de
I'assignatura que fes falta: calcul, analisi, algebra lineal, logica, topologia, etc., i, per
fer el complert, també va ser contractat com a professor a I'’Escola Tecnica Superior
d’Arquitectura de la UPC.

Després va arribar el dia en que Josep Pla va decidir fer la tesi i va escollir el camp
de la logica algebraica com a camp d’investigacio. El 17 d’octubre de 1975, sota la
direcci6 del Dr. Francesc d’Assis Sales, Josep Pla va presentar i va defensar a la UB
la tesi que porta per nom Contribucio a l'estudi de les estructures algebraiques dels
sistemes logics deductius, i obtingué la maxima puntuacio.

Des del curs 74/75, Josep Pla ha dedicat tota la seva vida professional a la docéncia
i a la recerca en matematiques essent professor de la Facultat de Matematiques de
la UB amb dedicaci6 exclusiva. També ha dedicat una bona part del seu temps a la
gestio academica de la seva Facultat. En el periode 1985-1989, fou cap d’estudis, el
primer cap d’estudis d’'una Facultat de Matematiques. En el periode 1989-1992, en
va ser dega, el periode 1992-1994, vicedega i ultimament ha estat elegit director del
Departament de Probabilitat, Logica i Estadistica.

Fins el 1984 Josep Pla va treballar especialment en el camp de la logica algebraica, tant
en 'aspecte docent com en el de recerca, i va ser el primer en endegar docencia en
logica matematica en una Facultat de Matematiques. Juntament amb Francesc d’Assis
Sales, foren pioners en la direccié de tesis doctorals sobre logica algebraica. Pero
durant aquests anys, també dona classes d’estadistica i probabilitat, que, en definitiva,
és allo que tocava fer en el departament on es trobava.

Llavors va arribar el dia en que Josep Pla va decidir estudiar historia de la matematica
i, com no podia ser d’altra manera, també va decidir ensenyar-la. Dona el seu primer
curs d’Historia de la matematica el 84/85, assignatura que ha continuat impartint fins
el dia d’avui. El cultiu d’aquesta disciplina ’ha marcat de tal manera que avui es fa
dificil pensar en Josep Pla i no pensar en la historia de la matematica.
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Amb aquesta nova faceta d’historiador, la labor docent d’en Pla s’ha estés més enlla
de les aules a través d’articles, conferéncies i llibres que publica amb certa regulari-
tat, i en aquests moments €és ell qui més ha publicat en catala sobre historia de la
matematica.

Cito a continuaci6 alguns titols del conjunt de ’obra d’en Josep Pla, cito especialment
aquells que tenen més relacié amb el seu esperit docent i divulgador, pero amb aquest
llistat no exhaureixo, ni de bon tros, totes les seves publicacions:

s «L’axioma de I’elecci6 i la paradoxa de Banach- Tarski» (1983, article, Butlleti Societat
Catalana de Matematiques (BSCM))

s «Alfred Tarski i la logica contemporania» (1984, article BSCM)
» Las Matemadticas (1984, llibre)

s «L’article de Richard Dedekind sobre el teorema d’equivalencia» (1987, VI Congrés
Catala de Logica)

s El 1989 escriu un capitol de la Historia general de las Ciencias de René Taton.
= «Las series en Newton» (1989, article BSCM)

s «La Helena de las matematicas y el principio de minima accién» (1989, article, Qua-
derns Fundaci6 Caixa de Pensions)

» Llicons de Logica (1991, llibre)

» «El teorema fonamental de 1'algebra abans de Gauss» (1992, article UAB)

s «Sherlock Holmes y Pitagoras en Mesopotamia» (1995, article, Mundo Cientifico)

» «Les matematiques i els matematics de la Revoluci6 Francesa» (1996, article BSCM)

s «Arquimedes i Descartes. El metode com un canvi de llenguatge» (1998, article
BSCM)
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Damunt les espatlles dels gegants (1998, llibre que obtingué el Premi de Literatura
Cientifica de la Fundaci6 Catalana per a la Recerca)
La geometria de René Descartes (juntament amb Pelegri Viader, 1999, llibre)

«Matematiques: Naturalesa, Art i Espionatge» (2000, conferéncia Sant Feliu de Gui-
xols)

«Analisi combinatoria» (2002, Sessions preparatories per a ’Olimpiada matematica)

Notes per a unes classes de Teoria de models i indecidibilitat (2002, llibre, Universitat
de les Illes Balears)

«Una historia breu de la matematica» (2003, article BSCM)
La Veritat matematica (2003, discurs d’entrada a Reial Académia de Doctors)

«Fermat i la cuadratura del Folium de Descartes» (juntament amb Jaume Paradis i
Pelegri Viader, 2003, article, American Mathematical Montly)

«Matematiques i multiculturalitat» (2004, conferencia, SCM)

«Aproximacié historica i heuristica al teorema fonamental de I'algebra» (2006, con-
feréncia, FME)

«L’algebra de la papiroflexia» (2006, article BSCM)
Introduccio a la metodologia de les matematiques (2006, llibre, UB)
Els nombres. Una aproximacio a la historia de la matematica (pendent de publicacio)

Opera Varia de Fermat (en collaboracio amb Pelegri Viader i Jaume Paradis, pendent
de publicaci())4

4Aquesta obra fou publicada el 2008 per I'Institu d’Estudis Catalans.
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Josep Pla ha rebut diversos premis i distincions: els anys 1984 i 1992 obtingué el
premi Barcelona per a estudis i investigacions en ciéncia cognitiva i logica, pures i
aplicades.

El 1991 fou premi Ferran Sunyer i Balaguer de I'Institut d’Estudis Catalans per la seva
obra Aspectes alternatius de la teoria axiomadtica de conjunts.

El 1998 fou Premi de Literatura Cientifica de la Fundacié Catalana per a la recerca pel
llibre Damunt les espatlles del gegants.

El 2003 va entrar a formar part de la Reial Académia de Doctors com a membre de
numero i ho va fer amb un discurs d’entrada que portava per titol «La veritat mate-
matica».

No puc acabar aquesta breu incursié a I’homenot’ Josep Pla sense dir alguna cosa
d’en Pla no matematic. En Pla gaudeix llegint els classics. Ja ho feia de jove: als
18 anys llegi tot el Quixot i als 24 anys, Vides paralleles, de Plutarc. Li agrada molt
llegir Dostoievski, pero també li agrada la novella policiaca. En pintura, li agraden els
impressionistes, especialment Van Gogh i Toulouse-Lautrec. Li agrada 1’0pera, perque
és un gran espectacle, pero prefereix escoltar Brahms. També li agrada el jazz classic.
Abans anava sovint al cinema, ultimament no hi va gaire; li agradaven especialment
els westerns, pero també Matar a un Ruiserior, Calle Mayor i Ladron de bicicletas.

Se sent molt bé vivint a ’area mediterrania. Li agrada la cultura mediterrania i guarda
un grat record dels seus viatges a Sicilia, Egipte i Turquia. I, sobretot, li agrada sentir-
se acompanyat per Margarida Bassols, la persona amb qui comparteix la seva vida.

Josep Pla és catala i li agrada ser-ho. Parla i llegeix diverses llengiies, pero quan se
sent d’allo més bé es quan pot fer-ho en catala, perque, com ell diu, «aquesta és la
llengua que es parlava a casa». Diu que el catala es defensa parlant-lo i escrivint-lo, i
aixo és el que ell sempre ha fet. La seva tesi és la primera tesi de matematiques que
s’escrivi en catala (aix0 era l'any 1975) i practicament tots els seus articles i llibres sén
escrits en aquesta llengua.

Josep Pla ha estat membre de la Societat Catalana de Matematiques des de 1974,
abans que fos de nou institucionalitzada, i hi ha collaborat assiduament en la seva
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gestio. També hi ha collaborat durant molts anys preparant alumnes per competir a
I'olimpiada matematica.

Sovint ha anat a Franca per assistir als cursos de la Universitat de Prada. Recorda que
alla es trobava amb Eduard Bonet, Porter Moix, Salvador Giner, M@ Aurelia Capmany,
Emili Giralt, etc., i guarda un grat record de totes aquelles trobades.

Per acabar voldria llegir-vos uns fragments de Damunt les espatlles dels gegants, on
Josep Pla recorda les seves primeres inquietuds docents. Son fragments extrets del
capitol 9, que precisament es titula «Magister» (loc. cit., nota 3):

Aquell tercer de batxillerat —per a mi, era el segon curs als jesuites— va ser d’allo més
apassionant. Vaig descobrir-hi una llengua —el llati, que m’apropava als classics— i un
llenguatge —I'algebra, que em permetia de resoldre problemes que altrament m’hauria
estat molt dificil de resoldre i, en alguns casos, impossible. Pero, a més de tot aixo,
vaig descobrir la passio per explicar les coses que descobria als altres, als companys.
Era apassionant, pero no era facil. Quan et semblava que ja ho havies entes tot, una
pregunta d’'un company et deixava clavat en la teva incomprensio [...]| Al vespre, mentre
sopavem, vaig contar I’experiéncia als de casa. Els vaig dir que m’apassionava aixo
d’ensenyar, pero que era ben dificil. El pare —com sempre— llegia, com si no hi fos.
Al cap d’'una estona —quan hagué acabat de llegir el capitol— em va dir: —Valeri, la
paraula mestre ve del llati magister. Significa «tres vegades més». Ningti que no sapiga
tres vegades més que aquell a qui ensenya no pot ser mai un bon mestre. Fill, —va
continuar, mentre jo el mirava astorat— si realment et vols dedicar a ensenyar, hauras
d’aprendre molt més que no pas un altre. Hauras d’aprendre tres vegades més que
qualsevol dels teus companys.

Josep Pla m’ha explicat que al seu pare li agradava I’etimologia de les paraules, tot i
que, a vegades, hi afegia molta imaginacio.

Cap al final d’aquest capitol 9, es llegeix:

Com més hi pensava més em convencia que 'important, com deia el pare, no era saber
tres vegades més. El que realment importava era aconseguir tres punts de vista d’'una
mateixa quiestio i ser capac de relacionar-los. Un bon mestre era el que tenia tres bones
perspectives, i un sistema per passar de I'una a l’altra.
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I s’acaba el capitol 9 amb aquesta reflexié del professor Gassiot:

[...] I vaig ser ben conscient que, de ben jove, havia pres la decisi6é de ser professor.
No vaig trigar gaire a decidir que seria professor de matematiques. I, si ho podia acon-
seguir, un professor de la Facultat de Matematiques. Hauria de ser capac de veure
les matematiques amb els ulls de la intuici6 i, molt més dificil encara, de transme-
tre aquesta manera de mirar. Hauria de poder suscitar problemes i teoremes des de
moltes perspectives alhora. Mai no he sabut ben bé si ho he assolit. Espero haver-ho
aconseguit encara que només sigui una mica perque, si no, la meva vida hauria estat
un fracas massa gran.

Amic Josep, jo no he tingut I'oportunitat d’assistir a les classes del professor Gassiot,
pero he tingut la sort de poder assistir a les teves, tant les orals com les escrites, i et
puc assegurar que tu has fet realitat les seves aspiracions.

I acabo:

Josep Pla de jove volia estudiar quelcom que fos racional i que es pogués ensenyar, i
ara que ja ha arribat a la maduresa sap i sabem que ha aconseguit plenament allo que
s’havia proposat.

Josep Pla ha estat mestre per a molts de nosaltres que hem estat i ens hem sentit
alumnes d’ell, alumnes d’ell perque ens ha ensenyat matematiques, logica i historia,
i ho ha fet a través de les seves classes, ho ha fet a través de les seves apassionades
i a la vegada ordenades conferéncies, ho ha fet a través dels seus articles i llibres, i
sobretot, ho ha fet a través de les moltes converses mantingudes amb tots nosaltres.

Conversar és un art. El diccionari de la llengua catalana diu de ‘conversar’ que és
‘entretenir-se enraonant’. Em fixo amb la paraula ‘entretenir-se’, la busco al diccionari
i trobo: «Passar el temps agradablement en alguna cosa». Aviat és dit aixo de «passar
el temps», avui que ningu en té, pero Josep Pla treu temps d’alla on sigui per conversar
de matematiques i del que calgui, i nosaltres, conversant amb ell, aprenem i el temps
ens passa agradablement tal i com és manat al diccionari de la llengua catalana.

Josep, amigues i amics, moltes gracies per la vostra atencio.



Fotografies

1. Els pares de Josep Pla: Francesca Carrera i Manuel Pla

2. Josep Pla entre la germana i el germa, M2 Angels i Manel,
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3. Josep Pla adolescent i jove
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1. PARAULES D’AGRAIMENT

Distingit i illustrissim Sr. José Luis Andrés Yebra, vicerector de Personal Academic de
la UPC, estimat amic Sebastia Xambo, dega de la Facultat de Matematiques i Estadistica,
companyes i companys, amigues i amics, senyores i senyors.

D’entrada i abans d’aprofundir més, vull abracar, en un acte simbolic, Eduard Reca-
sens pel perfil huma que acaba de fer de la meva persona. Sé que hi ha dedicat illusio,
esforc i dedicacio, pero sobretot hi ha posat el valor de I'amistat, com heu pogut veure
prou bé. Eduard, gracies per tot, que és molt més del que es veu a simple vista.

Ara, pero, en una ocasié com aquesta, corresponen unes paraules d’agraiment sincer,
autentic, que provingui de I'’emoci6 del cor i alhora de la serenitat de la pensa.

Per aixo en respondre la distincié que la Facultat de Matematiques i Estadistica de la
UPC m’ha volgut retre amb aquest acte, d’entrada haig de dir que, quan I’amic Sebastia
em va comunicar la decisié que la Junta de Facultat havia pres, em vaig sentir realment
emocionat.

Us puc ben assegurar que mai no havia pensat que fos possible una distincié com
aquesta a la meva activitat universitaria i em va causar una satisfaccié6 immensa alhora
que em creava una responsabilitat indiscutible.

Ara, en aquestes paraules breus, voldria fer-vos particips dels meus sentiments per-
qué penso que simplement agrair-ho, sense fer paleses les raons per les quals m’he
sentit personalment honorat, no fora propi de I’esperit de I'acte que estem celebrant.

Crec sincerament que no hi ha cap satisfaccié que pugui superar el fet de rebre una
distincio i reconeixement dels merits personals de part dels companys. Son, de fet, els
més capacitats —en dedicar-se a la mateixa tasca— per poder valorar en allo que val
el que realment he aportat al collectiu, tant des del punt vista academic —docent, in-
vestigador, i de gestio— com huma, social i politic. Es un reconeixement professional
i vital.

Considero també que és una distincioé a tota una generacio: la generacié que va do-
nar el primer impuls al creixement de la recerca matematica i al canvi de paradigma
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docent a Catalunya, i a la qual pertanyen noms simbolics que no vull oblidar. Manuel
Castellet que va crear i impulsar el crRM, Nadal Batle [Felanitx (Palma de Mallorca),
1945-ciutat de Mallorca (Palma de Mallorca), 1997], primer rector i anima viva de la
UIB als seus inicis, Pilar Bayer, Julia Cufi, Carles Sim6 i jo mateix que varem posar
la llavor del que avui és el Departament de Matematiques de la UAB. A ella pertany
també en Josep Grané que, amb el seu entusiasme personal i capacitat de treball, ha
donat vida i fet créixer les Olimpiades Matematiques catalanes. També és la generaci6
que impulsa, amb saba nova, la Secci6 de Matematiques de I'1EC i, d’alguna manera,
va aconseguir que el catala, en la docencia i en la divulgacioé de la matematica, esde-
vingués una llengua més normalitzada. I ho va fer en unes circumstancies politiques
encara adverses. En aquesta tasca va ser important la Universitat catalana de Prades
de Conflent en la qual molts de nosaltres —la promocié que va de 1965 a 1975— va
jugar un paper forca rellevant.’

Pero penso que de fet, amb aquesta distincio, el que la Facultat de Matematiques i
Estadistica ha pretes és fer palés que varem ser els mestres d'una altra generaci6 pro-
bablement encara més gran. Aquesta generacid6 —forjada fonamentalment, malgrat
totes les seves limitacions, a la Facultat de Matematiques de la UB, pero també de
forma més incipient a la UAB— és la generacio que ha fet que la matematica catalana
s’hagi estes més enlla de les nostres fronteres, s’hagin pogut fer «meetings interna-
cionals» a casa nostra, i «congressos», com el Congrés europeu que va organitzar la
Secci6 de Matematiques de I'1EC, 'any 2000, quan n’era president I’amic Sebastia. Son
ells, de fet, els que han portat a terme la creacio, desenvolupament i consolidaci6 de
la Facultat on som ara i que avui em ret homenatge, alhora que es ret homenatge a
si mateixa per la seva capacitat de treball, seriositat en la recerca, capacitat docent,
i habilitat politica. Es la generacié que omple d’articles revistes de «primer nivell» i
aconsegueix que les revistes de casa nostra siguin valorades més enlla de les fronte-
res locals, i que ha vist la necessitat de disposar d’altres centres de recerca com ara
I'IMUB, i de participar activament en el CEHIC, i d’altres, per esementar els centres de
recerca catalans. I alhora és la generacié que ha fet possible les proves «Cangur»,6

5Aqui caldria recordar el paper del poeta Gabriel Ferraté [Reus (Tarragona), 1922 - Sant Cugat del
Valles (Barcelona), 1972] i d’Eduard Bonet.

6Amb I'esforc, entre d’altres, de Sebastia Xambo, Pelegri Viader, Antoni Goma, etc.
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les activitats de portes obertes a les facultats, i tantes altres activitats, que han apro-
pat —quelcom que semblava impensable— les faculats de matematiques, els centres
d’ensenyament no universitari i les organitzacions de professors de matematiques
com ara ’ABEAM, la FEMCAT, etc. I, n’estic ben convencut, sense la intromissio dels
politics —una intervencio que va molt més enlla del que 'autonomia de les instituci-
ons mereix— s’hauria pogut produir un dialeg molt fructifer en relaci6 a la formacio
dels docents de matematica a ’ensenyament mitjz‘i.7

En definitiva, encara que em faci pesat —és un dels privilegis de I'edat— deixeu-me
recordar una vegada més les paraules de Francesc d’Assis Sales [Tarrassa, 1914-
Barcelona, 2006]: «Un bon mestre és aquell que aconsegueix que els seus alumnes
arribin més enlla que ell».® Penso que aquesta distincié que em feu reconeix que la
meva generacié ha aconseguit els objectius docents i de recerca que calia produir.

Amb la creacio de centres d’ensenyament i recerca matematica s’ha provocat una si-
tuacié de competencia i de rivalitat —quelcom noble i positiu—, pero que, no obstant
aixo, en certs moments puntuals, pot haver tingut algun punt d’agror. Amb aquest ac-
te, tanmateix, la Facultat de Matematiques i Estadistica de la UPC demostra una gene-
rositat i una qualitat academica que vull posar de manifest. En triar-me per a aquesta
distinci6 posa de relleu que la competeéncia i la rivalitat és, com deia, sana, positiva, té
capacitat i voluntat de cooperacio, reconeixement i dialeg. Alhora —deixeu-me aquest
espai de vanitat— m’honora pensar que, malgrat haver mantingut els meus principis,
criteris i opinions i haver discrepat, en ocasions, dels companys i de les autoritats, he
aconseguit mantenir-me amic de tots i respectuos en la diferencia.

I encara un ultim fet que no puc —i no vull— obviar. Aquesta distinci6 és la primera
que s’atorga a un professor per una universitat, a través de la petici6 d’'una Facul-
tat. SOc conscient —és d’allo més natural amb les decisions i accions pioneres, ni
els teoremes de matematiques neixen amb la perfecciéo que adquireixen amb el pas
del temps— que aquest acte solament és la llavor d’'un reconeixement que, ben aviat,

7Quelcom que, amb el mestratge que es vol endagar, quedara molt danyat i, probablement, passara
un grapat d’anys abans no s’esmeni ’error que estem a punt de cometre.

8Recentment, he descobert que és una dita de la saviesa xinesa.
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creixera, s’estendra, es consolidara i esdevindra un acte académic i de politica univer-
sitaria institucional i de politica catalana.’ No puc deixar d’emocionar-me per aquest
fet singular que inicia una tradici6. No és pas la primera vegada que, amb actuacions
molt simples, a voltes docents, a voltes institucionals, he estat pioner d’algun afer
senzill. Deixeu-me’n recordar un: vaig ser I'autor de la primera tesi de matematica
escrita en catala (1975), la qual, a més, inicia el grup consolidat de logica algébrica.10

Vull creure, pero, que aquesta distinci6 —malgrat recollir tot aixo0— va més enlla i és
un acte huma, en el qual la fM, de la UPC ha volgut —i ha sabut— valorar quelcom
que oblidem sovint: darrere de tota la nostra activitat hi ha sempre una persona, un
collectiu de persones, amb les seves qualitats i els seus defectes. Es bo de criticar
els defectes quan cal per poder aconseguir millorar el dema, pero cal, tant o més,
reconeixer els encerts i no avergonyir-nos de dir-los."!

Per aixo, tot reiterant-me, vull agrair, de cor i de pensament, a la fM, que m’hagi fet
aquesta distincio, i a la Universitat Politecnica que, amb generositat, hagi estat capac

9Amb 1la concessi6 de la segona distinci6 Magister honoris causa de la f™, a l'illustrissim amic i
company Jaume Pageés Fita I'esdeveniment ha adquirit ja —com era d’esperar— una qualitat humana,
social i politica indiscutible.

1OVaig ser el primer professor a instaurar una docencia de Logica matematica i d’Historia de la
matematica forca completes en una Facultat de Matematiques. Amb Francesc d’Assis Sales, vaig inici-
ar la direcci6 de tesis doctorals de logica algébrica que han culminat en el grup consolidat de Logica
algebrica (Josep M. Font, Joan Gispert, Antoni Torrens, Ventura Verdu). Amb Albert Dou i Antoni Malet
vaig iniciar la direcci6 de tesis en Historia de la matematica i la logica. Vaig contribuir a implantar,
també en una Facultat de Matematiques, la docéncia d'un curs de ‘didactica’ (amb la connivencia de
la Griselda Pascual [Barcelona, 1926-Barcelona, 2001], seguit per la illusi6 i professionalitat d’Anton
Aubanell), el primer Cap d’Estudis d'un ensenyament de Matematiques, el primer a impulsar I’acte aca-
demicoinstitucional de la concessié publica del titols de llicenciat de matematiques amb l’assisténcia
dels pares, i recentment el primer director del Departament de Probabilitat, Logica i Estadistica de la
Facultat de Matematiques de la UB.

11Aqui voldria indicar la necessitat d’iniciar un cami de reconeixement —si no pot ser la concessio
d’alguna mena de grau doctoral— de les Facultats de Matematiques pels qui, des de fora de la Uni-
versitat, s’esforcen per mantenir viu I’esperit de la matematica en les noies i nois abans dels estudis
universitaris, persones com n’Antonia Canals, Marta Berini, Elisabet Sagués, Anton Aubanell, Antoni
Goma, Iolanda Guevara, etc.



UNA REFLEXIO METODOLOGICA 35

d’acollir la iniciativa, i hagi contribuit al fet que aquest acte sigui un acte universitari
en el sentit més ple de la paraula. Aquest acolliment de la UPC em retorna a I’época,
ja llunyana, quan sota la batuta del professor Pedro Pi-Calleja [Barcelona, 19 de ge-
ner de 1907-Barcelona, 11 d’octubre de 1986] i la direcci6 academica d’Enric Trillas,
vaig tenir 'oportunitat —molt formativa— de fer classes de matematica superior a
I’Escola Técnica Superior d’Arquitectura. També em plau de recordar la collaboracio
entre la UB i la UPC quan varem dur a terme els «Congressos catalans de logica», tot
collaborant amb Llorenc¢ Valverde, o el «Seminari sobre la responsabilitat dels ma-
tematics» d’Emilio Garbayo Martinez, catedratic de I’Escola d’Enginyers de Camins i
Ponts.

A tots i totes, per totes aquestes vivencies, moltes, moltissimes gracies.

2. UNA REFLEXIO METODOLOGICA

2.1. Introducci6 a la metodologia matematica. Ara, pero, voldria fer una reflexié me-

todologica de I'ensenyament de la matematica en sintonia amb el text
Introduccio a la metodologia de la matematica que

acaba d’editar uBe i del qual n’Eduard en diu:

Introduccio a la metodologia de la Matematica no
és com un llibre de text per fer un curs d’algebra o
un curs de calcul, ni és un manual d’exercicis i pro-
blemes, com tampoc no és, en absolut, un llibre de
divulgaci6. Més que catalogar-lo, diria que és un
llibre per acompanyar I'estudiant al llarg de la car-
rera ja que, al mateix temps que presenta materials
basics de la matematica, ensenya a treballar-los se-
riosament i a reflexionar-hi en profunditat.

Al |
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De fet, si se’'m pregunta quin és I'objectiu del llibre, qué pretenia quan el vaig escriure,
hauria de dir amb sinceritat que el que volia era expressar d’alguna manera la meva
manera d’entendre allo que cal ‘aprendre’ si volem ser uns bons ‘transmisors’ de la
matematica.
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2.1.1. Metodologia i historia. En la controversia sobre que és el que cal ensenyar als
qui volen dedicar-se, com a feina, a ensenyar la matematica i, de retruc, qui I’ha de fer
aquesta tasca, el llibre vol ser una resposta parcial d’entre d’altres de possibles.

Al llarg dels anys —i probablement per la meva propia experiencia docent i d’estudi—
cada cop estic més convencut que els dos eixos que han de ‘coordenar’ la docencia de
la matematica son: la historia i la metodologia.

Per tot aix0o quan, a la vista dels coneixements que d’aquetes qiiestions tenien els es-
tudiants que arribaven a la Facultat de Matematiques de la UB, vaig considerar que
fora oportu de fer el que, en un principi, es va anomenar ‘curs zero’ o ‘curs d’adap-
tacio’, i vaig creure que era el moment d’elaborar un projecte docent de metodologia
matematica.

Aixi ho vaig fer durant els quatre cursos académics en que em vaig encarregar d’una
part de la docéencia del curs d’adaptacio. I el fruit de les reflexions sobre com havia
de ser el curs i el seu desenvolupament, en forma de llibre, més complet i acabat, és
el que ara serveix de leitmotiv per fer un reflexio.

No sé si aquella experiéncia de la Facultat de Matematiques de la UB—que encara avui
perdura—quallara en els plans d’estudis nous, emanats del ‘projecte Bolonya’ i el seu
desenvolupament, ni tampoc no sé si s’imposara de forma general, encara que aixi ho
espero. Sigui com sigui, la refelxio i el text son a punt.

Se’m podria preguntar: I qué passa amb la historia de la matematica?, I'altre eix de
coordenades.

La resposta —sempre al meu entendre— és que la historia de la matematica és una
disciplina que cal desenvolupar parallelament amb el desenvolupament dels contin-
guts matematics al si de 'ensenyament de la matematica, com una disciplina més,
perque ajuda a prendre consciencia de les raons —a voltes externes a la presentacio
actual de la qiiestio— que en varen motivar el naixement i desenvolupament.

Queda per a una altra ocasio, i ara espero tenir prou temps per dedicar-m’hi plena-
ment, una reflexio i presentacié historica de la matematica. Es tanmateix —us ho
prometo— un objectiu que no penso deixar passar.
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Ambdues facetes —metodologia i historia— no soén, al meu entendre, equivalents sino
complementaries.

2.1.2. La matematica en espiral. La metodologia matematica és quelcom que, en una
primera aproximacio, no s’hauria d’adquirir, ni abans ni després, sino simultaniament
amb el desenvolupament técnic i rigoros dels conceptes especifics de la matematica
i que caldria aprofundir a mesura que s’aprofundeixen els conceptes, els problemes i
els teoremes.

En tot cas, una idea que fa temps que em balla pel cap és que I'ensenyament de la ma-
tematica s’hauria de fer sempre en espiral. Els conceptes i resultats cal introduir-los
—sempre que sigui possible de la manera més intuitiva i informal possible, amb I’ajud
de qiiestions i exemples concrets— i retornar-hi sempre que el desenvolupament ho
precisi, tot fixant I'atenci6 en allo que podem afegir en base a allo que hem apreés des
que varem analitzar la qiiestio la darrera vegada.

La metodologia, doncs, com molt bé observa 'Eduard, no constitueix mai un corpus
per llegir d’'una tirada. Es un text de tipus enciclopédic al qual cal recorrer quan hi ha
quelcom en la qliestié matematica que s’esta desenvolupant davant nostre que no ens
ha acabat de quedar clar perque ens manquen les eines cognitives més basicas, com
passa també, a vegades, quan llegim una novella, amb la semantica de les paraules,
de les dites, de les frases fetes, etc. Es, doncs, una eina util tant per als estudiants
com per als professors de matematiques.

Per fer més entenedor I'esperit de la metodologia matematica res millor que un exem-
ple fet amb qiiestions matematiques concretes.

Amb ell el que pretenc és fer-vos més entenedor el que vull transmetre amb la idea
que I'aprenentatge de la matematica—i, de retruc, el seu ensenyament—s’ha de fer en
espiral.

2.1.3. L’acte educatiu en la seva globalitat. Deixeu-me insistir en el fet que, indepen-
dentment del tros que toqui a cada docent, a cada franja d’edat, a cada etapa del
procés educatiu, al final del procés formtiu I'alumne hauria de ser capac de refer
parts importants de la matematica com qui explica un conte —quelcom que hauria
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d’estar assumit com un fet natural i caracteristic pels docents— en el qual hi ha un
o diversos personatges protagonistes que tenen unes aventures que, per a uns seran
apassionants i per a d’altres no tindran cap mena d’interes. Aixo tanmateix no fa pas
que el conte no existeixi i tingui el seu argument.

En aixo consisteix —ho afirmo categoricament— 1'acte educatiu entes en la seva glo-
balitat.

Ara bé, per poder contar un capitol o una de les aventures, cal tenir un coneixement
del conte en la seva totalitat.'? Ajuda moltissim a aconseguir-ho una bona formacio
en la historia de la matematica, entensa com l’evolucié conceptual en si mateixa i
contextual.

Val a dir que aleshores el binomi metodologia-historia, entés d’aquesta manera, es-
devé també ofici de matematic —i de matematic global, encara que la globalitat sigui
només d'una part de I'univers matematic. Sense una formacié i coneixements ma-
tematics profunds i arrelats és impossible oferir-ne una visio historica en un sentit
evolutiu del concepte. Cal tenir les idees molt ben assentades per poder entendre
com van neixer, que les va motivar, per que van evolucionar d’aquesta manera en un
moment del procés de desenvolupament, i d’aquesta altra, en un altre, etc.

3. EL CONTE: LA REPRESENTACIO DECIMAL DELS NOMBRES

Per fer palesa, d'una forma concreta, la idea que estic exposant usaré, com ja he
indicat abans, un exemple senzill: I’expressio decimal dels nombres.

12pecordo —record fugisser— I'experiencia de la novella policiaca The floating amiral (1931), dels
autors G. K. Chesterton, Canon Victor L. Whitechurch, G. D. H., M. Cole, Henry Wade, Agatha Christie,
John Rhode, Milward Kennedy, Dorothy L. Sayers, Ronald A. Knox, Freeman Wills Crofts, Edgar Jepson,
Clemence Dane, y Anthony Berkeley. Es donaven per endevant dos capitols incials d’'una trama polici-
aca. Llavors un tercer autor escrivia un tercer capitol i seguia la novella fins el final. Els tres primers
capitols passaven a un quart autor que procedia de forma analoga. El que fa curiosa I'’experiéncia és
que cada autor, a partir del que rebia com a previ, confegia una novella diferent. Aixo no tindria sentit
—o poser si?— en el fet educatiu de la formacié matematica.
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L’exemple n’és molt de senzill, pero I'’esperit amb que el presento hauria de recorrer,
en tot moment, tant la presentaci6 de les qliestions en les nostres aules com el cami
a seguir en I'estudi per assolir-ne la comprensio més pregona possible.13

Recordo que, en més d’una ocasio, em vaig a adonar —havien passat uns anys i el
context era un altre— del significat ultim d'un teorema que m’havien explicat feia
temps. Aleshores podia dir: «Ostres!, aixo és allo que no acabava d’entendre».

Certament que és una anecdota particular i que, com a tal, no s’ha de prendre amb
un valor universal. Pero tampoc em considero tan atipic per pensar que sOc un ésser
unic i irrepetible. Per aixo crec que algunes de les meves experiéncies poden ser utils
a algu. De fet, fer-se gran, entre d’altres circumstancies, consisteix a haver acumulat
experiéencies i, de retruc, compartir-les amb d’altres que, en algun moment, també hi
arribaran.

Desitjo que, un cop explicat el conte, quedi ben aclarit el que entenc per comprensio
en espiral i transversal de les qiiestions matematiques. I espero també que s’enten-
gui el que vull dir quan afirmo que hi ha dos eixos de coordenades basics per a la
comprensio dels resultats matematics: I’historic i el que avui en dic metodologic.

3.1. La introducci6 del sistema decimal posicional indoarabic. Es quelcom ben cone-
gut de tothom que, pels volts del segle 1X, els matematics de l'islam usaven un
sistema de numeracié que s’havia gestat a 'In-
dia alguns segles abans. Em refereixo al sistema
de numeraci6 posicional en base deu que actual-
ment coneixem com a sistema de numeracio po-
sicional indoarabic. Els nombres, per grans que
siguin, es poden escriure usant solament deu xi-
fres:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,0.

Es indubtable que, al segle 1, els erudits arabs MOHAMMAD IBN MUSA AL-HWaRIZMI
coneixien el sistema indi de numeraci6 amb ze- Bagdad (ara Iraq), ~780-?, ~850
ro. L’any 825, al-Hwarizmi va elaborar un petit

13gense oblidar que sempre és possible afegir-hi un altre personatge, una altra aventura, etc., per-
queé pot ser molt dificil conéixer el conte tot sencer.
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opuscle en el qual posava de manifest la valua del sistema de numeraci6. Solament
ens n'han arribat, com el titol indica, traduccions llatines. La més coneguda és pro-
bablement d’Adelard de Bath [Bath (Anglaterra), ~1075-?, 1160]: Liber Algorismi de

numero indorum.'* D’aquesta traduccié se’n coneix solament una copia incompleta
15

del segle xi11.

Tanmateix el més important i ttil d’aquesta nu-
meracio, que seria defensada aferrissadament per
Leonardo da Pisa, de sobrenom Fibonacci, al Li-
ber Abaci [1202],16 n’era la simplicitat dels al-
gorismes de calcul —sumar, restar, multiplicar,
dividir, extraccio d’arrels quadrades— que per-
metia. Pero el text de Fibonacci fou prematur per
la seva extensio i per la seva complexitat.17 Cal-
dria esperar al segle Xxv i a les aritmétiques co-
mercials —escrites en la llengua vernacula dels
diversos paisos— perque el sistema s’imposés a
occident com a eina diis normal. Val la pena re-
cordar 'existéncia de I’Ars de la Summa de Aris-
metica (1482), de Francesc de Sancliment, en catala.'® Es el segon tractat d’art comer-
cial d’Europa, després de 'anonim de Treviso (Italia, 1478). De I’Ars se’n conserva un
incunable a la Biblioteca de Catalunya.

LEONARDO DA PiSA, FIBONACCI
Pisa (Italia), 1170-Pisa (Italia), 1250

Ara bé, aquesta metodologia d’expressié numerica ha tingut certa importancia més
enlla del fet de I'’escriptura decimal. D’aquesta importancia en podem posar de relleu
alguns fets, en els temes de reflexio segiients:

Temes de reflexio

1.— En relacié amb I'expressio decimal dels nombres enters positius podem observar
que hi ha propietats del nombre que no depenen de I'’expressié, com ara el fet que el

l4yegeu [A1192].
15No se’n conserva cap copia en arab i per aix0 aquesta obra es cita sempre pel seu titol llati.

16g] titol és ironic. En sintesi, diu: «L’abac auténtic no és I’abac roma que féu servir. Es el sistema
de numeraci6 indoarabic».

17Vegeu [Sig02].
18Referencia de 'obra: R 093:51 Esc 8°1 ¢.5. Sala de Reserva. Vegeu també [San82].
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nombre sigui perfecte, parell, primer, etc. En canvi, n’hi ha altres, de propietats —com
ara els criteris de divisibilitat— que depenen de la base elegida per expressar-los.19

2.— Tot nombre enter positiu b > 1 serveix per oferir una escriptura de tipus decimal
dels nombres enters. Es possible passar d'una base de numeracié a una altra amb
facilitat. També és possible donar taules de sumar i de multiplicar en la base que
desitgem.

3.— Ens podem apropar als sistemes de numeracié mesopotamic i maia.

4.— Podem reflexionar sobre el sistema de numeracié en base 2, que és, de fet, la base
que s’usa en els calculs amb ordinadors. I veure que és el que justifica els metodes de
calcul dels egipcis.

5.— Apareix la necessitat del 0, pero no pas amb la mateixa naturalesa que els al-
tres nombres, sind com un indicador de caréencia en un indret concret de I'expressio
numerica.

6.— Podem intentar de compendre els algoritmes de calcul de sumar, restar, multipli-
car i dividir, en base al fet que els nombres s’expressin en forma posicional.

7.— Podem reflexionar sobre els avantatges i inconvenients en comparacié amb d’al-
tres sistemes de numeracio, com ara el grec, o el roma.

3.2. Els decimals expressats en el sistema decimal. Tanmateix, és curi6és adonar-se
que, fins ben entrat el segle xvi, occident no usa els nombres en I'expressio deci-
mal posicional actual. I tanmateix aquesta descripcié numerica s’'usava solament per
expressar els nombres enters.

Caldria esperar I'aparicié de The Deinde [La Disme] (1585) de Simon Stevin perquée
fossim conscients que el sistema era tan apte pels enters com per als fraccionaris
amb expressio decimal finita perque, en aquest cas, els algorismes de calcul —sempre
intimament vinculats a I’expressié numerica— son els mateixos.”°

19gp aquest aspecte, vegeu la seccio6 3.6.
2OVegeu [Str69, pagines 7-11].
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SIMON STEVIN

Bruixes (Flandes, ara Belgica), 1548
La Haia (Holanda), 1620

DISCURS

Ara bé, si volem estendre I'expressio decimal (o
en una base b > 1) a tots el nombres racionals,
caldra fonamentar-la en el fet que les series ge-
ometriques de ra6 decreixent tenen una suma
finita en el mén dels nombres reals.

I si volem que tota expressio decimal tingui sen-
tit, cal fer atenci6 al bucle. Es tracta d'un bu-
cle que, en algun moment o altre, caldra aclarir,
pero no és gens senzill. Els matematics no ho
aconseguiren fins a finals del segle x1x. De fet,
cal que préviament existeixin els nombres reals
en la seva totalitat per saber si una expressio

decimal infinita té alguna mena de sentit i que aquest sentit és precisament un nom-

bre real. Perque:

Podria haver-hi més nombres reals que els que s’expressen en forma deci-

mal infinita? I menys?

Treballarem en la hipotesi

Hipotesi. Cada nombre real admet una expressio decimal.

Aleshores els temes de reflexio més simples —menys compromesos— son, entre d’al-

tres:

8.— L’escriptura decimal infinita d'un nombre és Unica?

9.— L’escriptura decimal infinita d'un nombre permet de classificar els nombres reals
en racionals i irracionals segons com sigui I’expressio decimal que el nombre tingui.
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Es possible demostrar —amb una certa facilitat— que els nombres que tenen una
expressio decimal periodica son necessariament racionals, i reciprocament:

1 004 (=0,039), %:0,333... (=0.3),

75 - 0,1333... (: 0,1§).

15

De retruc, doncs, els nombres que tenen una expressio decimal no-periodica son irra-
- 21

cionals.

10.— Ens podem preguntar si aquest fet depeén o no de la base que hagim triat per fer
la representaci6 dels nombres.

11.— També ens podem preguntar si, donat un nombre racional g, amb (p,q) = 1, po-
dem saber —sense determinar de forma especifica el seu desenvolupament decimal—
el nombre de xifres que té la part no-periodica i quantes la part peri(‘)c'lica.22

12.— Tanmateix aix0 no clou pas la qiiestio de classificacié6 dels nombres reals en
racionals i irracionals perque no és facil saber —quan I'’expressem en decimal— si un
nombre té una expressio periodica o no.

Per aixo0, per veure, per exemple, que /2 o el nombre d’or son irracionals, hom no
recorre pas a I’expressio decimal. Una manera és la que déna Aristotil [Estagira (Mace-
donia, Grécia), 384 aC-Chalcis (Euboea, Grécia), 322 aC] als Analitics Primers: «Si /2
fos racional, un nombre parell féra senar».

2lper simplificar, entenem que tot nombre racional té una expressié decimal periodica exacta [que
podriem considerar mixtal, pura, o mixta.

22fsun problema interessant perqué posa de manifest dues o tres quiestions colaterals. La primera,
on buscar el que cal per poder respondre a una pregunta. En aquest cas és un resultat d’aritmeética
que pot semblar-nos sorprenent. La segona, adonar-nos d’un fet inesperat: com afecta el numerador
i/o el denominador en la naturalesa periodica del nombre fraccionari. La tercera, ens trobem davant
d'un problema —o teorema— que s’ha de resoldre pel métode de la disjunci6é de casos.

Un exemple historic rellevant d’aquest metode I'aplica Giovanni Girolamo Saccheri [San Remo (Ita-
lia), 5 de setembre de 1667-Mila (Italia), 25 d’octubre de 1733] en I'analisi de la veracitat del postulat
de les paral-leles a I’Euclides ab Omni Neevo Vindicatus [1733].

Es un métode interessant que, d’alguna manera, matisa el principi del tercer exclos: la negaci6é d’un
fet pot comportar I'analisi de dos o més fets i no necessariament d'un sol fet.
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Aquest cami es pot estendre a tots els nombres que provenen de I'’extraccio d’arrels.

13.— Pero, com sabem molt bé, no va ser gens facil demostrar que els nombres e i 1
son irracionals. I, naturalment, no s’aconsegueiex pas, en general, observant com és
I’expressio decimal, sind per d’altres camins.??

14.— Es bo coneéixer aquesta complexitat i saber també que encara avui hi ha nombres
reals dels quals no sabem si son racionals o irracionals com ara, per exemple, la
constant y d’Euler.?*

3.3. El problema de la unicitat. Ens hem preguntat per la unicitat en la representacio
numerica en base deu. Pero,

Es important un fet com aquest?

Per respondre a aquesta pregunta res millor que el dialeg que s’establi entre Georg
Fredinad Cantor i Richard Dedekind quan el primer li envia una demostracié del fet
que el segment de la recta real [0,1] i el quadrat del pla real [0,1] x [0, 1] tenen la
mateixa quantitat de punts.

23Hi ha una demostraci6 senzilla d’August de Morgan [Madura (Presidéncia de Madras, India (ara
Madurai, Tamil Nadu, india), 27 de juny de 1806-Londres (Anglaterra), 18 de marc de 1871] per a de-
mostrar que e és irracional, basada en la série dels inversos dels factorials de k,amb k =1,2,...,n,....
Malahuradament no té una replica en el cas del nombre 7.

El cami més curt, observat per Leonhard Euler [Basilea (Suissa), 15 d’abril de 1707-Sant Petersburg
(Russia), 18 de setembre de 1783], es basa en 1'is de les fraccions continues: n’hi ha prou a veure que
el desenvolupament no és finit. Pero aixo és, potser, un altre conte.

24Aqui s’obre tota una altra possible historia: dues successions divergents del mateix ordre de
divergencia, poden diferir d’'una constant?

En el cas de la constant d’Euler es comparen, de fet, (Inn)ycn i (Sp)nen, NSy =1 + % + o+ % Es
a dir, com de bé aproxima la série harmonica la funci6 logaritme neparia?
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L’any 1877, Cantor somet per a la seva publicacio al Journal de Crelle I'article «Una
contribucio a la teoria de les varietats», on demostra que I’equipotencia dels conjunts
[0,11i[0,1] x [0,1].%

Aquest teorema és el que féu que Cantor exclamés: «Ho veig perdo no m’ho crec».

Per comprendre ’enunciat, el raonament i ’error comées hem d’entendre, d’entrada, el
concepte d’equipotencia de conjunts.

3.3.1. De l'equipoténcia i la dominancia. En 1874, Cantor introdueix I'equipoténcia i
la dominancia de conjunts de nombres reals.

Tot el problema neix de la preocupacio segiient:
Es possible comptar tots els nombres reals usant els nombres naturals?

Ens retrobem, de vell nou, després de molts i molts segles amb el problema de comp-
tar elements d'un conjunt. Pero ara el conjunt que volem comptar és infinit. Per
tant, Cantor no disposa de cap nombre natural —els nombres naturals son finits—
per comptar els elements d'un conjunt infinit.%

Aleshores se li acut tornar al comencament quan encara no es disposava dels nom-
bres per comptar les ovelles d'un ramat i el pastor feia servir pedres. Quan sortien a
pasturar, per cada ovella, apilava una pedra. En tornar, al capvespre, refeia 1'opera-
cio. Si les pedres del munt del mati concordava amb les ovelles que havien tornat al
tombant del dia, tot anava bé; si li quedava alguna pedra a la pila, és que havia perdut
una ovella; si li mancaven pedres, al ramat del mati se li havien afegit ovelles que, en
sortir a pasturar, no hi eren. Es a dir, ’home primitiu recorria a la correspondéncia u
a u. Cantor fa exactament el mateix:

ZSVegeu [Can78]; presentat I'any 1877, fou publicat I'any segiient. Son interessants els comentaris
de [Bur89, pagina 607].

26yna qiiestio que deixo de banda és: Que és un conjunt infinit? Ras i curt, podriem dir: «Un
conjunt és infinit quan dins d’ell n’hi ha un que té tants objectes com el conjunt N dels nombres
naturals».
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GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR JuL1usS WILHELM RICHARD DEDEKIND
San Petersbourg, 3 de marc de 1845 Braunschweig, 6 d’octubre de 1831
Halle, 6 de gener de 1918 Braunschweig, 17 de febrer de 1916

Definicié. Dos conjunts X < R, Y < R son equipotents si, i només si, exis-
teix una aplicacio bijectivaf: X — Y.

Si, en canvi, existeix una injeccio t : X — Y, pero no existeix cap bi-
Jeccio, diem que Y domina (estrictament) X.

En el primer cas, escrivim: X ~Y, o bé: card(X) = card(Y); en el
segon, X < Y, o bé: card(X) < card(Y).

Tot seguit demostra, per exemple, que
N~7Z, N=~Q i N<R.

L’equipoténcia no és, en absolut, un problema menor com palesen els exemples se-

gl’ients.27

271 infinit provoca un trencament intuitiu —gens dificil de copsar— que en dificulta, tanmateix, la

comprensio.
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A.— Ens podem entretenir a veure la paradoxa, plantejada per Galileo Galilei [Pisa (ara
Italia), 5 de febrer de 1564-Arcetri (a prop de Floréncia (ara Italia), 8 de gener de 1642]
a Discorsi e dimostrazioni matematiche su due nuove scienze [1638], segons la qual «hi
ha tants nombres naturals com quadrats de nombres naturals».’® En concret,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 12
t t t (S S S S S v,
12=1 22=4 32=9 42 52 @2 72 82 92 102 ... 122

Es la primera vegada que, d’'una forma clara i precisa, es planteja 'aparent paradoxa
que un cert subconjunt de nombres té, en quantitat, els mateixos elements que el
conjunt que el conté.??

B.— Podem recorrer a la projeccié d'un segment sobre un subsegment [vegeu la figura
de la pagina segiient] per fer més clara I'equipoténcia entre conjunts infinits: d’'una
banda, un d’ells, AB, té més punts que l'altre, A'C’ ~ AC, i, d'una altra, tenen la
‘mateixa quantitat’ de punts.

Obviament, el segment AB conté el subsegment AC. Considerem ara el segment
A'C" =~ AC de la mateixa longitud que AC, desplacat cap amunt. Unim els punts
AiA’,iels punts Bi C’. Les dues rectes es tallen en el punt E, que és el punt des del
qual fem la projecci6. Aleshores, a cada punt P del segment AB, li correspon un punt,
inomés un, P’, del segment A’C’; i, reciprocament, a cada punt, Q’, del segment A’C’,
un i només un, Q, del segment AC.

Hem establert una correspondencia u a u entre els punts d’'un segment i els punts
d'un subsegment propi, una constatacio forca sorprenent.

28Vegeu [Gal38, pagines 78-79].

29paradoxa. Els quadrats dels nombres enters positius son enters positius —molts menys que tots
ells— i alhora es poden fer correspondre u a u els uns i els altres. Es, de fet, aquesta paradoxa el que
vol posar de manifest Galileo, encara que no n’acalareix ni la intencié ni tampoc el fet que no és cap
de paradoxa.
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C.— O bé, podem resoldre la paradoxa de I’hotel de Hilbert, en honor de David Hilbert
[Konigsberg (Prussia, ara Kaliningrad, Russia), 23 de gener de 1862-Gottingen (Ale-
manya), 14 de febrer de 1943]: «Hi ha un hotel amb tantes habitacions com nombres
naturals. Es ple de gom a gom. Es un hotel molt decent. A cada habitacié hi ha —i no
n’hi poden haver més— una sola persona. Arriba un autocar amb tants seients com
nombres naturals, ple de gom a gom, a cada seient un sol viatger. La nit és freda, i
cal que els viatgers s’aixopluguin a I’hotel. L’amo de ’hotel, que no és ‘gedOmetra’ —un
greu defecte, segons Pascal—, diu: “No és possible”. A 'autocar hi va Hilbert, que el
replica dient-li: “No hi cap mena de problema”».

Deduir-ne que la uni6é de dos conjunts disjunts equipotents a N també ho és, d’equi-
potent a N.

15.— Veure aleshores que N ~ 7.

16.— Repassar la demostracié d’Euclides [?, ~325 aC-Alexandria (Egipte), 265 aC],
segons la qual «hi ha infinits nombres primers».
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Demostrar que hi ha tants primers com naturals.>°

17.— Veure que hi ha tants naturals com fraccionaris.?!

3.3.2. El métode de la diagonal. Molt més dificil, pero, és veure que «hi ha més nom-
bres reals que naturals».

L’any 1891,%? Cantor ho demostra de forma brillant i relativament senzilla usant el
fet segiient:

Suposit. Tot nombre real de l'interval [0, 1] admet una expressio decimal
unica.
La seva demostracio, molt elegant, és una demostracié per reduccio a Iabsurd?? i el

metode que usa es coneix amb el nom de meétode de la diagonal.

Es un métode que ha sigut d'una gran utilitat en la técnica demostrativa matematica,
sobre tot en qiiestions d’indecidibilitat.

ri = 0,a;1a2a13---a1n- - - Demostraci6 breu. Si els nombres reals fossin en
r = 0,apjagzpazz---azy- - - quantitat numerable, els podriem enumerar i ob-

r3 = 0,azjazpazz---asp-- - tendriem un quadre com el de la dreta en el qual,
. per a cada index n, hem exclos que, a partir d'un
valor concret r —és a dir, per a tot r > r,—, tots

T :()’alaza .- a A T
n n1€n2¢n3 o els anr siguin iguals a 0.3

Ara construim el nombre real
s=0,byby---by---, onby =1, siapm #1, iby =2, siapy = 1.
30N"hi ha prou a veure que és infinit i esta ficat a dins, pero és una mica delicat de demostrar.
31pe fet, N x N = N.
32Vegeu [Can91].
33El mateix recurs que usa Aristotil per veure que /2 és irracional.
34Aquesta precisio cal per poder garantir la unicitat de la representacio.
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En aquesta construccio és clar, atesa la unicitat de la representacié decimal dels nom-
bres reals, que, per a tot n, s # rn. Es a dir, hi ha un nombre real que és diferents de
tots els nombres reals. Contradiccio6!

En aquest cas ja és més complicat posar exemples als quals puguem recorrer per
familiaritzar-nos amb aquesta manera de raonar o procedir, pero podem citar un pa-
rell o tres de problemes, encara que sigui molt per sobre:

A.— Teorema de Cantor. No és possible d’establiv cap bijeccio entre un conjunt X i el
conjunt P(X) de les seves parts.35

Demostracié breu. Suposem que existis. Aleshores tindriem una aplicacio
g:X — P(X).
A cada element x € X li correspondria un subconjunt g(x) < X. Considerem ara el
segiient subconjunt Xg < X:
Xo={x:xeXix¢gx)} e PX).
Li correspon una antiimatge xo € X que satisfa g(xg) = Xo.
La pregunta que ens fem ara és:
Xp € g(X0) 0Xo ¢ g(X0)?

(a) Suposem que xg € g(xg) = Xo. Aleshores, per la definici6 de Xo, xo ¢ g(Xo).
Per tant, necessariament,
(b) x0 ¢ g(X0) = Xo. Aleshores, per la definicio de Xo, Xo € g(xo).

Aix0 porta a una contradicci6 que prové d’haver suposat 'existéncia d'una bijeccid
entre X i P(X).

D’aquesta manera, Cantor genera conjunts infinits cada cop més grans.

Un corollari d’aquest teorema és la no-equipotencia dels conjunts N i R, independent
del metode de la diagonal. De fet, consisteix a veure que R ~ P(N).

35Vegeu [Can91].
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Una manera senzilla d’establir-ho és usant el teorema de Bernstein-Cantor-Dedekind:

Teorema de Bernstein-Cantor-Dedekind. Donats dos conjunts X i Y, si
X<YiY <X, aleshoresX ~Y.

Hauriem de veure, doncs, que [0,1] < P(N) i que P(N) < [0, 1], atés que [0,1] = R.36

B.— La paradoxa de Richard que fa referéncia a la numeracié que donem a les frases
relatives als nombres enters positius, frases com ara:3’

‘Es multiple de tres’.
‘Es un quadrat perfecte’.
‘Es un nombre perfecte parell’.

N’hi ha una quantitat numerable.® Ara, les frases les ordenem, per exemple, per ordre
alfabetic i les enumerem. Aleshores definim els nombres richardians com segueix.

Definicio de nombre richardia. Un nombre natural n és richardia si, i
nomeés si, no satisfa la propietat que enumera.

En cas contrari, si satisfa la propietat que enumera, és no-richardia.

36Calda nombre real r € [0,1] és de la forma r = 0,a;a2...a,..., on no tots els a,, a partir
d'un lloc endavant, son 0. Genera un conjunt N, := {aj,a;az,...,aaz...an,...}. L'aplicacio és
clarament injectiva. D’on: [0,1] < P(N). D’altra banda, per a cada subconjunt S < N, definim
un nombre real de la forma segiient: Si S = {ny,...,ny,...}, aleshores considerem el nombre real

X1) X2) Xk) , . .
rs = 0,X1- VX1 X2 2-XpNp - - - Xk- ©-XiN - - -, 0N X; és el nombre de xifres de n;, per ai € N. Aquesta

aplicacio és injectiva.

37Vegeu [RicO5].

38pe fet, només disposem d'un nombre finit de signes gramaticals per fer frases, i les frases ac-
ceptables son finites. En total, doncs, com a maxim, hi ha una quantitat numerable de frases que fan
referéncia als nombres naturals.
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Per exemple, si a la frase ‘és un quadrat’ li correspon el nombre 31, com que 31 no és
un quadrat, aleshores 31 és richardia. I, si a la frase ‘és un triangular’ li correspon el
nombre 500 500, resulta que no és richardia perqué 500 500 és triangular.

Aixi obtenim una propietat dels nombres naturals
Es un nombre richardia

que, per tant, es troba a la llista de les propietats dels nombres enters positius i li
correspon un nombre natural r. La qliestio és:

Com ésr, richardia o no-richardia?

(1) Suposem que r és richardia, aleshores no pot satisfer la propietat que enumera
—*ser richardia’.

Per tant,

(2) r no és richardia, pero aleshores ha de satisfer la propietat —‘ser richardia’— que
enumera. Impossible!

Molta atencio!!! Aquest problema —de fet, és una paradoxa— no es resol pas com
I'anterior. Es encara més subtil. Esta més en la linia de la paradoxa que produeixen
expressions com ara ‘Aixo no és una frase’, o bé ‘Aquest és el més petit nombre que
es pot definir amb menys de quinze paraules’.

3.3.3. «Ho veig, pero no m’ho crec». Ara disposem de les eines que calen per com-
prendre el problema que sorgi en la primera demostracié de Cantor de I'equipoténcia
entre els conjunts [0,1]i[0,1] x [0, 1].

La idea de Cantor —ben simple— consisteix a establir una bijeccio
h:[0,1] x[0,1]—[0,1]
(x,y) — h(x,y),

on h(x,y) s’obté intercalant les xifres decimals de la parella de nombres reals, (x,y),
expressats en forma decimal.
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Per exemple, a la parella
x =0,1223334444...iy = 0,03033033303333...,
li correspon el real
z = h(x,y) = 0,10232033333043434340.. ..
Ara bé, la qiiestio és:
Es bijectiva I'aplicacié de h:[0,1] x [0,1]—10, 1]?
Aqui entra en joc la unicitat de I'escriptura dels nombres reals en forma decimal
infinita. Cal excloure els nombres que, a partir d'un lloc en endavant, només tenen
zeros, com ara O, 783236, i usar en canvi nombres en els quals la darrera xifra no
nulla té una unitat menys i la resta sén nous, o sigui 0, 78322@).39

S’obren, doncs, dues qiiestions que val la pena plantejar-se i mirar de resoldre per
nosaltres mateixos, un cop copsat ’objectiu a atényer i les dificultats que comporta.

18.— Per queé no és bijectiva I'aplicacié6 h anterior? Queé falla quan, donat un valor
z € [0,1] volem determinar la parella (x,y) € [0,1] x [0,1]?

19.— Que podem fer per corregir I'error inicial de Cantor?*’

3.4. El problema dels nombres transcendents i la qiiestio de I'existencia en mate-
matica. L’insigne filosof i matematic alemany G. W. Leibniz va classificar els nombres
reals en dues categories noves: els nombres algebrics i els nombres transcendents, als
quals va donar aquest nom simplement «perque transcendeixen I’algebra».

Els nombres algébrics son aquells nombres reals que son solucié d'un polinomi amb
coeficients enters.

Es a dir, formalment

39Com ja hem indicat a la pagina 42, és una conseqiiéncia de la convergéncia de les progressions
geometriques.

40Només cal evitar que els zeros es puguin agrupar, a partir d'un lloc en endevant.
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Definiciéo de nombre algebric. Si «x € R, diem que «x € R és algébric si, i
nomes si, existeixen enters ag, ai,. .., dn—1, an tals que ay = 0 i de manera

que

P(®):=ano®+apg1 0™+ +a,x+ag=0.

Si el polinomi P(X) és irreductible a 7[X], diem que « és algebric de grau

n

cendeixen I'algebra.

La resta de nombres reals son transcendents perque, com deiem, «trans-

20.— Es molt facil veure que hi ha nombres algébrics. Tots els enters, tots els fraccio-
naris, les arrels, arrels dins d’arrels, etc.

GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ

Leipzig, 1 de juliol de 1646
Hannover, 14 de novembre de 1716

Pero, en canvi, veure que hi ha nombres transcen-
dents és forca més dificil. Avui sabem, gracies
als teoremes de Charles Hermite [Dieuze (Lorrai-
ne, Franca), 24 de desembre de 1822-Paris, 14 de
gener de 1901] i Ferdinand von Lindemann [Han-
nover (Hanover, Alemanya), 12 d’abril de 1852-
Munic (Alemanya), 6 de marc de 1939], de 1873 i
1882 respectivament:

Teoremes d’Hermite i de Linde-
mann. Els nombres reals e i T son
transcendents.

Pero no foren pas ells els primers a demostrar
I'existencia dels nombres transcendents.

Aquesta conquesta és obra de Joseph Liouville i
de Georg Cantorival la pena veure com ho van fer

per demostrar-ho perqueée els seus teoremes permeten una reflexié sobre l'existéncia

en la matematica.
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3.4.1. EI cami de Liouville: existéencia amb testimonis. L’any 1844, Liouville va demos-
trar que els nombres de la forma

{ := 0,a1a2000a300000000000000000a40 - - - = Z

k=1

dn
100’

amb a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, no son transcendents perque no satisfan el seu teore-
ma d’aproximaci6.*!

Teorema d’aproximacio de Liouville. Si g, ambpiq € Z, és una apro-
ximacio d’un irracional algéebric «x de grau d, aleshores existeix un K > 1
_b _1
que ‘0( q’ Kqd-
Aleshores, veient que els nombres anteriors £ no
compleixen la desigualtat del teorema de Liouvi-
lle, per a cap d i cap K, sap automaticament que
els nombres £ no so6n algébrics per a cap grau d
i, per tant, son transcendents, que és el que volia
veure.

D’aquesta demostracio en resulta, de retruc, que,
de nombres transcendents, n’existeixen perque
almenys hi ha els que s6n com els nombres £.

Heus aci, doncs, una manera d’establir 1’existén-

cia d’'un objecte matematic: mostrant-ne un de JOSEPH LIOUVILLE
concret, o diversos —amb aix0 ja n’hi ha prou. Es Saint-Omer, 24 de marc de 1809
a dir, proporcionant un testimoni de 1’existéncia. Paris, 8 de setembre de 1882

3.4.2. El cami de Cantor: existéncia sense testimonis. Hi ha, pero, una manera forca
més curiosa d’establir I’existéncia en matematica que no precisa de cap testimoni. En
el cas dels nombres transcendents, la proporciona Cantor.

41Vegeu [Vil85].
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Ja hem vist que Cantor va introduir ’equivaléncia de conjunts i va veure que N # R.
Hi ha molts més nombres reals que naturals perque N < R. També hem vist que la
reunio de dos conjunts numerables —és a dir, equipotents amb N— és numerable.
Aix0, de retruc, comporta que, si unim un conjunt numerable M amb un altre conjunt
P de manera que M U P sigui equipotent a R, aleshores P és equipotent amb R.

Ara bé, R = AUT, on A és el conjunt dels nombres algebrics i T el conjunt dels
nombres transcendents.

Pero,
Com n’és de gran el conjunt A dels nombres algébrics?

La resposta és senzilla. Els polinomis amb coefiecients enters es poden numerar —és
a dir, atribuir a cada un d’ells un nombre natural de forma que, a polinomis dife-
rents, els corresponguin nombres diferents. Ara bé, cada polinomi té un nombre finit
d’arrels reals. Per tant, A ~ N.42

En conseqiiéncia, T ~ R.

En qualsevol cas, T # &. Existeixen, doncs, nombres transcendents i, de fet, molts
meés que no pas d’algebrics.

Pero és una demostracio d’existéncia conjuntista —n’hi ha un conjunt no buit— sense
testimonis.

Fixem-nos com n’és de diferent de la de Liouville. Liouville diu: «aquest nombre
és transcendent». Cantor, en canvi, diu: «n’hi ha molts de nombres transcendents
—molts més que no pas de nombres naturals— pero no sé com és cap dells». 43

42Vegeu, per exemple, [Bur89, pagines 603-605].

43L’existéncia, en matematica, és realment una qiiestio digne d’analisi i estudi perque és una mena
d’existencia en la qual pot esdevenir que no sigui possible —almenys de moment— saber quin és el
testimoni. Un exemple realment interessant és el segiient:

Teorema. Existeix un nombre racional que s’obté elevant un irracional a un irracional.
.. . 2
Demostracio. Considerem el nombre y := +/2"°. Poden passar dues coses:

(1) y ésracional, i aleshores ja hem acabat. O bé,
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21.— Dona d’altres exemples d’existéncia matematica amb testimonis.
22.— Dona d’altres exemples d’existéncia matematica sense testimonis.

23.— Com és possible enumerar els polinomis amb coeficients enters? I la uni6 d’'una
familia numerable de conjunts finits és numerable?

24.— Quants nombres transcendents concrets sabem?

3.5. El concepte de continuitat i la propietat D. Una quiesti6 vinculada a la continui-
tat de les funcions reals de variable real és la continuitat.

De nano, creia que la continuitat estava lligada al moviment i que, per tant, era un
concepte que depenia d’un interval de temps.

Aleshores pensava concretament que una paret —que creix de rajola amb rajola—
creix de forma discontinua; un arbre, en canvi —que creix passant per tots els va-
lors intermedis—, creix de forma continua i per passar d'l1 m a 2 m ha de passar
necessariament per tots els valors del mig. I em samblava natural que aquesta fos la
caracteristica definitoria de funci6é continua.

3.5.1. El concepte de continuitat segons Cauchy-Weierstrass. En arribar a la Facultat de
matematiques em varen donar la definicié6 de Cauchy-Weierstrass de funci6 continua.

Curiosament, i en contra de les meves intuicions infantils, era una definicié6 puntual.
Es a dir, establia quan una funcio és continua en un punt xop.

Aixi es perdia el que jo havia entés sempre com a essencial de la continuitat, que és el
que els matematics coneixem amb el nom de propietat D de Darboux que diu:

(2) y és irracional. Aleshores y¥2 = 2 és racional.

Queda, doncs, establerta 'existéncia d'un irracional que elevat a un irracional déna un racional. Pero,
ateés que, ara per ara, no sabem si y és racional o irracional, no podem saber si el testimoni de I'e-
xistencia que desitgem establir és y o yﬁ. Es, doncs, una existéncia que depén del fet que la nostra
logica és binaria i que deixaria de tenir sentit si no fos binaria.
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Propietat D. Una funcio real de variable real f, definida en un interval
[a,b] de R, satisfa la propietat D quan, cada cop que passa per dos punts
«, B € [a,b] de la recta real, passa per tots els valors y de I'entremig, és
a dir, tals que x <y < B.

KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS -Louis CAUCHY
Ostenfelde (Westfalia, ara Alemanya), 31 Nimes (Franca), 14 d’agost de 1842
d’octubre de 1815 Paris (Franca), 23 de febrer de 1917

Berlin (Alemanya), 19 de febrer de 1897

3.5.2. La propietat D de Darboux: un exemple senzill. Tanmateix, aquesta propietat, si
bé és certa per a tota funcio6 real de variable real continua en un interval [a,b] de R,
no implica pas la continuitat de la funci6é en cada un dels punts de I'interval.

Un exemple prou senzill que posa de manifest una funcié que, cada cop que passa per
dos punts «, B de l'interval [—1,+1] de manera que 0 € [, ], passa per tots, i cada
un, dels punts intermitjos. Aixo no obstant, la funci6é no és continua en el punt 0.
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Es la corba

f(x) sin,, perax#0,
] «, on xe (-1, +1), arbitrari.

3.5.3. Un resultat matematic molt poc intuitiu. Veiem ara una darrera qiestio lligada
amb la propietat D de Darboux que lliga aquest fet —propietat D versus continuitat—
amb I'expressio decimal dels nombres reals que és el protagonista del nostre conte.

De fet, la propietat D de Darboux esta a anys llum de la continuitat perque —és un
fet que quan el vaig descobrir em va sorprendre moltissim— una funci6 pot satisfer
la propietat D en un cert interval i no ser continua en cap dels seus punts.

La demostracio entra de ple en el domini de la metodologia matematica.
Tot rau a construir una funci6 adequada.44

Per fer-ho, Darboux es va basar en dos fets que ja hem trobat abans, pero jugant amb
ells amb una gran habilitat.

44Vegeu [Dar75].
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1. Tot nombre real, en I’expressio decimal, consta d’'una quantitat numerable [in-
finita] de xifres decimals i podem considerar les que ocupen el lloc parell i el
lloc senar.

2. Les xifres que ocupen el lloc senar poden generar un nombre decimal periodic,
0 no.

45

Veiem, com si fos un exercici, els passos de la
demostracio del teorema de Darboux:

Teorema de Darboux. Hi ha funcions reals de va-
riable real f que satisfan la propietat D en un in-
terval de la recta real i son discontinues en tots i
cada un dels punts de l'interval.

EsboOs de la demostracio. Sigui

x = 0,ajazazas - - - azp—1a2nd2n+1 - - - € [0, 1],

expressat en el sistema decimal i considerem el

JEAN GASTON DARBOUX nombre

Paris (Franca), 21 d’agost de 1789 z =0,ajaz - - -axpp-1a2n+1 - - -,
Sceaux (Franca), 23 de maig de 1857 )
generat per les xifres de lloc senar.

Definim la funcio

@:[0,1] — [0, 1],
per casos:

(x) = 0, si z no és periodic,
P 10, aznazni2a2n44 - - -, Siz és periodic i el periode comenca a azn_1.

Ara, amb paciéncia, cal que demostrem:

45Recordem que els nombres decimals exactes ho séon si acceptem el zero a partir d'un lloc en
endavant, pero ho hem refusat i ens hem quedat amb els nous. Aixi, com ja hem indicat a la pagina
53, 0, 20...0... s’escriu, de fet, 0,19...9....
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1. La corba @ (x) passa per a tots els punts intermedis de tot interval de [0, 1],
per petit que sigui [part delicadal.

2. Es discontinua en tots els punts de I'interval [0,1] [part facil, per construc-
cio, basant-nos en una propietat que hem vist abans i una altra que no hem
esmentat; la densitat de Q dins R].

3.6. Son utils les expressions decimals de certs nombres per obtenir nombres a I'at-
zar? Ens podem preguntar, finalment, seguint Emile Borel si hi ha nombres normals
i/o completament normals en base deu.

La idea, simplificant, és la segiient:
Els digits 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 es troben distribuits de forma alea-

toria amb la mateixa probabilitat? Es a dir, la distrubicio dels digits dels
decimals és uniforme?

O encara, qualsevol expressio numerica formada amb els digits es troba
infinites vegades en l'expressio decimal del nombre i totes estan distribui-
des aleatoriament amb la mateixa probabilitat?

Per simplificar i aclarir la idea subjacent, si juguéssim amb un dau de deu cares, en
lloc d’usar el dau corrent de sis, podriem usar, com a resultats aleatoris del dau, les
xifres del nombre e? Iles del nombre 77?

Es clar que aquest concepte depén de la base triada, com podem veure si considerem
el nombre racional % i 'expressem en base 2 o en base 10.

En base 2, tenim:
2:20,1010...10...2 = 0,10,

on, obviament, el digits possibles —ara només so6n dos, el 0 i el 1— estan igualment
distribuits.
En canvi, en base 10, tenim:

3:20,75 = 0,749,
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on clarament les deu xifres possibles no estan pas igualment distribuides.

Definici6 de nombre normal. Sigui b > 1 un
nombre enter i r un nombre real. Considerem la
sucessio de xifres del nombre r en la base de nu-
meracio b. Si s és una successio finita de Xxifres en
base b, escriurem N(s,n) per expressar el nombre
d’aparicions de la successio s entre les n primeres
Xifres de s.

El nombre v és normal en base b, si
lim NS0 _ 1
n—c M bk’
per a cada sucessio s, on k n’indica la longitud.

FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL

Saint Affrique (Aveyron, Franca),
7 de gener del1871

. 46 . ¢
Paris (Franca), 3 de febrer de 1956 El nombre r és un nombre normal,*” si és normal

en cualsevol base b.

Matematicament, doncs, un nombre normal es un nombre real les xifres del qual en
qualevol base estan distribuides d’acord amb una distribucié uniforme, essent totes
les xifres igualment probables. Expressat en paraules, un nombre normal té la propi-
etat —que el caracteritza— segiient: la probabilitat de trobar la sucessi6 s entre les
xifres de r és la que caldria esperar si la sucessié de xifres s’hagués produit de forma
completament aleatoria.

Algunes quiestions senzilles que podem plantejar i resoldre son:

25.— Tot nombre normal necessariament és irracional.
26.— No tot nombre irracional és normal. N’hem vist un. Es a dir, ja hem trobat un
testimoni d’aquest fet. Quin?

46Hj ha autors que, en aquest cas, I'anomenen absolutament normal i reserven el nom de nombre
normal quan la successié de xifres es limita a un digit.
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D’altres qiiestions son molt més complexes:*’

A.— El nombre de Champernowne, 0,12345678910111213141516..., el desenvolu-
pament decimal del qual esta constituit per la concatenaci6 de tots els nombres natu-
rals ordenats, és normal en base 10, pero podria no ser-ho en d’altres bases.

B.— La constant de Copeland-Erdos, 0,2357111317192329313741..., el desenvolu-
pament decimal de la qual esta constituit per tots els nombres primers, expressats en
base de 10 també és normal en base 10, pero podria no ser-ho en d’altres bases.

C.— Com ja he indicat, el concepte 'introdui el matematic frances Emile Borel el 1909,
pero ana més lluny. Va demostrar, usant el lema de Borel-Cantelli, el teorema de Borel
dels nombres normals:

Teorema de Borel dels nombres normals. Gairebé tots els nombres re-
als son normals, en el sentit que el conjunt de nombres reals no-normales
té una mesura de Lebesgue igual a zero 8

Aquest teorema estableix, novament, ’existéncia d'una colleccié de nombres reals
—els nombres normals— que no és constructiva, com la de Cantor per als transcen-
dents.

D.— El paper de Liouville, en aquest afer, el va jugar Wactaw Sierpinski [Varsovia (Im-
peri rus, avui Polonia), 14 de marc de 1882-Varsovia (Imperi rus, avui Polonia), 21
d’octubre de 1969]. L'any 1917, construi explicitamente un nombre normal i fou el
primer nombre normal conegut.

E.— Sense entrar en més detalls, un nombre normal calculable fou construit por Vero-
nica Becher i Santiago Figueira. En canvi, la constant de Chaitin, Q, és I'exemple d’'un
nombre normal no-calculable.

47Vegeu, per exemple, http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_number.

48Vegeu [Bor09]. Tanmateix, malgrat la petitesa, o migradesa, que suposa el fet que tingui mesura
de Lebesgue nulla, és gran perqué no és pas numerable.
Un text sobre la probabilitat d’'una gran qualitat expositiva —un classic de divulgaci6é del pensa-
ment matematic— és [Bor15].
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Breument, podem dir que un nombre real és calculable quan hi ha una maquina de
Turing que el calcula i no calculable, altrament.

Apareix novament, perque ja ha aparegut abans, aquest fet tan caracteristic i peculiar
de la matematica —que anomeno «els corrents subterranis de la matematica»— que
fa que camps de la matematica que sembla que no tenen res a veure entre si —i que
curricularment es presenten massa vegades com a independents— estiguin lligats.

La constant de Chaitin, Q, és la probabilitat que un programa elegit a I'atzar aturi una
maquina de Turing 7 determinada. Ho podriem fer una mica més entenedor aixi:

Sigui P el conjunt de tots els programes que aturen la maquina 7 i sigui |p| la mida,
en bits, d’'un programa a p. Aleshores:

(3.1) Q=> 27P.

pe?P

Com acabem de dir, aquest nombre no és computable i, per tant, no li podem calcular

totes les xifres pero, en base 10, en coneixem les primeres: 0,0078749969978123844 .. ..

E.— Una de les caracetritiques de la idea de nombre normal és ’enorme dificultat per
saber —en aix0 s’assemblen als nombres transcendents— si un nombre real concret
és o no és normal. Per exemple, desconeixem queé passa amb /2, In2, e, 1. La creenca
és que tots ells ho so6n, de normals, pero fins ara no s’ha pogut ni provar ni desmentir.

Pel que fa al primer, /2, un nombre aparentment tan simple —dels més simples dins
dels nombres irracionals— es disposa d’'una conjectura més general que el conté com
a cas particular:

Tots els nombres irracionals algébrics son normals.

3.7. De I'existencia de conjunts que no sén mesurables de Lebesgue. Ates que ha
aparegut la mesura de Lebesgue i I'existéncia de conjunts no-numerables que tenen
mesura de Lebesgue nulla, ho aprofitaré per dir que hi ha certs resultats relatius als
nombres reals que no precisen del fet d’haver de recorrer, en la demostracio, a la seva
expressio decimal —o en qualsevol altra base.
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Aixi, per exemple, 'any 1905 Giuseppe Vitali establi el famods teorema de Vitali [1905]
que, a comencaments del segle XX, provoca tant d’enrenou entre els analistes france-
sos i I'acceptacio de I'axioma de I'eleccio [A.C.]:49

Teorema de Vitali. Hi ha subconjunts de la recta real que no son mesu-
rables de Lebesgue.50

Esbos de la demostracio. Es un teorema que comenca per classificar els nombres reals
de l'interval [0, 1] en classes, d’acord amb la relaci6 d’equivaléncia:

Dos nombres reals de [0,1] son equivalents si difereixen d’'un nombre
racional. O sigui, siry,r2 € [0,1],

Iy ~ T2 Si, i nomeés si,r1 —r2 € Q.

Aleshores, usant I'A.C., agafem un represen-
tant de cada classe i obtenim un conjunt M. El
conjunt ‘M no és mesurable de Lebesgue.

No entraré en més detalls. Només m’hi he re-
ferit per veure un teorema metodologic —molt
important historicament— que no precisa de
I'expressioé decimal dels nombres reals per a
ser demostrat. Per reflexionar una mica, ve-
geu:

27.— Les primeres xifres de la constant de
Chaitin (3.1) s6n les consignades a la darrera
linia de D.

GIUSEPPE VITALI

28.— La rqaﬂ? 1 ~T> SI, 1 NOMEs Sl Ravena (Italia), 26 d’agost de 1875
r; —rp € Q és d’equivaléencia. Com queden ca- Bolonya (Ttalia), 29 de febrer de 1932

racteritzades les classes d’equivaléncia?

49Vegeu, per exemple, [Mo082, pagines 311-320].
5OVegeu [Vit05, pagines 3-5].
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29.. Tot recordant les propietats de la mesura de Lebesgue veure que el conjunt M té
alhora una mesura > 1 i una mesura nulla. Contradiccio! Per tant, no és mesurable de
Lebesgue.51

4. REFLEXIO FINAL I BIBLIOGRAFIA

Amb aquestes paraules, i amb el conte, he pretés posar de manifest el que entenc
que ha de ser I'acte formatiu global. Ho he volgut fer com una reflexié que crec
que correspon a qui ha estat distingit com a Magister honoris causa, perque, amb la
distincio, se li atribueix una qualitat docent que és garantia del que dira.

Ben certament, hauria pogut recorrer a d’altres protagonistes —el concepte de funcio,
que hem d’entendre com a geometria?, les equacions algébriques i la seva resolubilitat,
la computabilitat teorica: possibilitats i limitacions, la probabilitat: problemes, limits
i potencialitats, etc.

Pero '’exemple que he triat ho ha estat per la seva versatilitat i simplicitat —tothom el
pot entendre i extreure’n alguna a cosa— i alhora perque la complexitat que contenen
les parts més complexes son facils d’exposar i facils de comprendre en una primera
aproximacio.

A tots els qui estiguin interessats en aquesta mena de plantejaments de I’evolucio
conceptual de la matematica i el seu lligam amb el procés docent a través de la his-
toria i els seus contextos —és a dir, aquells que considerin que les opinions que he
exposat i que he sintetitzat en el conte son correctes, suggerents i obren camins per a
I’ensenyament— pot recorrer a textos molt acurats com ara [Toe63], [Sti78], [Xam83],
[LPOO], i [KLPO7].

Vull acabar —i aixi ho fet durant el conte— afirmant que, en I’estudi de la matematica,
cal sempre pensar, o repensar, pel nostre compte qiiestions simples, vinculades a les
questions que el conte suggereix. Son els problemes que queden a la vora del cami,
pero que no podem deixar passar sense dedicar-hi tota I'atenci6. Perque, com per
a un conductor, son els senyals que el permeten d’avancar d’acord amb les regles i

>LE] lector interessat pot consultar, per exemple, [Pla91, pagines 367-368].
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limitacions del cami i seguir, en cada moment, la direccié adequada per arribar de la
forma més segura al desti: la comprensio cabal i completa d’allo que estem estudiant
i que, en algun moment, haurem d’ensenyar o que ens servira de guia per ensenyar
d’altres conceptes i moure’ns amb correcci6 en d’altres situacions.

I per acabar vull fer una reflexi6 sobre un fet molt important i molt oblidat. Cal
recorrer als textos originals que, al cap i a la fi, son els ensenyaments del nostres
mestres, dels nostres classics, dels nostres prohoms. Qui millor que ells esta capacitat
per transmetre les idees que han creat amb la seva ‘capacitat creadora’, una capacitat
que ha fet —i fa— que la matematica sigui allo que és, i que ho sigui tal com és i
no d'una altra manera. Per aquesta rao he introduit alguns textos classics i originals
en la bibliografia, quelcom que hom pot pensar que va més enlla del to informal de
I’exposici6. Pero jo no ho veig pas aixi.

Espero no haver abusat de la vostra paciencia.

Moltes gracies a tots per la vostra atencio.
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