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uccioé

Evariste Galois

EVARISTE GALOIS

Bourg-la-Reine (Franca), 5 d’octubre de 1811
Paris (Franga), 31 de maig de 1832

Nitens lux,
horrenda procella,
tenebris aeternis involuta.

Dibuix d’Evariste amb I'abric escolar nou,
fet per la seva germana Antoine-Marie.
Evariste tenia quinze anys.
Moriria, en un duel, cinc anys més tard.

JOSEP PLA | CARRERA (UB) Una lectura comentada 3/21



El paper de Liouville

Evariste Galois redacta la <Mémoire sur les conditions de résolubilité
des équations par radicaux>, que comentarem en aquesta xerrada, la
nit abans del duel —el 29 de maig de 1832— i I'envia al seu amic Au-
guste Chevalier.

Joseph Liouville [1802-1882] la va publicar, per primera vegada,
amb d’altres textos, I'any 1846, a la revista Journal de Mathematiques

Pures et Appliees, p 417-433.

JOSEP PLA | CARRERA (UB) Una lectura comentada 4/21



La <Mémoire>> de Galois

La Mémoire de Galois

La <Mémoire> consta de tres parts ben diferenciades:

@ Els principis: [tres] definicions i quatre lemes.
@ La teoria: cinc proposicions.
© Una aplicacio: tres proposicions.
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La <Mémoire>> de Galois Primera part: els principis

Els Principis

Primera part
Els principis

Definicions
i Lemes
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it o s e
Els Principis: les definicions

Les definicions:

@ Ladjuncio d’elements a un cos.

@ Els elements racionals i irracionals.

© Les substitucions actuen sobre les permutacions.

Diu textualment:

<Les substitucions sén el pas d’'una permutacio a una altra.»
<Quan les agrupem, totes les farem provenir de la mateixa
permutacios.

© Una idea [molt informal] de grup, pero diu:<és tancat per
composicid. <

El text de Galois suggereix, doncs, els conceptes de grup i d’ex-
tensio algebrica d’un cos.

Serien desenvolupats, respectivament, per Arthur Cayley [1821-
1895] i Camille Jordan [1838-1922], el primer, i per Richard Dedekind
[1831-1916], el segon.
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La <Mémoire>> de Galois Primera part: els principis

Els Principis: lemes 1i II

Lema I. Una equacio racional irreductible no pot tenir una arrel en
comu amb una equacio racional sense dividir-la.
[Es un corollari de I'algorisme maxim comu divisor d’Euclides per a polinomis.]
Lema 11. Donada una equacio f(X) = 0, amb els coeficients en el

cos Ky iamb les arrels &1, . . ., &y, totes diferents, sempre
podrem formar una funcié racional de les arrels

V: V<£17"'7£n>

que, quan permutem les arrels &4, .. ., &y, de totes les
maneres possibles, prengui valors diferents.
[Galois suggereix agafar V (&1, ...,&n) == a1 &1 + @& + -+ + anén, amb

ai, a, ..., an, enters convenients.
Els valors diferents v; = a4 5ni(1) + -+ an 50/(,7), amb o € &p,09 = 1d, i
i=1,2,...,n!, son les arrels de I'equacio [de grau n!]

FOV)= (V= vi) (V= v2) - (V= V1) (V= vm) ‘€ Ko[V]. a4 <5 «7]
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La <Mémoire>> de Galois Primera part: els principis

Els Principis: el lema 11

Lema 111. Si V és una funcié com la del lema 11, aleshores totes les

arrels &4, ..., &p, de 'equacio inicial es poden expressar

en funcié d'un valor fix v4 de V: & = ¢;(v4).

[La funcid V (¢1,...,&n) s'anomena una resolvent de I'equacio f(X) = 0.
De fet, els valors vj, j = 1,..., n!, sén elements primitius de Ky :=

Ko(&1,---,6n) = Ko(v))-
Es un cas particular d’'un teorema general de la secci6é §100 del treball
de Lagrange de 1770 sobre les equacions polinomiques.]

Demostracio. Sigui el factor F; (V) de F(V) definit per Fi(V) = (V —vy) -+ (V — V(n_1y), 0n
lesv;,i=1,...,(n—1)!, s'obtenen de V(&1,&, &3, - .., &n) permutant &1, &2, &3, - - ., £n amb to-
tes les permutacions o € &, que 0(51) = & —les que deixen fixa l'arrel &;. >

o F1(V) s’escriu F(V,&1) amb coeficients en el cos Ky (?2?227?).

@ Es facil veure que F(vy, X) = 01 f(X) = 0 solament tenen en com I'arrel &;.

@ Pertant, g(X) = mcd(F(v1, X), f(x)) € Ko(v1)[X] i és de primer grau en X. O sigui,

9(X) = med(F(vq, X), f(x)) = a(vi) X + B(wn).
0Amés,a(v1)§1+;E3(v1):O.D‘on§1:—M [ ]

al vy
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La <Mémoire>> de Galois

Els Principis: el lema v
Lema 1v. Sigui G(V) un polinomi minimal de V. Si hom té

Primera part: els principis

= ¢;(v1) i v és una altra arrel de G(V), aleshores /;(vy)

també és una arrel de I'equacio inicial.

<
Una analisi. Siguin vy, vo, ..., v, les arrels del polinomi minimal G( V) (irreductible en el cos Kp)
de la resolvent Vi sigui r el seu grau. Considerem la taula
= &1 &2 &i én
| Vi bi(vy)  L2(n1) 4i(v1) £n(v1)
4 Vo Li(vo)  L2(v2) Li(vo) Ln(v2)
oK : : : : :
| v G(v)  La(v) 4i(v) n(v))
! : : : : :
—— Lr(vie)  La(vk) £i(vk) Ln(vk)
vr Li(ve)  Lo(wr) Li(vr) £n(vr)

Segons el lema 1V els elements de cada fila sén arrels de I'equacié polindmica inicial f(X) = 0.
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Segona part
Les Proposicions

Segona part

Les Proposicions
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La <Mémoire>> de Galois Segona part
La proposicio |

Proposicié I. Teorema. Considerem una equacié donada les m arrels
de la qual sén a, b, c, ... Sempre existeix un grup de per-
mutacions de les lletres a, b, ¢, ... que té la propietat se-
guent:

Tota funcio de les arrels

@ invariant per les substitucions del grup, és racional-
ment coneguda.

@ [Reciprocament,] determinable racionalment, és
invariant per les substitucions [del grup].

[La demostracié de Galois és la que trobem en els textos actuals.
Hi ha autors que donen aquesta propietat com a definicié del grup de Galois.

En una nota a peu de pagina, Galois precisa que el seu concepte d'invariancia és nume-
ric i no pas formal com en Lagrange.

En el text, ho concreta amb dos exemples:

—el cas formal general de grau n —de grup Gp; <

—el cas ciclotomic de grau primer p —de grup generat per un cicle d’ordre p.]
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La <Mémoire>> de Galois Segona part

La proposicio I

Proposicié Il.  Teorema. Suposem que, a una equacio, se li adjunta
l'arrel r d’'una equacio auxiliar irreductible.

@ Aleshores, tindra lloc una d’ambdues situacions:

@ o bé el grup de I'equacié no canviara,

@ o bé el dividira en p grups cada un d’ells pertanyent
a I'equacio6 proposada quan se li adjunta respectiva-
vament cada una de les arrels de I'equacié auxiliar.

@ Aquests grups tenen la seglient propietat remarcable

Es passa de I'un a I'altre operant totes les
permutacions del primer una mateixa subs-
titucio de les lletres.

Qui és i com és p?
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La <Mémoire>> de Galois Segona part

Demostracio de la proposicio I

Demostracio.
@ Sigui 7(X) = 0 l'equacié que volem resoldre, on f(X) € Ky[V].
@ Considerem F(V) = (V —wvi) (V= va) - (V= V1) (V = vi) € Ko[VI. >
Q Sigui Gy (V) € Ko[V] el factor irreductible que Gy (v4) =0,0n vy = ai &1 + -+ anén és
una resolvent de f(X). >

@ Adjuntem una de les arrels 7, . . ., nm d’una equacié auxiliar g(Y) = 0, on g(¥) € Ko[Y].

© Gi(V) pot factoritzar a K; := Ky(n1). Sigui H (V) el factor irreductible de G;(V) a K; que
té comarrel vq: Hi(vq) =0. (??222??).

e Hy (V) és un polinomi monic H(V,n{) de V iny, amb coeficients en Ky, irreductible.
Li corresponen les permutacions —totes diferents— v; per a les que H(v;,7;) = 0.

is.
@ Treballem amb el polinomi L(V) := H(V,71) x H(V,n2) x --- x H(V,nm) tes Ko(V).
e Els <conjunts> H(V,n1),--- , H(V,nm) sén <disjunts> o <iguals> pel que fa a les v;.
@ Dunabanda Gi(V)|L(V) i, de retruc, L(V) = G;(V)* per a un cert k [LEMA 1].

@ Les arrels d’L( V) tenen, doncs, multiplicitat k. Hi ha k <conjunts> H(V, 7;) repetits.
N’agafem un de cada; en total p = 7.

@ Enresulta que Gi(V) = P(V) = Hp:% H(V,ns), on els factors H(V, ns) son diferents
dos a dos que proporcionen els p grups de I'enunciat. | |
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La <Mémoire>> de Galois Segona part

Comentari a la proposicié I

Hem partit, doncs, les substitucions del grup inicial de Galois G en p := 7 grups diferents.
Galois s’adona, a més, del fet segiient:

Si v,w(v) sén dues arrels de H;(V,ny), i v/ és una arrel de Hy(V,n2),
aleshores w(v’) en sera una altra.

Hom passa, doncs, d’'un <conjunt> a l'altre amb una mateixa <substitucio>.
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La <Mémoire>> de Galois Segona part

La proposicio I1I: una analisi
Ara considerem el que Galois anomena grups [exemple de la proposici6 V].
H H+ Ho
§18283 84, §1838482; §18a 8283,
&2 &1 & a; £3816264; §4 618382,
§3&a &1 &2 48261635 §2838184;
§4 838260, £284 8360, §3&284 6.
I mirem quines substitucions proporcionen cada columna i quines passen dels
elements d’'una columna a l'altra.

Comencem amb la primera columna. Es una flao: 12 3 4 | subst
columna de <permutacions>. Seguint la presen- flat: 1 2 3 4 | o9
tacio de Galois, les <substitucions> passen de flaz: 21 4 3| oy
la permutacié basica 1 2 3 4 a la permutacié flaz: 34 1 2| o
de cada fila. flad: 43 2 1| o4

O sigui tenim les substitucions:

(1234 (1234 (1234 [ 1234
17\ 1234 )0 727\ 2143 )07\ 3412 ) 7*7\ 4321 )
El conjunt H := {0+, 02,03,04} conté Id —és oy— i és tancat per la composici6 o.
Es un grup, tant en la nomenclatura galoisiana com en la nostra.
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La <Mémoire>> de Galois Segona part

La proposicio Il: una analisi

Ara bé, si apliquem el mateix criteri amb les altres dues columnes obtenim, res-
pectivament, el conjunt 4 de les 7; i el conjunt H, de les v;,i = 1,2,3, 4.

1234 1234 1234 1234
T‘:(1342)’72:(3124)’“:(4213)’”:(2431 )

1234 1234 1234 1234
”‘:(1423)’“2:(4132)’7’3:(2314)’”4:<3241 )

Fixem-nos que

mmoH = {mooi, ooz, 1005, 1004} = {7i,72,78, 74} = Hi,
U1 oH = {’U1 ©01,U1 002,V1 © 03, V1 00'4} = {01702,113,1)4} = Hz.
Els conjunts #+ i H2 no contenen la substitucié unitat ni sén tancats per o.
Galois en diu grups pero els grups han d’estar tancats per o. > 1
flao: 1 4 2 3 | subst flao: 13 4 2 | subst
flat: 14 2 3| oo flat: 13 4 2| oo De fet, hem diti'.
flaz: 41 3 2| oy flaz: 31 2 4| o rar enrere amb 7 i
flaz: 23 1 4| op ias: 42 1 3| o4 amb v;", respectiva-
flaa: 3 2 4 1 o3 flad: 2 4 3 1 o2 ment.

Obtenim, doncs, 1o, ' =mioHor [=H]i Hoovy ' =vioHouvy [=H].
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La <Mémoire>> de Galois Segona part

Les proposicions Il i IV

Proposicio 11l.  Teorema. Si a una equacio li adjuntem totes les arrels
d’una equacio auxiliar, els grups dels que es parla en el
teorema Il tenen, a més, aquesta propietat: en cada un
dels grups les substitucions sén les mateixes.

[Com en I'exemple anterior. Si tenim en compte, 'observacié anterior, ens a-
donarem que Galois introdueix el concepte de [sub]grup normal o invariant.]

Proposicié Iv. Teorema. Si hom adjunta a una equacio el valor nume-
ric d’'una certa funcio de les seves arrels, el grup de I'e-
quacio6 s’abaixara de manera que no contingui d’altres
permutacions que aquelles per a les quals aquesta funcio
és invariant.

[S6n dos corol'laris de la proposicié 11, importants per al desenvolupament ulterior de Galois.]

Proposicié v. Problema. Galois explica el ligam que hi ha entre les
dues torres, la d’extensions dels cossos —ascendent—i
la dels grups associats —descendent.

[Mentre I'explica, 'exemplifica amb el cas de la resolucié de la quartica.]
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La <Mémoire>> de Galois Tercera part

Tercera part

Tercera part

Aplicacio dels resultats
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La <Mémoire>> de Galois Tercera part

Les proposicions Vi, Vil i Vi

Aplicacio a les equacions polinomiques de grau primer p

Proposicié vI. Lema. Una equacié irreductible de grau primer p, no
pot esdevenir reductible per I'adjuncié d’un radical I'index
del qual sigui diferent del propi grau de I'equacié.

[M’ha costat molt trobar-ne una demostracié adequada.]

Proposicié Vil. Problema. Quin és el grup d’una equacio irreductible
d’'un grau primer p, resoluble per radicals?.
[Es el grup generat per un cicle d’ordre p.]

Proposicié Vvill. Teorema. Per tal que una equacié irreductible de grau
primer p sigui resoluble per radicals, és necessari i sufi-
cient que dues qualssevol de les arrels siguin conegu-
des, i les altre se’n dedueixin racionalment.

[Es un corol'ari [delicat] del teorema anterior.
Es el resultat que Galois posa de manifest a la introduccio.]
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La <Mémoire>> de Galois Tercera part

Comentari a la proposicié Vil

El grup penultim G —I'Gltim és Gy = {ld}— el genera un cicle comara o := (12 --- p), o sigui
G ={ld=0%0,02,...,0° "} que s'obté per adjuncions d’equacions auxiliars binomiques.
Com son els grups que el precedeixen i ell mateix?
Les uniques substitucions del grup de Galois G sén de la forma

Xk ¥ Xa k+3>5

on a.i 5 s6n elements de Zp. abcde acebd aedch adbec

Com exem- bcdea cebda edcba deabc
ple, mostra que la cdeab ebdac dchae becad
quintica general és deabc bdace cbaed ecadb
no és resoluble per eabcd daceb baedc cadbe
radicals: Si p = 5,
el grup G sera el ak+8
seglent: a=1 a=2 a=4 a=3
k 12345 12345 12345 12345
0:12345 4:13524 2:15432 3:14253
1:23451 1:35241 1:54321 1:42531
B | 2:34512 3:52413 0:43215 4:25314
3:45123 0:24135 4:32154 2:53142
4:54321 2:41352 3:21543 0:31425

El grup de Galois G té 20 elements i n’hauria de tenir, segons ens ha dit abans [ » 6], 120.
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