La «Mémoire» d’Evariste Galois, anotada i comentada!

Evariste Galois

Nitens lux,
horrenda procella,
tenebris aeternis involuta.

[Esclat brillant,
en el terror de la tempesta
embolcallat per sempre més de tenebres.]

I1 ne leur a fallu qu’un moment pour faire tomber cette téte
et cent années, peut-étre,
ne suffiront pas pour en reproduire une semblable.

[N’hi ha hagut prou amb un instant per decapitar-lo,
perd, molt probablement, cent anys
no seran suficients per aconseguir-ne un altre com ell.]

En aquest treball pretenc fer una lectura comentada de la famosa Mémoz’r(ﬂ
del jove matematic frances Evariste Galois. Vol ser un homenatge en el bi-
centenari del seu naixement i alhora una contribucié a I’« Any Galois» de la
Facultat de Matematiques i Estadistica de la UPC de la que en séc «magister
honoris causay.

La lectura meditada d’una materia —fins i tot quan no se n’és especialis-
ta— és una eina metodologica i didactica excellent tant pels que ens dediquem
a la recerca com a la docencia o a la historia de la matematica.

Ningti —cap mestre— ens pot ensenyar millor la matematica més au-
tentica que el creador d’una idea, d’una técnica, d’una teoria —perque la
matematica, no ho dubteu gens, és una creacié de la ment humana.

I aixo0 és precisament el que he pretes fer en aquesta analisi de la « Mémoi-
re» d’aquest jove gegant.

INTC (Nota del traductor i comentarista): Traduccions de Josep Pla i Carrera, professor
emerit de la UB. Departament de Probabilitat, Logica i Estadistica. Facultat de Matemati-
ques. Adrega e-mail: jpla@ub.edu. Text comencat el dia 12 de setembre de 2012.

2NTc: M’ha semblat oportd posar al frontispici, per compte propi, aquest epitafi escrit
per Galois la nit del 29 al 30 de maig abans d’anar al duel, el desti fatal.

3 NTc: Aquestes paraules les digué Joseph-Louis Lagrange —el dia 9 de maig de 1794,
I’endema de I'execucié d’Antoine Lavoisier— quan s’assabenta havia estat guillotinat. M’ha
semblat adequat de recordar-les ja que enguany celebrem el dos-cents aniversari de la mort
de Lagrange.

4 NTC: Vegeu (Galois, 1831).






1 La Memoria de Galois

Memoria sobre les condicions de resolubilitat de les equacions per mdicalﬁ

Evariste Galois

1.1 Introduccié

Aquesta membriaﬁ I’he treta d’una obra que vaig tenir ’honor de presentar,
ara fa un any, a I’ Académie. No havent estat compresa, i havent-se dubtat de
la veracitat de les proposicions que s’hi proposaven, m’he hagut d’acontentar
amb donar, de forma sintética, els principis generals, i una wunica aplicacié
de la meva teoria. Suplico als meus jutges que almenys llegeixin amb atencié
aquestes poques pagines.

Hom hi trobara una condicio general que ha de satisfer tota equacio re-
soluble per radicals, i que reciprocament n’assegura la resolubilitat. S’aplica
només a les equacions de grau primerm Heus aci el teorema que donem en la
nostra analisi:

5 EMILE PICARD: Aquesta memoria, Mémoire sur les conditions de résolubilité des équa-
tions par radicaur (Galois, 1897, p 33-50), i Des équations primitives qui sont solubles par
radicauz (Galois, 1897, p 51-61) es van trobar entre els papers de Galois i Joseph Liouville
les va publicar, per primera vegada, ’any 1846, precedides de la nota segiient:

«Inserint la carta que heu llegit [vegeu la nota @, els editors de la Revue encyclopédique
anunciaren que proximament publicarien els manuscrits que havia deixat Galois. La promesa
no s’acompli. Tanmateix monsieur Auguste Chevalier havia preparat el treball. Ens els va
enviar i hom els trobara en els fulls que segueixen:

1° Una memoria sencera dedicada a les condicions de resolubilitat per radicals de les equa-
cions, amb aplicacié a les equacions de grau primer.

2° Un fragment d’una segona memoria on Galois tracta de la teoria general de les equaci-
ons que anomena primitives.

He conservat la major part de les notes que Auguste Chevalley va adjuntar a les memories
que hem esmentat. Totes elles van marcades amb les inicials A. CH. Les notes que van sig-
nades sén del propi Galois.

Completarem aquesta publicacié amb d’altres fragments trets dels papers de Galois, i que,
malgrat que no tenen massa importancia, tanmateix els geometres els podran llegir amb
interes.»

Els fragments dels que parla Liouville en la darrera frase mai no van ser publicats.

5 A. CH.: «M’ha semblat convenient encetar la Memoria amb aquest prefaci —que ara lle-
giu—, encara que, segons he trobat, en el manuscrit se li havia passat ratlla».

Ntc: A. CH. abreuja, com ja s’ha dit, el nom d’Auguste Chevalier 'amic a qui Galois
adreca la carta testament (Galois, 1897, p 25-32), datada el 29 de maig de 1832, la nit abans
del duel, a la qual adjunta tres memories: dues fan referéncia a la Teoria d’Equacions i la
tercera, a les Integrals.

"Nrc: El grau de la qual és un nombre primer.

[417]



LA MEMORIA DE GALOIS 4

Per tal que una equacié de grau primer, sense divisors commensurables, sigui
resoluble per radicals, és necessari i suficient que totes les arrels siguin funcions
racionals de dues qualssevol.

Les altres aplicacions de la teoria son, en elles mateixes, d’altres teori-
es particulars. Requereixen, a més, de la teoria de nombres, i d’un algorisme
particular: les reservem per a una altra ocasié. En part fan referéncia a les
equacions modulars de la teoria de les funcions elliptiques que, com demos-
trarem, no poden ser resoltes per radicals.

16 de gener de 1831. E. GALOIS

1.2 Principis

Comencaré establint algunes definicions i una serie de lemes tots ells prou
coneguts.

1.2.1 Definicions

Diem que una equacid és reductible quan admet divisors racionals; i irreducti-
ble, en cas contrariﬁ

Ara cal explicar queé entenem amb la paraula racional ja que intervé so-
vint.

Quan una equacio té tots els coeficients numerics i racionals, aixo sig-
nifica solament que l’equacié es pot descompondre en factors que tenen els
coeficients numerics i racionals.

COMENTARI 1. Aqui Galois, en llenguatge d’avui, suposa que f(X) € Q[X]

i que factoritza en Q[X]; és a dir, f(X) = fi(x)- --- - f-(X) on, per a tot
i:l,...,r,fi(X)GQ[X]-
Recordem que f(X) € Q[X] signfica que existeixen ag,ay, ..., a, € Q

ique f(X)i=a, X" +a, 1 X" 1+ +a1 X + ap.

COMENTARI 2. Un polinomi és monic quan a,, = 1.

Es clar que, quan els coeficients pertanyen a un cos K —és a dir, si
f(X) € K[X]—, també p(f(X)) = % f(X) € K[X]. En canvi, quan inici-

alment estem en un anell A —és a dir, si f(X) € A[X], com ara en el cas en
qué els coeficients sén nombres enters—, aleshores p(f(X)) = - f(X) €
K4[X], on K4 designa el cos de fraccions de l’anell A; en concret, K4 =

{Z—; taj,ag € A, amb ag # 0}, tancat per suma i producte. Es el minim

cos que conté l'anell A.

8 Ntc: Els émfasis sén meus.

[418]



LA MEMORIA DE GALOIS 5

Ara bé, quan no tots els coeficients d’'una equacié sén numerics i racio-
nals, per divisor racional hem d’entendre un divisor els coeficients del qual
s’expressen com a funcions racionals dels coeficients de ’equacié proposadaﬂ

COMENTARI 3. Aqui Galois encara no ha precisat el significat de I’expressié
«quan no tots els coeficients d’una equacié siguin numerics i racionalsy». Per
tant, 'equacié «redueix» si admet un divisor els coeficients del qual sén
funcions racionals dels coeficients de ’equaci6 inicial que sén donats i, per
tant, coneguts.

Aixi, en general, per quantitat racional s’entén una quantitat que s’ex-
pressa com a funci6 racional dels coeficients de ’equacié proposadaET]

COMENTARI 4. Aqui, tot avangant-se, Galois diu que, si Ky 2 Q és el cos
més petit que conté els coeficients de I’equacié inicial —no necessariament
Q—, aleshores els factors han de ser de Ky[X].

De fet, el nostre punt de partida és una equaci6 polinomica f(X) =0
i volem treballar en el minim cos K dels coeficients ag, a1, ..., a,_1,a, del
polinomi f(X). Dit altrament, Ky = Q(ag, a1, ..., 0n_1,an).

Admetem, doncs, que el cos base —el cos dels coeficients— és K que,
en ocasions, és Q.

Pero hi ha més: podem convenir a considerar com a racional qualsevol
funcié d’un cert nombre de quantitats determinades, que suposem conegudes
per endevant. Per exemple, podem elegir una certa arrel d’un nombre enter i
considerar racional qualsevol funcié racional d’aquest radicalE-]

COMENTARI 5. Aqui Galois estén ’ambit dels coeficients amb d’altres ob-
jectes numerics ben determinats, com ara una arrel /n, amb k € Nin € Z.

Si bé, en el paragraf anterior, deia que treballariem dins del cos Ky,
eventualment Q, ara accepta «coeficients» més sofisticats —perque, de fet,
es tractara d’usar-los com a coeficients. I tot seguit aclareix, amb un exemple
concret, quina mena de naturalesa poden tenir aquests objectes. Apareixen,
doncs, els objectes Ko(a, 8,--- ,v) 1 Ko(¥/n), amb k € Nin € Z.

Quan convinguem a considerar doncs, com a conegudes, certes quantitats,
diem que les hem adjuntat a l’equacié que volem resoldre. Diem que aquestes
quantitats sén adjuntades a l’equacio.

COMENTARI 6. Aqui, d’'una manera molt informal, Galois considera una
extensio del cos Q per un cert element previament conegut. Malgrat 1’exem-

9 Nto: L'émfasi és meu.
10 NTc: L’eémfasi és meu.
1 NTc: Els émfasis sén meus.



LA MEMORIA DE GALOIS 6

ple concret que ofereix Galois, cal plantejar la qiiestié de si necessariament
pensa que els objectes han de ser algébrics o bé poden ser també trans-
cendents. Edwards diu (Edwards, 2012, p 912-913): «Amb K designaré el
cos que s’obté del cos Q dels nombres racionals en adjuntar-li un nombre
finit de quantitats irracionals, algeébriques o transcendents.» I, en una nota
de peu de pagina, fa la consideracié segiient: «D’antuvi, el més simple és
considerar que el cos base K és Q. Aquest cas exhibeix tots els fets del cas ge-
neral. La possible inclusié de quantitats transcendents la indica la referéncia
de Galois en les observacions que precedeixen la demostracié de la Propo-
sicié 1: “Equacions algébriques” [vegeu la p . Potser pensa en polinomis
els coeficients dels quals sén transcendents o, parlant més colloquialment,
coeficients que sén lletres, i no pas nombres».

Aixi Galois obté, com a elements resultants de les adjuncions, els ele-
ments de Q(«) i successivament, ja que parla de «certes quantitats» i no no-
més d’'una quantitat. Es dificil, en aquest context, pensar si Galois es refereix
a «adjuncions successives» o a una «adjuncié multiple» efectuada de cop
—que caldria definir com es fa, si no és de la forma anterior. Es a dir, es

refereix a (((Q(a))(ﬂ)) .-.)(y) 0aQa,B,...,v)?

Tanmateix, hem de pensar que, per a Galois, Koy(c,f3,...,v) s'obté
adjuntant o, 3,...,v d’'un amb un. Vegeu, per exemple, la nota @ p @

Un cop establert aix0, anomenarem racional tota equacid que s’expressi
com a funcié racional dels coeficients de ’equaci6 i d’un cert nombre de quan-
titats adjuntades a 'equacid i previament conegudes.

COMENTARI 7. Ara Galois passa de considerar polinomis de Ky[X] —o
funcions racionals d’elements de Ky[X]— a considerar polinomis de
Ko(a, B,...,v)[X] —o les corresponents funcions racionals.

Quan fem us d’equacions auxiliars totes elles sén funcions racionals en el
benentes que els seus coeficients ho siguin en el sentit que he exposat.

S’observa, a més, que les propietats iles dificultats d’'una equacié poden ser
forca diferents segons quines siguin les quantitats que se li hagin adjuntat. Per
exemple, 'adjuncié d’una quantitat pot fer que una equacié irreductible sigui
reductible[*]

Aixi doncs, quan a 'equacio

X"—1

X -1
li adjuntem una de les arrels de les equacions auxiliars de Gauss, 1’equacio
factoritza; és a dir, esdevé reductible.

= 0,amb n primer,

12NTc: Els émfasis sén meus.
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LA MEMORIA DE GALOIS 7

COMENTARI 8. Aix0 justifica que Galois parli d’adjuncions a I'equacié. Re-
sulten molt importants en relacié amb I'equacié.

Fixem-nos que, de forma ben explicita, Galois fa dependre el caracter
irreductible de 'equacié f(X) = 0 —i també les seves caracteristiques—
del cos Ky, eventualment Q, o del cos K = Ky(a, 3,...,v) i no només de
I’equacié com si aquesta fos quelcom d’absolut. En concret, doncs, certs
trets intimament lligats a ’equacid sén, sense cap mena de dubte, relatius
al cos dels coeficients.

COMENTARI 9. L'equacié X2 + 1 = 0 és irreductible a Q perod, en canvi,
redueix a Q(7).

L’equacié X* —2 = 0 —irreductible a Q[X]— redueix a Q(v/2)[X], on
es pot escriure en la forma (X?++/2 ) (X%—+/2). Si ara considerem I'extensi6
Q(v2,v2) = Q(+v/2) —si un cos de nombres K conté un nombre, conté el
seu quadrat—, tindrem dbviament (X% +v/2)(X 4+ v2) (X — v/2). Ara bé,
per tal que redueixi completament, cal adjuntar la unitat imaginaria . Aixi,
el polinomi X* — 2, irreductible a Q[X], factoritza totalment a Q({‘/ﬁ, z'),

X*—2=(X+V2)(X - V2)(X+iv2)(X -iv2).

L’obtencid de les arrels de f(X) = 0 depén, doncs, no només de l'e-
quacio, siné també de 'adjuncié d’arrels. En particular, la resolucié per
radicals d'una equacié f(X) = 0 pot dependre —i, en la majoria dels ca-
sos, en depen,— de ’adjuncid, al cos de partida Kg, d’objectes de la forma
{/n. Les arrels /n sén, de fet, arrels de 1’equacid auxiliar Xk —n= 0

Les equacions auxiliars jugaran un paper clau a partir de la PROPOSICIO
11 d’aquesta memoria [vegeu la p .

No és, doncs, el mateix dir que f(X) € Ko[X]| que dir que f(X) €
KI[X], on el cos K s’ha obtingut del cos Ky, eventualment Q, adjuntant-li
certes quantitats{lzl

Les substitucions son el pas d’una permutaci6 a una altra [l

COMENTARI 10. En aquesta definicié hi vull veure una diferencia substanci-
al entre permutacio i substitucio: les permutacions sén estatiques i les substi-
tucions, dinamiques en el sentit que permeten passar d’una permutacié a
una altra.

13 NTc: Vegeu com justifica Julio Rey Pastor (Rey Pastor, 1915, edicié de 1947, p 168) el
nom «arrely d’una equaci6 polinomica pel fet que les equacions de segon, tercer i quart grau
admeten solament, com a equacions auxiliars, equacions binomiques; és a dir, de la forma
X*—n=0.

M NTe: Aixo, implicitament, ja ho sabien Joseph Louis Lagrange i Paolo Ruffini. Vegeu
(Tignol, 2001, capitol 10 i, en particular, p 127-132, 145-147; 209-218), (Rosso, 2012) o
(Marachia, 2002]).

" NT1c: L’eémfasi és meu.
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COMENTARI 11. A la p @ hem vist que Galois diu que «les propietats i
dificultats d’una equacié poden ser forca diferents...». Les substitucions
serveixen per aclarir el que Galois entén amb aquests termes —a més de la
reductibilitat /irreductibilitat.

Per veure com actuen les substitucions quan a I’equacio li adjuntem ob-
jectes, considerem 'equacié X4 —5 X2+6 = 0. A Q[X], el polinomi f(X) :=
X* —5X? + 6 descompon en factors quadratics:

X' =5X%+6=(X"—-2)(X*-3). (1.1)

Hi ha quatre substitucions de les arrels que deixen fixa expressié (1.1))
—de fet sén transposicions de dos elements, com ara (a b) que substitueix
a per bib pera:

G ={14,(vV2 ~v2),(vV3 —V3),(VZ —v2)o (V3 —V3)}. (12)

Pero tot canvia si mirem el polinomi com un polinomi de K := Q(\/§ )
perque, dins d’aquest nou cos K, hi ha expressions numeériques [vegeu la no-
ta p que no es mantenen quan apliquem les substitucions de (|1.2)). Si

fom El = \/ia 52 = _\/ia 53 = \/ga 54 = _\/ga (13)

resulta que
2V36& + V38 =3, (1.4)

la relacié numerica —que prové de Pexpressié polinomial 2v/3 X +v3Y €
K[X,Y] quan fem X = £ 1Y = {— no admet cap de les substitucions

(V3 —V3), (V2 —v2)o (V3 —+/3). Vegeu el comentari 41, p

Un altre exemple. L’equacié X2 + X? —2 X + 1 = 0 té les arrels &, &
i&3. Quan a les variables x1, x2 i x5 els hi assignem els valors de les arrels
&,65, 65 Vexpressi6 g(w1, 22, 23) 1= 2% xo+23 w3+23 21 valdra 3 o 4, segons
com hagim ordenat les variables z1, xs, x3.

Si agafem l'ordre de £7,£5,£5 de manera que valgui 3 i li apliquem la
substituci6 (£ &3), valdra 4. Aix{ doncs g(&F, &5, &%) no admet la substitucié
(& &3). Vegeu (Edwards, 2012} p 917).

Quan es tracta de funcions, la permutacié de partenca que serveix per indi-
car les substitucions és totalment arbitrdria; aixo és degut al fet que, en una
funcié de varies lletres, no hi ha cap radé perque una lletra ocupi un lloc o un

altre[T|

COMENTARI 12. Aixi doncs, es fixa una determinaci6é de les lletres i ales-
hores tot en depén; és a dir, la determinacié que s’ha fixat no determina res.
A Dexemple segon del comentari anterior, hem considerat la funcié
g(&5,&5,€3), perod res no impedeix de considerar g(&5, &5, £5).
A la memoria és molt important la resolvent [de Galois] v1: permet ex-

1 < .
8 NTc: Els émfasis sén meus.
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pressar cada arrel & de f(X) = 0 en la forma &; := ¢;(v1), on cada funcié
¢; és una funcié racional dels coeficients de f(X) = 0 —vegeu el LEMA 11,
p De fet, v1 és un element primitiu; vegeu el comentari 52, p

A la p|32| veurem que el grup de Galois no depeéen de la funcié v; que
Galois defineix en el LEMA II, p

Ara bé, com que no és possible fer-se la idea d’una substitucié sense haver-
se fet la d’una permutacid, en 1'as lingiiistic, usarem amb freqiiencia les permu-
tacions i solament considerarem les substitucions com a pas d’una permutacié
a una altra["]

COMENTARI 13. Heus aci el caracter dinamic de les substitucions que he es-
mentat al comentari 10, p [’Z}
De fet, quan tenim dues permutacions w1, m; —on 71 és la permutacié

fixa—, la substituci6 o; fa que passem de la permutacié m; a la permutaci
. . 1

m;. Ho podem escriure o; : m; — m; o bé en la forma o; := < - )

i

Es el caracter dinamic de les substitucions damunt les permutacions.

Quan vulguem agrupar substitucions les farem provenir totes de la ma-
teixa permutaciép;g]

COMENTARI 14. Es a dir, per a Galois hi ha una permutacié inicial —con-
vinguda i basica— que podem considerar que és 1 2 3 --- n. Aleshores
1 2 3 -+ n\. . 1 2 3 - n
o1 = i, en canvi, o; := ; - ; .
! 1 23 - n)>” o ooy owh om0
on, per acada k=1,...,n,m € {1,2,...,n}, amb 7 # 70, si k # L.
La notaci6 (w4 w2 -+ m,) indica el cicle que envia m a 7ma,...,T; &
Tit1, perat <mn,im, a 7.

Com que, en tots els casos, tractem qiiestions en les quals la disposicio pri-
mitiva de les lletres no importa per a res, en els grups que considerem, hi haura
d’haver les mateixes substitucions sigui quina sigui la permutaci6é de la qual
s’hagi partit. Aixi doncs, si en aquest grup hi ha les substitucions S i T', també
hi haura d’haver la substitucié ST 2]

COMENTARI 15. En aquest paragraf Galois introdueix el terme grup que,
malgrat les imprecisions que conté, sera un terme que es consolidara en la
literatura matematica.

Ens recorda, a més, que les substitucions actuen sobre lletres —en reali-
tat, sobre les arrels de I’equaci6 polinomica f(X) = 0. L’ordre amb que pren-

T NTc: L’émfasi és meu.
18 NTc: L’émfasi és meu.
9 NTc: Els émfasis sén meus.
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guem aquestes lletres no és essencial. Si inicialment tenim les lletres a, b, c,
..., m —que nosaltres indicarem &1, &a, . .., £,—, el que importa és coneixer
com es mouen les lletres quan se’ls hi aplica una substitucié i aixo no depén
de I’enumeraci6 inicial.

A més, diu ben clarament, «Si S,T € G, aleshores SoT € Q»

Cal obviament suposar que aquesta propietat val també quan S =
T. Considerem dos exemples (Rey Pastor, 1915, edici6 de 1947, p 191):

G = {(12),34,0 203 4}, (1.5)
Go = {Id,(1 2 3 4),(1 4 3 2)}. (1.6)
Es clar que Gy és tancat pel producte dels elements que conté, perd no
és un grup: li manca la permutacié Id; ara bé, si imposem que la propietat
anterior val també quan S = T, aleshores G; conté Id = (1 2)2 = (3 4)2 =
(1 2)20(3 4)2.
En el segon cas, dbviament, Id = (1 2 3 4)o(1 4 3 2)=(1 4 3 2)o
(1 2 3 4).Pero (1 2 3 4)2=(1 3)0o(2 4) no hi és, si no acceptem que
Go és tancat pel producte també quan S =T
Com veurem més endavant, comentari 51, p aixo, al meu entendre,
posa clarament de manifest que Galois distingia a la perfeccié entre el quadre
del grup, tal com 'ofereix —que és un quadre de permutacions—, i el grup
de les substitucions que hi ha amagat a sota.

Aquestes son les definicions que m’ha semblat que calia recordar.

COMENTARI 16. Si consultem el Comentari de Jordan (Jordan, 1869), ens
adonarem que, en les seves definicions, fa més emfasi a la part de les subs-
titucions —creu que cal aclarir-les millor— que no pas a la part de les
adjuncions —que considera prou precises en el text de Galois.

1.2.2 Lemes

LEMA I. Una equaci6 irreductible no pot tenir cap arrel comuna amb una altra
equacié racional sense dividir-la/l]

Ja que el maxim comu divisor de 'equacié irreductible i 'altra equacio
sera també racional, etc. (|

20 Nrc: Entendrem que, en primer lloc, actua la substitucié T i després la S.

Es diffcil esbrinar si Galois aplica les susbstitucions per I'esquerra —com he triat jo de
fer-ho— o bé per la dreta, pero aixo no és essencial i no ens ha de preocupar; de fet es tracta
de canviar o o T per 7 o 0. L’efecte és el mateix.

2INTC: Vegeu (Jordan, 1869} p 143-144).

COMENTARI 17. Demostracié del LEMA 1. Aqui Galois usa que, si f(X),
g9(X) € K[X], aleshores
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m(X) = med(f(X), g(X)) € K[X],

quelcom que garanteix 1’algorisme d’Euclides que solament usa les quatre
operacions elementals —suma, resta, producte i quocient— dels coeficients,
totes elles valides al cos K.

Sigui £ és una arrel comuna de f(X) i g(X), on f(X) és irreductible a
K[X]. Aleshores també ho és de m(X), ateés que, per I'algorisme de divisid,
tenim

9(X) = f(X) x ¢(X) +r(X), amb grau(r(X)) < grau(f(X)).

Per tant, £ és una arrel de r(X) = 0. Iterant en 'algorisme d’Euclides
resulta que m(¢) = 0. D’on: grau(m(X)) > 1.

Ara bé, m(X)|f(X) i m(X)|g(X). De la primera relacié en resulta que
m(X) = Af(X), amb A € K, ateés que, per hipotesi, f(X) és irreductible a
K[X] i, de la segona, en resulta, com volfem, que f(X)|g(X).

COMENTARI 18. Realment important. Fixem-nos que, encara que ¢ sigui
una arrel de f(X) =0, si dividim f(X) per X — &, el quocient cau fora de
K[X] perque, com mostra la regla de Ruffini, en els coeficients de la divisio,
apareixen poténcies de € i, si £ ¢ K; el quocient sera doncs de K(&)[X]
[vegeu el lema 23.1, p .

En canvi, si dividim f(X) per m(X), no sortim de ’anell de polinomis
K[X].

COMENTARI 19. Aquest resultat el trobem ja a (Abel, 1829). H

COMENTARI 20. Metodologic important. Aquest lema tan simple i el te-
orema fonamental de les funcions simétriques —que Galois no esmenta de
forma explicita en cap moment pero que usa de forma implicita en diver-
ses ocasions de la «Memoria»— sén les eines que precisa en moltes de les
demostracions.

Recordem el teorema fonamental de les funcions simetriques. Tota fun-
ci6 racional simétrica de les arrels &; de I'equacié f(X) = 0 es pot escriure
com una funcié racional —polinomica, si la inicial és polinomica— dels coe-
ficients ag, a1, ..., an_1,an € K del polinomi f(X) € K[X] i reciprocament.

Aix0 és conseqliéncia immediata del

Lema 20.1. Tota funci6é racional simeétrica es pot escriure com una fun-
ci6 racional de les funcions simeétriques elementals s; = Z? &i,80 =

ZZj,i<j§i§j’ "'7877,:51...5",

En efecte. Tota funci6 racional dels coeficients de I’equacié polinomica

f(X) = 0 és una funcié simetrica de les arrels &, ..., &, de Pequacié poli-
nomica, ja que tenim les relacions de Cardano-Viete
ap—1 an—2 n @0
S§1 = — , S22 = ge ey SHZ(—l) —_—,

Qn an an

11
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que s’obtenen trivialment de la identitat:

an X"+ an 1 X" b X tag=a, (X - &) (X = &) (X =&) =
:an(X"—le"71 +52X"72+~~+(—1)"sn)

L’altre implicacié és més delicada. Sigui
F(X1,. o Xn) =Y a0, X{t - X

una funci6 simetrica respecte de les variables X1, ..., X,,. Si conté el monomi
gy iy, X1 oo X també conté el monomi ay,...;,, Xy Xf;zn) ja que, per

hipotesi, F(Xy,...,X,) és simétrica.

Ara, en cada un dels grups de monomis que es transformen entre si per
les substitucions ¢ € &,,, distingim el monomi principal —el monomi de
poténcia total © :=11 + -+ + iy, Q4.0 X{l ~~~XfL", amb i1 > g > -+ >0,

Ordenem tots els monomis d’aquesta mena de la forma segiient: si
Qiyoiy, X{' oo Xl amb iy > dg > -0 > iy, i aj,.j, X{' oo Xjn, amb j; >
j2 > - > jn, s6n dos representants, diem que a;,...;, X' - X' és més po-
tent que aj,...;, X{l coe XIn st (g, 09y ey ) B (J1, G2, - - -5 Gin), OD > és ordre
lexicografic; és a dir, el primer index k per al qual iy # ji, satisfa iy, > ji.

Agafem el terme de madzima poténcia: a;,..;, Xi*--- Xi» i conside-

9 2 1 T2 Tn—1 _rp 7 7
rem l'expressié sy'sy® -+ 8,7 s;» en la qual el terme més potent és
o n n Tn—1+7Tn : .
X{1+Tz+ +T'X§2+ +rn . anll X;;”. Cal que Ty = in,Tn + rno1 =
Ine1, «-,"n + -+ re =1do, 7y +7Tp_1 + -+ 1ra+r; = i1. Aix0 permet
determinar els exponents ry,79,...,Tn_1,7n.

Ara considerem

i1—iy io—i in—1—in i,
G(X1,...,.Xn)=F(X1,..., Xpn) — Qiyooiy, S 285270 coig T s

n—1 n
La potencia total de la funcié G(Xi,...,X,) és inferior a la poténcia
total de la funcié F(Xy,...,X,) i, iterant, s’arriba a la funcié nulla. Aixo
prova el que VoliemE O

LEMA 11. Donada una equacié arbitraria sense arrels miultiples, les arrels de
la qual s6n a, b, ¢, ..., sempre podem considerar una funcié V de les arrels de
manera que els valors que s’obtinguin en permutar, en la funcié V, les arrels
de totes les maneres no siguin iguals.

Per exemple, podem prendre

V=Aa+Bb+Cec---,

on A, B,C, ..., sébn nombres enters elegits convenientment@ O

22 Vegeu (Teixidor and Vaquer, 1968}, p 119-123).

NTC: Aquest resultat es coneix amb el nom de teorema de Waring-Hilbert. De fet, 'enuncia
Edward Waring I’any 1770, i el demostra Hilbert, ’any 1909. Vegeu (Waring, 1770)) i (Hilbert,
1909).

Z¥GaLor1s: Hem transcrit textualment la demostracié que donarem d’aquest lema en una
memoria presentada I’any 1830. Hi afegim, com a document historic, la nota segiient que
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COMENTARI 21. Galois solament ho afirma. No ho demostra.
Cal fer algunes precisions:

Precisi6é 21.1. En aquest text Galois manté la mateixa postura conceptual
que havia criticat Gauss als qui, abans d’ell, havien intentat de demostrar el
teorema fonamental de I’dlgebra. Acceptaven, tacitament, que les arrels de
I’equacié que es vol resoldre existeixen en algun indret. Per tal d’aconseguir
la total correccié deductiva del text de Galois caldra esperar la demostraci
de Kronecker de 1884@ encara que Cauchy, 'any 1842, ja havia definit el
cos C dels nombres complexos com R[X]/(X? + 1).

Precisié 21.2. La restriccié que totes les arrels siguin diferents —un fet
essencial en els raonaments de Galois— no és restrictiva, atés que el polinomi
d(X) :=med(f(X), f'(X)) conté les arrels multiples d’f(X) = 0, reduides,
pero, d’una unitat en ’ordre de multiplicitat.

Recordem que, si f(X) = (X — &)™ ... (X —&,)™", amb almenys un
index m; > 1,1 < j < n, el polinomi d(X) que s’aconsegueix té les mateixes
arrels que el polinomi f(X), perd simples.

Ara només cal que ens preocupem de cercar les arrels de ’equacié po-
linomica d(X) = 0.

Precisié 21.3. Si f(X) és irreductible en K, aleshores no té cap arrel
multiple.

En efecte. Si no, factoritzaria perqueé d(X)|f(X) i grau(d(X)) > 1. O

COMENTARI 22. Demostracié del LEMA 11, que Galois omet.

Siguin &1, ..., &, les n arrels de ’equaci6 polindomica f(X) = 0, amb
f(X) € K[X], sense arrels dobles, on K 2 Ky 2 Q.

Volem que totes les diferencies de les n! expressions que s’obtenen de
v1 = a1 &1+ az €+ +an &, quan sotmetem les arrels &1, ..., &, a totes les
permutacions del grup simétric &,, siguin diferents de zero. En conseqiién-
cia, cal que el producte A = A(ay,as,...,a,) de totes elles —que consta
de n!(n! — 1) factors— també sigui diferent de zero.

Ara bé, els coeficients de A —considerat com un polinomi en n varia-
bles— pertanyen a K ja que sén funcions simétriques de les arrels &1, ..., &,
de l'equaci6 f(X) =0.

Disposem, doncs, d’un polinomi A(Y7,...,Y,) € K[Y3,...,Y,] i volem
garantir l'existencia d’enters que no I'anullin.

La quiestid és: Existeixen?

Resposta de Tignol (Tignol, 2001, p 245). En 'espai vectorial K™ consi-

monsteur Poisson cregué que calia adjuntar-hi: « La demostracié d’aquest lema no és suficient,
pero és veritat segons el nim. 100 de la memoria de Lagrange, Berlin, 1770». (Lagrange, 1771
§100, p 374 i segiients).

Hom jutjara.

24 NTC: Vegeu (Kronecker, 1884).
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derem la unié d’una colleccié finita de subespais vectorials de dimensi6 1,
que no aconsegueix en cap cas d’omplir 'espai. Hi ha punts de K™ que tenen
la propietat que busquem. O

Resposta d’Edwards (Edwards, 2012, p 914). Una resposta positiva la
podem fer per induccié sobre n.

Si n = 1, aleshores A(Y;) € K[Y1]. Per tant solament té un nombre
finit d’arrels a Z. Existeix, doncs, un element a; € Z per al qual A(aq) # 0.

Sigui n := m+1 i suposem que el teorema és cert per a n := m. Tenim el
polinomi A(Y3,..., Y, Yq1) ifem Y; = aj,j =1,...,m. Obtenim un po-
linomi A*(Y,,41) els coeficients del qual sén polinomis de aq, ..., a,. Ara,
usant la hipotesi d’induccié, agafem aq, ..., a,, € Z de manera que no anul-
lin cap d’aquests polinomis coeficients —que, en nombre, sén finits. Aixi
obtenim un polinomi A*(Y;,+1) € K[Ym41] i li apliquem el cas anterior en
que n = 1. (|

Resposta de Rey Pastor (Rey Pastor, 1915 edici6 de 1947, p 230),
(Connes, 2005, p 3). D’entrada es fixen els coeficients de manera adequada.
Per exemple, a; = ¢*, amb ¢ € Z, o bé a; = i,i = 1,...,n. Quants valors de
q fan v; = v4,1 <4 < j < n!? Solament un nombre finit, ja que, per a cada
parella i, j, obtenim una equacié polinomica en g de grau < n. Solament
admet un nombre finit de valors possibles de ¢; d’equacions també n’hi ha
una quantitat finita. Agafem, doncs, un ¢q € Z, diferent de tots aquests.
Lector, que passa si fas a; =i,i=1,...,n? O

Resposta meva. Fixats &1, ...,&,, busquem a4, as, ..., a,, de manera que,
en fer les diferéncies, s’obtinguin vectors de I’hiperpla ortogonal al vector
(&1,...,&,). Hi ha vectors de K™ que no sén d’aquest hiperpla. Agafem-ne

un de fora de I’hiperpla. O
En la literatura actual, les funcions v := v(fl, . ,fn) de les arrels
&1, .., &, de Pequacié f(X) = 0 que, en ser permutades, generen n! valors

diferents, es coneixen amb el nom de resolvents de Galois.

LEMA 111. La funcié V, elegida com s’ha indicat a ’article anterior, té aquesta
propietat: totes les arrels de I’equacié proposada s’expressen racionalment en
funci6 de V.

En efecte, sigui

o bé

V =¢(a,b,cd,...),

V —¢(a,b,c,d,...)=0.
Multipliquem ara totes les equacions semblants a aquesta, que s’obtenen
permutant en elles totes les lletres, deixant fixa solament la primera. S’obtindra
una expressié com la segiient:

[V —p(a,b,c.d,...)] [V —¢(a,cbd,... 0l [V—-¢labdec...)]...,

que és simetrica en b, ¢, d, . ... Per consegiient es podra escriure en funcié de a.

[420]
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Obtindrem, doncs, una equaci6 de la forma:

F(V,a) =0.
Afirmo que, d’aqui, se’n pot treure el valor d’a. Per aconseguir-ho cal bus-
car una solucié comuna d’aquesta equacio i de la proposada. Aquesta solucio
sera 1'inica comuna. No n’hi pot haver cap altra com ara

F(V7 b) =0,

que tingui una solucié comuna amb 1’equacié semblant, sense que una de les
funcions ¢(a,...) sigui igual a una de les funcions (b, ...) i aixo contradiu la

hipotesi.
Se’n segueix, doncs, que a s’expressa com una funcié racional de V, i el
mateix podem dir de les altres arrels. O

Aquesta proposicié és citada, sense demostracié, per Abel en la memoria
postuma sobre funcions el'liptiquesﬁ

COMENTARI 23. Per demostrar-la, cal un lema previ:

Lema 23.1. Siguin &1,&s, ..., &, les arrels de 'equacié polinomica f(X) =
0. Aleshores els polinomis simetrics elementals de &s,...,&, es poden ex-
pressar com a funcions polinomiques de &;.

En efecte. Sigui
f(X) = X=X -&) (X -&)=
= X" -5 X" o (D" s X (1) s, (1.7)

Aleshores,
fx) =
T - x-g) -6 = (18)
= XM ST (1) e, X (1) s

Per la regla de Ruffini,

1 —s1 +s2 (=) lsp_q (=1)"sn
&1 &1 I ()" 21 8%, ()" e sh
1 —s7 EX . D" Tsr 0
I I I
—s1+& s2—&st o (CD)" T ls + (D)2 sk,

En resulta trivialment que les funcions simeétriques elementals de
&a,..., &n,y ST, .., 85 _1, sOn polinomis de l'arrel &;. (|

25 GaLors. Es remarcable que, d’aquesta proposici6, se'n pugui concloure que tota equacié
depen d’una equacié auxiliar de manera que totes les arrels d’aquesta nova equacié son fun-
cions racionals les unes de les altres; I'equacié auxiliar de V' n’és un cas. [L’émfasi és meu.

Aquesta observacid és una simple curiositat perque una equacié amb aquesta propietat no
és, en general, més facil de resoldre que ’altra.
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Aquestes relacions també s’aconsegueixen si multipliquem directament
X — & pel polinomi (1.8) i igualem els coeficients amb els de I'equacié
(1.7). S’obténen les igualtats (Tignol, 2001, p 244):

ST = 51_517

sy = sy—s1& +E,

s5 = s3—s2& + 5165 — €5,

* _ _ _ _1\n—2 n—2 _1\n—1 n—lD
Spe1 = Spo1—Sp—2& +— -+ (=1 s T ()T

Corollari 23.2. Observem que els coeficients de les poténcies successives
de £y en les expressions de les s7,j = 1,...,n—1, sén independents de {;; és
a dir, s’obtenen els mateixos coeficients per a qualsevol arrel &;.

Aquest fet és basic en la demostracié del LEMA I1I del comentari 24. (I

COMENTARI 24. Demostracié del LEMA 111. Considerem la funcié polino-

mica G(V)=(V—v)(V—v2)- (V= va) [T

on els v;,i =1,2,...,nl, s6n els n! valors diferents que pren la resolvent de
Galois v = a1 &1 + a2és + azés + -+ + ap &, quan permutem les arrels
&1, ..., &, de totes les maneres possibles amb les permutacions o € G,,.

Ara agrupem en un producte G1(V,&;) els factors de la forma

V—(ai&+aée+azés+ -+ an-1&—1+antn),
V—(ami&+asés+aséa+---+an-1&-1+ankn),

V—(a1& +anén+an-18n-1+-+azéz+aza).
Es a dir, s’agrupen tots els v; que s’obtenen permutant totes les arrels
&, llevat de la primera &;. De factors d’aquesta mena n’hi ha (n — 1)!. Si
ara fem el mateix amb les arrels &, ..., &,, tindrem

G(V)=G1(V,61)Ga(V, &) - Gu(V, &),
ja que, en virtut del lema 23.1, p |15, cada G;(V,&),i = 1,...,n, depen de
forma simetrica de les arrels &1,...,&-1,&+1,-.-,&n, t=1,...,n.
Pel corollari 23.2, totes les expressions G;(V, ;)i = 1,...,n, proporci-
onen el mateix polinomi de dues variables G(V, X) € K[V, X]. Aix{ doncs,

. G(V) = é(‘/v 51)6(‘/7 52)7" ) é(V» n)-
Lema 24.1. G(v1,&) = 0, pero, en canvi, G(v1,&) #0, i =2, ...,n.
En efecte. v1 és una arrel simple de G(V). Per tant, solament pot anul-
lar un dels factors. O
Corollari 24.2. Tots els factors G(V,&;), i = 1,...,n, sén diferents. O

En efecte. Del lema 24.1 en resulta que el polinomi G(v1, X) i 'equacié
polinomica donada f(X) = 0 solament tenen, en comu, I’arrel &;. Per tant,

26 NTc: L’anomeno G en honor de Galois.

16
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mcd(é(th), f(X))
és un polinomi de primer grau en X amb coeficients en el cos K (vy).
O sigui, és de la forma

a(v1) X + B(v1), amb a(V),B(V) € K(V).
A més, s’anulla per a X = &;. D’on: a(vl) &+ E(vl) =0 i doncs

B(v
§1=— (1) = {1 (v1),
a(v)
que és el que voliem provar.
Analogament, & = lo(v1), ..., & = £y (v1). O

Hom diu que vy és un element primitiu. Vegeu, el comentari 32, p De
fet, tenim que K(Ul) = K(gl, 52, . ,gn).

COMENTARI 25. Es un cas particular d’un teorema que trobem a (Lagran-ﬁ

ge, 1771, §100) i que, actualment, es coneix com el teorema de Lagrange:

Teorema de Lagrange (Rey Pastor, 1915, edici6 de 1947, p 209-
211) o (Tignol, 2001, p 142-144). Siguin f(X1,...,Xn),9(X1,...,Xn) €
K[Xl, . ,Xn} ,on K és un cos que conté les funcions simetriques s1, . .., Sy
de les incognites x1, ..., x,. Aleshores
1. Sila funcié f(x1,...,x,) es pot expressar com a funcié racional de
g(x1,...,2y), aleshores f(z1,...,z,) admet les mateixes substituci-
ons que g(z1,...,Ty).
2. Reciprocament, si una funci6 f(x1,...,x,) admet totes les substituci-
ons de la funci6 g(z1, ..., x,), aleshores f(z1,...,x,) es pot expressar
com a funcié racional de g(z1,...,x,).

En efecte. Teorema directe. Si
bhg" +bp_1g" "+ +brg+bo
fl@1,. mn) = k k—1
ar g~ +ag—19 +---t+a1g+ag

(SCl, e 71’71),

és evident que f(x1,...,2,) admet totes les substitucions de g(z1,...,zy).

Teorema reciproc. Demostracié de Lagrange (Lagrange, 1771, §100, p
375) o (Tignol, 2001} p 142-143). En efecte. Siguin g1, g2, . .., g», €ls valors
diferents que pren g quan la sotmetem a totes les substitucions, amb g; := g,

ifi:=f,f2 ..., v, les que corresponen als g;,7 = 1,...,v, en el sentit que
f; és el valor que pren f quan g pren el valor g; [vegeu el lema 25.1, p .
Considerem les expressions ag, . . ., a,_1 seglients:

do = f[+fot-+ 1

di = ghitglt+alf

d = gifitgft +gf (1.9)

dyr = g At gy okl

17
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Per la manera com hem definit els f;,g;,7 = 1,...,v, resulta que els
termes dy,...,d,_1 € K.

La regla de Cramer permet de resoldre aquest sistema i aix0 acaba la
demostracié. O

Meétode de resolucié de Lagrange (Lagrange, 1771} p 375). Sigui
A2)=2"+a, 12"+ raZta = (Z-q)(Z-g) - (Z—9))

Dividim el polinomi «(Z) per Z — g;. Obtenim: (1.10)
a(Z
QD(Z) = Z(g) = (Z*gz) s (ngl,) = ZU71+CV_2 ZV72+‘ ot Z+ .
— g1

Pel lema 23.1, p[15] els coeficients cg, ¢4, . . ., ¢,—1 s6n fraccions racionals
de g; i dels coeficients ag, a1, ..., a,—1,a,, d'a(Z), funcions simetriques de
g1y .-, 9u, i, de retruc, d’xq, ..., x,. Per tant, es poden determinar en funcioé
de s1,...,sy; és a dir, ¢y, c1,...,Cch_1 € K(m), com voliem.

Si ara multipliquem la primera equaci6 de per co, la segona per
c1, la tercera per cs, etc., i la tultima per 1 i sumem, obtenim una equacié
en la qual el coeficient de f; és el valor que pren la funcié ¢(Z) quan fem
Z =g;,i=1,...,v. O sigui

codo+crdi+-+e1du—1=0(g1) i +¢(92) fo+ -+ 0(g) fo

I ara, com que gp(gg) == <p(gl,) = 0, resulta que
-1
fi(zy,... mn) = (Co do+cidy+--+cu_1 dy—l) X @(91)
com voliem atés que és una funcié racional de gy i de sq,..., s,. O

Lema 25.1. Hi ha una correspondéncia univoca entre els valors de f; i els
de gj,j=1,...,v.

En efecte. Si apliquem 74 a f, = 7,(f), el producte 74 o 73, és necessa-
riament de la forma o; o 75, on o; és una permutacié que deixa invariant
f(z1,...,x,) —o sigui, de les que f(x1,...,x,) admet. Es a dir,

Tg(fh) = Tg(’]’h(f)) = (f) (Tg OTh) = ('rk ocri)(f) = Tk(O'i(f)) = fx.

Obtindrem un resultat analeg amb la funcié g ates que, per hipotesi, g
també admet o;. O

Demostracié de Rey-Pastor (Rey Pastor, 1915, edici6 de 1947, p 210-
211). Siguin g1, ...,g, €l valors diferents que pren la funcié g(x1,...,x,)
quan permutem les z;,7 = 1,...,n, i considerem, com abans, la funcié
polinomica , amb coeficients en K, i les arrels de la qual sén g1, ..., g,.

Ates que hi ha una correspondeéncia univoca entre els valors de f; i els

de gj,7=1,...,v, [lema 25.1] podem formar la funcié
a(Z) a(Z) a(Z)
F(Z) = e — 1. 1.11
@)= 2 g 2 g 2 (1.11)

Els coeficients del numerador pertanyen al cos K; el terme en el qual
f 1 g tenen index i es transforma en un altre que té index j. En definitiva,

18



LA MEMORIA DE GALOIS

doncs, F' (Z ) és simetrica. Per tant,
F(Z)=b, 12" " 4+b,2 2" %+ + b Z+by. (1.12)

Per a Z := ¢, s’anullen tots el termes del membre de l'esquerra de
Pequacié (1.11)) llevat del primer. Per tant,

(91—92) (91—93) - (91—90) = F(g1) = by—1 g~ "+by—2 g7 >+ ~+b1 g1-+bo.
(1.13
Perd aquest producte és exactament o/(Z) quan Z = g;. De tot aixc))

en resulta (1.10) que

F(g1)  by_1gy  +byagl 2+ +bigi+bo
= = 1.14
f(ﬂ?l, 71'7L) Oé/(gl) VZV_l + (V _ 1) a1 Zl,_2 + . + a 9 ( )

que té tots els coeficients en el cos K.

Corollari del teorema de Lagrange. Cada una de les arrels &;,i
1,...,n, es pot expressar com a funcié racional de v;.

Ol

En efecte. Les variables &;,i = 1,...,n, i la resolvent vy (51, e ,fn)
a1 &1 + -+ + a, &, no admeten cap substitucié de G,,.

Corollari 25.2. Generalitzacié del teorema de Lagrange. Si, quan

sotmetem la funcié f (xl, e ,xn) a les substitucions que deixen invariant la
funcié g, resulta que pren els m > 1 valors f1,..., fi, aleshores f és una
arrel de

(V= )+ (Y = fu) =00

Ara bé aquesta equacié satisfa les condicions requerides en el teorema

de Lagrange ateés que és invariant per les substitucions que deixen invariant
g. Per tant, f(xl, . 7xn) és funcid racional de g(xl, e ,xn) al cos K. [0

COMENTARI 26. Un exemple del teorema de Lagrange, manllevat de
(Rey Pastor, 1915| edicié de 1947, p 211).

Siguin &1, &5 les arrels de 'equacié quadratica X2 +p X +¢ = 0. Volem
expressar & en funcid de o1 := & +2& o de g :=2&; + &o.

En aquest cas tan senzill podem observar, a primer cop d’ull, que & =
2 (51 +§2) — 1 = —2p— 1, quelcom que garanteix el teorema de Lagrange.

Ara bé, si apliquem la metodologia descrita per Rey Pastor, tenim:

a(2) = (Z—¢1) (Z—p2) = Z°—(p1+92) Z+p1 2 = Z°+3p Z+(2p+0).
En Pexpressié p de & en funci|6 de 1, el numerador és
F(Z) =& (Z—p2)+& (Z—p1) = —pZ—-2 (§4&1 &4E3) = —p Z-2 (p*—q),

i el denominador

o(Z)=2Z+3p.
En resulta,

() = —pp1—2(p* —q)
! 201 +3p .
Aquesta expressio es pot racionalitzar, com s’indica al comentari 28, p

19
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Cal multiplicar el numerador i el denominador per 2 s + 3p i usar el
fet que o1 4+ w2 = =3p i 192 =2p* +¢. O

COMENTARI 27. Del comentari anterior en resulta que, per trobar les arrels
de f(X) =0, n’hi ha ben bé prou a trobar les arrels v de G(V') = 0.

Ara bé, de fet, no hi hem guanyat res, perque el grau de G(V) € K[V]
és n!, enormement més gran que n = grau( fX ))

Caldra, doncs, treballar amb els factors irreductibles G1(V'), G2 (V), . . .,
G,.(V) de G(V).

S’inicia el cami cap el grup de Galois.

LEMA 1v. Suposem formada I'’equacio en V', i que hem pres un dels seus factors
irreductibles de manera que V en sigui una arrel.

Siguin V, V', V" ... les arrels d’aquesta equacié irreductible. Sia = f(V)
és una de les arrels de la proposada, f(V’) també en sera una.

En efecte. Si multipliquem tots els factors de la forma V —¢(a, b, ¢, ..., d)
que s’obtenen quan s’apliquen totes les permutacions possibles de les lletres,
tindrem una funcié racional en V.

Aquest producte sera divisible per I’equacié en qiiestié. Per tant, V' s’hau-
ra obtingut per algun dels canvis de lletres en la funcié V. Sigui F/(V; a) =0
I’équacié que s’obté permutant en V' totes les lletres, llevat de la primera. Tin-
drem, doncs, que F(V’; b) =0, on b pot ser igual a a, essent perd una de les
arrels de l'equacié proposada. Per consegiient, de la mateixa manera que de
la proposada i de F'(V; a) = 0 en resulta a = f(V), de la proposada i de
F(V'; b) =0 combinades, la segiient sera b = f (V). O

COMENTARI 28. Elresultat segiient és ben conegut —pero, per si de cas, re-
cordem-lo:

Lema 28.1. Els elements del cos K (v1) es poden expressar, de forma tnica,
com a polinomis de K [v1] de grau < m, on m = grau(G;(V)).

En efecte. Tot consisteix a racionalitzar i a reduir modul G1(v1), on
G1(V) és un factor irreductible de G(V') en K de grau m que té com arrel
v1 —vegeu el comentari 27, p

Ates que

= 91(v1) am v i
(o) = {2808, gafon) £011(V).00(V) € KTV

multipliquem els polinomis en vy, g1(v1), g2(v1) # 0, del numerador i deno-
minador pels polinomis que es dedueixen de g2(V) quan substituim V' pels
elements conjugats de vy; és a dir, pels valors que pren go(V) en les altres
vy, i = 2,...,m, de G1(V) = 0. Aleshores —ateés que el producte dels ter-
mes del denominador és una funcié simetrica de les arrels vy, vo, ..., vy, de
G1(V) = 0— el denominador és un element de K i, segons el lema 23.1, p

[421]
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aplicat a G1(V), el numerador és un polinomi de K[vq].

Al seu torn, els elements de l’anell K[v;] es poden escriure com a poli-
nomis en vy de grau < m = grau(G;(V)) reduint-los modul Gy (v;): el fet
que G(v1) = gm V7" +Gm-1 v{"*l +---491v1+go = 0 permet d’expressar v{"
com un polinomi de grau < m amb coeficients en K; i, d’aqui, podem reduir
també els termes v, .. o
— Pel que fa a la suma i la resta, tot rau a fer les operacions usuals i

com que sén polinomis en v; de grau < m, s’obtenen polinomis en vy
de grau < m.
— Pel que fa al producte, en els casos en queé s’obtingui un polinomi en
v1 de grau > m, el reduim tal com hem indicat abans, modul G(vy).
— Pel que fa al quocient, només cal fixar-se en 'invers de g(v1) € K[v1],
en el benentés que g(vy) # 0. Ho resol la identitat de Bezout que, com
és ben conegut, diu:

med (g(V),G1(V)) = a1 (V) g(V)+q2(V) G1(V) = k € K, amb k # 0,
ateés que grau(q1(V)) < m = grau(G1(V)) i G1(V) és irreductiblem

Per tant,
k= qi(v1) g(v1) + g2(v1) Gi(v1) = qu(v1) g(v1).
En resulta, doncs, que g~ (v1) = £q1(v1). O

Malgrat que aquest resultat no és al text de Galois ni explicita ni impli-
citament, en el cas d’una extensié simple K (1) per una arrel d’un polinomi
irreductible g(Y) € K[Y], és molt important i cal tenir-lo present a I’hora de
fer demostracions correctes d’alguns dels seus enunciats, com podem veure,
per exemple, en el comentari 50.

Corollari 28.2. Tota funcié polinomica de les arrels de f(X) = 0 es pot
escriure, de forma tnica, com una funcié polindmica p(v;) de grau < m.

COMENTARI 29. Fem
G(V)=G1(V)Go(V) - G.(V), (1.15)
on cada factor G;(V),i =1,...,r, és irreductible a K[V].

Pel LEMA 111 i el corollari 28.2, cada arrel de G(V') = 0 es pot escriure

2" NTc: Si imposem que grau(ql(V)) < grau(Gl(V)) =m i grau (qg(V)) < grau(g(V))
—sempre és possible [vegeu (Dehn, 1960, p 4-6)]—, els polinomis ¢1 (V) i g2(V') sén tnics.

Hem de recérrer al lema de Gauss per a polinomis: Siguin p(X), ¢(X), r(X) € K[X]. Si
p(X) és irreductible i p(X)’(q(X) X 7“()())7 aleshores p(X)‘q(X) o p(X)|r(X).

Suposem que hi hagués dues parelles de polinomis ¢ (V),q1(V); q2(V),q2(V), amb
grau(ql(V), q'l(V)) < m = grau (Gl(V)) i grau (qg(V), a5 (V)) < grau(g(V)), aleshores
G1(V) hauria de dividir ¢1(V) — q1(V) o ¢g(V), ambdés de grau més petit que el grau de
G1(V). Per tant, ¢1 (V) —q1 (V) = 0.
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en la forma p(vi), on grau(p(vi)) < grau(G1(V)) = m, ates que cada
arrel v;,7 =1,2,...,n!, és una funcié polinomica de les arrels &1, ...,&,, de
f(X)=o.

N’hi ha exactament m que sén arrels de G1(V) = 0 que pertanyen
a K (v1); sén vy, vy, . .., vm, que Galois anomena V, V', ... V=1,

El polinomi irreductible G; (V) = 0 proporciona el grup de Galois de
f(X) = 0: sén les substitucions de &1, . . ., &, en les seves arrels vy, v, . . ., Upy.

L’aplicacié que envia p(v1) € K (v1) ap(v;) € K(v1) és un automorfisme
de K(v1) en K (v1), ja que vy i v; satisfan la mateixa relaci6 definitoria: ésser
arrels del factor irreductible a K, G1(V) = 0 [vegeu la PROPOSICIO A, p]

Aquests m automorfismes constitueixen el que hom anomena el grup
de Galois de K(V') sobre K —o millor, de f(X) = 0 sobre K.

Pero m’estic avancant!
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COMENTARI 30. Considerem la taula segiient:

— | U1 El (Ul) 62 (Ul) 63 (’Ul) s gz (’Ul) fn (’Ul)

{ vy li(va)  La(v2)  L3(v2) i(vz2) Ly (v2)

gj V3 El (1}3) 62 (1}3) 83 (Ug) cee El (Ug) gn (’03)

= v Oly) La(vy) La(v) - Li(yy) oo Ln(vg)

Um gl (Um) £2 (Um) 63 (Um) Tt Ez (Um) e gn(vm)
on & = {;(v1), i =1,...,n; és a dir, la primera fila —la que correspon
av;—6és & & & ... &,. Aquest és 'ordre basic damunt del qual cal

considerar les substitucions en el sentit que Galois usa en les definicions de
permutacié i substitucié de les p |§| i @

Galois la introdueix —aquesta taula— a la PROPOSICIO I, p El LE-
MA 1V diu que els termes de cada fila sén arrels de f(X) = 0. Perd no sabem
si sén diferents o si n’hi ha de repetides.
Lema 30.1. Per a cada ¢ = 1,...,m, si {;(v;) = {x(v;),5,k = 1,...,n,
aleshores j = k.

En efecte. Suposem que ¢;(v;) = £ (v;). Aleshores (¢; —¢x)(v;) = 0. Pel
LEMA 1, G1 (V) divideix (¢; —¢;)(V). En resulta, doncs, que (¢; —¥€;)(v1) = 0.
O sigui, & = £;(v1) seria igual a & = fi(v1). Pero, & i & sén diferents,

quan j # k. O
Corollari 30.2. Les files de la taula anterior son permutacions de les arrels
de f(X) = 0 que suposem inicialment en l’ordre de la primera fila. O

En definitiva, podem considerar les «substitucions» o;, i =1,...,m,

que passen de la primera permutaci6 a la j-ésima; o sigui, per a cada j = 1,

Lo, me Uj(&)zaj(&(vl)) :Ei(vj) i=1,...,n.

Dit més clarament,
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- <£1(U1) =& lo(v1) =& l3(v)) =& - Ln(v1) =& )
T \G) =8,y (v) =&y () =Ly (V) = Loy

com veiem sintetitzat a la columna de ’esquerra de la taula anterior.
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COMENTARI 31. Demostracié del LEMA 1v. Per fer-la, necessitem un lema
previ.
Lema 31.1. Sigui ara Q(V) = % € K(V),amb D(v1) #0.Si Q(v1) =0,
aleshores Q(v;) = 0 per a tota arrel v;,j =1,...,m, de G1(V) = 0.

En efecte. Si Q(v1) = 0, aleshores N(v;) = 0. Pel LEMA 1, G1(V) divi-
deix N (V) i, per tant, N(v;) = 0 per a tota arrel v; de G1(V) = 0.

I, amés, D(v,) # 0 per a tota arrel v; de G1 (V') = 0 ja que, si D(v;) =0
per a una arrel v; de G1(V) = 0, aleshores, pel LEMA 1, D(v1) = 0 i aixd no
és possible per com I’hem triat. O

Demostracié del LEMA 1v. Per a cada arrel &1,&a,...,&,, de f(X) =0 te-
nim que f(&) = f(¢;(v1)) = 0. En resulta que la funcié racional de K(V),
(f o 4;)(V) s'anulla per a V := v; que és una arrel del polinomi irre-
ductible a K,G1(V) € K[V]. Pel lema 31.1, s’anulla per a tota arrel v;
de G1(V) = 0. En resulta doncs que, per a cada i = 1,...,n, i cada
j= 1,...,m,f(€i(vj)) =0, com voliem. O

COMENTARI 32. Podem sintetitzar els LEMES 111 i v, seguint (Tignol, 2001, ]

p 236-237).

LEMA 111. Existeix un element vy € K(&1,...,&,) per al qual & € K(vy)
perai=1,2,...,n. Els elements v; que tenen aquesta propietat sén, com
ja hem dit abans, les resolvents de Galois de 'equaci6 f(X) = 0.

Tot rau, doncs, a trobar aquest objecte v; perque aleshores coneixerem
les arrels de f(X) = 0. De fet, K(vi) = K(&1,...,&n).

A més, per a cada u € K(&,...,&,), existeix un polinomi irreducti-
ble H(V) € K[V] per al qual H(u) = 0 factoritza en factors lineals a
K(§17 e agn)

De retruc, si uj,us,...,uUn,, en sén les arrels, aleshores K(&1,...,&,)
= K(Ul) = K(ula"'aum)'

Corollari 32.1. Cada resolvent v; de f(X) = 0 es pot expressar com una
funcié racional de qualsevol altra resolvent v; de f(X) = 0.

En efecte. Ates que les arrels &,k = 1,...,n, s’obtenen com a funcions
racionals de qualsevol resolvent v;,i = 1,...,nl, en resulta que K(v;) =
K(&,...,&n). |

De fet, com ja hem indicat al comentari 25, p és una conseqiiéncia
immediata del teorema de Lagrange.

LEMA 1v. Els automorfismes 0;,j = 1,...,m, descrits al comentari 29, p
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formen un grup {01, cee O’m} que és el grup de Galois de f(X)=0en K.
Hom el designa Gal(f(X)/K).

De fet, és un subgrup del grup &,, i no depén de ’eleccié de la resol-
vent v. Pero aquests dos fets no es troben a la memoria de Galois.

COMENTARI 33. Un bon exemple pot ajudar a entendre aquests quatre
lemes. El manllevem de (Tignol, 2001} p 238-240):

Considerem el polinomi —que factoritza a K[X ]@
f(X)=X"-X*-5X*+5X*+6X —6 € Z[X].
Les arrels d’aquest polinomi sén, doncs,
G=1, &E=V2 &=-V2, &L=V3 &=-V3
Per trobar el grup de Galois cal determinar, abans, una resolvent. Ser-
veix, per exemple, vy = € + 54@

perque, com veiem tot seguit, permet deduir racionalment les arrels &;,7 =
1,2,3,4,5.

En efecte, fem:

V=242 4266, =2+434+2V61286 v, =262 +286, =4+ 2V6.

Per tant
or banh, v? — 260 —1=0.
En resulta: w2 — 1
§a = 121}1 = {1(v1), (1.16)
1—v?
53 = —62 = D) L = 63(’[}1). (117)
vy
I, ates que, &4 = v — &9, tenim també:
v2 41
§a = 12111 = Ly(v1), (1.18)
v+ 1
§s = —64 = — 12 = l5(vy). (1.19)
U1

Finalment, & =1 € Z i ¢1(v1) = 1 també és funci6 racional de v; amb
coeficients en Z.

vy és, doncs, una resolvent de Galois de f(X) =0 en Q.

Ara necessitem un polinomi minimal de vy en Q. De ((1.16)) en resulta:

0% = (’U%—l)Q que és 8vi =ovf — 207 +1=0.

28 El polinomi
FX) = (X —1)(x2=2) (X2 -3) = (X — 1) (X = v2) (X + v2) (X = v3) (X +v3)
és resoluble per radicals. Pero ara el que volem caracteritzar és el grup de Galois que li
correspon.
Aixi s’obtenen 4 permutacions de v:
29 Observem tanmateix que s’obté sense recérrer ni al lema 11, ni tampoc al teorema de
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S’obté, doncs, el polinomi —irreductible a Q[V]:
G(V):=V*-10V2+1=0F
Aixi s’obtenen 4 permutacions de v:
vo= v = V2 + /3, o1 := {Id},
V2 = \f*\/i g2t (\f \f) = (54 55)7
v3 —V2+V3,  o3=(V2 —V2)=(& &),
v = —V2-V3, o= (V3 —V3)o(vV2 —-V3)=
=& &)o(& &)

Recordem que teniem:

&1 251(01), &2 252(01), &3 253(01), &4 254(01) i & 255(111)-

Ara hem de fer calculs per saber com és la taula:

| 4 & & & &s
v | (1) La(vi) L3(v1)  Lavr)  Ls(vr)
va | 01 (Uz) 52(02) 53(112) 54(1)2) ls (Uz)
vy | £1(v3) La(v3) L3(v3z) La(vz) £5(v3)
vg | l1(va) Lo(va) L3(va) La(ve) Ls(v4)

Per exemple,
1
5(1 —vH=—24V6=—-V2 (\[ - \/3) i, per tant, (5(vy) = —v/2 = &s.

Els altres es fan igualment. [Lector, fes els calculs segiients: v2 —1, vZ+1,
—(v? = 1),—(v? + 1), i =1,2,3,4.] En definitiva s’obté:

(& & & L &

o1 = {ld} &1 & & & &
oy:= (&4 &) & & & & &
o3:= (& &) &1 & & & &

or=(&4 &)o(& &) | & & & & &
Fixem-nos que el que fan les substitucions o1, 02, 03, 04 és intercanviar
les arrels dels factors X2 — 2 = 0,X2 — 3 = 0, que sén irreductibles a

Q[X]. Vegeu el comentari 41, p en que es parla de la «visibilitat» de les
arrels.

COMENTARI 34. Ara, un cop establertes les definicions i els lemes, Galois
inicia el cami cap a la resolucié per radicals.

1.3 Proposicions
ProposICIO 1

Teorema. Considerem una equacié donada les m arrels de la qual sén a, b, ¢, . ..

Lagrange; s’obté per intuicié i ofici. Al comentari 71, p[A9] veurem el cas de la ctibica seguint,
fil per randa, tot el que Galois proposa.

30 Factoritza en la forma: (V—(\/§+\/§)) (V—&—(\f—&—f)) (V+ (vV2— \f)) (V—(ﬁ—\/g))
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Sempre existeix un grup de permutacions de les lletres a,b,c,... que té la
propietat segiient:
1. Tota funci6é de les arrels, invarz’an@ per les substitucions del grup, és
racionalment coneguda.
2. Reciprocament, tota funcié de les arrels, determinable racionalment, és
invariant per les substitucions [del grup].

COMENTARI 35. El grup permet d’expressar els elements de K atés que sén
invariants.

El grup caracteriza les funcions racionals que no varien numericament
per les substitucions del grup —que pertanyen al grup, com es diu actual-
ment. Vegeu (Rey Pastor, 1915| edicié de 1947, p 216 i 223).

CoOMENTARI 36. Els dos exemples que Galois ofereix tot seguit, entre pa-
rentesis, posen de manifest que distingia ben clarament les funcions poli-
nomiques generals en el sentit de Lagrange i Abel —en elles els coeficients
son generals; és a dir, son parametres— d’aquelles altres que tenen d’altres
lligams estructurals diferents dels que estableixen les férmules de Cardano-
Viete, com ara

XP~l 4 XP=2 4 ... 4 X +1=0, amb p primer,

on les arrels &1,...,&, 1, estan lligades per & = £, = &3,...,&§) 5 =
Ep—1, §Igj_1 = &1, on g és una arrel primitiva de la unitat modul p.

(En el cas de les equacions algebriques, el grup no és altre que el conjunt [422]
deles 1-2-3-...-m permutacions possibles de les m lletres, ja que, en aquest
cas, les funcions simetriques soén les tniques determinables racionalment.)

COMENTARI 37. Veiem que lafirmacié galoisiana és vertadera (Tignol,
2001, p 146 i 241).

Considerem el conjunt d’invariancia de la funcié racional g amb coefi-

cients en K, I(g) = {0 €6, : a(g(fl,...,fn)) = g(§1,...,§n)}.

Usant ara la definicié de grup de Galois que estableix la PROPOSICIO
I, veurem que el grup G = Gal(f(X)/Ko) C &, de l'equacié general de
grau n

31 GALo1s. Aqui anomenem invariant no només una funcié la forma de la qual és invariant
per les substitucions de les arrels entre si, sind també aquelles per a les quals el valor numeéric
no varia amb aquestes substitucions. Per exemple, si Fx = 0 és una equacié, F'xz és una funcio
de les arrels que no varia.

Quan diem que una funcid és racionalment coneguda, volem dir que el seu valor numeric
es pot expressar com una funcié racional dels coeficients de I'equacié i de les quantitats
adjuntes.

NTc: Els émfasis sén meus.
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fX)=X"—s1 X" o (- )" s, = (X =&) - (X —&,) =0, (1.20)
on K és el cos de fraccions dels coeficients de f(X), és el grup simetric &,,.

Necessitem un lema previ:

Lema 37.1. Per a cada subgrup S de G,,, existeix una funcié racional d’n
variables, g(X1,...,X,), per a la qual I(g(Xl, cee Xn)) =S.

En efecte. Considerem un monomi m(Xy,...,X,) que varii per a to-
tasubstitucié o € &,, —per exemple m(Xy,...,X,) = X1 X3--- X"—ila
funcié racional g(X1,...,Xn) =Y cso(m(Xy,..., Xy)).

Peratot 7 € §,{ro0:0 € S} =S&. Per tant,

> (roo)(m(Xi,.... Xp)) =Y o(m(Xy,..., X))
g€ES gES
En resulta que T(g(Xl,...,Xn)) =g(X1,...,X,) peratot T €S. 1,
en conseqiiencia, S C I(g).
Sip ¢ S, el monomi p(m(Xl7 . ,Xn)) forma part de p(g(Xl, e 7Xn))
pero no de g(X,...,X,). Per tant, p ¢ I(f).
D’aix0 se’n dedueix que I(g(Xl, e 7Xn)) =S. O

Proposicié 37.2. El grup de Galois G = Gal(f(X)/K) de I'equaci6 general
de grau n (1.20) és G,,.

En efecte. En cas contrari, pel lema 37.1, hi hauria una funcié racional
9(X1,...,Xn) € Ko[X1,...,X,], on Ko = Q(agp,a1...,a,) és el cos dels
coeficients de f(X), per a la qual expressi6 g(&1, .. ., &, ) no seria simetrica
i, per tant, g(&1,...,&,) ¢ Ko. En canvi,

g(o(&1),...,0(&)) = g(&, ..., &), per atota o € Gal(f(X)/K).
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I, per la PROPOSICIO 1, g(&1, - .., &,) € Koy. Contradiccid! O
(En el cas de I'equacid m:;:l =0, si suposem que a =r,b=rg, c =rg>,

on g és una arrel primitiva, el grup de les permutacions sera simplement:

a b ¢ d - - Kk
b ¢ d - - k a
c d - vk a b
R

En aquest cas particular, el nombre de les permutacions és igual al grau
de 'equacié, i el mateix succeeix amb les equacions les arrels de les quals sén
funcions racionals les unes de les altres.)

COMENTARI 38. Per a la darrera frase, vegeu (Rey Pastor, 1915, edici6 de
1947, p 255-257).
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COMENTARI 39. Per provar-ho, cal un lema.

Lema 39.1. El grup de Galois és el més gran dels subgrups de &,, que deixa
numericament invariants totes les funcions racionals de les incognites &;,7 =
1,2,...,n, que tenen un valor racional determinat (Dehn, 1960, p 146-147).

En efecte. Sigui ¢1(&1,...,&,) = k € Ky, on, recorde-m’ho, Ky és el
més petit cos que conté Q i els coeficients de f(X) = 0. Podem expressar la
funci6 anterior en termes de la resolvent v atés que & = £;(vy),i =1,...,n.

Tenim, doncs,
wl(Elv"'afn) 290(01)7 (121)
on, recorde-m’ho, v1 = a1 &1 +a2és + -+ a, &y
Ara sotmetem la igualtat a les substitucions del grup de Galois,

i obtenim
Pe(81s--58n) = (ve), t=1,...,p.
Sabem que p(V) = k —obé p(V)—k = 0— té larrel v; com G1(V) =0
i, pel LEMA 1, G1(V)|p(V). Per tant,

p(v1) = @(v2) = -+ = p(vm) = k.

Finalment, ¢1(&1,...,&,) = - =&, ..., &) = k.
A més, si una permutacié ¢’ € &, deixa invariant qualsevol funcié

racional de les arrels &;,7 = 1, ..., n, que tingui un valor racional determinat,
aleshores, com que G (v1) = 0, resulta que G1(o’(v1)) = 0.

Per tant, o/(v1) = vs és una arrel de la resolvent de Galois; és a dir,
o’ € Gal(f(X)/Ko). O

Les arrels de I'equacié
XPlyxP2 4. 4L X+1=0 (1.22)

s’obtenen d’una d’elles & —per exemple la d’argument %’T— i d’'una arrel
r [primitiva] de la unitat, modul p. En concret,

2 p—1
G=68, =&, =&, ..., =& . (1.23)
De (|1.23)) en resulta que
f{ 2527 55 :§3a ey ;—2 :gp—l' (124)
En aquest cas, d’acord amb el lema 39.1, cal que els lligams estructurals
&= &1, €n—1— &,0=1,...,n— 2, es respectin en tot moment.

Proposicié 39.2. El grup de Galois Gal(f(X)/Q) de I'equacié ciclotomica
XP~l 4 XP=24 ...+ X +1=0, amb p primer, és el grup S generat per la
substituci6 circular (1 2 --- p—1).

En efecte. Si apliquem la substitucié circular (1 2 --- p—1), amb
p primer —que és el cas que ens interessa— cada una de les relacions
de (|1.24]) es transforma en la segiient. Admeten, doncs, la substitucié circular
(1 2 --- p—1)1itotes les seves poténcies —que formen un subgrup S.
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Sigui ara una equacié racional ¢(&1,...,&,) = 0 entre les arrels
de l'equacid. Si substituim &;,7=2,...,p — 1, en funci6é de &;, obtindrem
U(&) =0, on ¥(X) € Q[X]. Del LEMA I en resulta que I'equacié ciclotomi-
ca divideix ¥(X). Per tant, peratoti=1,...,p—1,¥(&) = 0. Pero
aquestes equacions ¥(;) = 0 sén les transformades —les unes de les altres—
pel subgrup S generat per la substitucié circular (1 2 --- p—1). Per
tant,p (&1, ..., &) = 0 admet el subgrup S.

Reciprocament, si 7 € &,, conserva les relacions ([1.24) i substitueix &;

per &2, aleshores substituira &; per &1, i =1,...,p—2,i &1 en &. Per
tant és la substituci6 circular 7:= (1 2 --- p—1). Pero, si 7 substitueix
& per &, aleshores dbviament 7:= (1 2 --- p—1)1i=1,...,p— 1. Per
fi, si 7(&1) = &, aleshores 7 deixa invariant &,i = 2,...,p — 1. O sigui,
7 = Id. En definitiva, doncs, 7 € S, com voliem. O

Demostracié. Sigui quina sigui la funcié racional donada, sempre es pot tro-

bar una funci6 racional V' de les arrels de manera que totes les arrels siguin

funcions racionals de V. Un cop establert aix0, considerem ’equacio irreducti-

ble que té arrel V (LEMES 111 i 1v). Siguin V, V/, V", ..., V(=1 les arrels d’a-

questa equacio i pV, 1V, oV, ... om—1V les arrels de I'equacié proposada.
Escrivim les n permutacions segiients de les arrels:

(V) oV 1V 2V o pm—1V,
9 oV’ 1V’ P2V e pme VY,
(Vl/) SOV// S01‘/'// s02‘/// . Spmflvlly

En concret afirmo que aquest grup de permutacions té la propietat enun-
ciada.aquest grup de permutacion

En efecte:

1. Tota funcié F de les arrels, invariant per les substitucions d’aquest grup,
podra ser escrita aixi: F' = ¢V, i tindrem que

El valor d’F' es podra determinar racionalment.
2. Reciprocament. Si una funcié F' és determinable racionalment, i fem F' =
=V, tindrem
’IIZ)V — ¢V, — ¢V,/ B wv(n—l)’

ja que I'equacié en V' no té cap divisor comensurable i 'equacié F' = ¢V
és satisfeta per V', essent F' una quantitat racional. Aix{ doncs, la fun-

32 NTc: L’émfasi és meu.

[423]
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ci6 F' és necessariament invariant per les substitucions del grup descrit
abans.

Aquest grup satisfa la doble propietat que s’estableix en ’enunciat del

teorema proposat. El teorema queda, doncs, demostrat. Il

El grup en qiiestié 'anomenarem el grup de [’equacio.

COMENTARI 40. La demostraci6 que ofereix Galois —convenientment ente-
sa— és la que trobem en els textos actuals. Vegeu, per exemple, (Rey Pastor,
1915, edici6 de 1947, p 216, 223) o bé (Tignol, 2001, p 250-251).

De fet, volem demostrar que, si Q(&1,...,&,) és una funcié racional de
les n arrels &1, ...,&,, de f(X) =0, amb coeficients en K, aleshores

1. Per a tota substitucié o € Gal(f(X)/K), lelement Q (o (&1),...,0(&))
€ K(&,...,&,), esta ben definit, si Q(&1,...,&,) ho esta.
2. A més,

Q(&, ..., &) € K si, i només si, per a tota o € Gal(f(X)/K),
Q&1 &) = Q(a(&1),- .-, a(€n)).

Demostracié de la PrRoPoOSICIO 1.

1. Solament hem de veure que, si Q(Xi,...,X,) = %, amb
N(Xh'"aXn)vD(le"‘7Xn) € K[levXn] i D(glvagn) #0,
aleshores, per a tota o € Gal(f(X)/K), D(o(&1),-..,0(&)) #0.

Aix0 és una conseqiiéncia immediata del fet que K (X1, -+, X,) =

= K(V) i del corollari 32.1, p

2. Sigui ara Q(&1,...,&,) 1 substituim les arrels &; per 4;(v1),i =1,...,n.
Tindrem:

h(vl) = Q(gla s agn) = Q(fl(’l}l),. e 7£7L(v1)) = (QO (gla B agn))(v1)7
on h(V) e K(V).

(a) SiQ(&1,...,&) € K [és a dir, és racionalment conegut], aleshores
h(V) — (Q o(fy,... ,&L))(V) e K(V)
i s'anulla per a V := v, i, de retruc, per a vs, ..., vn. Es a dir,

k=h(v;)=Q(l(v)),....lu(v;)), j=1,...,m.
O sigui que, per a tot o € Gal(f(X)/K),
Qérs-16n) = Q(o(&), -, 0(8n))-
(b) Siperatotj=1,...,m,itot o€ Gal(f(X)/K), val la igualtat:
h(v) = Q&1 6n) = Q((€1), -, 0(&n)),
aleshores Q(&1,...,&,) = L (h(v1) + -+ + h(v)).

Ara bé, la funcié H(Vy,..., Vi) = h(V1)+- -+ h(Vy,) és sime-
trica respecte de les variables V1, ..., V,,. Per tant es pot expressar
com a funcid racional de les funcions simeétriques elementals de Vi,




LA MEMORIA DE GALOIS 31

.y V. Siara fem Vi :=vq,..., Vi, := v, pel teorema de les funci-
ons simeétriques, resulta que és una funcié racional dels coeficients de

G1(V) = 0. O sigui, Q(&1, - .-, ¢n) € K.

COMENTARI 41. Explicitem aquest lligam a través de lequacié: f(X) :=
X5 - X4 -5X3+5X2+6X —6 € Q[X] del comentari 33, p [24] d’arrels
1,+v2 i +v/3 i cos de partida —aquell al qual pertanyen els coeficients—
Q. Mentre ens hi mantinguem, ignorarem el significat dels simbols & =
V2,65 = =21 & = V3,6 = —/3; contrariament, larrel ¢, = 1 és dins
del cos Q. En aquest cas, tenim una existencia ben definida i unes propietats
intrinseques que li assignen una individualitat. Pero, en canvi, dins del cos Q,
som incapagos de distingir realment &o, &3 1 &4, &5: no sén «visiblesy. Només
podem atribuir-los una existéncia «virtual» i solament les podem reconeixer
si ens fixem en les relacions que les uneixen; aquesta és la rad per la qual
els algebristes les anomenen quantitats conjugades. Sabem que la seva suma
és igual a 1, la suma dels productes de dues, tres, quatre i cinc arrels és
—5,—-5,6,6 —quelcom que respecten les funcions simetriques. Aquesta és
la raé per la qual les iniques substitucions que hem de considerar sén les
que deixen invariants les relacions que hi ha entre aquestes les quantitats
indiscernibles: la identitat i les substitucions (& &3), (&4 &5),(&2 &) o
(€4 &5). Aquestes quatre substitucions formen un grup.

Hom veu també la importancia de la relativitat entre 'equacié i el cos en
el qual esta definida, com ja hem esmentat en el comentari 11: atés que, en Q,
&2,83 1 &4, &5 només tenen una existéncia relativa i, en canvi, els manca una
individualitat comparable amb 'existéncia discernible intrinscament dels
elements del cos de base i, en particular, de &;. La transposicié que inter-
canvia &1 i & no té cap mena d’efecte perque, en Q, la seva actuacioé no és
visible. Pero, en el cos Q(v/2) D Q, les arrels & i & sén «visiblesy —ra-
cionals—, pero &4, &5 segueixen essent invisibles i hem de recérrer al grup
que formen la identitat i (&, &5), perque les altres —que transformen /2
en —v/2— alteren lligams entre les arrels i els coeficients acceptables, com
ara v2X — 2 =0, que és valida per a X := &, i falsa per a X := 3.

Escoli 1. Es evident que, en el grup de permutacions que tractem aqui, no té
cap mena d’interes considerar la disposicié de les lletres. Solament s’han de
considerar les substitucions de les lletres amb les que hom pass@ d’una per-
mutacié a una altre.

COMENTARI 42. Aqui, d’alguna manera, Galois estableix la indepénden-
cia del grup de l’eleccié inicial de v;. Vegeu la PROPOSICIO B, comentari

43, p 32}

N’hi ha prou, doncs, a donar de forma arbitraria la primera presentacio

33 Ntc: L’émfasi és meu.
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atés que la resta es dedueix d’ella per les mateixes substitucions de les lle-
tres. El grup aixi format tindra les mateixes propietats que el primer ates que,
en el teorema precedent, solament es consideren les substitucions que podem
fer en les funcions.

Escoli 11. Les substitucions no depenen tampoc del nombre d’arrels de ’equacio
donada.

COMENTARI 43. Ara, si volem respectar el rigor que s’exigeix actualment
en els textos matematics, hem d’establir tres resultats de caire formal:

(1) Els automorfismes s’estenen de forma natural a K(&1,...,&,).
(2) Aquest subgrup és independent de la resolvent vy .
(3) El grup de Galois és un subgrup de &,,.

(1) Proposicid A. Cada substitucié o del grup de Galois s’estén a un
automorfisme de K (&,...,§,) = K(v1) que deixa K invariant, fent

U(Q(gla v 7§n)) = Q(J(§1)7 ceey O—(é-’n))7
per a cada funci6 racional Q(Xj, ..., X,) per ala qual Q(&1,...,&,) estigui
definit.

En efecte. Q(&1,...,&,) estd ben definit, en el sentit segiient: Si
Q1(&1,...,&n) = Q2(&1, ..., &n), aleshores

Qi(a(&1),---,0(6n)) = Q2(a (&), -, 0(6n))-

Es una conseqiiéncia immediata de la PROPOSICIO 1 aplicada a Iequacié

(Ql - QQ)(gla v 7677,) =0.
L’aplicaci6 és, doncs, injectiva.
L’exhaustivitat ’estableix ’existencia, per a cada substitucié o, de la

corresponent substitucié o~ 1.

El caracter morfic es defineix de forma natural:

o(Q&s-- &) * Q2(&r,....&))
= Ql(o(fl)v"'7g(§n))*Q2(U(§1)7"'50(£7b))7

on x representa les operacions + i -. O

(2) Proposicié B. El grup Gal(f(z)/K) no depen de v;.

En efecte. Suposem que v’ € K(&,...,&,) és una altra resolvent de
f(X) = 0en K,G{(V) el seu polinomi minimal sobre K, i ¢}, les funci-
ons racionals sobre K que fan

Ei = 62(1}/), = 1,...,77,.

Hem de veure que cada element de Gal( f(X)/K ), definit usant vy, tam-
bé és un element de Gal( f(X)/K ), usant v’. Aleshores, canviant els papers
de vy i v/, tindrem el reciproc.
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Hem de provar que
o & = Li(v) = £(v]),

on vj és una arrel de G (V) = 0.
Aixd és una conseqiiéncia immediata de la PROPOSICIO A atés que
& = £i(v') implica o(&;) = £;(o(v')). I del fet que G4 (v') = 0 se’n segueix

també que G (o(v')) = 0. Agafem, doncs, v} = o (v}). O
(3) Proposicié C. Gal(f(X)/K) és un subgrup de &,

En efecte. oy = Id € Gal(f(X)/K).
Si 0,7 € Gal(f(X)/K), aleshores, per ai=1,...,n,

o:& =Li(v) — {;(vj), perauncertj=1,...,m,
T:4i(vj) =Ls(v1) — Ls(vk), perauncertk=1,...,m.
Se’n segueix que
& d Too: & — Ls(vg).
Vegeu el comentari 15.

Tanmateix, la PROPOSICIO B permet donar una descripcié explicita de
l'invers o~ ! de J@ ]

Prorosicid 11

Teoremalﬁ Suposem que, a una equacié donada, se li adjunta I'arrel » d’una
equacié auxiliar irreductible.

1°. Tindra lloc una d’aquestes dues situacions: o bé el grup de ’equacié no
canviara, o bé el dividira en p grups cada un d’ells pertanyent a ’equacié
proposada quan se li adjunta respectivament cada una de les arrels de
I'equacié auxiliar.

2°. Aquests grups tenen la propietat remarcable segiient: es passa de I'un a
I'altre operant totes les permutacions del primer una mateixa substitu-
ci6 de les lletres.

1°. Si, després d’adjuntar r, I'equacié en V, de la qual hem parlat abans,
segueix essent irreductible, és clar que el grup de l'equacié no canvia. Si, en
canvi, es redueix, aleshores I’equacié en V' descompondra en p factors, tots del

34 Vegeu (Tignol, 2001, p 253).

35 A. CH. En I'enunciat del teorema, després de les paraules: Uarrel r d’una equacid auwi-
liar irreductible, Galois havia escrit primerament aixo: de grau p primer, quelcom que més
tard esborra. Analogament, en la demostracié, en lloc de r,7’,r”, ..., sén d’altres valors de
r, la redaccié primitiva deia: r,r’, 7", ..., son els diversos valors de r. Finalment, al marge
del manuscrit hi trobem la nota segiient de I'autor:

«Hi ha quelcom que cal completar en aquesta demostracié. Em falta temps.»

Aquesta linia fou escrita molt rapidament; una circumstancia que, juntament amb les
paraules «Em falta temps», em fan pensar que Galois va rellegir la Memoria per corregir-la
abans d’anar al duel.

[424]
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mateix grau i de la forma
FOVir)yx f(Viry x f(Vir")y x oo,

essent 7, 7', 7", ..., d’altres valors de r. Aixi, el grup de I'’equacié proposada
descompondra també en grups cada un del mateix nombre de permutacions,
ja que a cada valor de V li correspon una permutacié. Aquests grups seran
respectivament els de ’equacié proposada, quan hom li anira adjuntant suc-
cessivament r, 7/, r", . ...

2°. Abans hem vist que tots els valors de V' sén funcions racionals els uns dels
altres. D’acord amb aix0, suposem que V' és una arrel de f(V; r) =01 F(V)
n’és una altra; és clar que, igualment, si V’/ és una arrel de f(V; »') =0, F(V')
en sera una altra, ja que tindrem
f(F(V); r) = una funcié divisible per f(V; 7).
Per tant, (LEMA 1)
F(F(V"); r) = una funcié divisible per f(V'; r).
Un cop establert aixo, afirmo que el grup relatiu a 7’ s’obté operant arreu
damunt el grup relatiu a r una mateixa substitucié de les lletres. En efecte, si

hom té, per exemple,
puF' (V) = ¢u(V),

(V') = @ (V'),
Per tant, per pasar de la permutacié [F'(V)] a la permutacié [F(V')],
caldra aplicar la mateixa substitucié que per passar de la permutacié (V) a la
permutacié (V’). I aixi el teorema queda demostrat. O

tindra també (LEMA 1),

COMENTARI 44. Ara podem retornar al comentari 33, p [24] i veure com
es trenca el grup de Galois inicial o grup de ’equacié.

Hem vist, equacié , p que G(V) és igual a
(V=(V2+V3))(V+(V2+V3))(V—-(vV2—V3))(V+(V2+V3)) =V =10 VZ+1
El podem reagrupar aixi:
(V2-2V2V —1) (V2 +2V2V - 1).

Es clar que, si adjuntem les arrels de Pequaci6 auxiliar Y2 — 2 = 0, ob-
tenim el cos K7 = Q(v/2) i aleshores ambdés factors pertanyen a K;[V]. A
més, en aquest cos, ambdds factors sén irreductibles. Aixi, per exemple, el
factor G4 (V, \/5) =V?2-21/2V —1 proporciona el grup de Galois segiient
—que correspon_al cos Q[v/2]: agafem les substitucions o; i o9 del segon
quadre de la p [24] —que sén les que deixen invariants /2 i —v/2.

Sabem que

[425]
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Gi(V,ivV2) =V2—2V2V 1= (V- (V2+V3)) (V - (V2 - V3))
i ambdés factors son irreductibles a Ko = Q(v/2,/3). De les substiutcions
anteriors cal agafar la que deixa invariant V — (\/§ + \/g)7 o sigui V3. Es 0.
El grup de Galois i els subgrups en que es trenca per efecte de les successives
adjuncions els podem representar aixi:

G111 &:V2 &i—V2 &LV &3
o1 := {ld} & 3 &s €4 &
oy := (&4 &) &1 &2 &3 & &4
o3:= (& &) &1 &3 &2 &4 &s
o= (&4 &)o(& &) | & &3 & & &4

Tornarem a tractar aquesta qiiestié en el comentari 71, p

35

COMENTARI 45. Josep Liouville déna una demostracié de la proposicié
quan p és primer, una demostracié que recull Paul Tannery a (Tannery,
1908, p 9).

Val a dir, perd, com prova Jordan (Jordan, 1869, §22), que la restriccié
p primer, on p és el grau de I'equacié auxiliar, es pot suprimir.

COMENTARI 46. Veiem quin és 'argument de Liouville (Tannery, 1908, p
9). Vegeu també (Neumann, 2011} p 159-161).

Siguin (V) = 0 lequacié6 de la qual parla Vautor i f(V,r),
f1(V,r), ..., fic1(V,r) els factors irreductibles en els quals factoritza per
I’adjuncié d’r, de manera que

P(V) = f(Vor) x fr(Vyr) x - x fia (Vo).

Ates que 7 és I'arrel d’una equacié irreductible hom pot reemplagar r

per v’ 7" ..., v~ en el segon membre. Aleshores ¢ (V)P és el producte de
les i quantitats
f(Ver) fFv,rh) e f(Vrel)y
fi(Vir) fi(V,r') fi(V,rP=D)
fica(Vir) fica(Vyr') fima (V,r®=1)
Cada fila és simétrica en r, 7/, ", ..., 7P=1 i per tant, és expressable

com a funci6 racional de V', independent de qualsevol adjuncio, ha de dividir
¥(V)P. Per tant, es redueix a una poténcia simple de (V') que no es resol
en factors quan no s’adjunta r,r/, 7", ..., r®=1),

Afirmo que el grau de les poténcies és el mateix per a totes. En efecte, les
equacions f(V,r) =0, f1(V,r) =0,..., fi—1(V,7) = 0 que deriven de ¢)(V) i
les arrels de les quals son funcions racionals les unes de les altres no poden
deizar de tenir el mateix grau.

De
YY) = F(Vor) x f(Vor') x oo x f(V,rP7D),
se’n conclou que p =i pu, amb ¢ > 11 p primer. Per tant, i =p i pu=1.
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Per fi, doncs,
(V) = f(Vir) x f(Vr') s ox f(V,r®mY)
que és el que voliem demostrar. O

36

COMENTARI 47. L’afirmacié de Liouville diu:

Proposicié 47.1. Tots els polinomis H;(V,m1),i = 1,...,u, —sén les

fi(V,r) de Galois i els n;,¢ = 1,...,m, les r, si cal, renumerades— de
la factoritzacié de G1 (V') a Ky := K ()
Gl(V):Hl(‘/,’Ih)XHQ(‘/,Th) XXHH(‘/ﬂh) (125)

tenen el mateix grau.

En efecte. Es basa en el fet que cada un d’ells és irreductible i en el
corollari 32.1, p

Considerem, per exemple, H1(V,n1) i Ho(V,n1). Suposem que v, . .., v,
sén les arrels de Hq(V,n;) —o sigui grau(Hl(V, 771)) =r—1iwg,...,ws les
de Hy(V,m) —o sigui, grau(Hy(V,71)) = s—, totes elles diferents entre si
i les unes amb les altres, atés que les arrels v;,7 = 1,...,n! sén totes dife-
rents. Pel corollari 32.1, p[23] sabem que wy = p(v1), on p(Z) € K;[Z]. Per
tant, a K71, H1(V,n1) i Ho (p(V),m) tenen l’arrel comuna v; i, pel lema 1,
Hy(V,m)|Hz2(p(V),m).

Ara, per a cada arrel v; de Hq(V,n1), considerem les arrels p(v;),j = 1,
...,r, de Hy (V, 771) —de fet, sén algunes de les arrels w;,j = 1,...,s. En
conseqiiéncia, totes sén diferents. Per tant, Uequacié Ho(V, 1) té, almenys,
tantes arrels com H;(V,n). En resulta, doncs, que s > 7.

I, mutatis mutandis, r > s, com voliem demostrar. O

COMENTARI 48. Una demostracié general 'ofereix Jordan a (Jordan, 1869,
§22); vegeu també (Malet, 1984, p 52-53). Vegeu el comentari 50.

COMENTARI 49. L’enunciat d’aquest teorema planteja problemes diversos
com posa de manifest (Edwards, 2012, p 917-920).

En primer lloc, en esborrar el text de la redaccié anterior, esborra també
el significat de p que apareix més endevant perd que no s’ha precisat abans.

En segon lloc, si s’estén K amb una arrel n d’una equacié auxiliar
g(Y) = 0, irreductible, en general K(n) no conté les altres arrels de g(Y) =
0. Aixo0 obliga a precisar on es troba cada funcié —de fet, quins coeficients
té, en cada cas. Vegeu els exemples del comentari 9.

COMENTARI 50. Demostracié detallada de la PROPOSICIO 11, p [33| La
factoritzacié en K de G(V') en factors irreductibles

GV)=G1(V) x Go(V) x ... x G(V) [vegeu p]

proporciona una particid de les arrels v;, i = 1,...,n!, de la resolvent G(V).
Hem partit, doncs, la collleccié dels v; en r conjunts —que sén disjunts
atés que les arrels v;,i = 1,...,n!, de G(V') sén simples.
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Recordem, si ho hem oblidat, que G(V) = H?:'l(V —v;) 1 que els v;,
i=1,...,n!, sén tots diferents. Aixi doncs, si k # j i G;(v;) = 0, aleshores
Gr(vi) # 0, perquée G(V) no té arrels dobles. Galois anomena cada un d’a-
quests conjunts d’arrels v; de G(V') grup de f(X) = 0. No depén de Peleccié
de la resolvent i, per tant, tots els conjunts proporcionen el mateix grup.

Ara considerem l’equacié auxiliar g(Y) = 0 de grau m i sigui K; =
K (m1) una extensi6 simple de K, on n; és una arrel de g(Y') = 0; o sigui,
g(n1) = 0. Aleshores el factor irreductible G1 (V) de G(V) a K pot facto-
ritzar a K;. Sigui H; (V) el factor irreductible de G1 (V') a K; que té l’arrel
v1. Els seus coeficients, en tant que elements de K, s’expressen com a poli-
nomis en 7; de grau < m = grau (g(Y)) amb coeficients en K [comentari 28,
p[20]. Per tant, H; (V') és un polinomi monic H(V,n;) de V i1, amb coefi-
cients en K, irreductible. Com deéiem, en resulta, doncs, que Gal(f(X)/Kl)
conté grauy H(V,n1) permutacions; sén precisament les permutacions dels
v; per als quals H(vj,n) = 0.

De fet, cal treballar amb el polinomi

H(V,m) x H(V,n2) x -+ x H(V,1m), (1.26)

on M1,72, - - -, Nm, 00 les arrels de ’equacié polinomica auxiliar g(Y) = 0.
En principi, aquest producte té els coeficients en el cos de factoritzacié
lineal de g(Y) = 0, K(n1,7m2,-..,nm). Perd, com que és simetric en 1y, 12,
.+ s Nm, €ls seus coeficients pertanyen al cos K dels coeficients de g(Y) = 0

Analogament, en virtut del LEMA I, una altra arrel 75 de g(Y) = 0
proporciona una extensié Ko := K (1n2) i un factor monic H(V,n9) de G1(V),
irreductible en Ks. En efecte,

G1(V)=H(V,m)Q(V,m), on Q(V.Y) € K[V, Y]
permet d’escriure G1 (V) — H(V,n1) Q(V,m1) en la forma:
O, (YV)VF4+ D, 1(Y)VP L4 1 0 (YV)V + Oy (Y),
el qual, per a Y := ny, és idénticament nul com a polinomi en V. Aixo diu
que, per a tot s = 0,1,...,m,Ps(n;) = 0, on P4(Y) € K[Y]. Pel LEMA 1,

tots els ¢4 (Y") sén divisibles per ¢g(Y'). De retruc, doncs, ®4(n;) = 0 per a to-
ta arrel n; de g(Y) = 0. Es a dir,
G1(V)=H(V,n) Q(V,n;), per a tota arrel n; de g(Y") = 0.
Pero Galois va més lluny i s’adona d’una propietat molt important:
Lema 50.1. Siguin v i s(v) dues arrels de H(V, nl)m Aleshores, si v/ és
una arrel de H(V,1n2), s(v') en sera una altra.

En efecte. Atés que H(V,n;) és irreductible, pel LEMA 11 per la hipotesi,
resulta que H(V, nl)\H(s(V), 171). O sigui,

H(s(V),m) =H(V,m) x Q(V,m).

36 Edwards (Edwards, 1984, p 120) 'anomena la norma de Hi (V') sobre K.
37 Recordem que tota arrel de G(V') es pot expressar racionalement en funcié de v1 [corol-
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De retruc,
H(s(V),m) = HV,m) x Q(V,m) =0

per a tot V. Aixo, com abans, implica que els coeficients P;(n;) = 0 per a
tot j i, per tant, g(Y)|P;(Y). En resulta, doncs, que tota arrel n de g(Y) =0
és arrel de P;(Y).

O sigui,
H(s(V),ng) — H(V,m2) x Q(V,n2) = 0.

Aleshores, trivialment, si v’ és un zero de H(V,n2), dbviament £(v’) en
sera un altre. (|

Corollari 50.2. Els conjunts d’arrels H(V,n,) i de H(V,n;) de (1.25)), p
amb s # t, —que designarem també H (V,ns), H(V,n:)— o coincideixen
o sén disjunts.

En efecte. Si els polinomis H(V,n,) i H(V,n;) tenen una arrel comuna
v = v’, aleshores cada arrel del polinomi H(V, ;) ho és del polinomi H(V,n;)
i reciprocament i, com que ambdos sén monics, coincideixen. O

Corollari 50.3. Considerem el polinomi
L(V) = H(V,m) x H(V,n2) X --- X H(V, ),
on ne,t =1,...,m, son les arrels de g(Y') = 0. Aleshores L(V) € K[V].

En efecte. Aquest producte és simetric respecte de les arrels 11,19, .. .,
M. Per tant, L(V) € K[V].

Corollari 50.4. A més, G1(V)|L(V).

En efecte. Tenim: G1(V), L(V) € Ky[V],v1 és una arrel d’ambdés poli-
nomis i G1(V) és irredutible. Apliquem el LEMA 1: G1(V)|L(V). O

Pero, atencié! Els conjunts d’arrels H(V,7ns) o sén disjunts o
coincideixen.

En principi, no sabem si tots ells sén diferents. L’tnica cosa que sa-
bem és
Totes les arrels de L(V') sén arrels de G1(V). (%)

Per tant G1(V))|L(V) i, en conseqiiencia, L(V') = G1(V)" per a un cert
k@ En resulta que, en el membre de la dreta, tota arrel de G1(V') —que és
irreductible a K (1;)— té multiplicitat k. Per tant, també I’haura de tenir
en el membre de esquerra. Perd, hem vist que els factors H(V,n;) o sén
disjunts o coincideizen. Cal, doncs, que els que siguin diferents —amb ar-
rels diferents i simples— es repeteixin k vegades. De factors, en total, n’hi
ha m. Aixo comporta que m sigui divisible per k [i, en el cas, en qué m sigui
primer, k = 1]. Si, en cada grup de factors H(V,n;) repetits n’agafem un,
tindrem, en total, p = % factors diferents que serveixen per a representar-
los.

lari 32.1, p i, de retruc, racionalitzant en funcié polinomica de v;.

38

38 Fs una conseqiiéncia immediata del LEMA I: Gl(V)|L(V), d’on L(V) = G1(V) x
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Per fi, sigui P(V') el producte d’aquests £ representants. Tenim dos po-
linomis monics de K[V], amb arrels simples i totes elles sén les de G1 (V). Per
tant, P(V)|G1(V) i, pel LEMA 1, G1(V)|P(V). En definitiva, doncs,

Gi(V)=P(V) =[] HViny),

on els factors H(V,7,) sén diferents dos a dos. El nombre de factors p = 7
divideix m.

En definitiva: G1(V') és el producte de p polinomis H(V,ns) diferents,
que proporcionen els p grups dels que parla 'enunciat del teorema. Obvia-
ment p|m. O

COMENTARI 51. Cal observar dos fets.

El primer és que Galois és conscient que tant en un grup com en un
altre —en la seva terminologia— el lligam de les files és el mateix. Es el que
diu el lema 50.1, p

El segon fa referencia al concepte de grup que usa Galois quan, de fet,
es tracta de classes laterals. Si el grup G de l'equacié f(X) = 0 sobre K és
{o1,...,0m} 1 T pertany al grup segiient, aquest és, de fet, G’ := 170G [T
actua sobre G]. Les substitucions que fan passar de I'un element de G’ a
un altre sén les mateixes que fan passar els elements de G d’un a ’altre. Ho
veurem més endevant en I'exemple que acompanya la PROPOSICIO V, p

Com és ben conegut, cal recérrer al conjunt 7 o G o 7-! per tenir un
grup en el sentit actual. S’anomenen grups transformats del grup G.

Proposicid 111

Teorema. Si a una equacié li adjuntem totes les arrels d’una equacié au-
xiliar, els grups dels que es parla en el teorema II tenen, a més, aquesta
propietat: en cada un dels grups les substitucions son les mateixes.

Hom trovara la demostracié P9 Il

L.(V). Totes les arrels de Li(V) sén arrels de L(V) i, per (x), de Gi(V). Si el
grau(Ll(V)) > 1, L1(V) i G1(V) tenen una arrel en comi i G1(V) és irreductible en K. D’on
G1(V)|L1(V). Iterem i obtindrem que L(V) = G1(V)* per un cert k > 1.

39 A. CH. En el manuscrit, ’enunciat del teorema que acabem de llegir es troba al marge
i en substitueix un altre que Galois havia acompanyat de la demostracié corresponent i que
anomend amb el mateix titol PRoPosIcIO II1. Heus aci el text primitiu:

TEOREMA. Si l’equacid en r és de la forma r? = A, i una de les arrels primitives de la unitat
es troba entre els nombres préviament adjuntats, els p grups dels que es parla en el teorema
11 tenen, a més, la propietat segiient: en cada grup, les substitucions de lletres amb les que
hom passa d’una permutacio a una altra sén les mateizes.

En efecte. En aquest cas, tant li fa adjuntar a l’equacié aquest o aquell valor de r. Per
conseglient, les seves propietats han de ser les mateixes un cop feta ’adjuncié d’aquest o
d’aquell valor. Aixi el seu grup ha d’ésser el mateix pel que fa a les substitucions (Proposicié
I, escoli). Per tant, etc.
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COMENTARI 52. Demostracié de la PROPOSICIO 11I. L’adjuncié de totes
les arrels la podem substituir per ’adjuncié d’una sola arrel que corres-
pongui a una equacié irreductible auxiliar. Suposem que tenim 1l’equacié
auxiliar g(Y) = 0 d’arrels #1, ..., 7,. En considerem la seva resolvent w i,
encara, 'equaci6 irreductible g(W) = 0 per a la qual §(w) = 0. Obviament,
K(m,...,n,) = K(w). Galois ha establert el teorema de ’element primi-
tiw (Stillwell, 1994, p 146-147). Aixi Galois precisa una qiiestié que haviem
deixat en suspens a la consideracié 6, p

Per a aquesta equacié auxiliar, com hem vist al corollari del comentari
32, p[23] tots els K(w;) sén el mateix, atés que K(n1,...,1p) = K(w;) per
a cada wjy; de retruc, cada w; és una funcié racional amb coeficients a K de
wjr. Bs a dir, per a tot j, K’ = K(w;j) = K(n1,...,m,) = K(wj:). En resulta
que cada H(V,w;) —en correspondencia amb I'equacié auxiliar g(w) = 0—
és un factor irreductible sobre el cos comu K'. Aleshores les arrels vf de
G1(V) —que sén arrels de H(V,w;)— proporcionen una presentacié del
grup de Galois de f(X) = 0 sobre K'. Cada factor presenta el grup sobre
el cos que correspon a la w; amb el qual esta associat, pero tots aquests
cossos son iguals. Per tant, els grups corresponents a les diferents w; tenen
les mateixes substitucions, com voliemm O

COMENTARI 53. En el sentit de la segona observacié del comentari anteri-
or, aqui Galois diu que totes les classes laterals del grup G sén iguals; de
retruc, doncs, tots els grups transformats sén iguals. Per tant, per a tota
substitucié 7 del grup anterior al grup actual G, 70 G o7~ ! = G. Heus aci-
doncs com apareix, sense referir-s’hi explicitament, el concepte de subgrup
normal o subgrup invariant.

COMENTARI 54. La nota de peu de pagina n° I@L p I@[, diu que la condici6
que imposa la PROPOSICIO III —tots els grups es redueixen a un mateix
grup— és condicié necessaria quan adjuntem una arrel p-eésima i una arrel
p-ésima de la unitat, amb p primer, ja que aleshores s’han adjuntat totes.

Aixi doncs, per tal que puguem resoldre I'equacié proposada per radi-
cals la condicié anterior és una condicié necessaria.

Fixem-nos que, en I'enunciat nou de la PROPOSICIO 111, Galois I'inic
que fa és donar un teorema més general; en el text esborrat, en canvi, limita-
va I’enunciat al cas particular en que l'equacié adjuntada era de la forma
XP—q=0,amba € K.

Tot aix0 fou esborrat curosament; I’enunciat nou porta la data de 1832 i mostra, d’acord
amb l'afirmacié que he fet sobre la manera com esta escrit, que 'autor tenia molta pressa, i

confirma 'opinié que ja he expressat a la nota precedent.
40 7,3 nota 5 de (Malet, 1984, p 53) correspon a la prova de (Jordan, 1869, §24).



LA MEMORIA DE GALOIS

41

COMENTARI 55. Hem de veure que la condicié és suficient i interpretar-la
en llenguatge actual.

Aixd Galois ho fa en la PROPOSICIO V, on arriba al resultat central del
treball; la resta de la memoria —una aplicacié concreta al cas en que el grau
de 'equacié a resoldre és un nombre primer— en depeén totalment.

Prorosicid IV

Teorema. Si hom adjunta a una equacié el valor numeéric d’'una certa funcié
de les seves arrels, el grup de ’equacié s’abaixara de manera que no contingui
d’altres permutacions que aquelles per a les quals aquesta funcié és invariant.
En efecte. D’acord amb la PROPOSICIO 1, tota equacié coneguda ha de ser
O

invariant per les permutacions del grup de ’equacié.
COMENTARI 56. En concret, si u € K(El, e ,fn) —=és a dir, u és un poli-
nomi en les arrels &;,...,&, de f(X) = 0—, aleshores, per a tot o,

o € Gal(f(X)/K(u)) si, i només si, o € Gal(f(X)/K) io(u) = u.

En efecte. Si o € Gal(f(X)/K(u)), pel teorema I, o(u) = u, atés que
u € K(u). Obviament, per la construccié de Gal(f(X)/K(u)), tenim que
Gal(f(X)/K(u)) C Gal(f(X)/K).

Reciprocament, sigui o € Gal(f(X)/K) i o(u) = u. Atés que u =
g(fl, e 7§n) € K, u és invariant per a tota o € Gal(f(X)/K(u)). Sigui ara
el polinomi H(V7 u), minimal en K (u), que H(vl, u) = 0. Per la hipotesi, u
depén de &1, ...,&,. Per tant, H*(vi) = H(vy,u) = 0, on H*(V) € K[V].
Pel teorema 1, H*(o(v1)) = 0. Pero, ho podem reescriure, H (o (v1),u) =
H(o(v1),0(u)) = O'(H(Ul,u)) = 0. Per tant, o € Gal(f(X)/K (u)). O

Podiem haver usat la PRoPOSICIO A del comentari 44, p atés que
H(vi,u) =3 Pplu) vl

Prorosicid V

Probema. En quins casos una equaci6 es resoluble per radicals simples?

COMENTARI 57. Aqui, usant la nomenclatura heretada de la matematica
grega, Galois distingeix teoremes i problemes.
I aquest és el primer dels problemes que Galois planteja en la Memoria.

Observo, per endevant, que, per poder resoldre una equacid, cal abaixar
successivament el seu grup fins que només contingui una tinica permutacié. Ja
que, quan s’aconsegueix de resoldre una equacid, se’n coneix qualsevol funci

[426]
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de les seves arrels adhuc aquelles que no sén invariants per cap permutacio.

COMENTARI 58. Cal doncs una cadena d’extensions del cos inicial Ky amb
adjuncions adequades de manera que els grups associats en cada adjuncid
s’abaixi respecte de lanterior fins arribar al grup Gy := {Id}.

Un cop establert aquest fet, busquem quina és la condicié que ha de sa-
tisfer el grup d’una equacio, per tal que es pugui abaixar fins a aquest extrem
adjuntant quantitats radicals.

Seguim el cami de les operacions possibles en aquesta solucid, considerant
com operacions diferents I'extraccié de cada arrel de grau primer.

Afegim aleshores a ’equacié el primer radical que hem realitzat en la reso-
lucié. Hom podra trobar-se amb dues situacions: o bé, amb ’adjuncié d’aquest
radical, el grup de les permutacions de ’equacié disminuira; o bé, 'extraccid
d’aquesta arrel, no essent altra cosa que una preparacio, deixara que el grup
sigui el mateix.

En qualsevol dels casos, sera sempre després d’un cert nombre finit d’ex-
traccions d’arrels que s’haura aconseguit de disminuir el grup ja que siné l'e-
quacié no seria resoluble.

Si, assolit aquest punt, hi ha maneres diverses de disminuir el grup de
I’equacié proposada amb una sola extraccié d’arrels, caldra, d’acord amb allo
que hem dit, considerar solament un radical del grau més petit possible d’entre
tots els radicals simples, que siguin d’aquells que el seu coneixement permet
disminuir el grup de '’equacié.

COMENTARI 59. Aquesta minimalitat forca que 'extraccié de I'arrel sigui
de grau primer.

Sigui, doncs, p el nombre primer que representa aquest grau minim, de
manera que amb l'extraccié d’una arrel de grau p, s’aconsegueixi disminuir el
grup de 'equacié.

Podem suposar sempre, si més no pel que fa al grup de I'equacid, que
entre les quantitats adjuntades a ’equaci6 per endevant s’hi troba una arrel p-
esima de la unitat. Ates que, com que aquesta expressié s’obté per extraccions
d’arrels de grau inferior a p, coneixer-la no altera en res el grup de ’equacié.

COMENTARI 60. De fet, X? — 1 = 0 es reduiex a l’equacio, irreductible en
Q,XP 14+ XP24... 4+ X +1=0 que és de grau menor que p.

En conseqiiéncia, d’acord amb els teoremes 11 i 111, el grup de I'equacio
s’haura de descompondre en p grups que, els uns respecte dels altres, tinguin
aquesta doble propietat: 1°. Que hom passi de I’'un a I'altre per una sola subs-

[427]
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titucié, la mateixa en tots els casos; 2°. Que tots ells continguin les mateixes
substitucions.

Afirmo, reciprocament, que si el grup de ’equacié es por trencar en p grups
amb aquesta doble propietat, hom podra, amb una simple extraccié d’arrels
p-esimes, i amb ’adjuncié d’aquesta arrel p-ésima, reduir el grup de I’equacio
a un dels grups parcials.

Agafem, en efecte, una funcié de les arrels que sigui invariant per totes
les substitucions d’un d’aquests grups parcials, i que varii per a qualsevol al-
tre substituci6. (Per aix0 només cal agafar una funcié que sigui simeétrica
respecte dels valors diversos que pren sotmesa a les permutacions d’'un dels
grups parcials i que no ho sigui, d’invariant, per cap altre substitucié)E-I

Sigui 0 aquesta funci6 de les arrels.

Operem damunt la funci6 6 una de les substitucions del grup total que no
sigui comuna amb les dels grups parcials. Sigui #; el que en resulta. Operem
ara damunt d’aquesta funcié #; la mateixa substitucié. En resulta 6. I aixi
successivament.

Ateés que p és un nombre primer, aquesta successié s’aturara en el terme
0p—1; seguidament tindrem 6, = 01, 0,1 = 02, i aixi successivament.

Un cop aix0 establert, és clar que la funcio

(0 +ab+a?bs+ - +al 10, )"
sera invariant per totes les permutacions del grup total i, per tant, sera actu-
alment coneguda.

Si traiem l'arrel p-eésima d’aquesta funcié, i 'adjuntem a ’equacio, alesho-
res, per la proposicié IV, el grup de ’equacié no contindra altres substitucions
que les del grup parcial.

Aixi doncs, aquesta condicié és necessaria i suficient per tal que el grup
d’una equacié es pugui abaixar amb la simple extraccié d’una arrel.

COMENTARI 61. Aqui Galois pren, com a inspiracid, el cami que ja havia
caminat —amb no tanta profunditat, perd amb una gran lucidesa— La-
grange en la seva analisi de 1770. Vegeu (Tignol, 2001} p 145-147).

COMENTARI 62. Aquesta és la condicié suficient de la que parlavem a 1’ob-
servacio 52.

Sigui € una funcié de les arrels invariant —és basic— per un dels grups
parcials H C G i que varii per a qualsevol altra substitucié 7 € G — H. Tin-
drem 6, = 7(8),02 = 7(61),...,0,—1 = 7(6p—2) 1, ateés que p és primer, 0, =
01,0p11 =04,....

Proposicié 62.1. D’aixo en resulta que, per a tota substitucié o € G, la fun-

4! Vegeu (Dehn, 1960, p 28, item 21).
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ci6
A&y, &) =(0+€b+ 0+ + e 10,1)" (1.27)
és invariant.
En efecte.
(1) Les permutacions o € H deixen fixa 1’expressio 1’
0((9—‘1-691 +€2 92+---+e?"16p,1)p) = (0+ebr+e 0o+ +e 10, 1)

(2) D’altra banda, perat=1,2,...,p — 1@
Ti(0'<(9+691+6202+"'+6p_1 le)p)> =
(0 + €biy1 + 0+ +eP710,1)"
o . ) ) p
= (Ep_l (Elai + it 9i+1 + ¢it2 0i+2 4.t 91‘,1))
= (O+eb+0+- - +e10, )"

Per tant, ([1.27) és invariant per a tota substitucié o € G i, per la PRO-
POSICIO 1, actualment coneguda. Tenim, doncs,

AO = A()(gla cee 7£n) - Ai(glu ce 7571)
i, de retruc,
Ag = A; = 7 (a((e+ €0+ 0+ + ep—lepl)”)),
perat=20,1,2,...,p — 1. En resulta que

DoErs-. . bn) = %(Ao(gh...,5n)+A1<51,...,£n>+--~+Ap,1<51,...,gn)).

I, d’altra banda,
{/Aio = 6 + 01 + 0 + -+ + ep—l
YA 0 + €l + 6292 + -+ er1 Qp,l
VA, = 60 + €26, + etfy + + =19,
; /Ap—l

= 0 + 19 + Do, + ... 4 6(10*1)(1771)91)_1

D’on: 9:%(m+{/14>0+...+ An_1>.

Els altres valors 61,02, ...,0,_1 els podem aconseguir usant la regla de
Cramer o bé el fet que 1 4+ €+ €2 +--- +eP71 =0, atés que € — 1 = 0.
En particular, si 0, = &;,1=1,2,...,p—1, tindrem les arrels de I’equa-

ci6 inicial per radicals.
Excellent treball!

42 Aqui hem de recérrer al fet que H és normal dins de G [vegeu el comentari 53, p . Es
a dir, Too = 0’ o7, amb ¢’ € H. Aleshores, o’(8) = 0 i, per tant, T'ooc =7t oo o7 =
7 2006@or2=...=6® o7 ono® e H.

43 Aqui fem servir que les diverses classes laterals s’obtenen fent oo7t,4=0,1,2,...,p—1.
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Adjuntem a I’equacié el radical en qiiestid; aleshores podrem raonar sobre

el grup nou tal com ho haviem fet sobre el precedent, i caldra que també aquest
descompongui de la manera indicada, i aixi successivament fins assolir un grup
que només contingui una tinica permutacio. O

COMENTARI 63. Arribem al teorema classic de la teoria de Galois tal com
s’exposa en els textos usuals. Dues cadenes, 'una creixent de cossos, cada
una extensio de I'anterior per una arrel de grau primer, i ’altra, de grups,
cada un subgrup normal de 'anterior d’index primer:

Q c Qm) ¢ - c K
Qal(f(X)/Q) =G, > G > -~ > Go={ld}.

Escoli. Es facil d’observar aquest cami en la resolucié coneguda de les equacions
generales de quart grau.

COMENTARI 64. Segueix, de fet, el mateix cami que Lagrange a la seva
analisi de 1770.

La quartica general és f(X) := X*+ AX3+ BX?2+CX + D, on A,
B,C'i D sén lletres. Aqui pren sentit el comentari 6, p[5] sobre les extensions
transcendents. Tot s’inicia en el cos Ko = Q(A4, B,C, D).

Al comentari 37 hem vist que el grup de Galois de 'equacié polinomica
X4+ AX34+BX?+CX +D =046 G := 6y, que té 24 elements. Si les
arrels les designem &7, &9, &3, &y, sOn:

§1628381; §1838a82; §1848283; || §28183845 28384815 §2846183;
§28618483; §381828a; 48183825 || §1628483; §38281845 §48283¢80;
§3848182; 48281835 §283818a; || §38482815 §a818283; §1838284;
§4838281; §2848381; §3828a81; || §a8381 825 §1848382; §3818482-

Escoli. En efecte, aquestes equacions es resolen per mitja d’una equacié de grau
tres que, al seu torn, exigeix I'extraccié d’una arrel quadrada. En la successié
natural de les idees cal comengar per aquesta arrel quadrada. Aleshores, un
cop adjuntada a I'’equacié de grau quatre aquesta arrel quadrada, el grup de
I’equacié — que en total conté vint-i-quatre substitucions— descompon en
dos, cada un dels quals en té dotze. Si les arrels les designem a, b, ¢, d, heus aci
un d’aquests grups:

abed; acdb; adbc;
badc; cabd, dacb;
cdab; dbac; becad,
dcba; bdca; cbda.

COMENTARI 65. Reduirem el grup &4 per la meitat si aconseguim trobar
una equacié polinomica de les arrels &1, &9, &3, &4 que prengui dos valors, ca-

[428]
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da un d’ells invariant per un subgrup de 12 elements [vegeu el quadre ante-
rior]. Com és ben conegut, el discriminant

01(61,€2,63,8) = VA = (&1 &) (& — &) (6 — &) (& - &) (e — ) (&~ &)

es manté invariant amb les substitucions de I’esquerra de la doble barra del
quadre del comentari anterior —és el grup alternat 24— i canvia de signe
amb les de la dreta. Aleshores, segons hem vist a de la PROPOSICIO
v, (911 - 912)2 = (\/Z - M)z =4 A. Aix0 equival a adjuntar VA.
El discriminant A és una funcié simetrica —un fet conegut pels al-
1 1 1 1
gebristes que havien precedit Galois. En canvi, VA = g% gg gg g%
g & & &
classifica les permutacions en parelles i senars.
Es resoluble per radicals en el cos Q(A4, B,C, D,vVA) = Ko(VA) = K.

Ara, d’acord amb el que s’indica als teoremes 1I i 111, aquest grup es des-
composa en tres grups. D’aquesta manera, amb ’extraccié d’una sola arrel de
grau tres, s’obté el grup:

abcd,
badc;
cdab;
dcba.

COMENTARI 66. Necessitem trencar el grup l'alternat —de les permuta-
cions parelles— en tres subgrups de quatre elements cada un. Necessitem
una funcié 02(&1,&2,E3,£4) que prengui tres valors quan la sotmetem a les
substitucions del grup alternat.

Com va posar de manifest Lagrange —és una de les resolvents de la
quartica que proporciona— les tres quantitats son:

021(&1,60,63,81) = (&1 +& —& — &),
02,2(61,€2,83,8) = (G- &+ & —&)%
02,3(&1, 2,83, &4) (&G — & —&+&)%

S’intercanvien per les substitucions del subgrup G, := 24 segons que
els seus elements siguin de la primera —Gs—, segona o tercera columna de

(1.28)

g TOO 7'200'

§16283& §18384&2 §1646283
§2618483 §3616284 §46183&2
&86 & §66 & §28381&4
§4636261 £86636 §36264 €1

Ara hem de recérrer, novament per ([1.27)), a

(9271 +e€ 9271 + 62 0273)3,
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Kl(\/jg) = Kl(e).

on € = 71% V=3 4s una arrel ctbica de la unitat. El cos és, doncs, Ko =

Aquest grup descompon, novament, en dos grups:

abcd, cdab;
badc; dcba.
COMENTARI 67. El subgrup S, el trenquem en dos
o H Too
§1628364 838461 &2
§2618183 4838281

usant 03(&1,82,83,€4) 1= & + & — &3 — &4 ja que les substitucions de la
columna de 'esquerra —que formen el subgrup S3— mantenen el valor i les
de la dreta, el canvien. Cal, doncs, afegir & + &5 — €3 — &4 que és una arrel
quadrada de (&1 + & — &3 — &4)? i obtenim com a nova extensi6 el cos K3.

Aixi, per una simple extraccié d’una arrel quadrada, quedara

abced,
badc;

i aix0 es resoldra finalment amb 'extraccié d’una sola arrel quadrada.

COMENTARI 68. Per fi S; el trenquem en dos

(2 ‘ TOO

|
§6&G&4 | L& &ss

usant 04(&1,82,83,&4) == & — &2 + & — &4 que es manté amb la identitat i
canvia amb laltra substituci6. Afegint a K3 una arrel quadrada de (& —
& + &3 — &4)? obtenim el cos K4 on resoldre; o sigui el grup s’ha reduit a la
unitat.

Vegeu la resolucié de Vandermonde (Tignol, 2001} p 154-156).

D’aquesta manera s’obteé la solucié de Descartes, o la d’Euler; ja que,
encara que aquest darrer, un cop feta la resolucié de 'equacié auxiliar de grau
tres extreu tres arrels quadrades, sabem que n’hi ha prou amb dues ja que la
tercera se’n dedueix racionalment.

COMENTARI 69. Pel que fa a aquest comentari de Galois, vegeu (Edwards,
2012, p 921-922).

H COMENTARI 70. Ara considerem el que Galois anomena grups H

[429]
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§1828384; §1838482; §184 82835
§261 84835 §381 62845 §4618360;
§384 81625 §4826163; §28381 845
§4838261;5 §284 83615 §3828461.

I mirem quines substitucions proporcionen cada columna i quines pas-
sen dels elements d’una columna a l’altra.

Comencem amb la primera columna. Es filal: 12 3 4
una columna de «permutacions». Seguint ara fila2: 21 4 3
la presentaci6 de Galois —vegeu les definicions fila3: 34 1 2
de permutacié i de substitucié, p 8-10—, les filad: 43 2 1

«substitucions» passen de la permutacié basi-
cal 2 3 4 alapermutacié de cada fila; o sigui tenim les substitucions

o 1234 o 1234 S 1234 o 1234
Tl1234 ) "2 2143 ) 373412 )07 4321 )
Es clar que el conjunt H := {01702,03,04} conté Id —és 01— 1 és
tancat per la composicié o. Es un grup, tant en la nomenclatura galoisiana
com en la nostra.
Ara bé, si apliquem el mateix criteri amb les altres dues columnes ob-
tenim, respectivament, el conjunt H; de les 7; i el conjunt Hs de les v;,i =
1,2,3,4.

(1234 (1234 (1234 (1234
=\ 1342 )™ 3124 )7\ 4213 )™ 2431 )

(1234 (1234 (1234 (12314
=1 1423 )27 4132 )" 2314 )" 3241 )

Es clar que els conjunts H; i Ho ni tenen la unitat ni sén tancats per
o. Pero, Galois, que els anomena grups, ens ha dit que els grups han d’estar
tancats per o [vegeu la p Eﬂ

Calen tres observacions:
Primera observacié. «Tots» els elements de H; s’obtenen dels del grup
‘H multiplicant-los per una mateixa substitucio; en concret, H; = 71 o H i
Ho = vy o H, on, a més, v1 = T7.

Segona observacid. Per aconseguir que siguin grups en el sentit actual,

, L . . 1342
cal recorrer a l'argicia segiient. Volem que 7 — 7 = 1349 ) due
S , 1234 .
reordenant-ho sobre la permutacié basica, déna Id = 1234 ) Ai-

x0 ho aconseguim molt facilment fent

ol _ 1234 . 1234\ (1234 1
nen =\ 1342 1423 )=\ 1234 )%
El que és interessant d’aquesta argtcia és que, si 'apliquem a les subs-

titucions de H1, obtenim H} = H; o 71_1. I analogament, H3 = Hq o Ul_l.

Tercera observacié. En aquest exemple, els tres grups son iguals; o sigui

48
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Hi=Hior ' =HiH,=Hyov;' =H. En definitiva, 7y o Hor, ' =H
ivioHo ’Ul_l = H. Es a dir, H és un subgrup normal de G.
Heus aci els conceptes de Galois a partir d’aquest exemple.

49

COMENTARI 71. Un exemple sempre ajuda. Ens plantejarem el cas de la
resolucio de la cibica general.

Considerem la ciibica general irreductible f(X) := X? +pX + ¢ = 0,
amb p,q € Q, i arrels £1,&5 1 &3. Per la precisio 21.3, p[13] son diferents.

Primera etapa. Una possible resolvent és vy = V(El, &, §3) =& —&. Ge-
nera els sis valors diferents

vy =& — &3 v3 =6y — & v =6y — &3 vs = &3 — €1 v = & — &[]

Tenim
GV) = (V — ’Ul) (V - 1)2) (V — ’Ug) (V — v4) (V — v5) (V - v6) =
= (V-(a-&°)(V-(-&)?°)(V-(a-&)?°) =
= Vo4 (2s74+6s) V' +(s]—6s7s2+9s3) Vi (1.29)

+4s3 — 525542755 — 18515383 + 45} 59
= Vig6pV +9p* V2 +4(p° +27¢%),
ons; =&§+8+E=0; 52 =86 86%+6L8+60 8 =piss =868 =—q (x)
Segona etapa. Tenim que vy = & — &. Per tant, v? = &7 + &5 +2& & =
& +& —24. Don: & + &3 = vf +2 & Daltra banda,
2
0= (Q+6H8) =GHEHET26 L2606 4206 = GHEHET2p.
O sigui, &2 + &2 =v? +2 g% = —£2 — 2p. En resulta, atés que &3 és una
arrel de f(X) =0, que & +2p& +2q+ &0 =p&s +q+ v = 0.
Per tant, —q
£ =—L.
D+ ]
Finalment, del fet que & — & = vy i & + & = —&3 se’n dedueixen els
valors de & i & en funcié racional de vy. Sén
g o itpu—gy . W Apuityg
2 (v +p) 2 (v +p)
Tercera etapa.

e Si G(V) és irreductible, aleshores el grup de Galois és G = G3.
e Si G(V) factoritza en la forma

(V3 +3pV /=27 — 4p3) (V3 F3pV — /2T — 4p3>
aleshores \/—27¢%2 —4p3 € Q.

Fixem-nos que una funcié invariant pel grup simeétric Az és:

A= A(6,6,8) = (& — &) (& — &) (& —&).

Aquesta funcié pren encara un altre valor quan la sotmetem a u-

44 Altrament, una arrels seria necessariament, la semisuma de les altres dues. O sigui,
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na substitucié o € G3—2As: el valor —A. Ara usem una arrel quadrada
de la unitat diferent de +1 i calculem, seguint el text de Galois,

(A+(—1)A)2 = (2 (61-&) (&£2-&) (51—53))2 =—4(27¢°+24p%).

Quarta etapa. Si /—27¢%2 —4p3 ¢ Q, hem d’adjuntar les arrels de l'e-

quacié auxiliar Y2 = :|:(27 @+ 24p3) i, potser, la unitat imaginaria i, i

automaticament el grup 63 reduira al grup s, si 'equacio
Gi(V)=V343pV 4+ /27> — 4p3

és irreductible a Q(\/—27¢% — 4p3 ) [Y].

Resolt aquest primer pas, ara podem considerar (comentari 62, p

27 231
w:(£1+6§2+62€3)3:—— — {Z\/—27q2—4p3

B q
Si adjuntem, doncs, € i {/w, el grup es redueix al Gy = {Id}.

Ara aplicarem aquesta condicié a les equacions irreductibles el grau de
les quals és primer.

1.4 Aplicacié a les equacions irreductibles de grau primer

Prorosicid VI

LEMA. Una equacié irreductible de grau primer no pot esdevenir reductible
per I'adjuncié d’un radical I'index del qual sigui diferent del propi grau de
I’equacié.

Doncs, sir, 7', 7", ..., sén els diversos valors del radical, i F'z = 0 I'equacid
proposada, caldria que Fx es partis en factors

f(.’E,T) Xf(x,T/) Xy

tots del mateix grau. I aixo no és possible, llevat f(z,7) sigui de primer grau.
Aixi, una equacié irreductible de grau primer no pot esdevenir reductible,
llevat en el cas que el seu grup es redueixi a una tnica permutacio. U

COMENTARI 72. L’adjuncié d’una arrel només pot reduir un polinomi irre-
ductible de grau primer si fa que factoritzi totalment —és a dir, en factors
tots de primer grau. D’acord amb les PROPOSICIONS 11 i III (i, en el benen-
tées que s’hagin adjuntat les p arrels de la unitat, amb p primer), G1(V)
factoritza en factors del mateix grau.

Pero ara, de fet, Galois estableix el teorema segiient:

Teorema 72.1. Si, en un cos extensié per un radical X9 — k = 0, amb ¢
primer, que, a més, contingui les arrels ¢g-ésimes de la unitat, tot polinomi
irreductible f(X) es manté irreductible o factoritza completament en factors
tots ells del mateix grau.

E1+&+E&=012& =& + &. Per tant, & =01 f(X) seria reductible.
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Teorema de reciprocitat de Dedekind. Siguin f(X), g(X) € K[X] irre-
ductibles. Factoritzem f(X) = fi(X,m)... fr(X,m)a K(m),ong(m) =0
19(X)=g1(X,&)...95(X, &) a K(&), on f(&1) = 0. Aleshores 7 = s i po-
won(n)
grau (gk) -

dem reordenar els factors de manera que, per a tot k=1,...,r,

constant

Corollari 72.2. Siguin f(X),g(X) € K[X] dos polinomis irreductibles
de graus primers p,q. Si f(X) = T[;_; fi(X,m,...,) a K(m,...,nq)
on ng,k = 1,..., ¢, son les arrels de ¢g(X) = 0, aleshores p = ¢ i
grau(/fi(X, Myeens )) =1.

Es evident, atés que, a K(m,...,nq), g(X) = (X - 771)~~~(X -
1q). Apliquem el teorema de reciprocitat de Dedekind. En resulta que p = ¢
i aleshores p = p x grau(fl). O

Demostracié del teorema de Dedekind. Pel corollari 74.2; p
Gal(f(X)g(X)/K(m)) actua transitivament sobre els factors f;,i = 1,
...,T, en que factoritza f en aquest cos K(m). Per la PROPOSICIO 1V,
comentari 56, p [1}Gal(f(X)g(X)/K(m)) conté les substitucions de
Gal(f(X)g(X)/K) que deixen fix ;. Cada una d’aquestes substitucions
transformen arrels de fj en arrels de fj.

Lema 72.3. Siguin 01,09 dues substitucions donades. Aleshores, existeix
71 amb 71 (7}1) =mni (7'1 o 01) (fl) = 09 (51) si, i només si, existeix 79 amb
(€)= & i (noor’)(m) =03 (m).

. —1
N’hi ha prou en agafar 79 = 0, o1 007. U

Les o actuen transitivament sobre les &;,7 = 1,...,n. Per tant, el nom-
bre de o que transformen &; en &; és el mateix per a tot index j. Anomenem-
lo v. Aleshores v x grau(f(X)) = numero de o i v x grau(fp(X,m)) =
numero de o que transformen &; en una arrel de fi. Pero, pel lema 72.3,
0(51) és una arrel de fi si, i només si, J’l(m) és una arrel de gi. Per

tant,
grau(fr) y
———2% = proporcié de o que porten &£; a una arrel de fj =
grau(f)
g RPN grau(gx)
= proporcié de o per a les quals o (771) és una arrel de g, = ———-.
grau(g)

Prorosicid VII

PROBEMA. Quin és el grup d’una equacié irreductible d’un grau primer n,
resoluble per radicals?

D’acord amb la proposicié precedent [i amb la PROPOSICIO 11], el grup més
petit possible, abans del que solament té una tnica permutacié, en contindra

45 Vegeu (Scharlau, 1982).
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n, de permutacions. Ara bé, un grup de permutacions d’un nombre premier
n de lletres no es pot reduir a n permutacions, llevat que una d’aquestes
permutacions s’obtingui d’una altra per una substitucié circular d’ordre n.
(Vegeu la «Mémoire de M. Cauchy», Journal de I "Ecole Polytechnique, XVII
e cahier@ Aixi, el pendltim grup sera

Lo I L2 X3 0ttt Tp-3 Tp-2 In-1
I T2 r3 o vt Ip-3 ITp-2 Ip-1 L0
To T3 Cee e e Tplo Tl T )
(@) e e ,
Tpeg Tyl - ccc cer e Tp_s Tpned Tn—3
Tp1 - Ce e e e T4 T3 Tpo
on xg,x1,T2,...,Tn_1 sON les arrels.

Aleshores, el grup que el precedira immdiatement en 'ordre de les des-
composicions es compondra d’un cert nombre de grups, tots ells amb les ma-
teixes substitucions que aquest. Per tant, s’observa que aquestes substitucions
es poden expressar aixi (fem, en general, x,, = o, Tp41 = x1, ... . Es clar que
cada una de les substitucions del grup (G) s’obté collocant arreu en el lloc de
Tk, Tk + ¢, on ¢ és una constant).

Considerem un qualsevol dels grups semblants al grup (G). D’acord amb
el TEOREMA 11, 'haurem d’obtenir operant arreu en aquest grup una mateixa
substitucid; per exemple, posant arreu en el grup (G), en lloc d’xy, x F(k)s €8
sent f una certa funcié.

Les substitucions d’aquests nous grups havent d’ésser les mateixes que les
del grup (G), tindrem

Flk+e) = (k) +C,

on C és independent de k. D’on:
f(k+2c) = f(k)+2C,

f(k+me) = f(k)+mC.

Sic=1,k=0, tindrem
f(m) =am+ b,
o bé

46 Vegeu (Cauchy, 1815, p o).
Es clar. Siel grup S # {Id}, conté una permutacié circular d’ordre > 1. Aquest ordre ha de
ser p, perque no pot ser d’ordre inferior a p. Si ho fos tindriem una contradiccié: la permutacié

circular d’ordre k generaria un subgrup d’ordre k del grup d’ordre p. Perd aleshores, k|p,
pero k # 1,k # p. Contradiccid!

[430]
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on a i b sén constants. f(k) = ak +0,
D’on, el grup que precedeix immediatement el grup (G) només haura de
contenir substitucions com ara

Lky Tak4bs

i no contindra, per consegiient, cap altre substitucio circular que la del grup (G).

Hom raonara sobre aquest grup com sobre el precedent, i obtindra que
el premier grup en 'ordre de les descomposicions, és a dir el grup actual de
I’equacié, només pot contenir substitucions de la forma

Tky Tak+b-
D’on, «si una equaci6 irreductible de grau primer és resoluble per radicals,
el seu grup solament contindra substitucions de la forma
'Ik‘) xak‘—l—ba
on a i b soén constantsy.

Reciprocament, si té lloc aquesta condicid, afirmo que 'equacié sera re-
soluble per radicals. Considerem, en efecte, les funcions

(xo+ax +aze+--+a" tr, )" = Xy,
(2o + a2 + @ 2q + -+ Tm-1a)” = Xa
(zo+azye +a’Tge +--+a™ ! Tn-a2)" = Xe2,

(1.30)

on « és una arrel n-ésima de la unitat i ¢ una arrel primitiva de n.

Es clar que tota funcié invariant per les substitucions circulars de les
quantitats X1, X, X2, ..., sera, en aquest cas, immediatament conegut. D’on,
hom podra trobar X, X, X,2,..., pel metode de monsieur Gauss per a les
equacions binomiques. D’on, etc.

Aixi, per tal que una equacié irreductible de grau primer sigui resoluble
per radicals, és necessari i suficient que tota funcié invariable per les substi-

tucions
Ty, Tak+d

sigui racionalment coneguda.
Aixi, la funcié

(X1 = X)(Xa = X)(Xp2 = X) -
haura de ser coneguda, sigui qui sigui X.
Es, doncs, necessari i suficient que 'equacié que déna aquesta funcié de

les arrels admeti, qualsevol que sigui X, un valor racional.
Si I’equacié proposada té tots els coeficients racionals, I’equacié auxiliar

[431]
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que déna aquesta funcié també els hi tindra, i n’hi haura prou a reconeixer si
aquesta equaci6 auxiliar de grau 1 x 2 X 3 x -+ X (n — 2) té o no una arrel
racional, quelcom que hom sap fer. O

Es el mitja que cladra emprar a la practica. Pero aquest mateix teorema
el presentem d’una altra manera.

COMENTARI 73. Teorema de Galois. Si una equacié irreductible té grau
primer p i és resoluble per radicals, aleshores les arrels 1, ..., &, poden ser
reordenades de manera que les substitucions o € Gal( f(X), KO) siguin de
la forma o(&;) = &qitp, On &; esta definit per a tots els enters ¢ per als quals
& =& quan i = j (mod p), on a i b sén dos enters i @ Z 0 (mod p). I
reciprocament.

En efecte. El reciproc és evident en virtut de la PROPOSICIO V i usant
alguns resultats elementals de I’aritmetica de Z, —anell dels enters modul p.
Sigui @ una arrel primitiva de la unitat modul p i considerem les subs-
& & & S _
Car C2ax &3ar 0 Ep-1)at ) =01
p — 1. Totes elles sén substitucions de la foma & — &) k-
Considerem ara les funcions

Xor = (Eo+ebar +Eqan +- -+ e 1yar)  k=0,1,...,p— 1.

L’equaci6 g(X) = (X —X1) (X — X,) (X = X,2) - - - = 0 té els coeficients
racionals. Sigui cp(Xl,Xa,Xaz, .. ) un quantitat racional. Per la definicié
de les X, v,k = 0,1,...,p — 1, ga(Xl,Xa,Xaz,...) és invariant per una
substitucié de les arrels &, = 1,...,n si, i només si, és de la forma &, —
Exk+u, la qual indueix la substitucié X — X ;. En resulta que el grup de
lequacié g(X) = 0 esta format pel grup de les substitucions generades per
la substituci6 circular (X1 X, X2 ---).Elgrup de g(X) = 0 és, doncs, el
mateix que el de )}((pjll = 0. Per tant, sera resoluble per radicals. I 'adjuncié
de X1, X4, Xa2, ..., permet d’expressar per radicals les arrels &1, &s,...,&,,
amb el metode explicitat en el comentari 62, p

Cal veure, doncs, I’afirmacié directa. I Galois ho fa retrocedint del grup
{Id} al grup Gal(f(X), Ko).

El grup anterior al darrer, Gy = {Id}, és un grup ciclic d’ordre p i el
podem posar en la forma

&1 & o Ha1 &
& & o & &1
& & - & &

fp 51 £p72 €p71~
Si o és una substitucié de les arrels que ocorren en el subgrup precedent
i s representa una permutacié dels enters mod p donada per U(fi) = &s(i)>
l’aplicacié de s déna el grup

titucions de la forma <
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gs(l) 53(2) T Es(p—l) gs(p)
65(2) 55(2) T Ss(p) 55(1)
§s3) Ssa) 0 &s(1) Es(2)
Esto) Ss(1) T Sso—2) Ssp—1)>

que és el mateix grup d’abans. En resulta que la substitucié que canvia la pri-
mera fila per la segona ha de canviar la primera fila de la primera presentacid
del grup per una altre de les files d’aquesta mateixa presentacié. Existeix,
doncs, un a 5—'5 0 (méd p) quel 55(2) = gs(l)+a7£s(3) = 65(2)+a7 s ags(p) =
s(p—1)+a> ON els subindexos s’han d’interpretar mod p. Aixi:

s(2) = s(1)+a,

s(3) = s(2)+a = s(1)+2aq,
s(4) = s(3)+a = s(1)+3a,
s(j) = s(H)+(—-1)a = ra+hb,

onb=s(1) —a.

En resulta que el grup precedent solament conté substitucions de la
forma prescrita.

Considerem ara el grup que el precedeix. Per la mateixa ra¢ d’abans, si
T és una substitucié d’aquest grup, aleshores la substitucié que transforma
la permutaci6 &(1)8x(2) = Sep—1)Et(p) €N Ee(2)8(3)  * * e(p)Se(1) ha de ser de
la forma anterior; han d’existir «, 8 de manera que

t2) = at(l)+5,
t3) = at2+B = a2t(l)+aB+p,
t4) = atB)+8 = aBt()+a?B+aB+ B,
tG) = o M)+ (P 2+ B+ ta+ 1),
Per tant,
t)=tlp+ 1) =a”t(1)+ (o? ' +a? 2+ fa+1)p
i, pel teorema petit de Fermat, of = «, en resulta que (1 — a)t(l) =

(ap_l +aP 2+ ra+ 1) B. Si ara ho multipliquem per 1 — « obtenim
lI-a2tl)=(1-a?)B=(1-a)B.Sia#1,t(1)=(1-a) !4 Si
procedim de forma analoga, tenim que, mod p,

t2) =tlp+2)=a’t2)+ (a® ' +aP 2+t a+1)p,

Per tant,

t) =tlp+1)=a”t(l)+ (® '+ >+ +a+1)p
i, pel teorema petit de Fermat, o? = «, en resulta que (1 — «)t(1) =
(7' 4+ aP™2 + ... 4 a+ 1) . Si ara ho multipliquem per 1 — o obtenim
l-a)?tl)=1-a?)B=(1-a)B. SiazLi(l)=1-a) s Si

procedim de forma analoga, tenim que, mod p,

55
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t2) =tlp+2)=a’t(2)+ (" '+ a2+ 4 a+1)p,
que porta a t(2) = (1 — )~ 8 =t(1) (mod p). Perd aixo és impossible. Per
tant, « =1 (mod p). En resulta doncs que, mod p,

t(2)=t(1)+ 8, t(3)=t(2)+ 8, t(4) =t(3)+ 5, etc.

I, com hem vist abans, implica 'existéencia d’a’,b’,a’ Z 1 (mod p) de
manera que t(j) =a’ j+ .

De la mateixa manera, iterant enrere, arribem al grup Gal(f(X)/K) i
en resulta que les substitucions que conté sén d’aquesta forma. O

Corollari 73.1. La quintica general no és resoluble per radicals.

En efecte. Si ho fos, el grup de Galois tindria solament les substitucions
de la forma o(&;) = at + b, on a només pot prendre quatre valors i b, cinc.
[Vegeu el comentari 76, p } Per tant, com a maxim, tindria 20 elements.

§1628384 &5 §1838562& §1858483&2 §184626583
§2838485&1 §385828461 §5848382&1 §4858162&3
§3848581 82 §5828461&3 §4836261 &5 §2858381&4
§48581 6283 §28461 8365 §38281 8584 §5 83818482
§561862838 4618388 86186818 3618186

Pero, com hem vist en el comentari 37, p n’ha de tenir 120. Per tant,
no és resoluble per radicals. O

I Galois és conscient de la importancia del resultat i per aixo en la taula
final, p déna les vint substitucions possibles. Edwards diu (Edwards,
2012, p 922): «No hem necessitat la simplicitat del grup alternat 2s, tan
sovint invocada en les demostracions dels llibres de text».

Prorosicid VIII

Teorema. Per tal que una equacié irreductible de grau primer sigui resoluble
per radicals, és mecessari i suficient que dos qualssevol de les arrels siguin
conegudes, i les altres se’'n dedueixin racionalment.

Primerament, cal perque la substitucié

Tky Tak+b

no deixa mai dues lletres al mateix lloc i aleshores, per la PROPOSICIO 1V, és
clar que adjuntant dues arrels a ’equacié el seu grup s’haura de reduir a una
Unica permutacio.

En segon lloc, és suficient perque, en aquest cas, cap substitucié del grup
no deixa dues lletres als mateixos llocs. Per consegiient, el grup contindra com
a maxim n(n — 1) permutacions. D’on en resulta que només contindra una
tinica substituci6 circular (altrament en contindria almenys n?, de permuta-
cions). Aixi doncs, tota substitucié del grup, x, s, haura de satisfer la
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condici6

fk+c)= f(k)+C.
D’on, etc.
El teorema queda aixi demostrat.

COMENTARI 74. Malgrat la simplicitat de la demostracio, el resultat és
forga original i Galois el posa de relleu a la introduccié de la Memoria.

Demostracié de la PROPOsICIO ViiL. La condicié és necessaria. Si f(X) =
0, de grau primer p, és resoluble per radicals a K amb més rad ho sera a
K':= K(&,&). Veiem ara que Gal(f(X)/K') = {Id}. Per la PROPOSICIO I
—Galois fa referéncia a la PROPOSICIO Iv— Gal(f(X)/K’) conté solament
substitucions que deixen fixes les arrels & i &. Pero, com hem vist a la
proposicié anterior, la substitucio és de la forma & — & kb que no deixa fix
cap arrel. Per tant, Gal(f(X)/K’) = {Id}. En resulta aleshores que totes les
arrels &,1 =1,2,...,p, resten fixes. Per tant, §; € K(ﬁl,fz),i =1,....,p. 1
la condici6 és necessaria.
La condici6 és suficient. Necessitem un lema:

Lema 74.1.Tota equacié irreductible f(X) = 0 té un grup transitiv —és a
dir, cada arrel pot ser duta a qualsevol lloc— i reciprocament.

En efecte. Suposem que el grup de Galois G de f(X) = 0 no fos transi-
tiu. Sigui & una arrel arbitraria i suposem que es transformada solament en
&1, -, &m, amb m < n, quan la sotmetem a les substitucions 7 € G. Alesho-
res aquestes arrels es transformen les unes amb les altres per les substitucions
de G. En efecte. Si 7, mou &; a &, i 2 mou &, anviant-la a £, aleshores
To o 71 envia & a .. Per tant, {; és una de les arrels §;,j = 1,...,m. En
resulta que les substitucions 7 € G no alteren les funcions simeétriques
de &1,...,&n. Per tant, g(X) = (X —&)... (X — &n) € K[X] divideix
f(X) € K[X]. Impossible.

Reciprocament. Si G és transitiu, f(X) no pot admetre cap divisor de
la forma ¢g(X) := (X —&)...(X — &n). En efecte, el grup G conté una
substitucié 7 que envia & a &mi1, on i1 # §5,7 = 1,...,m. Per tant,
g(X) no és invariant per les substitucions de G i, en conseqiiéncia, per la
PROPOSICIO 1, és irracional, o sigui g(X) € K[X]. O.

Corollari 74.2. Gal(f(X)/K) actua transitivament en un factor fi(X)
de f(X) si, i només si, f1(X) és irreductible. O

Suposem que totes les arrels son funcié racional de les arrels &1,
&, Les substitucions han d’intercanviar els llocs de & i &. En total,
com a molt, n’hi haura p(p — 1). D’altra banda, atés que G és transi-
tiu, té ordre divisibl per p —conté les substitucions que envien &; a
la resta de les arrels &,i = 1,...,p. Conté, doncs, una substitu-
ci6 circular ¢ d’ordre p, perd0 només una: si en tingués dues, lor-
dre seria > p2?. Suposem ara que 7T és una substituci6 de G d’or-
dre p. No pot ser que les substitucions o¢” 7% siguin totes diferents.
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’

D’on: per a certs r, 5,7/, 5", 0" 7% =67 75, En definitiva, 7 és una poténcia
de 0 —és a dir, pertany al subgrup S engendrat per o. Si 7 és la substitucié
que T(fk) = &y(k), aleshores Too o 771 ha de ser un poténcia deo. Es a dir,
T(§k> = &pyq. Sio = (51 & - fn), tindrem que 7 o o o 77! sera de la
forma &;(x) — &(k+1)- En resulta, com hem vist en el comentari 73, p
que t(k + 1) = t(k) + a. Se’n dedueix que t(k) = ak + b. O

COMENTARI 75. Aquest resultat, com recorda (Edwards, 2012, p 923), fou
el que «indui Lacroix i Poisson a rebutjar la memoria. Desitjaven, com és
natural, un criteri de resolubilitat que pogués ser aplicat a un polinomi donat
arbitari». Tanmateix, aquest resultat evita haver de recérrer a les teories de
cossos i de grups. Edwards opina que el que atreia Galois era que, de la
resolubilitat, se’'n conferis el lligam de les arrels que el resultat expressa.

EXEMPLE DEL TEOREMA VII [433]

Sigui n = 5; el grup sera el segiient :

abcde acebd aedch adbec
becdea cebda edcba deabc
cdeab ebdac dcbae becad
deabc bdace cbaed ecadb
eabed daceb baedc cadbe

COMENTARI 76. Vegem una traduccié del quadre anterior en la forma
ke 7 Cak+p
i els vint casos possibles:
ak+p
a=1 a=2 a=14 a=3
k| 12345 12345 12345 12345
0:12345 4:13524 2:15432 3:14253
1:23451  1:35241  1:54321  1:42531
B12:34512 3:52413 0:43215 4:25314
3:45123 0:24135 4:32154 2:53142
4:54321 2:41352 3:21543 0:31425
La quintica general no és, doncs, resoluble per radicals, ates que, si
ho fos, el seu grup de Galois G hauria de tenir 5! = 120 elements [vegeu el
corollari 73.1, p. O
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