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Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851)
Carl Gustav Jacob Jacobi was not only a great German
mathematician but also considered by many as the most
inspiring teacher of his time.
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(E.D.)

Teorema de Liouville per a solucions matricials de EDOs
lineals:

X'(t) = M(t) o X(t) = gtdet(X(t)) = [TrM(1)] - det(X(1))

X(t+ At) = X(1) + At M(t) o X(t) = (1+ At M(t)) o X(1)
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Joseph Liouville (1809 — 1882)
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(E.D.)

Equacions de primera variacio

d
Eq’t,to(xo) = V(P4 (Xo0), 1)
¢fo7fo(x0) = Xo.

Per tant, derivant respecte a xo,

— D®; 4 (Xo) = DV(Py4,(X0), t) o Dt 1, (x0)

X(1 m(1) X(1

i, pel Teorema de Louville,

d
0= (V-v)Jo
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(C.1)

Teorema de la Divergéncia

g/ dV:/ V-vdy = vV-ndsS
at Jog Q(t) 29(t)

A la primera igualtat s'usa que [, dV = [ JP1s dV
(Teorema del Canvi de Variables, C. D.)
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Teorema del Transport de Reynolds

dy

i), I
— f(x,t) dV = —f+V-(fv
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Conservacié de la massa, Equacié de Continuitat

d 0
O:—/ x,th:/ [— +V- v]dv,
o Q(f)p( ) o T (pv)

| per tant

0
a_ﬂ‘i‘V'(pV) =0.
Si p = po (incompressible i homogeni) queda

V-v=0.
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Balang del Moment Lineal

ﬁ/ VY = Sd8+/ JF dV.
dt Ja 20(t) (1)

En fluids no viscosos S = —pn (pressio), aleshores

pv + pVE VIV - (V) + pV - YV = —py + pF,

i, usant 'equacié de continuitat queda

—1
Vi+ (V- V)v= 7Vp+F.
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Sistema d’equacions d’Euler (incompressible i no viscos).
L. Euler, 1757

]
vr%W-VW::—;Vp+F
V-v=0

Burger’s equation (E.D.P.)

us+uuy =0
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Leonhard Euler (1707 — 1783)
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(E.D.P)

Qué tenen a veure les equacions d’Euler amb I'equaci6 de
Laplace,
Ad =07

Molt senzill: si suposem v(x, t) = v(x) = V&, la condicio

V -v = 0 dona I'equacié de Laplace, i les equacions d’Euler es
compleixen amb p = —1p|v||2 + C (Bernoulli) (igual pels
irrotacionals).

S’anomenen fluxos potencials i son significatius perque
e tenen circulacio zero al llarg de qualsevol corba tancada
e minimitzen I'energia cinetica entre tots els fluxos que

compleixin les mateixes condicions de contorn (de Neumann).
(E.D.P)

En el cas compressible, p = p(p), també interessen els
fluxos potencials, i

= CPAD.
Equacié d’'ones, (E.D.P.).
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(A.C.)

Paper de les funcions analitiques de variable complexa.
Potencial complex Q(x + iy).

Q(z) = (x,y) + iV(x,y)

Les corbes W =constant son les trajectories de les particules.

Q(z)=a <z+ '22)
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(A.C.)

Paradoxa de D’Alembert (dimensions 2 i 3). Els fluxos
potencials al voltant d’'un obstacle i amb velocitat donada a
l'infinit no exerceixen cap forca sobre I'obstacle.

Teoria de Joukowsky de sustentaci6 de I'ala d’avié: addici6 a
Q(z) d’'un terme % log z irrotacional perd no potencial. Integral
per residus.

%&

16/25



OCHOBOMOACKHUK A3POMMAPOAUHAMMKA

-~

/

;
fs

NMOYMTA CCCP 1963 4
asasassssassnsssasai

Soviet stamp of 16 kopecks (1963). Nikolai Zhukovsky, a

Russian scientist, founding father of modern aero- and
hydrodynamics (1847-1921)
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Viscositat
Balang del Moment Lineal

g/ pv dV = Sd8+/ pF dV.
at Jau 20(t) (1)

¢ S depeén linealment de n (Cauchy, tetraedre)
S=0-n.
El balang del moment angular implica o™ = o.
En el cas no viscos, 0 = —pl.

e Viscositat: ¢ = —pl + o, On o, depen
(linealment) de les diferencies de velocitat entre
particules properes (Navier, Stokes).
o= —pl+o,(Dv).
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Balang del Moment Lineal

d/ deV/ (D + DvT)n d8+/ oF dV
Q(t) Joa Q(t)

dt

Transport i cont.

T. divergéncia
Equacions de Navier-Stokes

1
v,+(v-V)v:—;Vp+uAv+F

V-v=0.
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Claude-Louis Navier, (1785 — 1836)
Sir George Stokes, Bt FRS, (1819 —1903)
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e Navier (1821), Cauchy (1823), Poisson (1829), Saint-Venant
(1837), Stokes (1845)

e Navier. Experiments de Girard. Condicions de contorn.
Hagen i Poiseuille.

e Stokes. Experiments amb amortiment del moviment d’'una
esfera. Formula de Stokes: F = 6ruRv. Limit singular: esfera
petita en movient molt lent dins d’un fluid molt viscés. Paradoxa
de Stokes.

e Esfondrament de ponts...

e Revolucié de juliol (1830). Orleanistes (sobirania popular)
contra legitimistes. Quadre de Delacroix. Exili de Cauchy.
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E. Delacroix, La Liberté guidant le peuple (1830)
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Puc proposar una nova menera de deduir el terme viscds?

’ (mfnnn — f(Xo +h) d3h> —fxo) _ lN(x )
r—l>rg+ re - 2n 0

(formula apresa de X. Cabré)

Aplicacié als esforgos viscosos: Diferéncies de velocitat entre
particules properes. Cal dir alguna cosa més per a justificar el
terme pAv?
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Justificacioé de I's del Laplacia fraccionari?

| f(Xo+h) — f(X0) o |Snt]
— o1l pf
3. Ahu—r TR %= Aflxo)

] f(Xo + h) — f(Xo) —1
lim / dVy =
r—0+ Jro\ (||h||<r} || h||n+2s c(n, s)

(—=4)°f(x0)

1
Vi+ (V- V)v= —;Vp —V(=A)v+F

Pregunta (potser oberta): per a alguns valors de s en el
Laplacia fraccionari no es produeix la paradoxa de Stokes
(dimensié 2)?
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