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Cauchy—Kovalevskaya: un teorema excepcional

“PDEs as a non-unified subject”: (local o no, lineal o no)
» Elipticas (potencial, superficies minimas, Monge—Ampére)
» Parabdlicas (calor, difusién)
> Dispersivas (Schrodinger, ondas, Einstein, olas)
> Fluidos (Euler, Navier-Stokes), transporte
Idea subyacente: diferente fisica implica diferentes propiedades, y diferentes
propiedades implica diferentes ideas para analizarlas.

Klainerman '00: “El anico resultado atil general en PDEs es el teorema de
Cauchy—Kovalevskaya, que sélo se aplica en la clase (bastante aburrida) de
soluciones analiticas’.

Recordamos que una funcién u(t) es analitica si se puede expresar (localmente)
como una serie de potencias convergente:

> (o
u(t):Za,,t”, a,,:unl().
n=0 :

El hecho de que esta serie tiene radio de convergencia T > 0 implica que
lan| < CT~", es decir |u((0)| < Cn! T~" para todo n.




La ecuacién diferencial mas sencilla

Sin entrar en detalles, el teorema de CK asegura que una ecuacién diferencial
“general” con coeficientes analiticos con datos de Cauchy analiticos admite una
anica solucién (local) analitica.

Para ver cual es la idea subyacente, tomemos el problema de valor inicial para la

ODE J
u
E—B(u), u(0)=0,

con u(t) una funcién escalar.

Paradigma actual: Existencia y unicidad mediante punto fijo

Teorema: Si B € C!, hay una Gnica solucién local u: (=T, T) — R, con cierto
T > 0. Ademas, u € CL.

La demostracion se hace mediante un teorema de punto fijo. Primero se pasa a
una ecuacion integral equivalente (“integrar es bueno, derivar es malo”) y después
se toma T suficientemente pequefio para probar que la integracién define una
aplicacién contractiva.




|dentificando la soluciéon como una serie de potencias

CK parte de otro paradigma mas antiguo: buscar soluciones analiticas

0 (n)
u() =Y at". 2=
n=0 :

., du .
a la ecuacion — = B(u) con u(0) = 0. La idea es muy tonta: moralmente

sabemos contruir u porque u(™(0) se pueden leer directamente de la ecuacién

para todo n:
u(0)=0,
/(0) = B(0).
0= 5| Bw(0) = B0)0),
0 = | Bu(0) = B'0B0) + E0)260),

etc. Si existe una solucién analitica, esta entonces completamente determinada.



El problema de la convergencia

Posible problema: que la serie de potencias no converja, y por tanto no haya
solucién analitica. Esto no es Gnicamente un problema tedrico:
> (Borel) Dada cualquier sucesién (a,)52,, hay una funcién f € C*°(R) con
f("(0) = a,. En general, la serie no converge (es decir, f no es analitica).
- .z — 2
» La serie de Taylor de la funcién e=%/*" en t =0 es 0.

“Hemos visto multitud de ejemplos cuyo Gnico propdsito es parecerse lo menos
posible a funciones decentes y atiles” (Poincaré)

A los ojos de un matematico del siglo XXI, sabemos que este comportamiento es
normal, Gtil (tiene que ver con las funciones C§°) y que subyace dificultades reales
importantes (por poner un ejemplo clasico, en el problema 16 de Hilbert).

Para ver que la solucién existe, por tanto, es esencial probar la convergencia de la
serie.
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Convergencia de la serie
d
La expresion de la derivada de la solucién de & B(u) con u(0) =0, en general,
esta dada por la férmula de Faa di Bruno:

dl‘l
dtn

ut"(0) = B(u(t))

t=0
B Z nl B(mat-tma)(0) y(1)(Q)ms . y(")(Q)™n
N myl 1M my121m2 ..om I plma

my+2ma+---nmy,=n

Ahora podemos reemplazar uY)(0) con j < n'y obtener una férmula del tipo
u(n+1)(0) = pn+1(B(0)7 B/(O)’ ) B(n)(o)) )

siendo p,11 un polinomio “universal”.

La idea obvia ahora es estimar directamente estas derivadas empleando esta
férmula recursiva y las cotas para BU)(0) (dadas por su analiticidad). En general,
esto es relativamente complicado: se hace por primera vez a mediados del

siglo XX (Lax '53, Friedman '61) tras una reduccién adecuada de la ecuacién. Una
exposicion excelente es Shinbrot—Welland '76.



Convergencia de la serie (II)

La idea clave de CK es no estimar la serie directamente sino emplear mayorantes.
La observacion basica es que, en la férmula de Faa di Bruno, los polinomios con
u(M(0) = p,(B(0), B'(0),..., B("1)(0)) tienen coeficientes no negativos. Luego
si G(€) es una funcion con |BY)(0)| < GU)(0) para todo j y tal que hay una
solucién analitica v a la ODE

Entonces

w(1B(0)],|B'(0)], ..., 1B 1(0)])
n(G(0), G'(0),..., 6" (0))
V(n)(o),

W (0) < p
<p

lo que demuestra que el radio de convergencia de la serie de u es al menos tan
grande como el de v.



Convergencia de la serie (IlI)

Para completar el argumento, como |BY)(0)| < Gj! T~/ por analiticidad, para
cierto T > 0, tenemos que la funcién

acota las derivadas de B. La ecuacién 9% = G(v) se puede resolver exactamente:

v(t)=T - T?2—C(CTt.
Esto demuestra la siguiente versién sencilla de CK:
CK, version de juguete:

Si la funcién B es analitica, la ODE

du
Y-8, w0)=0,

admite una Gnica solucién local analitica.
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CK para una ODE analitica general

Si tomamos ahora u = (uy, ..., uy) con valores vectoriales (digamos en RV), el
analisis es igual: de la ecuacién

du_

o B(u), u(0)=0,

podemos escribir

u"(0) = pi.a(B(0), B'(0),...., B"D(0))

con polinomios universales py , (1 < k < N) con coeficientes no negativos y
aplicar un argumento anéalogo.

Obviamente una condicién inicial u(0) = ug puede absorberse definiendo

i(t) := u(t) — up y si B depende también de t (es decir, B = B(u, t)), uno puede
ampliar el sistema tomando i := (u, uy41) y B(i) := (B(u, un41),1). Esto
equivale a decir que uy11 :=t.

Conclusién: CK se aplica a la ODE analitica general % = B(t,u) con
u(0) = up € RN.
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CK para PDEs

La verdadera potencia del teorema CK solo se manifiesta al estudiar PDEs, donde
los teoremas de existencia y unicidad son mucho mas complicados. La
demostracién es esencialmente igual, afortunadamente.

Al igual que en el caso de ODEs, es conveniente partir de una forma sencilla de la
ecuacion a la que podemos reducir el caso general:

Oru = A(x, u) Oxu + B(x, u), u(0,x)=0.

Aquit € R, x € RY, u= (uy,...,uyn) toma valores en RV, y las funciones Ay B
son analiticas.

La idea es que podemos escribir u(x, t) = >_°7 a(x)t", con
an(x) = 97 u(x,0)/n! determinado por la ecuacién:

82u(x,0) = 9,B(x,0) B(x, 0) + A(x, 0) 9 B(x,0),

y asi sucesivamente.



Convergencia: nada nuevo bajo el sol

Estas formulas dependen de A(x,0) y B(x,0), que son funciones analiticas.
Expandiendo en serie de x, esto dice que podemos escribir

_ 970Lu(0,0)
T

u(x,t) = Z anjt"x anj

n+|j| >0
y que hay polinomios “universales” con coeficientes > 0 tales que
ord.u(0,0) = p, j(derivadas de A, B en (0,0) hasta orden < n+ |j| —1).

Como las derivadas estan acotadas por |@,0XA(0,0)| < Gjlk!R=VI=I (e igual B),
un poco de trabajo conduce a una funcién mayorante esencialmente dada por

CR
R—xi—=xg—& ——&n’

cuya PDE asociada se puede resolver exactamente igual que antes.

G(X17'~'7Xda£17"'7fN) =




Un enunciado mas general

Teorema (CK, versién general)
Dada una ecuacién con coeficientes y datos iniciales analiticos

Ofu = B(t,x, (D004 kj<m, jem),  Ohu(x,0)=fi(x) con0<j<m—1,

existe una Unica solucién local analitica.

> Influencia: revisado por Lax, Hadamard, Friedman, Nirenberg (y
esencialmente Cartan—K3hler), ...
> “CK abstracto” (Nirenberg '72) emplea estimaciones de tipo Nash—Moser para
tratar el caso no local (p.ej., ecuacién de las olas).
> La divisidn (t, x) no es clave: se aplica a ecuaciones con datos prescritos en
una hipersuperficie superficie no caracteristica:
» Para una ecuacién como Au = 0, cualquier hipersuperficie es no caracteristica.
» Para una ecuacién como 9yt — Au = 0, una hipersuperficie es no
caracteristica si no contiene direcciones nulas.
» Para una ecuacién como 9;u — Au =0 0 id:u + Au = 0, una hipersuperficie
es no caracteristica si no es tangente a una hoja temporal t = const.
(Las direcciones caracteristicas son importantes en PDEs. . .)



CK como mirador hacia matematicas mas profundas

Principio 1: CK como propagador caprichoso de datos iniciales

CK propaga a través de direcciones dificiles (donde se hace “mal”), pero a veces
no lo hace a través de las direcciones faciles (donde se puede hacer “bien”).

1. Ejemplo de Kovalevskaya para el calor: 0;u — Oyt = 0.

» El problema de Cauchy con u(0, x) = f(x) esta bien planteado para t > 0.
Pero CK no nos deja resolver esto, sino u(t,0) = g(t).

» El “motivo” es que el primero no es analitico en t, p.ej., cuando
f(x)=(1 —|—x2)_1.
2. Ocurre lo mismo con Schrédinger: i0;u + Oyt = 0.

» El problema de Cauchy con u(0, x) = f(x) esta bien planteado para t € R.
Pero CK no nos deja resolver esto, sino u(t,0) = g(t).

> La analicidad en x tampoco garantiza la analiticidad en t, como puede verse
e
de la férmula (en Fourier) i(t, &) = €™ f(£) al reemplazar t — t — ie.
3. Los problemas de CK estan generalmente mal planteados: O, u + 0y, u =0

con u(0,y) =0y Ou(0,y) = esin Y Entonces u(x,y) = esinh Xsin.
€ € €
lim ([u(0. )| + [Bu(0.y)) = 0. limlu(x.y)| =00 ae. (x.y).

(Eiemplo de Hadamard: la estabilidad se puede recuperar con cotas a priori para Vu)



CK como mirador hacia matematicas mas profundas (I1)

Principio 2: Sin analiticidad, CK no funciona

Reemplazar CK para existencia y unicidad implica ideas nuevas.

1. Existencia: sin analiticidad, no hay esperanza de probar nada.
» Contraejemplo sencillo: como toda funcién arménica es analitica, no podemos
resolver Au = 0, u(x,0) = f(x), Oyu(x,0) = g(x) salvo si f y g son analiticas.
» Contraejemplo “6ptimo”: Hay B € C* tal que 0xu + ixd,u = B(x,y) no
admite soluciones locales en ningiin punto. (Lewy '56, Mizohata '62)
2. Unicidad: Sea Au= V(x)uen Qy u=0en un abierto B C Q.

» Si u es analitica, u = 0 en todo € (no hace falta la ecuacién).

» (Holmgren) Si V es analitica, también u lo es, luego u = 0.
Conclusién: CK da la anica solucién al problema con datos iniciales fijos.

» Si V no es analitica, hace falta una idea nueva. Esta idea son las estimaciones
de Carleman, que prueban (por ejemplo) que u =0 si V € L™ y se extienden
a muchas otras ecuaciones.

» En general no hay unicidad: Plis (1963) construye una ecuacién eliptica con
coeficientes Holder con soluciones no triviales que se anulan en un abierto.
Filonov (2001) la construye construye con autofunciones de soporte compacto.
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Mi deuda personal con CK

Los usos que he dado a CK en mi investigacion (con D. Peralta-Salas) van de
trivialidades a aplicaciones bastante sofisticadas:

1. Conjuntos de nivel de funciones arménicas: Au = 0.
2. Superficies minimas (“pompas de jabén™) con microoscilaciones:

v (Jrea) -

3. Soluciones estacionarias de 3D Euler (“fluidos en equilibrio”) con lineas de
vorticidad anudadas:

Ov+ (v-V)v=Vp, V-v=0.

4. Soluciones a la ecuacién de Gross—Pitaevskii (“condensados de
Bose—Einstein") con reconexién de vértices cuanticos:

i0e) + Ay — [Py =0,

Para evitar complicaciones, vamos a considerar sélo el primer caso, que es un
contexto muy clasico.



Conjuntos de nivel de funciones arménicas

Nos interesan los conjuntos de nivel de una funcién arménica en R3: Au = 0.
Elijamos una superficie ¥ C R3: jpuede ser (una componente conexa de) un
conjunto de nivel regular u=1(0), médulo difeomorfismo?

» Y compacta: NO, por el principio del maximo.

» Y no compacta: ja saber, hay muchas posibilidades!

Planos, R?: aparecen con u(x) :== x1.

Cilindros, S* x R: aparecen con u(x) 1= 2x? — x5 — x3.
Toro de género g con h agujeros: 77?7

Toro de género infinito: 777

vyvvYy vy

» Motivacién:

» En 2D, usando métodos de analisis complejo, trabajo clasico de Kaplan y
Boothby (~ 1950). Nada de esto sirve en dimensién superior.
> Diversas conjeturas sobre el tamafio relativo de ciertos conjuntos, incluso en el
plano. Ejemplo (De Carli, Hudson, 2010): dados r < R y € > 0 arbitrarios,
iexiste una funcién arménica con una componente conexa Z de su conjunto 0
tal que
[ZN B/ > (1—¢€)|ZN Bg|?
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Conjuntos de nivel de funciones arménicas (I1)

Para ilustrar CK, empezamos probando este dltimo resultado:
Teorema

Dados r < Ry € > 0 arbitrarios, existe una funcién arménica u en R? con una
componente conexa Z de u~1(0) tal que

[ZNB,| > (1—¢€)|ZN Bg|.

1. Empezamos tomando una curva analitica y con [y N B,| > (1 — 5)|y N Bg.

2. CK garantiza la existencia de una funcién armoénica v en un entorno U de v
conv|y,=0yd,v|y, =1

3. (Runge y Thom) Dado cualquier § > 0, hay una funcién arménica u en R?
que aproxima v como supy |u — v| < §. Esta mantiene la propiedad deseada.

(a)

Br



Conjuntos de nivel de funciones arménicas (IlI)

Teorema

Dada cualquier nudo L en R3 (es decir, una curva cerrada), existen dos funciones
arménicas uy, uy en R? tal que una componente conexa de u; *(0) N u;y *(0) es
difeomorfa (“topolégicamente equivalente”) a L.

1. Topologia: podemos tomar L = ¥; N X5, es decir como la interseccion
transversa de dos superficies analiticas X;. En otras palabras, el fibrado
normal de L es trivial.

2. Con CK construimos una funcién arménica v; en un entorno de X; tal que
Vj‘zj =0y auvjsz =1

3. Volvemos a usar Runge para aproximar v; por una funcién arménica en todo
R3, Uj.

Corolario de la construccidn: existen siete funciones arménicas uy, ..., u; en R
cuyo conjunto cero u; *(0) N --- N u;*(0) tiene una componente conexa

difeomorfa a una 7-esfera exética.



Conjuntos de nivel de funciones arménicas (1V)

Teorema (E. & Peralta-Salas, 2013)

Tomemos un nimero arbitrario de hipersuperficies algebraicas, suaves, no

compactas X1,..., %y en R?. Existe una funcién arménica u en todo R? y un
difeomorfismo @ : RY — RY tal que ®(X;),...,P(Xy) son componentes conexas
de u=1(0).

> La demostracién es bastante mas complicada (CK, en particular, no sirve
porque hace falta estimaciones de funciones arménicas en infinito).

> Los difeomorfismos son necesarios: un trozo de las curvas y = x° (todas ellas
difeomorfas) es parte de un conjunto de nivel de una funcién arménica en el
plano si y sélosi s =1,2.

» La condicién de algebraicidad solo se usa para controlar la geometria de la
hipersuperficie en infinito; la demostracién se basa en métodos
“diferenciables”.

» Esto responde el caso del toro de género g con h agujeros. Para objetos como
el toro de género infinito, también se puede hacer, pero hace falta un
enunciado més sofisticado.



iMuchas gracias!



