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Los invariantes algebraicos

Una forma cuadratica en las variables
X1,X2, , Xm
es una combinacion lineal de los términos
2 2

2
XI,X27' te ,xm,X]XZ,X]X:I,," : 7-x1xmvx2-x37”. ;x2xm7' T 7xm—1xm

Es decir, es una expresion del tipo

2 2
q(x1,  Xm) = anxy + - + Ay, g @jjXiXj
1<i<j<m

O, de forma mas compacta,

X1
X2
gxr, - xm) = (x1, -, x0m)A

Xm
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Los invariantes algebraicos

X1 V1
. . . X2 y2
Si hacemos un cambio lineal de variable | . =P
Xm Ym
entonces
V1
/ p Y2
q(yl:"'7ym):q(-x17"'7-xm):(y17"'7ym)PAP .
Ym
V1
2
= (y17'” 7ym)A/
yﬂ‘l

Donde A’ = P'AP. En particular, det(A’) = det(P)? det(A)
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Los invariantes algebraicos

Ahora bien,
m
det(A) = Z (_1)0 Haia(z’) = (P(allaalb T 7amm)
oESm i=1

es un polinomio en los coeficientes de la forma g(x1,x2, -+ , Xm).
Es, pues, posible distinguir como objetos especiales entre los
polinomios de coeficientes reales en las variables

ar, az2; 0 5 mm; Q125 5 Am; 423577 5 A2ms **  A(m—1)m
aquellos que tienen la propiedad especial de que
/ / / — det(P 2
(P(allval% T 7amm> =dac ( ) Qp(alham? T 7amm)

Estos polinomios especiales son los invariantes algebraicos asociados
a las formas cuadraticas de m variables.
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Los invariantes algebraicos

Una n-forma m-aria es un polinomio homogéneo de grado n

Flxr, e yxm) = Z i iyereig X X5 - X0

i1++im=n

El concepto de invariante algebraico se generaliza de forma inmediata
cuando se consideran n-formas m-arias. Ademas, dada una familia de
formas m-arias existe un concepto de invariante algebraico

simultdneo, que en el caso de dos formas estd descrito por la ecuacién

Oty )istotim=ns By it +oejim=k)

det(P)" o ((@iyiy-in )iyt tim=n> Djijoersjm Jj1+jm=k)
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Los invariantes algebraicos

Fijada una familia F de formas m-arias, el conjunto de los invariantes
simultdneos asociados a dicha familia forma un anillo

J=J(F).

Ademads, J es un dlgebra sobre el cuerpo R.

Diremos que disponemos de un sistema completo y finito de
invariantes para la familia F si J(F) es un dlgebra finitamente
generada. Es decir, si existen invariantes {¢,- -+ , s} C J tales que
todo ¢ € J se escribe como

©=F(p1, - ,5)

para algin polinomio F € R[xy, - -, x,].
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Los invariantes algebraicos

o Los invariantes algebraicos aparecieron de forma natural en el
trabajo de Gauss en teoria de nimeros.

@ En la década de 1840, Cayley construye de forma explicita un
sistema de invariantes completo (o base) para las formas cibicas
binarias y otro para las formas cudrticas binarias.

@ P. Gordan (1837-1912) demuestra que las formas binarias de
cualquier grado admiten siempre una base finita de invariantes.
Su prueba es, ademds, constructiva. Dada una forma binaria
cualquiera, es capaz de calcular explicitamente la base del anillo
de invariantes asosiado.

Ademads, extiende su teorema al probar que cualquier sistema
finito de formas binarias admite una base finita de invariantes
algebraicos simultdneos.
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Los invariantes algebraicos

En 1888, Hilbert demuestra el siguiente resultado:

Teorema (Teorema fundamental de la Teoria de invariantes)

El dlgebra J de los invariantes algebraicos simultdneos asociados a
cualquier familia finita de formas m-arias estd siempre finitamente
generada.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Se basa en el siguiente resultado auxiliar:

Teorema (Teorema de la base)

Sea k un cuerpo arbitrario. Entonces todo ideal del anillo de
polinomios k[xy, - - - , x| estd finitamente generado. Es decir, si [ es
un ideal de k[xy, - - - , x|, existenfi,--- ,f; € L tales que todo
elemento g € 1 admite una representacion del tipo

g =hifi + -+ hef;

para ciertos polinomios hy,-- - ,hy € k[xy,- -+, xp)

(Recordemos que I C A es un ideal del anillo A si I es un subanillo de
Ay ademds para cada f € [ se tiene que fg € [ paratodo g € A).
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

@ Tomamos J = J(F). Sea A C J el ideal de J generado por las
formas de grado > 0 que pertenecen a J.

e Entonces I = AClxy, - - -, x,]| estd finitamente generado y J C .

@ Se puede asumir que I = (fi, - - - ,f;) para ciertas formas f;.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

e Veremos que {f],- - ,f;} generan J como C-dlgebra.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Sea J' el dlgebra generada por {fi, - - - ,f;}. Obviamente,

J ={F(fi.fo,--+ .fs) : FE€Clz1, -+ ,z]} CJ

Veamos que J = J'.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Para ello, basta comprobar que toda forma f € J pertenece a J'.
Hacemos la prueba por induccién sobre el grado de la forma f.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Las constantes estdn en J' obviamente. Tomemos f € J una forma de
grado N > 0. Como J C I, es claro que

f£=Y g
i=1

para ciertas formas g; con deg(g;) = deg(f) — deg(f;) < deg(f) = N.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Siguiendo a Cayley, Hilbert construye un operador
Q:Clxy, - yxm) = J

con las siguientes propiedades:

o deg(Qf)) = deg(f).
e Sif € J, entonces Q(f) = f.

e Sifi,fr €Jygi,g € Clxy,--- ,xn] entonces

Qgifi + &22) = Qeg)fi + Qg2)f2
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Se sigue que,
f=90) =Y Qe
i=1
Y como deg(€2(g;)) = deg(g;) < deg(f) =Ny Q(g) €J,la

hipétesis de induccién nos dice que Q(g;) € J' paratodoi=1,--- ;s
por lo que también f € J'.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la
Teoria de Invariantes.

Figura: Hilbert en 1886 -dos afios antes de resolver el Problema de Gordan

La prueba del teorema de la base no es constructiva. (Se basa en un
proceso de reduccion al absurdo)
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la
Teoria de Invariantes.

Figura: Paul Gordan (1837-1912)

Hilbert fue duramente criticado por esto. En particular, Gordan se
oponia a la publicacién del manuscrito -fue el arbitro-, llegando a
exclamar:

“Esto no son matematicas. jEs teologia!”
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la
Teoria de Invariantes.

Figura: Leopold Kronecker en 1865 y Ferdinand von Lindemann

También contd con la oposicién de Kronecker e incluso Lindemann
-quien habia sido su director de tesis-.
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Pero Klein le apoy6 (y, por supuesto, también Minkowski)
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Y Gordan, cuando tomé conciencia de la importancia del trabajo de
Hilbert, lleg6 a afirmar que
“a veces es necesario creer también en la Teologia”
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

En 1893, Hilbert obtiene una demostracién “constructiva”. Para ello,
necesita probar antes:

Teorema (Nullstellensatz)

Sea I un ideal de Clxy,- - , x| y sea
V() ={a=(ai, - ,am) € C":¥f €l:f(a) =0}

su variedad algebraica asociada. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

@ g € Clxy, - ,xy| se anula en todos los puntos de V(I).

o Existe k € N tal que g€ € I
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la
Teoria de Invariantes.

En otras palabras,

donde
VII) ={a= (a1, ,an) € C":Vf €I:f(a) =0}
y, para cada § C C",

I(S) = {g € Clx1, -+ ,xu] : g5 = 0}
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

Una version equivalente, llamada versién débil del Nullstellensatz,
afirma la equivalencia, para ideales I de C[xi, - - - , x,], de las
siguientes dos afirmaciones:

@ / es un ideal propio de Clxy, - - -, xp]
o V(I)#0.

En particular, este resultado es una generalizacién importantisima del
teorema fundamental del dlgebra al caso multidimensional
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Demostracion de Hilbert del Teorema fundamental de la

Teoria de Invariantes.

El mismo resultado se puede reformular del siguiente modo:

Teorema (Nullstellensatz, version débil)

Los ideales maximales de Clxy, - - - , x| son los ideales de la forma

I = <X1 —Q01,Xp —Qp, - axm_am>
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Existen varias, pero a mi me gusta especialmente esta:

Nullstellensatz revisited, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino, 65 (3)
(2007) 365-369.
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Un orden monomial es un orden total < sobre N que verifica,
ademds, las siguientes propiedades:

O; Sia<byce N" entoncesa+c¢c <b+c.

0O, Todo subconjunto no vacio de N posee un minimo respecto del
orden < que estamos considerando.

Obviamente, todo orden monomial en N induce un orden total total
sobre los monomios en las indeterminadas {xi, -+ , X, }

J. M. Almira Universidad de Murcia



Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Por ejemplo, podemos asociar al orden x,,, > --- > x1 de las
indeterminadas el orden lexicogréfico:

a=(ap, - ,am) >jex b= (b1, -+ ,by) siy solosiag, — by, >0,

donde ko = max{k € {1,--- ,m} : ax — by # 0}
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Fijamos un orden monomial < en N"'. A cada polinomio f # 0 le
asociamos su término lider, Lt(f), que es el mayor de los monomios
(respecto del orden <) que aparecen en su expresion como suma de
monomios de distinto grado.
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Dado unideal I = (fi, - - - ,f;), el conjunto
Lt(I) ={Lt(f) : 0 £ f €I}

recibe el nombre de ideal monomial (o inicial) asociado a I. Estos

ideales se pueden identificar con dibujos en forma de escalera como el
siguiente:

54

(6,0)
(m,n) «— x"y"
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

@ Una base del ideal I se llama base de Grobner si los términos
lider de sus elementos definen una base del ideal monomial
Lt(7).

@ En la década de 1960 Buchberger, un estudiante de Grobner,
construy6 un algoritmo para el cdlculo de una base de Grobner
de un ideal a partir de cualquiera de sus bases.
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Teorema (Buchberger)

Dados I un ideal de Clxy,- - , x| y {81, ,&s} una base de
Grobner de 1, se tiene que:

(a) Para todo polinomio f existen hy,-- - ,hs,r € Clxy,- -+, xp] tales
que
f=hg+--+hg+r,

donde r queda univocamente determinado por f y por el hecho
de que ningiin monomio que aparezca efectivamente en la
descripcion de r es divisible por ninguno de los monomios
Lt(g), parai=1,...,s.

(b) La descomposicion anterior se puede calcular efectivamente.
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Dado I ideal de Clxy, - - - , x,,], tenemos esencialmente dos casos:
Caso 1: La escalera asociada a Lt(7) toca todos los ejes

Caso 2: Alguno de los ejes no toca la escalera asociada a Lt([).

L] L] L] . L] . n
(0.4) e o e e e e 3.6
(1:3) . L] L] L (5,4). . .
[¢] L . . . .
(3.2
4.0) mn (6,0)
(m,n) < xmyn (m,n) «—x"y" m
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

Como consecuencia de un resultado técnico, conocido como Lema de
normalizacién de Noether en honor a E. Noether, pero demostrado
originalmente por Hilbert en su articulo de 1893, se puede demostrar:
@ Si/ esunideal maximal de C[x, - - - , x,,], entonces estamos en
el Caso 1 anterior.

04) . . . . . .
( 1:3) . . . .
o . . . .
(3.2
o o] o . L] .
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

o Se sigue, del teorema de Buchberger, que
K =Clxy,- -+ ,xy] /I ~CV,
donde N = #{a € N" \ Esc(I)} < 0.

@ Como / es maximal, K es un cuerpo y es una extension finita de
C. Luego N = 1 (porque C es algebraicamente cerrado).

04) . . . . . .
(1.’3) L] . L] L]
o o L) L] L]

(3.2
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

@ La prueba anterior funciona para polinomios con coeficientes en
cualquier cuerpo K algebraicamente cerrado.
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Una demostracion sencilla del Nullstellensatz

@ En el caso de C podemos evitar utilizar el Teorema Fundamental
del Algebra del siguiente modo:

Teorema (Gelfand-Mazur)

Los tnicos cuerpos normados que existen, salvo isometrias de
dlgebras de Banach, son Ry C equipados con sus respectivos valores
absolutos usuales.

Nota: Este teorema fue anunciado por Mazur en 1938 y demostrado
por Gelfand en 1941. Existen pruebas elementales que no dependen
del TFA.
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Consideremos la norma || - ||« : K — R deda por ||al« = ||Ld|l,
donde L, : K — K es la aplicacién lineal L,(b) = a - by ||L,|| denota
la norma de L, como operador

(Es decir, consideramos en K =2 CV 1a norma Euclidea || - || y
definimos ||Lq[| = supyy—; [[La(x)[D:

Es evidente que (K, || - ||) es un cuerpo normado, pues

la - bll = ILasll = [[LaLs|| < [LallllLs]| = llall«[[D]]-

Por tanto, el Teorema de Gelfand-Mazur implica que existe una
isometria de dlgebras de Banach 7 : K — C. Esto conduce
directamente a afirmar que N = 1 porque 7 es también un
isomorfismo of C-espacios vectoriales y dim¢c K = N.
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Teoria algebraica de numeros: el Zahlbericht

A peticion de la Sociedad Matematica Alemana, Hilbert redact6 a
principios de la década de 1890 un informe sobre el estado del arte en
teoria algebraica de nimeros. Inicialmente, el trabajo se iba a repartir
entre él y Minkowski, pero este decidié abandonar el proyecto
relativamente pronto, dejando todo el peso en manos de Hilbert.
Algunos de los méritos que hacian de Hilbert la persona apropiada
para este trabajo a ojos de la DMV son:

@ Su demostracion de la trascendencia de 7 y e (mucho maés sencilla
que la ofrecida anteriormente por Lindemann)

@ Su demostracién independiente de un resultado muy técnico -debido
originalmente a Dedekind y Kummer- sobre factorizacion de ideales

J. M. Almira Universidad de Murcia



Teoria algebraica de numeros: el Zahlbericht

Sobre el informe, H. Weyl afirmé en 1944

“(...) Lo que Hilbert logré era infinitamente més de lo que la DMV
podia esperar. De hecho, su informe es una joya de la literatura
matemadtica. Incluso hoy, casi cincuenta afios después, un estudio de
este libro es indispensable para cualquiera que desee manejar la teoria
algebraica de nimeros (...) Las demostraciones de todos los teoremas
conocidos se sopesaron cuidadosamente, decidiendo siempre en favor
de aquellas cuyos principios subyacentes se pueden utilizar para mas
investigaciones. Pero antes de poder realizar dicha seleccién, jhabia
que llevar a cabo esas nuevas investigaciones!”
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Los fundamentos de la Geometria

En 1898 Hilbert imparte un curso -en Gotinga- sobre Fundamentos de
la Geometria y en 1899 publica un libro dedicado a dicho tema.

TEXTOS UNIVERSITARION

DAVID HILBERT

FUNDAMENTOS
DE LA GEOMETRIA

Consejo Superior de Imvatigaciones Cantificas
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Los fundamentos de la Geometria

Durante el S. XIX los matematicos lograron apartarse de la Geometria
Euclidea, introduciendo diferentes tipos de Geometrias:

@ Geometria Proyectiva
o Geometrias no-Euclideas -de tipo hiperbdlico y de tipo eliptico-
@ Geometria diferencial, Geometrias Riemannianas, etc.

Ademads, se realizaron importantes esfuerzos por axiomatizar la
Geometria Euclidea, y se investigaron los resultados que se pueden
derivar evitando el axioma de las paralelas (Geometria Absoluta).
Otro enfoque que se considerd también importante fue la distincién
entre Geometria Sintética -sin coordenadas- y Geometria Analitica.
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Los fundamentos de la Geometria

Por ejemplo, en Geometria Absoluta se demostro el siguiente
importante resultado:

Teorema (de los tres mosqueteros, Legendre-Saccheri):
Denotemos, para cada triangulo AABC del plano, por:

=¢(AABC)=a+B+y
a la suma de sus angulos internos. Entonces:
(a) Sipara algun triangulo AABC se satisface que /(AABC) < r,
lo mismo sucede para todo tridngulo del plano.
(b) Sipara algiin triangulo AABC se satisface que {(AABC) = m,
lo mismo sucede para todo triangulo del plano.

(c) Sipara algin tridngulo AABC se satisface que 7(AABC) > x,
lo mismo sucede para todo tridangulo del plano.
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Los fundamentos de la Geometria

Otras contribuciones fundamentales para el desarrollo de la
Geometria fueron:

o El programa Erlangen de F. Klein (y S. Lie).

o El trabajo fundacional de Riemann "Sobre las hipdtesis que subyacen
en los fundamentos de la Geometria”.
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Los fundamentos de la Geometria

Nosotros vamos a prestar especial atencion a la Geometria Proyectiva.
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Los fundamentos de la Geometria

Teorema (Desargues):

Si dos tridngulos estén situados en un plano de modo que los lados
correspondientes son paralelos dos a dos, entonces las rectas que
unen los vértices correspondientes o bien son concurrentes en un
punto o bien son paralelas. Ademas, si dos tridngulos estan situados
en un plano de modo que las rectas que unen los vértices corres-
pondientes concurren en un punto o son paralelas y, ademaés, hay
dos pares de lados correspondientes que son paralelos, entonces
los lados del tercer par correspondiente son también paralelos.




Los fundamentos de la Geometria

Teorema (Pappus):

Sean r y ' dos rectas distintas que se cortan y supongamos que A,
B, C son puntos de r, A, B’, C’ son puntos de r' y que ninguno de
estos puntos esta en la interseccién de r y r'. 5i CB’ es paralela a
BC’ y CA’ es paralela a AC’ entonces AB' es paralelaa BA'.
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Los fundamentos de la Geometria

Teorema (Pascal):
Los puntos de interseccién de los pares de lados opuestos de un

hexagono inscrito en una cénica estan forzosamente alineados.

R,
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Los fundamentos de la Geometria

En 1891, en la reunion de la recién fundada Sociedad Matematica
Alemana, que tuvo lugar en Halle, Hilbert escuch6 una conferencia
del geémetra Herman Wiener (1857-1939) que le impresiond:

Segun relata Blumenthal, tras la charla y, de vuelta a Konigsberg,
Hilbert afirmé entusiasmado que uno deberia poder hacer geometria
sin necesidad de atarse a las ideas preconcebidas de punto, recta o

9

plano “a la Euclides”. Uno deberia poder decir “mesas”, “sillas” y
“jarras de cerveza” en vez de “puntos”, “rectas” y “planos” y no por
ello los resultados perderian su validez o su interés. Ademds, Wiener
habia aafirmado en su conferencia, sin demostrarlo, que era posible
probar los teoremas fundamentales de la geometria proyectiva y, en
particular, los teoremas de Desargues, Pascal y Pappus, sin recurrir a

argumentos de continuidad.
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Los fundamentos de la Geometria

Cursos impartidos por Hilbert sobre Geometria antes de 1899

@ 1891: Konigsberg. Un curso sobre Geometria Proyectiva, sin
coordenadas.

@ 1893: Konigsberg. Un curso sobre Geometrias no Euclideas, basado
en el enfoque axiomatico de Pasch. (No se imparti6é porque solo se
matricul6 un alumno)

@ 1894: Konigsberg. Un curso sobre Los fundamentos de la Geometria.
Esta vez result6 fundamental la monografia recién publicada por
Hertz “Los principios de la mecénica presentados de una forma
nueva’”.

@ 1898: Gotinga. Un curso sobre Los fundamentos de la Geometria -que
darfa lugar a la publicacién de su famosa monografia de 1899.
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Los fundamentos de la Geometria

Vision de Hertz de los principios de la mecanica

@ Una teoria fisica es una imagen que nos formamos de cierto conjunto
de fenémenos de la naturaleza. Como es obvio, podemos formar
imagenes distintas de la misma cosa.

@ Una imagen es permisible si no contradice las leyes del pensamiento
(es decir, las leyes de la 16gica).

e Una imagen permisible es correcta si sus relaciones internas no
contradicen las relaciones que se observan en la naturaleza entre los
objetos que describe dicha imagen.

o Finalmente, entre dos imdgenes permisibles y correctas de la misma
cosa, consideramos mas adecuada aquella que es mds simple.
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Los fundamentos de la Geometria

Los conceptos de permisibilidad y correccion inspiraron a Hilbert,
quien introdujo, en el contexto de los Fundamentos de la Geometria,
los conceptos de consistencia y completitud de una teoria axiomadtica.
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Los fundamentos de la Geometria

o Introduce la Axiomética definitiva para la Geometria de Euclides.
(Supera no solo a Euclides sino también al resto de propuestas
realizadas en el S. XIX por matematicos como M. Pasch o G. Peano).

@ Se incluyen demostraciones de consistencia e independencia

@ Se analiza el papel desempefiado en Geometria por la propiedad
Arquimediana y la propiedad de completitud

@ Se proponen modelos de Geometrias no Arquimedianas, no
Desarguesianas y no Pappusianas

@ Para la construccion de los distintos modelos se crea un “calculo de
segmentos” y se utilizan ideas relacionadas con su trabajo anterior en
teoria de ndmeros.
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas para la Geometria Euclidea

Axiomas de enlace (o incidencia)

Axiomas de orden

@ Axiomas de congruencia

Axioma de las paralelas

Axiomas de continuidad
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de Enlace o Incidencia

E.1 Dados dos puntos distintos, existe una tnica recta que incide sobre
ambos puntos.

E.2 Dados dos puntos distintos, no existe mds de una recta que incida
sobre ambos puntos.

E.3 Sobre una recta existen al menos dos puntos. Existen al menos tres
puntos que no estan alineados (es decir, que no estan todos
simultineamente sobre la misma recta).
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de Enlace o Incidencia

E.4 Dados tres puntos no alineados, existe un plano 7 que incide sobre los
tres puntos. Todo plano contiene al menos un punto.

E.5 Dados tres puntos no alineados no existe mas de un plano que los
contenga.

E.6 Cuando dos puntos de una recta r estan en un plano 7, todos los
puntos de la recta r estdn en el plano 7.

E.7 Si dos planos tienen un punto en comin A, entonces también tienen al
menos otro punto en comun B.

E.8 Existen al menos cuatro puntos no situados en el mismo plano.
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de Orden

0.1 Cuando un punto B estd situado entre un punto A y otro punto C,
entonces A, B, C estdn alineados y B también estd situado entre el
punto Cy el punto A.

0.2 Dados dos puntos A, C, siempre existe un punto B (sobre la recta AC
determinada por A y C) que estd entre los puntos Ay C.

0.3 De tres puntos cualesquiera de una recta no existe mds que uno que
estd entre los otros dos.

0.4 (Axioma de Pasch) Dados tres puntos A, B, C que no estan alineados,
y r una recta del plano ABC que determinan dichos puntos, si r pasa
por el interior del segmento AB (es decir, por el conjunto de puntos
que estin entre A y B) entonces también pasa por un punto del
segmento BC o del segmento AC.
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de Congruencia

C.1 SiA, B son dos puntos de una recta r y A’ es otro punto de una recta r’/
(que podria o no coincidir con r) entonces se puede encontrar sobre
uno de los lados de ' determinados por A’ un punto B’ tal que los
segmentos AB y A’B’ son congruentes o iguales, lo que se expresa n
signos como AB = A’B’

C.2 SiAB=A'B' yAB = A"B”, entonces A’'B' = A"B’.

C.3 Supongamos que el punto B esté entre los puntos A y C y que el punto
B’ estd entre los puntos A’y C'. SiAB = A’/B' y BC = B'C/, entonces
AC=AC.
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de Congruencia

C4 Todo angulo puede ser transportado de manera congruente a un plano
dado, en un seminal dado del mismo, sobre una semirrecta dada de

antemano, y de manera tnica.

C5 Si dos triangulos AABC y AA’B’'C’ satisfacen las congruencias
AB=A'B',AC =A'C' y BAC = B'A’C’, entonces también
ABC = A'B'C’
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de las Paralelas

P Dados un punto P y una recta r que no lo contenga, dentro del plano
determinado por ambos existe una tnica recta ' que pasa por Py no
cortaar.
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Los fundamentos de la Geometria: La axiomatica de Hilbert

Axiomas de continuidad

V.1 (Axioma de Arquimedes) Dados dos segmentos AB, CD existen,
sobre la recta determinada por A y B, un conjunto finito de puntos
A1,As, -+ , A, de modo que todos los segmentos AA|, A A, -,
A,_1A, son congruentes con CD y el punto B queda entre los puntos
AyA,.

V.2 (Axioma de plenitud lineal) Los puntos de una recta forman un
sistema que no es susceptible de ampliacion alguna bajo la condicién
de conservar la ordenacion lineal, el primer axioma de congruencia y
el axioma de Arquimedes.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 1

@ Una vez introducidos todos los axiomas (organizados en torno a las
diferentes formas como percibimos el espacio fisico -incidencia,
orden, congruencia, etc-), se analizan las consecuencias basicas de
cada grupo de axiomas.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 2

o Consistencia relativa de la Geometria -tal como queda determinada
por los axiomas de Hilbert- respecto de la aritmética.

@ Independencia mutua de los distintos grupos de axiomas.

@ Se derivan algunos resultados de la Geometria Absoluta. En
particular, se demuestra, en el caso arquimediano, el Teorema de los
tres mosqueteros.

@ Se proporciona un modelo de Geometria no Arquimediana (i.e. que
verifica todos los grupos de axiomas excepto los de continuidad. (Esto
se obtiene de forma independiente al trabajo de Veronese de 1891)
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 3

@ Nueva exposicion de la teoria de proporciones de Eudoxo, basada en
un célculo de segmentos que no requiere la propiedad Arquimediana
ni la propiedad de plenitud lineal, pero si el Teorema de Pappus.

@ Gracias a la técnica anterior, demuestra el teorema de Tales y deduce
que las ecuaciones de la recta y el plano se mantienen validas en las
geometrias no Arquimedianas.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por
capitulos
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 4

@ Se introduce el concepto de area para poligonos del plano, sin hacer
uso de los axiomas de continuidad (Arquimedes y completitud lineal).
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por
capitulos

Definicion

Se dice que dos poligonos T y 3 son equidescomponibles si se puede

dividir cada uno de ellos en un niimero finito de triangulos Ty, - - - , T
YRy, -, Ry, respectivamente, de modo que T; = R; para
i=1,---,s

™

poligonos equidescomponibles
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por
capitulos

Definicion

Se dice que dos poligonos ' y 3. son equicomplementarios si se puede
ariadir un niimero finito r de tridngulos Ty, - - - , T, al primero y otros
r triangulos Ry, - - - , R al segundo de modo que los poligonos
resultantes son equidescomponibles y, ademds, T; = R; para
i=1,---,r

>

-
)

poligonos equicomplementables
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Teorema (caracterizacion de poligonos de areas iguales):
Sean I' y £ dos poligonos del plano. Entonces las siguientes afir-

maciones son equivalentes:
(a) T y T son equicomplementarios.

(b) T y X tienen igual area (ver las figuras).
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Corolario:
Si descomponemos un rectangulo en un nimero finito de triangu-
los y separamos uno de los triangulos formados, es imposible re-
construir el rectangulo original mediante movimientos con los otros
tridngulos.

o Esta propiedad es importante porque habia sido asumida en
numerosas ocasiones como un nuevo axioma de la Geometria (e.g.,
Zolt en1881 y Stoltz en 1894).

@ F. Schur en 1892 y Killing en 1898 la habian logrado probar en forma
de teorema, pero asumiendo la propiedad Arquimediana.

@ Hilbert la demuestra en su libro como un resultado de Geometria No
Arquimediana -evitando los axiomas de continuidad.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 5

o Estudio del teorema de Desargues en la geometria plana.

o Construye una Geometria no-Desarguesiana que satisface los axiomas
de enlace, orden y las paralelas.

@ En particular, lo anterior sirve para demostrar la necesidad de los
axiomas de congruencia si se quiere probar el teorema de Desargues.

@ Construye un cdlculo de segmentos basado en el Teorema de
Desargues. El producto no es conmutativo, pero se puede utilizar para
construir una geometria analitica con escalares en un cuerpo no
conmutativo (anillo con division)

o Si se satisface Pappus, el producto de segmentos es conmutativo.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por
capitulos

Teorema (Hilbert)

Si una Geometria Plana verifica los axiomas de enlace planos
(E.1,E.2,E.3), los axiomas de orden y el axioma de las paralelas,
entonces la unica forma de que dicha geometria se pueda interpretar
como la geometria de un plano dentro de una geometria espacial que
verifique los axiomas de enlace, orden y paralelas, es que dicha
geometria verifique el teorema de Desargues.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 6

e Estudio del teorema de Pappus.

@ Lo deduce de los axiomas de enlace, orden, paralelas y continuidad
-evitando los de congruencia.

e Construye una Geometria no Pappusiana que verifica los axiomas de
orden, enlace y paralelas -pero no Arquimedes ni congruencia-

o Toda Geometria no Pappusiana debe ser también no Arquimediana.
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Capitulo 7

e Estudio de construcciones con regla y patrén
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Los fundamentos de la Geometria: Breve resumen por

capitulos

Hay que decir que la axiomadtica de Hilbert, con la tinica modificacién
de cambiar el axioma de las paralelas por la afirmacién de que por un
punto exterior a una recta dada pasan varias paralelas, es también una
axiomatica para la Geometria hiperbdlica -cosa que no sucede con
axiomaticas anteriores, como la propuesta por Pasch. Por supuesto,
para la Geometria eliptica, esto no es posible porque dicha Geometria
no es Arquimediana.

J. M. Almira Universidad de Murcia



1900 : La conferencia de Paris

@ En 1900 Hilbert era ya un matemaético consagrado. Habfia logrado
resolver algunos de los problemas mas importantes de la teoria de
invariables, habia puesto orden en la teoria algebraica de nimeros vy,
ademds, habia sentado las bases de la axiomdtica moderna aplicando
sus ideas sobre consistencia relativa a las distintas geometria y dando
un fundamento sélido para la geometria euclidea. A nadie se le
escapaba que sus opiniones tenian un peso importante. Y no solo en
Alemania....

o Ese afio es llamado por Poincaré para que imparta una conferencia
como ponente invitado el el Segundo Congreso Internacional de
Matematicos, que coincidiria con la Exposicién Universal de Paris.

e La conferencia de Hilbert, “Sobre los problemas futuros de la
matematica”’, marcaria en buena medida el rumbo de las matematicas
del S. XX...

J. M. Almira Universidad de Murcia



