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The founding father
Karl Theodor Wilhelm Weierstraf3, 1815—1897

Perque és conegut Weierstrass?

@ Fundacions rigoroses de I'analisi: Convergencia uniforme,
productes infinits,. . .

@ Teoria de funcions en base a séries de potencies, teoria de
I'aproximacio.

@ Treballs en funcions elliptiques.

@ Uns estudiants excellents: Cantor, Frobenius, Fuchs,
Kovalevskaya, Runge, Schur, .. ..
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Analisi versus Sintesi

En analisi és freqient descompondre una funcié en
superposicié de funcions simples i aquesta descomposicio
s'utilitza per arribar a esbrinar propietats de les funcions. Aixo
és la base de I'analisi de Fourier, séries de poténcies, ondetes,
series de Dirichlet,. ..
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superposicié de funcions simples i aquesta descomposicio
s'utilitza per arribar a esbrinar propietats de les funcions. Aixo
és la base de I'analisi de Fourier, séries de poténcies, ondetes,
series de Dirichlet,. ..

El procés invers, la sintesi, construeix funcions a partir de
superposicioé de funcions simples per obtenir funcions amb
propietats desitjades.

Un exemple canonic és la funcié de Weierstrass:

f(x) = _a"cos(b"x)

n>1

amb a < 1iab > 1. Aquesta és una funcié continua en R no
derivable en cap punt.
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Una variant aleatoria

Els polinomis de Kac

De vegades no sabem com triar els coeficients per fer una
combinaci6 de funcions simples amb propietats desitjades i el
que fem es triar a I'atzar!
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Zeros del polinomis de Kac
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Els polinomis de Weyl

Considerem ara els polinomis aleatoris:

a
pul(2) = S+ Sz

TRV AR

on g, j=0,...,nsbn variables aleatories independents
idénticament dIStI’IbUIdeS aj ~ Nc(0,1).
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Zeros del polinomis de Weyl
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Un “detour” per les matrius aleatories

La motivacio per estudiar els valors propis de matrius
aleatories, ve del problema de la difusié “scattering” nuclear.
Veiem alguns exemples de ressonancies de difusié:
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Montgomery es troba a Dyson

Estudiant la distribucié dels zeros de la funcié ¢ de Riemann,
Montgomery conjectura una certa repulsié local. Es llegendaria
la trobada amb el famos fisic nuclear Dyson que li fa notar la
similitud amb la distribucié dels espais entre els vaps de
matrius aleatories del GOE.
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La repulsio local

Una explicacié heuristica del perque de la repulsi6 local és la
seguent:

Proposicié
Sip(z) =TI (z — z) té coeficients a, i.e:
p(z)=2"+a,_ 12"+ + a1z + ao,

aleshores la aplicacio T(zy,...,z5) = a, - .., an—1 t€ Jacobia
[Tiyl2i — 2
<j 1<l S
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La repulsio local

Una explicacié heuristica del perque de la repulsi6 local és la
seguent:

Proposicié
Sip(z) =TI (z — z) té coeficients a, i.e:
p(z)=2"+a,_ 12"+ + a1z + ao,

aleshores la aplicacio T(zy,...,z5) = a, - .., an—1 t€ Jacobia
[Tiyl2i — 2
<j 1<l S

De manera que la mesura “uniforme” sobre els coeficients es
transporta per T a una mesura sobre els zeros amb funcié de
densitat 0 si dos punts sén iguals.
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Funcions analitiques Gaussianes
Suposem que tenim una funcio6 aleatoria de la forma
f(Z) = Z mkakzk
k=0

on my sén coeficients prefixats i a, variables aleatories
independents a, ~ N¢(0,1). La primera intensitat p és la
mesura mitjana dels punts.
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Funcions analitiques Gaussianes
Suposem que tenim una funcio6 aleatoria de la forma
f(Z) = Z mkakzk
k=0

on my sén coeficients prefixats i a, variables aleatories
independents a, ~ N¢(0,1). La primera intensitat p és la
mesura mitjana dels punts.

Si diem ;. a la mesura empirica dels zeros: ;1 = )", 0, definim
p com

/hdp = E/hd,u, Vh e Ck(C).

Volem calcular p que ens dona una primera aproximacio de la
distribucié dels zeros.
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Funcions analitiques Gaussianes

Prenem f,(2) = myz¥ i definim

K(z,w) = f(2)fa(w).

Teorema (Férmula de Edelman-Kostlan)

1
p= EA log K(z, 2)




@ Sabem que per tota f € H(C),

1
5-Alog|f| = > 4y
Zj. f(Z,‘):O

4:]»4@»4:3»4:5»‘.:5?(\«
PAainee rectante: 8



“Prova” de la formula

@ Sabem que per tota f € #(C),

1
5 Ologlll= " 4,
Zj: f(Z,):O

@ Prenem ara f aleatoria f(z) = Zn anfn(2).

(Z 52,) - —E (A log |f] )
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“Prova” de la formula

@ Sabem que per tota f € #(C),

1
5 Ologlll= " 4,
Zj: f(Z,):O

@ Prenem ara f aleatoria f(z) = Zn anfn(2).

(Z 52,) - —E (A log |f] )

E (A log mz) AElog |f|2 = Alog E|f[?

@ Finalment
Ef? = |fa(2)]? = 47K (z, 2).
n



Polinomis de Weyl revisited

Recordem en aquest cas:
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Polinomis de Weyl revisited

Recordem en aquest cas:

_ A Ay G0 gn
Pn(Z)—\@-F\mZJr +mz,

Per tant
n

2 2
Kn(z,2) = 1217 _ 01,1200 e

pard k! r(n+1)

Per la formula d’Edelman Kostlan:

1 1
pn(2) = 7 -A(log|F(n+1,|z%)]) +



Polinomis de Weyl revisited

a an n
0 V4

pn(z):—+iz+-~ ;
Vor - Vil vn!

Per tant
n

R (4 1,02R) e
Klz.2) =D e = T O
k=0

Per la formula d’Edelman Kostlan:

1 1
pn(2) = 7 -A(log|F(n+1,|z%)]) +

Si calculem la intensitat del ensemble de Ginibre (matrius amb
entrades Gaussianes) resulta:

pn(2) = T(n, |2|*)/(xT ().



Dues intensitats per processos similars

Polinomi de Weyl: grau 100 Ensemble de Ginibre: 100x100
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Dues intensitats per processos similars

Polinomi de Weyl: grau 100

Comparacié de les dues intensitats

Ensemble de Ginibre; 100x100
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Punts critics i zeros (segons B. Hanin)




Els polinomis el'lliptics

pn(Z)=ao\/@+a1\/®z+...+an\/@zn,

Els zeros es distribueixen uniformement en CP; segons la
metrica de Fubini-Study. Comparem zeros i punts critics:

=3 = S
PAfainae racfante: 4



Heuristica electrostatica

Donem una justificacié de I'aparellament de zeros i punts
critics:
@ Es pot veure que, amb probabilitat 1, els zeros s6n
separats i la formula de E-K indica que es distribueixen
uniformement en la esfera de Riemann.
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Heuristica electrostatica

Donem una justificacié de I'aparellament de zeros i punts
critics:
@ Es pot veure que, amb probabilitat 1, els zeros s6n
separats i la formula de E-K indica que es distribueixen
uniformement en la esfera de Riemann.

@ Considerem el potencial electrostatic aleatori u = log |ps|.
Es compleix Au = Z}; b2 — Ndoo

@ Un punt critic del polinomi correspon a un punt on el
gradient del potencial electrostatic s’anulla, es a dir a un
punt d’equilibri del camp eléctric.
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Heuristica electrostatica

En un punt d’equilibri hi actuen 3 tipus de forces que s’han de
compensar:

@ La forca de la carrega positiva del punt de l'infinit. Es
proporcional a n.
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Heuristica electrostatica

En un punt d’equilibri hi actuen 3 tipus de forces que s’han de
compensar:

@ La forca de la carrega positiva del punt de l'infinit. Es
proporcional a n.

@ La forca de la carrega negativa de la particula aleatoria
més propera. Es proporcional a 1/r on r és la distancia a
la particula.

@ La forca de les altres carregues. Aquestes estan
distribuides “uniformement” al voltant i una variant del
teorema central del limit permet veure que aquesta forga
és proporcional a v/n (menyspreable).

Per tant per compensar totes les carregues cal que la carrega
negativa més propera al punt critica estigui a distancia 1/n.
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Series de Dirichlet aleatories

Considerem una variant:

f(s) = x(mn~

n>1

Ony:N—T={zeC,|z| =1} és un caracter aleatori. Un
caracter satisfa x(n- m) = x(n) - x(m). Per tant si prescrivim
x(2), x(3), x(5), . . ., determinem de forma Unica a .
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Series de Dirichlet aleatories

Considerem una variant:

f(s) = x(mn~

n>1

Ony:N—T={zeC,|z| =1} és un caracter aleatori. Un
caracter satisfa x(n- m) = x(n) - x(m). Per tant si prescrivim
x(2), x(3), x(5), . . ., determinem de forma Unica a y.

La probabilitat que introduim en I'espai de caracters és la
seglent: Prenem x(2) un punt de T amb distribuci6é uniforme.
Independentment x(3) també amb distribucié uniforme.
ldentifiquem doncs els caracters amb punts de T amb la
mesura producte de probabilitat

PAainee rectante: 1



108 quasi segurament

Proposicié

Si a és totalment multiplicativa i en (> aleshores

f.(8) = > anx(n)n—° és convergent quasi segurament cap a
una funcié sense zeros en C .
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108 quasi segurament

Proposicié

Si a és totalment multiplicativa i en (> aleshores

f.(8) = > anx(n)n—° és convergent quasi segurament cap a
una funcié sense zeros en C .

Corollari (Helson)
Quasi segurament la funcio de Riemann ¢

G(8) =D _x(mn*,

z +
no té zeros en C1 /2

PAainee rectante: N



