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0. Presentacio

Cinderella en I’exposicié Imaginary esta representat per un conjunt de programes interactius
gue permeten manipular interactivament diferents objectes matematics al web:
www.imaginary-exhibition.com/cinderella/new/index-Spanish.html.

Aqui ens hem limitat a recopilar tota la informacié que surt en les pantalles de I’aplicacio,
facilitant aixi a I’usuari una visié rapida de les possibilitats que ofereix el programa per poder
triar el que sigui més convenient.
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1. Curvas

a. Superposicion de ondas sinusoidales
Descripcion: La superposicion de ondas sinusoidales genera patrones caracteristicos de
interferencia.

b. Aproximacion de la funcién seno por polinomios
Descripcion: La funcidon seno se puede aproximar alrededor de un punto cualquiera por la
llamada serie de Taylor. El grado del polinomio y el punto se pueden cambiar.

c. Espirégrafos usando numeros complejos
Descripcion: Es posible crear fascinantes patrones espirales usando funciones a valores
numeros complejos. jIntenta jugar con los coeficientes!
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d. Figuras de Lissajous atenuadas
Descripcion: Aqui se puede observar lo que ocurre cuando se superponen un seno y un
coseno atenuados asociados a los ejes x e y, respectivamente.

e. Tirando de la cuerda
Descripcion: Simulacion matematica de un trozo de cuerda basada en geometria diferencial
discreta. Se puede arrastrar con el ratdn cualquiera de los puntos colorados.

3
a. Traslacionesy dos simetrias

Descripcion: Los applets que siguen permiten investigar el comportamiento de distintas
transformaciones geomeétricas.
Traslaciones:

2. Simetrias

El applet anterior muestra el resultado de la situaciéon mas simple: la aplicacion iterada de
una traslacion en la direccion del eje horizontal.
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¢ Qué ocurre si permitimos que varias transformaciones interactien entre si? Dependiendo del
tipo de las transformaciones, se obtienen innumerables patrones, a menudo muy bellos.
Dos traslaciones:

Empecemos con el ejemplo mas simple: una segunda traslacion en una direccién distinta:

@ E G @ G e
R LR L L LR E L
A VA A & A A

Todo el plano queda cubierto con copias del profesor Palillez. Se parece un poco al "Ataque
de los clones" (de hecho la correspondiente animacion en la pelicula Star Wars se gener6 de
un modo parecido, esto es, empezando con un "Clon" y produciendo muchas copias del
mismo por traslacion).

Dos simetrias:

Si iteramos dos simetrias (especulares), la situacion es muy distinta. Miremos primero el caso
de dos simetrias de ejes paralelos:

,
(o
2

>80

>20

e

Ac

S

El profesor Palillez se ve a si mismo en el espejo que tiene delante. También ve la imagen del
espejo detras suyo, y su reflejo, y asi sucesivamente. Como de costumbre, los espejos y 10s
puntos se pueden arrastrar con el raton.

b. Espejos formando angulos
Descripcion: Tan pronto como los espejos (ejes de las simetrias) no son paralelos, aparecen

patrones rotacionales. Se puede modificar el angulo entre los dos espejos y mirar las copias
del profesor Palillez.

/N

Angulo=50°
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Solamente se obtiene una imagen nitida para ciertos angulos: los divisores enteros de 180°,
esto es, 180°, 90°, 60°, 45°, 36°, 30°,... (jcompruébalo!).

Las siguientes fotografias son de experimentos con espejos reales.

c. Caleidoscopios
Descripcion: Ahora trabajaremos con tres espejos. Consideremaos configuraciones triangulares
de tres espejos para las cuales los angulos de las esquinas sean divisores enteros de 180°.
Unicamente hay tres posibilidades, ya que la suma de estos angulos ha de ser 180°, y estas
son (60°, 60°, 60°), (90°, 45°, 45°) y(90°, 60°, 30°). Los applets siguientes ilustran estos patrones
caleidoscopicos.

Como de costumbre, puedes mover el profesor Palillez.

(60°, 60°, 60°) (90°, 45°, 45°)

(90°,60°, 30°)
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Asi es como aparece en el mundo real:

d. Grupos ornamentales
Descripcion: En el applet que sigue se ilustran los grupos de mosaicos o de teselacion
(wallpaper groups en inglés). Las transformaciones que aparecen son traslaciones, simetrias,
simetrias con traslacion y rotaciones. Un resultado notable asegura que existen exactamente
17 grupos ornamentales.

C pl ) ( p2 1§ pm D ( P9 )
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e. Semejanzas
Descripcion: Hasta aqui unicamente hemos considerado transformaciones que conservan el
tamano de los objetos. Los siguientes applets estan destinados a mostrar el efecto de aplicar
iterativamente transformaciones de semejanza. Empezamos con el estudio de las semejanzas
que aplican el segmento (A,B) en los segmentos (A,C) y (C,D), respectivamente.

Se puede controlar el nimero de iteraciones deslizando el cursor con el ratbn. También se
pueden mover los puntos A,B,C y el profesor Palillez.
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3. Caos

a. Caos producido por simetrias
Descripcion: En el applet que sigue se puede observar c6mo los rayos de luz se reflejan en los
espejos circulares. Pequefios cambios en los parametros (posicidon de las circunferencias,
angulo del rayo de luz, etc.) tienen un gran efecto sobre toda la trayectoria del rayo.

Una experiencia muy sugerente es mover el origen del rayo de luz al interior de una
circunferencia o de una regién comun a dos o tres de ellas.

b. Caos producido por la iteracion de una funcién
Descripcion: Dependiendo de la eleccion del parametro a en la iteracion de la funciéon
f(x)=a*x(1-x), obtenemos comportamientos cualitativamente distintos, ya que puede tender a
un punto fijo, oscilar o incluso presentar un comportamiento cadtico.

" P

Se puede mover los puntos en rojo W(1-0*0.73==>x
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c. Caos en billares fotonicos
Descripcion: Un rayo de luz confinado en el interior de una region poligonal con lados
reflectantes también presenta un comportamiento cadtico. Se puede desplazar el origen y
cambiar el angulo del rayo luminoso. También se pueden mover los vértices de los poligonos.

d. Método de Newton
Descripcion: El calculo de las soluciones de una ecuacion por el método de Newton también
puede generar comportamiento cadtico. Dependiendo del valor inicial y de la funcion,

puede suceder que el proceso converja hacia una solucién, que oscile, o que siga un
régimen caadtico.

a=0.3732
b=0.2702

c=-0.5019 - @ o
d=0.1029

[ame3+tme2 scmwrd

Método de Newton:
Se puede cambiar la funcion
editandola en el recuadro

e. lteraciones en el conjunto de Mandelbrot
Descripcion: El conjunto de Mandelbrot se genera por iteracion de la funciéon de variable
compleja f(z)=z"2+c. Los valores de c, para los cuales la iteracidn se va al infinito, se muestran
en blanco, todos los demas en negro. El applet muestra la aplicacion iterada de f(z)
dependiendo del pardmetro c. Como valor inicial de la iteracibn tomamos el mismo c.

Control fino
con las teclas
@y
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4. Fractales

a. Sistema iterados de semejanzas

Descripcion: Veamos brevemente cémo un algoritmo probabilista puede producir un patrén
fractal.

Empecemos con las semejanzas:

z > (@) Y z-> F,(2)

El algoritmo funciona de la siguiente manera: Empecemos con un punto arbitrario zo del
plano. Escojamos aleatoriamente una de las transformaciones fi(z) o f2(z) de modo
equiprobable (probabilidad 0.5 para cada una) y apliguémosla a zo. Dibujemos el punto
resultante y procedamos iterativamente con este nuevo punto un gran numero de veces.

Un proceso similar se puede aplicar a una lista de transformaciones fi, fz,... fk. Un programa de
ordenador para efectuar este proceso se puede describir como sigue:

z=startpoint;
n=number of iterations;
repeat n-times: (
f=a random transformation from £ 1, £ 2,... f k;
z=f(2);
draw(z);

Es una buena practica no dibujar los primeros 100 puntos de este proceso, ya que pueden no
estar suficientemente cerca del fractal que se obtiene con el proceso.

En el siguiente applet se puede observar el proceso. El nuUmero de iteraciones se puede
ajustar con el cursor. El fractal emerge cuando el numero de transformaciones es grande.

Apiicacionas.
(A B)-+{AL) Reracionass560

(ABI~-{CB)

aigesmes:
(e
mininin.
1epesiia,
i driesbe g7
e e

Fury el

g
Az
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Incluso las trasformaciones mas simples crean patrones interesantes. Consideremos, por

ejemplo, la transformacion:

f,(2):=(z+p)/2
gue transforma z en el punto medio del segmento de extremos z y p. El ejemplo que sigue
muestra el proceso que se obtiene con tres de estas aplicaciones: f,(z), f,(2), f.(2). El

fractal que aparece es el lamado triangulo de Sierpinski.

b. Sistemas iterados de semejanzas
Descripcion: Algunos ejemplos de fractales obtenidos por este procedimiento:

Caracol:

Anti-Caracol:

Dendrita;
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Relampago:

Triangulo con giro:

Sierpinski:

Casi Sierpinski:

Tartan escoceés:
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Filigrana:

-

e 8

Probatidades
py=0.11

[ ——

Cc. Un copo de nieve fractal

d. Sistema iterado de transformaciones de Moebius
Descripcion: En el siguiente applet se ilustra un sistema iterado de transformaciones de
Moebius. Los puntos de color verde se pueden mover.

e. Sistema iterado de transformaciones de Moebius
Descripcion: Otra ilustracion, también de un sistema iterado de transformaciones de Mebius,
en la que se pueden mover los puntos de color blanco.
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5. Muarés

a. Patron de Muaré
Descripcidn: En esta simulacion puedes superponer dos mallas regulares y observar el patrén
de muaré resultante. Puedes cambiar el tipo de malla, su escala y su posicion relativa.

b. Patrones de Muaré a partir de puntos distribuidos regularmente
Descripcion: En estas simulaciones puedes superponer dos configuraciones regulares de
puntos.

girar=-0.0796" esala=1.0304

c. Patrones de Muaré a partir de puntos distribuidos aleatoriamente
Descripcion: En estas simulaciones puedes superponer un patron aleatorio de puntos y una
version girada y a escala suya. Observaras que aparecen circunferencias, rayos y espirales.
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d. Superposicion de ondas circulares
Descripcion: Una superposicidon visual de ondas circulares produce un patrén en el que
surgen sistemas de cdonicas con mismos focos (fijate en las zonas de color rojo).

e. Multiplicacion de distancia
Descripcion: En esta simulacidon se pueden ver las curvas de nivel de una funcién definida por
el producto de dos distancias.

Material recopilat per Maria Alberich, Jordi Buendia, Ferran Dachs, Anna Sabater i Emilio José Sanchez amb el suport de: 14

M u H B A : ?\— 4 Real Sociedad " Ol\:lsc; Lh j:ni ::fscl ‘h'eu 51 T gzner?gal 0:1 c‘:,s_nEalunya . @ unvERETATroThCNEA TR b 5 SaTANTA
M Matematica Espariola 9 partame conomia BARCELONATECH [ r— ’ ’
: [

MUSEU D'HISTORIA DE BARCELONA | had Oberwolfach % i Coneixement



a. Cadena de triangulos
Descripcion: Movimiento circular de una cadena de triangulos. Aunque los triangulos giran,
sus vértices describen segmentos rectilineos.

b. El pentdgono que gira
Descripcion: Los vértices de este pentagono en movimiento se mueven sobre lineas rectas.

c. Cicloide
Descripcion: Epicicloide generado mediante una construccién en movimiento.
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d. Generacion de una elipse
Descripcion: Construccidn cinematica para crear una elipse. Si se mueven dos de los vértices
de un triangulo sobre los ejes de coordenadas, el tercer vértice describe una elipse. Puedes
alternar el triangulo inicial y el resultado sera siempre el mismo.

e. Movimiento rotatorio de dos elipses
Descripcion: El movimiento de una elipse que rueda sobre otra se puede simular a partir de
una barra en movimiento que arrastra a un mecanismo apropiado.

7. Simulaciones

a. Una pelota que rebota
Descripcion: A pesar de las apariencias, se consigue facilmente un comportamiento caotico.
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b. El péndulo doble
Descripcion: Simulacién de un péndulo doble. Puedes alterar la posicién inicial de los puntos,
es decir, la longitud y el punto de suspension de cada péndulo.

c. El movimiento de los planetas
Descripcion: Simulacion del movimiento de un planeta en el campo gravitatorio generado
por varias estrellas (soles). Puedes activar las estrellas moviéndolas a la zona principal, o
alterar sus masas y la del planeta mediante los deslizadores laterales.
También puedes mostrar el trazado del movimiento, asi como modificar la velocidad y
posicion iniciales. Pulsa PLAY para comenzar.

Aparcamiento de estrellas
8 e
CIRO

10
Masa estrella A
10
Masa estrella B
10
Masa estrella C
1
Masa planeta

Energia anética:
057

Energia potencial:
-2.03

d. Simulacion del movimiento de un banco de peces
Descripcidn: La simulacion sigue tres sencillas reglas que se aplican a todos los miembros del
banco:
¢ Avanzar
¢ Evitar los vecinos
¢+ Nadar en direccion al centro de gravedad de sus k vecinos mas proximos (el numero k se
puede cambiar)
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e. Simulacién de un robot
Descripcion: La totalidad de la simulacién se ha construido usando muelles, masas y paredes

elasticas. Silo deseas, puedes arrastar cualquier punto con el ratéon e incluso alterar la forma
del robot.
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