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1. Introduccidé

El present treball de recerca I'he realitzat ambdilaboracio i el suport de la
Universitat Autonoma de Barcelona a través del ranom@ Argo. Des de la universitat
se’m van proposar una serie de temes entre els @oplest em va semblar molt
interessant per diverses raons. Primer perqué uhgix materies que m’'agraden molt,
com son les matematiques i el dibuix técnic. |, &ra més, el fet de plantejar-me un
treball en el que hagués de partir de zero, pengaieabans havia treballat en aquest

tema, em va semblar molt interessant i encoratjador

La construccié amb regle i compas ha resultat s¢ema més ampli i teoric del
gue a priori m’havia semblat. Des d’un bon prinapn va atraure molt que els tres
problemes classics que es van plantejar ja a @anGrecia no siguin resolubles amb
regle i compas; estic parlant de la quadraturacdetle, la duplicacié del cub i la
triseccié d’'un angle. També em va sorprendre etléetjue no es pogués demostrar la
seva irresolubilitat fins al segle XIX, quan es yauder determinar quins nombres son
construibles amb regle i compas. Per aquest nfaipjantejat com a objectiu principal
del meu treball de recerca la caracteritzacio defmsbres construibles, és a dir, arribar a
saber quins nombres son construibles amb reglenpas i per qué. I, a més a més,
aplicar els resultats obtinguts per demostraré&salubilitat dels tres problemes classics
i per determinar quins poligons regulars sén caiigrs amb regle i compas.

El treball comenca amb una breu introduccidé hisgrper centrar quan
apareixen les construccions geometriques amb reglepas i per quin motiu, i també
guan es van plantejar els tres problemes clagsipart d’aquesta introduccid historica,
el meu treball de recerca consta de quatre parts.

La primera part €s un apartat sobre algebra, qaeapnent no esta relacionat
amb les construccions amb regle i compas, percqgaa em vaig introduir en aquest
treball em vaig adonar que em faltaven un sérieateixements d’algebra per poder

entendre molts conceptes i demostracions.

La segona part del meu treball és la demostradidedeema de Wantzell, que
determina quins numeros soén construibles, per@mirar a demostrar aguest teorema
he hagut de comencar explicant el concepte de rooo& amb regle i compas i de

numero construible.
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En la tercera part del treball he aplicat la camdtztacidé dels nombres
construibles per demostrar la irresolubilitat deds problemes classics i per determinar
quins poligons regulars sén construibles. Com anple he donat un metode de

construccio amb regle i compas d’'un pentagon reglitee demostrat matematicament.

L’altima part del treball és una part practica,ld®oraciéo d’'una pagina web.
Aquesta web és interactiva i permet comprovar agute les construccions amb regle i

compas fetes en el treball.
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2. Historia

Des dels seus origens I'home ha intentat reprasehtadn i podem considerar
que aguestes representacions son l'origen de |lmejea. Es pot dir que I'home
primitiu, en intentar representar el medi on viviaflectia en forma de figures

esquematiques la realitat que observava, és aledirpintures rupestres poden ser
considerades l'origen de la geometria.

La geometria per als egipcis, babilonis i altreble® antics orientals, com els
indis 0 els xinesos, consistia en un conjunt déesegconeixements practics obtinguts
experimentalment, perd no era una ciencia estratuNo va ser fins el segle VIl a.C,
guan es va introduir la geometria a Grecia desigtEggue no va desenvolupar-se i

comencar a estructurar-se com una ciencia deductiva

La geometria grega parteix dels coneixements psaale les civilitzacions
anteriors i fa un pas cap a I'abstraccio. Aixi, \ambar a les formes geométriques
perfectes a través de I'observacio de la naturalesaides €s el maxim representant, és
considerat el pare de la geometria. En la seva @lsaelementsagrupa tot el
coneixement i formalitza la geometria com una deedleductiva. Aleshores necessiten
crear instruments per poder representar les figguess’'imaginaven i van crear, entre

d’altres, el regle i el compas.

Els grecs no podien fer calculs aritmétics, pergugeu sistema de numeracio
nomes representava els nombres naturals, no tergice els negatius, ni els decimals.
Aix0 significa que, per exemple, ells no podienidiivcinc entre dos i obtenir 2’5,
perqué 2’5 no és un nombre natural o “sencer”.tBet, quan es van trobar amb el
problema de trobar el punt mig d’un segment noreaorre al calcul aritmétic i dividir
la longitud entre dos, sind que es van ajudar dgetametria. Com que la recta i la
circumferéncia eren considerades les figures idealsan basar en el regle i el compas
per fer totes les construccions. Agquesta tambéaéad per la qual el regle no té
marques, si no tenien aritmetica no els hi seréaas, simplement I'utilitzaven per
tracar rectes. Els grecs solucionaven els problgreggeament, fent construccions amb

regle i compas, com a substitucio de I'aritmetica.

Durant la segona meitat del segle V a.C. es vaunrod gran desenvolupament
de la geometria, aquest periode s’anomena ‘l'egwmaica de les matematiques”
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perqué en tota la historia mai s’ha enfrontat I'leoamb problemes tant fonamentals,
amb tan poques eines. En aquesta época els pengmdos es dediquen a l'estudi de
guestions purament tedriques, un canvi respectaddsmatiques anteriors que sempre
s’havien dedicat a resoldre problemes practicaoédia ordinaria. Es en aquest periode

guan es plantegen els tres problemes classics:

» La quadratura del cercle. Consisteix en constmio aegle i compas un quadrat

gue tingui la mateixa area que un cercle donat.

La primera referéncia historica que es té respexjaest problema és

d’Anaxagores, un dels matematics de I'epoca heraisavoltants del 450 a.C.

e La duplicacié del cub. Donada I'aresta d’'un cubnsisteix en construir amb
regle i compas l'aresta d’un altre cub que tindulable de volum que el primer.
Existeix una llegenda grega que explica I'origehpteblema de la duplicacio
del cub. Explica que el 427 aC, quan una epidessalava la ciutat d’Atenes,
els atenencs van demanar ajuda a l'oracle de Delosiest els hi va dir que
construissin un altar cubic el doble de gran gaetwal. Els habitants van
construir un que tenia el doble de costat, peid@&mia no es va acabar perque

n’havien construit un vuit vegades més gran.

e La trisecciéo d'un angle. Donat un angle arbitraonsisteix en construir amb

regle i compas un angle que tingui un ter¢ de fva de I'angle donat.

D’aquest problema no se’n coneix l'origen, noméssap que també data de

'antiga Grecia, possiblement de la mateixa epasaeis altres dos.

Més de 2200 anys després es va demostrar que siguestproblemes son
irresolubles utilitzant només regle i compas. Taixd, I'estudi d'aquests problemes ha
contribuit de forma molt important en el desenvalagnt de les matematiques gracies
als esforcos fets per resoldre’ls, tant per patadeatematica grega com per pensadors

matematics molt posteriors.

La impossibilitat de duplicar el cub i trisecar angle va ser demostrada per
Pierre Wantzel (1814-1848) l'any 1837 i la imposgdi de quadrar el cercle es va
demostrar quan Lindemann (1852-1939) va demostnay (1882 que el nUumerar és

transcendent.
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3. Conceptes algebraics

Per poder fer el meu treball de recerca he neaéssitlts conceptes d’algebra
nous, que no he treballat al batxillerat, i he dié@osar aquest apartat d’algebra.
3.1Grup

Sigui G un conjunt en el qual hi ha definida uogeracié interna‘-”, és a dir,

una operacio que compleix quea, b0G a-bOG. Diem que G, °), el conjuntG

amb aquesta operacipés ungrup si compleix les seglents propietats:
Associativa: ao(boc)=(aocb)oc Oa,b, cOG
Existeix element neutre: [alG existeell G P e e & |
Existeix 'element simétricJaldG existeix allG | a a= ¢
(G, °) és ungrup commutatitsi, a més a mes, compleix la propietat:
Commutativa: aocb=beca [a, bOG

Si 'operacio interna té notacio additiva “+” I'eleent neutre es denota 0; i si té

notacio de multiplicacio “-"es denota 1.

Exemple: El conjunt dels nombres enters amb I'operacié séman grup commutatiu

(Z,+). En canvi, no ho és amb 'operaci6é productepeémo existeix I'element simetric.

3.2 Anell

Sigui A un conjunt en el qual hi ha definides dues operecinternes, “+” i “-”.
El conjuntA amb aquestes dues operacions éangll (A,+,-) si amb I'operaci6 “+” és

un grup commutatiuX,+) i amb l'operacié “-” verifica les seglents pidpts:
Associativa: al(blc)=(alb)lc Oa, b, cOA
Distributiva respecte de la sunad(b+c) =alb+alc [Oa,b,cOA

(A,+,) és un anell commutatiu si, a més a més, airla propietat:

Commutativa: alb=bla Oa, bOA



Construccions amb regle i compas Radl Castrillo Gomez

Exemple: El conjunt dels nombres enters amb les operagansa i producte és un

anell commutatiu4,+,-).

3.3Cos algebraic

Sigui K un conjunt en el que hi ha definides dues openadmternes “+”, “-”. El
conjunt K amb aquestes dues operacions éscas algebraic també anomenat

simplement cos, sK(+,-) si verifica les seglents propietats:

Associativa:a+(b+c)=(a+b)+c al(blc)=(alb)lc [Oa,b, cOK

Element neutredallK a+0=a all=a

Element simetricCdald K existeix —aldK |a+ ca)= C |

Da0dK, az0 existeix a'0OK |ala'=:

Commutativa:a+b=b+a alb=Dbla Oa, bUK

Distributiva respecte a la sumai(b+c) =alb+alc [Oa,bcOK
Podem observar que #,,) és un cos, aleshorés<) i (K,-) s6n grups commutatius.
Exemple: El conjunt dels nombres racionals amb les openacéaima i producte €s un
cos Q,+,-).

Un exemple interessant és el c@&/[fZ,+,-) on p és un numero primer. El

conjunt d’elements del cos s@ypZ={0,1,2...p-1}. Les operacions internes del cos

‘+”7 1 “.” sOn la suma i el producte dels enterstasta relaciéo de equivalenciesa si
b-a |, . : : . . ,

—— és un nombre enter, o el que és el mateix, aontkeguivalents si donen el mateix
Y

residu al dividir-los entre p. Els elements d'aquess son el residu de dividir un

nombre natural entre el nombre primer p.
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3.4 Espai vectorial

Sigui (K,+,-) un cos E un conjunt en el qual hi ha definida una operadiérna
“0O7” i una operacio external1”, és a dir,UAOK i OvOE AOvVvOE. (E O, O)

€s unespai vectoriakobre el coK si verifica les seglients propietats:
(E,0) és un grup commutatiu.
OA,u0K 1 OvywOE AOOvV)=Alw)dv
UvUE 10v=v
OAOK i Ov,wOE AO(MWOVY=(AOwWOMAOVY
OA,u0K i OVOE A+p)Odv=A0v)O(udv)

Quan treballem amb espais vectorials, als elem@d®Es se’ls acostuma a dir
vectorsi als elements del cds escalars La notacié que es fa sevir per les operacions
vectorials ‘1”1 “ 0" sol ser la mateixa que la que s'utilitza per la aural producte

del cosK. L'operacio externdl es diu producte per un escalar i també es dilEgée
un K-espai vectorial

Exemple: R2, el conjunt de vectors del pla, ésRrespai vectorial.

3.4.1Combinacio lineal de vectors
En un espai vectoridt sobre un co$, unacombinacio linealde n vectors
vV, ...V, OE és una expressio de la formad, v, + A, [V, +....... +A, v, on

AAy A OK.

3.4.2Vectors linealment dependents

En un espai vectorial E sobre un ¢gsdiem que n vectors,,Vv, ,....v, JE son
linealment dependentsi existeixenA,, 4, ....A, 0K, no tots nuls, que compleixen

AN +A, I, +...... + A, ¥, =0 (0 és I'element neutre respecte de la suma).
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3.4.3Vectors linealment independents

En un espai vectorid sobre un co&, diem que n vectors,,Vv, ,....v, JE son
linealment independentssi I'lnica solucio deA, W, + A, LV, +....... +A, v, = 0eés

A=A, == =

3.4.4Bases d’'un espai vectorial

En un espai vectoridt sobre un co&, diem que n vectors,,Vv, ....v, JE son

unabasede 'espai vectorial si sén linealment independéctsmpleixen que tot vector

uE és combinacio lineal de,v, ,....v

n*

3.4.5Dimensio d'un espai vectorial

En un espai vectorial totes les bases tenen elxnmadenbre de vectors, aixo és
el teorema de la baseéAnomenendimensiéd’un espai vectorial sobre un cos al nimero
de vectors que formen una base qualsevol de I'esgtorial.

3.5Extensi6 d’'un cos

Si (L,+,-) és un cos algebrai&iun subconjunt de, K O L, i es compleix que
les operacions internes desén també operacions interneskjealeshoresK,+,-) és un
cos algebraic contingut dn Es diu que L és unextensio del coX i queK és un

subcogdelL.

Si L és una extensio del c#s aleshores és facil verificar glieés unkK-espai
vectorial, perque a I'operar un element ldger un element d& el resultat sera un
element dd i, per tant, tindrem una operacié externa defimd&. Com quel és un
espai vectorial podem parlar de la seva dimensidimensio de I'espai vectorial

sobre el coX s’expressa cor{L : K].

Exemple: El cos dels nombres complex@ss unaextensio del cos dels nombres reals

R, i per tant és ufR-espai vectorial. Una base d’aquest espai vectésiél, i} i, per

tant, la dimensio de I'espai vectorfalsobre el cof és 2. {:R]=2.

! Podreu trobar una demostracié d’aquest teoreffiaral [5] de la bibliografia.

10
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Més endavant s'utilitza un teorema d’extensié desoé que no es demostra,
perqué no forma part de l'objectiu del treball, pexi que I'explicaré en un cas

particular.
Teorema™. donats tres cossdé O F O H , es compleix quéH : K| =[H : F]F : K].

Per al nostre treball necessitem estudiar un cdiydar d’extensié de cossos.

Donat un niumera.dJR definim Q(a) com el cos extensio d@ més petit que conté

Ara estudiarem diversos exemples d’extensions 8goso

Exemple 1: Si a=+/3, aIeshoresQ(\/g)={x+y\/§ | x,ydQ } Q(\/§) €s un

Q-espai vectorial, {1, \/5} és una base, per tan® (\/5) Q] =2.

Exemple 2: Ara veuremQ (V3+/7) com una extensi6 del co®(v3). Aleshores,
QV37)={x+y7I x,y0QV3}. @[V37) és un Q(J3)-espai vectorial, i
{1, 47} és una base, per tar {y/37):Q (v3)1=2.

Exemple 3: Ara veurem Q(v34/7) com una extensi6 del cof. Aleshores,
QWBNT)={x+yV3+ 247 +tJ21| x,y,2t0Q }. Q[V347) és un Q-espai
vectorial, i{L, v3/7 21} és una base, per tar@ [V3+/7):Q] = 4.

Amb aquest exemple es pot veure que es compléeostma:

[Q(3+7)-@1=[a(V3+7):2(\3)1 - [@{V3):Q

2 Podreu trobar una demostracié d’aquest teoreniiaral [4] de la bibliografia, concretament esta
explicat a la pag.192.
% Teorema: és una proposicié molt important o bérakd’una teoria.

11
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4. Concepte de construccio amb regle i compas

Les construccions amb regle i compas consisteixereletracat de punts,
segments de recta i arcs de circumferéncia empraca i exclusivament un sol regle i
compas. El regle i compas de les construccions ggmues no son instruments fisics
reals, son conceptes matematics abstractes, amaterlifes notables amb el regle i
compas del mon real. Es considera que el regnggtud infinita i que no té cap marca
que permeti mesurar o traslladar distancies. Tagsb#gnsidera que només té una vora,
ja que dues vores paral-leles permetrien tracéeggmaral-leles. Es a dir, que un regle
només es pot utilitzar per tragar una recta qusi s dos punts previament existents,
0 bé prolongar un segment donat. El compas poartreiccumferencies de qualsevol
radi, pero sempre partint de dos punts conegutsguensigui el centre i l'altre que
determini el radi. Amb un compas no es pot traglagna distancia, és com si a
I'aixecar el compas s’ajuntessin automaticamentietsbragos. Aquest aspecte sembla
molt molest, perd matematicament és irrellevangjya es poden traslladar distancies

indirectament, com més endavant s’explicara.

4.1 Punts construibles

Partint d'un conjunt inicial de n punts del pb={q1, %,...0} amb regle i
compas podem tracar rectes i circumferencies:
» Unarecta éfracablea partir d&5, si passa per, al menys, dos punt&gde
* Una circumferéncia és tracable a partiiSglsi té per centre un punt &gi passa
per altre punt d&.

Perqué un punt sigui construible amb regle i congppartir de un conjunt de
puntsS del pla ha de complir una, o0 més, de les segidentdicions:
e Ser un punt del conjuts.
* Ser un punt d’interseccié de dues rectes tracabpestir des,.
» Ser un punt d’interseccio de dues circumferencagsables a partir d®.
» Ser un punt d’interseccio d’'una recta i una circen@fcia tracables a partir de
S.

12
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Partint d’'un cert conjunt de pun® del pla obtenim el conjur, format per
tots els punts del pla construibles amb regle ipamsma partir d&. De la mateixa
manera, construirs, a partir deS,, i repetint aquest procés obtenim una successio de

conjuntsS,, en la qual cada conjunt conté als anteriors,dds &, 0 S OS, O...0 S,

El limit superior d’aquests conjunts s’anome®ia s'expressa cons=1lim S, .

n-oo

S esta format per tots els punts construibles armE1S,. Per tant, un punt del pla és
construibleamb regle i compas a partir 8gsi, i nomes si, pertanyé.
Els punts del plg(x,y) Ox,yOR} s'identifiquen amb els nimeros complexos

C={x+ yi O, yDR}. Els nombres reals son els nombres complexos dertaa

x+0i, és a dir, els nombres reals s’identifiquen antpeints del pla de la forma

R={(x,0) OxOR} i per tantNOZ ORI C

4.2 Construccions basiques amb regle i compas

Tota construccid amb regle i compas es basa epalitzaci6 de només tres

accions basiques:

» Tragar la recta que uneixi dos

punts.

e Tracar la circumferencia que

tingui de centre un punt donat

passi per un altre punt donat.

» Determinar el punt d’interseccié de dues rectea,renta i una circumferencia, o

bé dues circumferéncies.

En aquest treball determinaré quins punts deldnacenstruibles a partir de dos
punts qualsevol, o sigui, el c&={q1, qz}. Establim un sistemes de coordenades al pla
prenentg; com l'origen d’aquest sistema de coordenadeglist@ancia entrep; i g com
la unitat. La recta determinada pels punts g, és I'eix d’abscisses. En aquest sistema
els puntg;=(0,0) igx=(1,0).

13
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Ara veurem algunes construccions senzilles quermpdde amb regle i compas.
A partir dels punts que es van obtenint mitjan¢@sitconstruccions basiques amb regle
i compas arribaré a deduir alguns conjunts de nesntpue son construibles amb regle i

compas a partir de dos punts.

Definim Scom el conjunt de punts del pla construibles &rpie S,.

4.2.1Simetric d’'un punt respecte un altre

Donats dos punts qualsevol del pla p:
tracem la recta que els uneix. Després, amb el
compas, dibuixem la circumferencia de cepire

gque passi perpp. Anomenem p, al punt

L
d’'intersecci6 de la recta i la circumferencia, eés | pp P P2
simetric depo respecte;.
Aplicat al nostre cas, el simétric dg

(0,0) respecte de, (1,0) és el punt (2,0), que per

tant és construible. Repetint aquest procés podemostrar que tots els nombres
naturals de la forma (n,0) son construibles. Realitel mateix procés en sentit oposat,
obtenim que tots els punts (-n, 0) també sén coitdds. Per tant, tenint en compte la
identificacié dels punts del

pla amb els nombres

1} L} L} 11 L} L} 11 Lr i

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

w

complexos que hem explicat

anteriorment, hem demostrat que els naturalsdrgkrs son construibl&s[1Z7 1S

4.2.2Mediatriu d’un segment i obtencio del punt mig
Donats dos punts del plao, m

, Mediatriu
tracem el segment que els uneix. A

continuacidé tracem la circumferencia de

centre pp que passa perp; i la

circumferéncia de centrp; que passa per
po. D’aquesta forma construim dos nous

punts,p, i ps, que son els punts d’interseccio

de les dues circumferéncies. Unint aquests P3
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dos punts obtenim la mediatriu del segment inicial.

La interseccio de la mediatriu amb el segment ahici

determina el punt mig del segment.

Aplicat al nostre cas, partint dels pungs=(0,0) i

02=(1,0), podem trobar el simetric dp respecteqg; que sera (0.1)
g3=(-1,0). Tracem la mediatriu enteg i g3, que passara pe,

aquesta recta sera l'eix OY dordenades del sistaira

referencia. Si tracem la circumferencia de cegtreque passi ==
per g, determinem els punts (0,1) i (0,-1). Repetintrelcgs de >

I'apartat anterior en I'eix d’ordenades construimstels punts

(O,n) On0O Z.

Ara comprovarem que la recta obtinguda mitjancant e
meétode anterior és realment la mediatriu del segmeésial.
Els dos radis de circumferencia de cemyg, son els punts
que es troben a distancia r pleo p;. Per tant, la interseccio

dels dos arcs de circumferencia, els pymts ps, s6n punts

que equidisten dpy p;. La recta determinada per aquests dos

=]

punts son tots els punts que equidisterpgden, és a dir, la
mediatriu. El punt on talla

amb el segment inicial és

el punt mig, ja que és el
punt que equidista dpo,
P1.

Com que els dos triangles tenen els tres

\Pn i i /m costats iguals a,b,c; aix0 implica que son triamgle
identics i que, per tant, els angles també senaaisg
ar=ap; B1=P2; y1=72. Els angleg, vy, estan determinats sobre una mateixa recta, és a
dir, sén suplementaris i per tant sumen 180°. Bersaque els dos angles son iguals i
sumats valen 1809, =y,=90°. Aix0 demostra que la mediatriu és perpendicaléa

recta inicial determinada ppg p:.

15
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4.2 3Perpendicular a una recta per un punt exteriof
Partim de tres puntpg, p1, p2 no alineats. Dos

N/
X

puntspo, p1 determinen una rectgp €s un punt exterior a
la recta. Tracem la circumferencia de cemye radi la
distancia entrg, i po. Obtenim un altre punps de la
recta, que podria coincidir anf, en tal cas el seguirie

anomenantps. Si no obtenim cap punt, és a dir, si |

circumferéncia és tangent a la recta en el pgrhauriem

T

de tracar una altre circumferencia de cemre radi la

Perpendicular

distancia entrgy, i p;, per tal d’obtenirps. Tracem la

mediatriu entrepy i ps, tal i com ja hem explicat en

7

[~

tant, és la recta perpendicular a la recta deteaimeipy, p1 que passa pee.

\/

I'apartat anterior, aquesta mediatriu passarappey per

Aplicat al nostre cas, aixd ens permet demostra giuun punt (x,y) és
construible, les seves projeccions sobre els @rosoordenades també ho seran, és a

dir, que (x,0) i (0,y) també seran construibles.

4.2.4Perpendicular a una recta per un punt de la propiaecta
Partim de tres puntsy, p1, . alineats. Dos punts

Po, p1 determinen una rectapp, és un punt de la mateixa ><
recta. Tracem el simetric dm respectep, i obtenimps.

Després tracem la mediatriu entp i ps. Aquesta

mediatriu passara p@e i sera la recta perpendicular a la

recta determinaday, p. i o o

Aplicat al nostre cas, aix0 ens demostra que si els

punts (x,0) i (0,y) sén construibles, aleshoresb&aro

Perpendicular

sera el punt de coordenades (x,y), ja que si tralesm \

AN

perpendiculars als eixos que passen per aquests, pan ]
interseccio de les dues rectes sera el punt @gy)tant, un punt (x,y) és construible si, i

nomes si, els punts (x,0) i (0,y) sén construibles.

* En els annexos he inclos un altre métode peartfagperpendicular a una recta per un punt exterio
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4.2 5Paral-lela a una recta per un punt exterior
Partim de tres punt®o, pi, p2 NO

alineats. Dos puntpo, p1 determinen una

FParal-lela

recta i p; €s un punt exterior a la recta.
Tracem la recta perpendicular a la recta
determinada pepo | p1 que passi pep..

Després tracem la perpendicular a la recta |,
+

P2

obtinguda i que passi pgx, seguint els PO

La
resultant és la recta paral-lela a la inicial que

passa pep.. \

\
Aplicat al nostre cas, aixo ens permet ' r

passos indicats anteriorment. recta

/

tracar totes les rectes horitzontals i verticals/
/
de coordenades enteres; i aixi demostrar qll'he

a partir de dos punts qualsevol del plé

: . . \
podem construir amb regle i compas tots els

S

punts de la forma (m,n))m,n0Z.

4.2.6Divisi6é d’'un segment en n parts iguals
A partir de dos puntgyp, p1 tracem el

segment que els uneix. Tracem la perpendicular a
aquest segment que passa pgr Sobre aquesta

perpendicular tracem n circumferéncies de radi

=]

longitud del segmentp,p, i centre el punt

d’interseccid de la circumferéncia anterior amb

perpendicular. Després tracem la recta que uneixi

Construccié seguint tots els passos necessaris

I'dltim punt obtingut amlp; i tracem n paral-leles

la recta obtinguda que passin per les n divisiens

la perpendicular. Els n punts de tall d’aguestes

® En els annexos he inclos un altre métode perrttagaral-lela a una recta per un punt exterior.
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paral-leles amb el segment inicial sén punts esjaidis de Iongitua%, on p,p, és
n

la longitud del segment.

Aplicat al nostre cas, per construir un racionalad®rma (m/n,0) podem dividir
el segment unitat en n parts iguals de longitudi,lmitjancant el mateix procés que

hem fet servir per trobar el punt simétric, tracamircumferencies consecutives de radi

1/n, i obtenim el punt (m/n,0). Per taftx 0Q (x,0)0S. Es a dir, els racionals també
son construtbleBNJZO0QOS

Ara ja sabem construir tots els nameros racionalsin, Unicament, de dos

punts donats.

4.2.7Circumferencia de radi la distancia entre dos punts

Donats tres puntgg, p1, p2 no alineats

volem tracar la circumferéncia de cenpgi
radi la distancia entrpy i p2, és a dir, traslladar
una distancia. Com hem dit anteriorment, e
compas perd l'obertura en aixecar-se del full,
per tant, no es pot traslladar una distancia de
forma directa. Hem de tracar la recta que uneix
p1 i p2 i la recta que uneiyxo i p;. Després hem de tracar les rectes paral-leles a le
anteriors que passen p®ri p. respectivament. El punt d’'interseccié de les deetes
'anomenarenps i la circumferéncia de centpg i que passi pgps €s la circumferéncia

buscada.

4.2.8Bisectriu d’'un angle

Donats tres punt$o, p1, p2 nho alineats,

tracem la recta que unepg i py (recta r) i la recta —
gque uneix pp | p (recta s). Tracem una
circumferéncia de centqg i radi la distancia entre
Po I p1, el punt dinterseccio daquesta
circumferéncia amb la recta s l'anomengm

Tracem el segment que uneps | p3 | fem la

18
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mediatriu d’aquest segment. La recta obtinguda lsebasectriu de I'angle determinat
perpy, Po i P2

Ara comprovarem que la recta obtinguda mitjanganmeétode anterior és

realment la bisectriu de I'angle. Els pupis

i ps equidisten dgy, ja que sén punts d’'una
mateixa circumferéncia de centm. Per
tant, la mediatriu degy; | ps passara pel
vertex de l'angle, és a dir, pps. Com que

el triangle determinat pepo, p1 i ps é€s

isosceles, els dos angles determinats
costat diferent s6n iguals i com que els

angles d’'un triangle sumen 180°, podem determinar g

a, + /+90°=180°
- a,=a,
a, + [ +90°=180°

Per tant, la mediatriu d®, ps €s la bisectriu de I'angle determinat perpo i p..

4.3 Numeros construibles

Un nimero real x és un numero construible si ésdenkes coordenades d’'un

punt construible. Anomenaretal conjunt de numeros construibles. Dit d'una altra

manera,lJ xR, xLI€ si existeix un punplIStal quep=(x,a) op=(a,x).

4.3.1Relacid entre punts construibles i nUumeros constrbies

Ara veurem qué&=¢ x @ (producte cartesia).

Proposici®: un punt del pla (x,y) és construible si, i nomésxsy sén ndmeros

construibles.

Demostracié: per definicié, si un punt és construible les sewesrdenades son

nameros construibles, és a dirpsi(x,y)[1S= x,yLIC.

® Proposicié: és un enunciat que afirma una vepaatint d’'una hipotesi i aquesta veritat es denaodins
d’'un marc logic.
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Reciprocament, si X €és un namero construible, eixistn punt construible
amb coordenadep=(x,a) o (a,x). Sip=(x,a) tracem la recta paral-lela a l'eix
d’ordenades que passa erAquesta recta talla a I'eix d’abscisses en elt fxj®). Si
fos p=(a,x), tracem la recta paral-lela a I'eix d’absess per construir el punt (0,x). A
continuacio, tracem la circumferéncia de centr®)(0,que passa per (0,x), el punt
d’intersecci6é d’aquesta circumferencia amb I'eigliscisses és el punt (x,0). Podem fer
el mateix raonament amb y per construir el punt) (&l punt (x,y) sera la interseccio
de les rectes perpendiculars als eixos que passsrppnts (x,0) i (0,y). Per tant, si

x,ye = q=(x,y) és construible.

4.3.2Arrel quadrada d’'un numero construible positiu

Si x és un nombre construible =R
positiu, per trobar la seva arrel quadrada,
dibuixarem en els eixos de coordenades
els puntgp(1,0) i p1(x+1,0). Trobenmp,,

el punt mig de O ip;. Tracarem la

circumferéncia de centne, i que passa© . 1=(x+1,0)
per O i p.. Després tracarem la

perpendicular a I'eix OX que passa per -

Po. Aixi trobarem p;, el punt
d’interseccié de la circumferéncia amb aquestarecangle format pe©, ps i p1 és de
90°, ja que la unié de qualsevol punt de la cireudricia amb els extrems d'un
diametre sempre forma un angle de recte. Els teande vertex<,po,ps; Po.Ps:P1:

O,ps,p1 SON rectangles. Si apliqguem el teorema de Pitagidsenim que:

y2 = 12 + h2
22 =x*+h’
(x+1)? =y*+2°
(x+D2 =1+h?>+x2+h> & x2+2x+1=1+h?+x*+h? o 2x=2h? - h=4/x
Un bon exemple de com construir les arrels quadrddés nombres naturals és
el seguent. Tracem les perpendiculars als eixos pehts (1,0) i (0,1), el punt

d’interseccié sera (1,1). Tracem una circumferedeigentre (0,0) i que passa per (1,1).
Aplicant el teorema de Pitagores podem determinaered radi de la circumferéncia és
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V2o que, per tant, el punt Lo ||
_ . ) .~ 1 — . C C
d’interseccidé d’aquesta circumferéncia

amb l'eix d'abscisses és el punt

(\/E ,0). Si ara tracem la perpendicular

a l'eix d’abscisses per aquest punt,D

tallara la perpendicular a leix T(\N,UJ (J?,UJT(\/s,U) {v/4.0) (+/5,0)

d’'ordenades en el pun{/é ,1). Tornem a tracar una circumferéncia de ceft® ( que
ara passi pel punt\/(E,l). El radi d’aquesta circumferencia serd i, per tant, la

interseccidé de la circumferencia amb I'eix d’absess sera el punt\/(_B ,0). Repetint

aguest procés obtenim les arrels quadrades delsat®mbres naturals.
4.4 Els cossos dels punts construibles i dels nimeramestruibles

4.4.1Suma de punts construibles

Coneixent la identificacié dels nombres complexod &Is punts del pla, podem
considerar I'operacié suma de nhombres complexdsnggla als punts construibles del
pla S. Per sumar dos punts construibles delpa{&s,y1) i p2(X2,y2) cal sumar les seves
coordenadegs=p1+ P2=(X1tX2, Y1t+Y2). Per tal de que aquesta operacié sigui una
operaci6 interna de S, cal gogetambé sigui construible.

En efecte, si uninp, i p, amb
I'origen de coordenades i tracem les -
paral-leles a aquestes dues rectes que oo
passin pemp; i pz, el punt de tall sera _

ps=p1+P2. Per tant, la suma de dos

punts construibles és també un punt

P2

construible. Tot punp(x,y) té el seu
oposat respecte a la suma=(-x,-y), que és construible ja que és el simétagpd

respecte l'origen de coordenades. En la suma, taesbéompleixen les propietats
associatives i commutatives dels complexos; i tat@hdn element neutre construible, el

punt (0,0). Aixi que (S,+) és un grup commutatiu.
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4.4.2 El cos dels numeros construibles

Si a, b s6n numeros construibles (&1 aleshores ja hem demostrat abans que
els punts (a,0), (b,0) i (-b,0) son construibleplidant I'apartat anterior de suma de
punts construibles podem determinar que (a,0)+d§a@Hb,0) i que, per tant, el punt
(a+b,0) és construible. Ja que és la coordenadamiat construible, el numero a+b
també és construible (alHle ). Podem aplicar el mateix raonament a I'operaajo)(-

b,0)=(a-b,0) i, per tant, demostrar que a-b també é&slumero construible (athe).

Per demostrar que a-b és construible, primer en

centrarem en demostrar que |a-b| és construibdegegu .
el mateix que considerar |a|-|b], és a dir, corsielm
a>0 i b>0. Després podrem generalitzar aquest cas a
qualsevol a i b, ja que a-b pot tenir com a res|dtd| o
-la-b| i si |a-b| és construible -|a-b| també raopseque

és el seu simeétric respecte I'origen de coordenades

Per demostrar-ho partirem dels punts
construibles (1,0), (b,0) i (0,a). Unim els pur@sa] i
(1,0) amb una recta i tracem una paral-lela qus pas

(b,0). Pel teorema de Tales es determina que ¢ldautall d’aquesta recta en I'eix OY

és (0,a-b). Ja que per triangles semblants saber? q% L x=alb

Pel mateix metode podem obtenir

a/b. lgual que en el cas del producte, podel,[__:‘l
considerar a i b positius. Construim elsm
punts (0,1), (a,0) i (b,0). A continuacio,g
unim els punts (0,1) i (b,0) i tracem una

paral-lela a aquesta recta per (a,0). El punt
d’interseccié de la recta amb I'eix OY és el pubhi(b). Ja que pel teorema de Tales

determinem qu% =X _ x=2

a b
Aix0 fa que la suma i el producte siguin una opératterna dec. Com que ja

haviem vist qu&N 1 Z Qe URC, ara obtenim que(+,-) és un cos algebraic.
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Hem vist que els racionals sén numeros construiblgge la suma, resta,

producte, divisio i arrel quadrada d’'un nimero tarikle és construible. Per exemple,

una expressio de la forma; 2+ \ /%3— /3 és construible.

4.4.3Producte de punts construibles

De la mateixa manera que amb la suma, podem coasikigperacié producte
de nombres complexos restringida als punts debplonats dos punts construibles del
pla p1(X1,y1) 1 p2(X2,¥2) la aplicacié del producte de nombres complexdabésx que
P3=P1- P2=(X1X2-Y1Y2, XaY2+yiX1). Com que els dos puntpifp2) sén construibles, les
seves coordenades seran numeros construibles tamterel puntp;- p, també sera
construible ja que esta determinat per la sumadyante de nameros construibles i ja
hem demostrat en el punt anterior que son consesuiha multiplicacié de complexos
aplicada & és correcte i compleix la propietat associatieammutativa i té un element

neutre, el punt (1,0). Tots els punts, except® @)( tenen un element simetric. Donat

o — X -y
tp= I t t I t .
un puntp=(x,y), el seu simetric respecte del produc qoes( vy 2t yzj

D’aquesta manera determinem que (S,+,-) també éssualgebraic.
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5. Caracteritzacioé dels nombres construibles

Per demostrar la forma que tenen els nombres cillets necessitem un seguit

de conceptes algebraics que explicarem a contiduaci

5.1 Numeros algebraics i transcendents

Sigui (L,+,-) un cos algebraick un subcos dé&, un elementiIL diem que és
un numero algebraisobreK sia és arrel d’'un polinomi amb coeficients lénés a dir,
si existeixem 0K tals quelgtiia+ioo’+... #q0"=0 ambi#0. En cas contrari, direm

gueo €s umumero transcendesbbreK.

Un namero reah es diu algebraic si és un numero algebraic s@Qhrés a dir, si
existeix un polinomi P(x) amb coeficients @ntal que P4) =0. Per exemple, el nimero
J2és algebraic sob@®, perque és arrel del polinomi P&x*-2.

Actualment es coneixen molt pocs nombres transcesdie és molt dificil
demostrar que un numero és transcendent. Herm8282{1901), l'any 1873, va
demostrar que el nimeeés transcendent sob i 'any 1882 Ferdinand Lindemann
(1852-1939) va demostrar que també&s transcendent

El conjunt de nimeros reals algebraics és numérablsigui que es pot posar
en correspondencia bijectiva amb els nimeros ratuga tenim en compte que el
conjunt de nombres reals no €s numerable, podemirdgage el conjunt de nombres
transcendents €s no numerable, i per tant, hi Hes mm&s nombres reals transcendents

gue no pas algebraics. Un altre exemple de nimansdendent molt coneguts, a part

de n i eja citats anteriorment, &,

5.2 Proposicié sobre extensio de cossos

Donat un cosl(+,-) iK un subcos dk, per qualsevak[IL definimK(a) com el

menor subcos de que conté & i aa. AleshoreK K(a) L. Ja queK(a) és un cos,

" Podreu trobar la demostraci al llibre [6] déilaliografia, concretament esta explicat a les. g 74
8 Podreu trobar més informacié sobre nombres nustes@no numerables al llibre [7] de la bibliogaaf
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necessariament ha de contenir, a2, o ... i totes les seves combinacions lineals sobre

el cosK, és a dir, ha de contefigthio+i0%+... 400" per tothi LK.

Un polinomi P(x) amb coeficients en un d¢6®s diu urpolinomi irreductiblesi
no es pot expressar com a producte de dos polinamis coeficients e de menor
grau. A continuacié demostrarem la seglent profpgicie necessitarem en el seglent
apartat.

Proposicio: K(a) és una extensié de dimensio finita sobresi, i només sio €és
algebraic sobr&. Si a és algebraic sobr, la dimensié deHK(a):K] és el grau del
polinomi irreductible P(x) tal que &)=0.

Demostracié: Si o és algebraic sobi€, aleshores existeix un polinomi a coeficients en
K, P(x), tal que R{) =0. Podem considerar que P(x) és un polinomi irrgblies ja que

si no ho fos podriem expressar P(x) com a prodietgos polinomis de grau meés petit
que el grau de P(x); P(XS(x)-R(x). Sabem que &=0, per tant, $() =0 i/o R@) =0.
Repetint el raonament sobre S(x) i R(x) anirem irgdal grau dels polinomis fins
obtenir un polinomi irreductible del qualsera una arrel, aquest polinomi el podriem

anomenar P(x). Suposem que P(X) té grau n, alesiR{te=po+piotpa’+... Hina"=0

. . 1 i
ambyp,# 0, i aillanto” obtenim quer"=-— (po+pi0+p0>+. .. Hina™).

n
Veurem que{l,a,az,...,a“‘l} €s una base de l'espai vectoridla) sobreK.

Sabem que els elementsKig:) son de la formag+ho+io’+... Ha DilIN. Sii<n ja
és una combinaci6 lineal de{l,a,a?,.,a™}. | si izn aleshores

P T o S Ly WV S O oL Ve W B Pe SR VBTV S Wy WA RS Vel

Si substituimo” per — (pot+pot+poo+...Hin1a™) aconseguim un polinomi de grau

n
i-1. Repetint aquest raonament i-n vegades poddnirrel grau de la combinacio lineal
fins a n-1. Per tant, tot element &) és de la formag+iio+i0’+... 10", és a dir,

és combinaci6 lineal dt,a,0?,.,a"}.

Per altre banda, sabem que P(x) és irreductible ue q

P(@) = potpaatpoo’+... Hio"=0. Si {1,a,a2 ,...,a“‘l} fossin linealment dependents, és a
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dir, po+pa+p,a’+..+p 0" =0 amb algun p; # O aleshores existiria un
polinomi de grau menor que n que tindria com awelperd sabem que P(x) és
irreductible i de grau n, per tanty,+po+p,a’+..+pu, 0" = @Gomés si

o=, =M, =..=pn,,=0,ésa dir,{l,a,a2 ,...,a”‘l} sén linealment independents.

Amb aixd0 acabem de demostrar q{]lea,az,...,a“‘l} és una base d&(a),

K (o) ={ro +Rya+ 2,07 +...+ %, 40"}, i que K(a):K] =n.

Reciprocament, si la dimensié #€a) sobreK és finita, 'anomenarem r, les
bases d’aquest espai vectorial tindran r elemel{ﬂtsmjoc2 ,..,a"l} €s una base. Ja que
o' OK(a) es pot expressar com una combinaci6 linfaietiia+io’+... 410t =
Ao+haoHhoo+.. a0 -0 =0. Per tanta és algebraic ja que és arrel del polinomi

P(X)=AoFAaX+AX >+ .. AhraX X,

Exemple: els nimeros complexo§ sén una extensio dels nombres re@lsR(i).
L’extensié deR(i) sobreR és finita ja quei és algebraic sobr® i el polinomi

irreductible sobre del que és una arrel ésx1=0, per tant, R(i):R] =2. Una base de

C és{1,i}.

5.3Teorema de Wantzell

Ara farem un resum rapid de tot el que ja hem defim aquest treball per tal
d’abordar el teorema que ho relaciona i determinasgson “tots” els numeros

construibles.

El problema original que haviem abordat en aquebgll és determinar quins
punts del pla sén construibles a partir de dosspunitials qualsevo&={q1, 0z} amb
regle i compas. Mitjancant el tracat de rectesducnferencies anem determinant nous
punts del pla a partir dels punts ja coneguts,xi anem creant una successié de

conjunts de punts en que cadascun conté lanteBpf1S OS,0..0S, que

acabaran determinant el conj@de tots els punts construibles. També hem estddler
relacioé entre punt i nimero, sent el conjunt déis@ros construibles el conjunt de

ndameros que sén coordenades d’un punt construible.
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Teorema de Wantzell: si un nimero real x és construible amb regle i p&sn

aleshores x és algebraic solfdei el polinomi irreductible amb coeficients éh del

que x és una arrel té com a grau una poténcia slefsoa dir, Q(x):Q] =2' amb ©IN.

Demostraci6: definim el cosKo, com el cos extensié d® més petit que conté les
coordenades dg, i go. Cada punt nou que obtenim mitjancant regle i GBppE:(X,Y)
és la interseccio de dues rectes, una recta i urmaunderencia o bé dues
circumferéncies. En general, definim el ¢Gs; com I'extensié més petita del cls
que conté la primera coordenada del nou purK,., com I'extensié més petita #&+1
que conté la segona coordenada del puBs a dirKn+1=Kn(X) i Kn:2=Kn+1(y). Per tant,
a mesura que anem construint nous punts obtenim sutaessi0 de c0SS0S

KoOK;OK,O...O¢ (on¢ és el cos dels numeros construibles).

Aixi, a cada operacio que fem amb regle i compasnitm un nou punp=(X,y)
(encara que és possible que aquest punt ja I'haguésbtingut en un pas anterior)
aguest punt determinara dos nous numeros conssurhcara que potser ja els teniem)
i determinarem dues noves extension€gd 1= Kn(X) i Kn+2= Kn+1(y) (Que potser no

aporten res, si X[yK).

A partir d’'un conjunt de puntS, definiremK,, com el cos extensié d@ més

petit que conté les coordenades dels punt§,d8iguip=(X,y) un nou punt construible
a partir deS,, en una Unica operacid elemental i SigfH+1=Km(X) | Km+2=Km+1(Y),

aleshores demostrarem qi@nf1: K] i [Km+2: Km+1] =1 0 2.

Com ja hem indicat anteriorment per trobar un nont gonstruible, aquest ha
de ser la interseccidé de dues rectes, una recte icurcumferéncia, o bé, de dues

circumferéncies.

Considerem el primer cas, que=(X,y) sigui la interseccid de dues rectes
construibles. L’equacio de la recta que passa geipdnts construibles (¥) i (X2,Y2)

és de la forma:
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X=X _ Y™V .
X=Xy Yo™ Y4
(Vo =YX = (X, =X1)y =Xqy, + X,y + X5y, =Xy, =0 -
Ax+By+C=0 onA,B,CLK,

(X'y) = (X1'y1)+t[qxz X Yo _yl) -

A, B, C pertanyen &, ja queK,, €s un cos amb les operacions internes suma i
producte definides, per tant, el resultat de sunmaritiplicar elements del cos dona com
a resultat altres elements del cos. Per calculatéasecciéo hem de resoldre el sistema.
-Ax-C
Y YT A'x+B'(—A)I(3 Cj+c':o
A'xX+B'y+C'=0

_B'C+BC' _

(A-AB")x 0  onAB,C,A,B,CIK,,

Aquest mateix raonament es pot aplicar a la segonedenada del punt. Es a
dir, que pep=(x,y) tant x com y sén numeros arrels d’'un polinole primer grau amb
coeficients erKp,. Aixo implica, utilitzant la proposicié explicadanteriorment, que
[Km(X): Km] =1 i [K(y): Kn(X)] =1, és a dirKm= Kn(X)= Km(y).

Considerem el segon cas, gpe(x,y) sigui la interseccié d’'una recta i una
circumferéncia construibles. La recta passara psrpdints deS, (X1,y1) i (X2,¥2) | €s

podra expressar, com ja hem demostrat en I'apartrior, comAx+By+C=0 on
A,B,COK,,. La circumferéncia tindra de centre el punt canbte (%,ys) i radi r
construible. Els punts de la circumferencia comxgleil’equacio:

(x=x, )" +{y—ya)* =% — x*+y®+x3 +y -2xx, -2y, -r* =0 -
x> +y?>+A'X+B'y+C'=0 onA',B',COK,,
El punt (x,y) sera soluci6 del sistema:

Ax -C

AX+By+C=0_y=—"2"_~ SAx -C)\? S AY -
y y B _>x2+( A; Cj +A'x+B'( A; Cj+C':O
x?+y?+A'x+B'y+C'=0

[BZ +A2jx2 +[2AC+A‘BZ —ABB‘JX +[cz -BB'C+B?*C'

. : . =0 onA,B,C,A,B,COK,
B B B

Es a dir, que pep=(x,y) tant x com y son arrels d’un polinomi de segrau

amb coeficients e, Aixd implica, utilitzant la proposicié explicadanteriorment,
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que Km(X): Kn] i [Km(Y): Km(X)] seran 1 o 2. Si el polinomi és irreductible k&n la
dimensié sera 2 i si es pot reduir I'extensié dera

Si considerem el tercer cas, que=(X,y) sigui la interseccio de dues
circumferéncies, podem arribar a veure que es guhtir al segon cas, és a dir, a la

interseccidé d’'una circumferéncia i una recta. Siregssem les equacions de les dues

x> +y*+Ax+By+C=0

circumferéncies d’aquesta forma{ hem demostrat

2

x> +y?+A'X+B'y+C'=0

anteriorment que els coeficients pertanyeld,a Podem restar una equacio a l'altre i
aixi desapareixen els termes de segon grau i esgaqun polinomi de primer grau, €s a
dir, I'equacié d'una recta. Els punts d’intersecd@questa recta amb una de les
circumferéncies son els mateixos que els puntsteddaccio de les dues

circumferéncies. Graficament aix0 es demostra datpem la recta (r) passa pels dos

D5

punts de tall de les circumferéncies o en el cagugesiguin tangents és la recta (s) que

passa pel punt de tangencia i també és tangerir@lanferencia.

Tot aquest raonament ens permet arribar a la coadesque quan obtenim un
nou namero construible només el podem haver obtingut com a resultat dals tres

casos anteriors i, per tant, podem afirmar que sef(a): Km] =1 o 2. Aplicant un
teorema ja explicat en I'apartat d'algebra poderseolar que: Km(a):Q] =[Kmn(a):
Kl [Km: Km-1]-...-[Ko: Q]. Aquesta expressié sera una série de productési @ per
tant, Km(a):Q] =2 amb UN. Sabem qu& 0 Q(a) U K; utilitzant el mateix teorema
d'algebra podem afirmar qu&f(a):Q] =[Km(a):Q(a)]- [Q(a):Q] =2". La dimensi6 de

Q(a) sobreQ és un divisor de'2per tant, també haura de ser una poténcia de dos.
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Segons la proposicid sobre extensido de cossoscearplien l'apartat 5.2, la

dimensié d’'una extensié d’'un cd3(a) sobre el propi cof) és el grau del polinomi
irreductible amb coeficients € del quea és una arrel.

Es a dir, amb tot aixd hem demostrat que si un ndimeés construible amb

regle i compas, aleshorases una arrel d’'un polinomi irreductible de graa poténcia

de dos amb coeficients éh.

Reciproc del teorema del Wantzell:

Ja hem demostrat que per tal que un nimero raglkconstruible amb regle i
compas és necessari que la dimensio de I'extees® gue genera x sobre el propi cos
Q sigui una poténcia de 2, és a dir, g@{):Q] =2" . Pero aix0 no és una condicio

suficient, ja que existeixen arrels de polinomigductibles amb coeficients € de

grau una poténcia de dos que no son construiblesegta i compas.
Per tal que x sigui construible amb regle i compés d'afegir una altra

condici6. També han d'existir r extensions @ anomenade¥;, de manera que

Q:KoDK]_D...DKr:Q(X), on [Ki:Ki.]_]ZZ. [1]

Demostracié: sigui P(x) el polinomi irreductible amb coeficisren@Q de grau 2on
rtdN del que x és una arrel.

La demostracio es fa per induccié sobre r. Es adéimostrarem que si per un
valor de r, x és construible, aleshores tambémratruible per r+1. Demostrarem que

per r=0 x és construible, per tant, x sera construibiepalsevol valor de r.

Si r=0, el polinomi irreductible amb coeficients @del que x és una arrel sera

de gra?’ =1 i tindra la forma P(x¥ax+b=0 amb a,blQ. Aixo implica que »x=-b/a.

Ja hem demostrat que tots els racionals son canissuper tant, x sera construible.
Ara demostrarem que si x és construible per r, éaimb sera per r+1. Si

Q=KoUKil... UKs1=Q(x), amb KiKi1]=2, aleshores Q(x):Q]=2"1. Que
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[Kr+1:K;] =2 vol dir que existeix un polinomi de grau 2 irretible sobreK, de la forma

b++/b*-4ac

P(x)=ax’+bx+c=0 amb a,b,gK, Aleshores, % — 5 . Com que K
a

Q] =2, pel raonament de inducci6 podem dir que tots edsnents deK; son
construibles. Sabem que la suma i el producte deeras construibles també és
construible, per tant, -b, 2&, b4ac també seran construibles. Com que x és menu
real b’ —4ac ha de ser positiu, ja hem demostrar anteriormeatiarrel d’'un nimero

construible positiu és construible.

Una condici6 equivalent a [1] és que el grup deo{Salel polinomi irreductible
de x sigui un 2-grup Perd fa servir conceptes de Teoria de Galoisefinits en aquest

treball.

° Podeu veure la condicié expressada d’aquesta faftiec web [14] de la bibliografia.

31



Construccions amb regle i compas Radl Castrillo Gomez

6. La irresolubilitat dels problemes classics

Els problemes classics s6n un grup de tres prolslesobre les construccions
amb regle i compas coneguts des de I'epoca dada@récia. Concretament son la
duplicacié del cub, la quadratura del cercle irisetcié d’'un angle, utilitzant només
regle i compas amb les restriccions vistes antaegat. Cap de les tres construccions és
possible en general utilitzant només regle i compaontinuacié donarem les raons de

perquée no és possible cadascuna d’aquestes cansirsic

6.1 La duplicacio del cub

El problema consisteix en construir a partir d'wb aonat un altre cub que
tingui el doble de volum, és a dir, donat un cultdstata i conseqiientment voluat,

construir un cub de volune2

Prenem com a unitat la longitud de

I'aresta del cub inicial. Aleshores el volum de

cub també sera 1. El costat del cub que hgm 0ge

de construir haura de complir qa&=2 i, per

tant,a®>-2=0. Com quec-2=0 és un polinomi de grau 3 irreductible amb coefits en

Q, sabem que ((a):Q]=3. En l'apartat anterior hem demostrat que tot méme

construible ha de ser arrel d’'un polinomi irredoletiamb coeficients e® de grau una

poténcia de 2, per tard,no és un numero construible amb regle i compaa,dds no

podem duplicar el volum d’'un cub amb regle i compas

6.2La quadratura del cercle

Es el problema grec més conegut i, de fet, s'zdilitexpressio “quadrar el
cercle” per designar una cosa impossible o extramadt dificil. El problema
consisteix en construir amb regle i compas un aiayire tingui la mateixa area que un

cercle donat.

Partim d’'un cercle de radR, per tant, la seve

area serar R*. Anomenarem al costat del quadrat g L2

volem construirL, per tant, podem determinar qt
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L*> = zR*. Podem deduir que:s =Jr . Sabem qué és construible (és la dada inicial

del problema) sk fos construible aleshorgsr també seria construible, ja que la divisié
de nombres construibles és construible, com ja determinat abans. EI matematic

alemany Ferdinand Lindemann (1852-1939) va demo$tray 1882 quen és un
namero transcendent, és a dir, que no és soluciapigolinomi amb coeficients &

i, per tant, no és construible. 8ino és construible la seva arrel tampoc ho serqupe
siv/7r fos construible, com ja hem demostrat que el priedde nombres construibles és

construible, podriem muItipIica/r7_T per si mateix i construir. Per tantL no pot ser

construible i no podem quadrar un cercle amb rliegdenpas.

6.3 Triseccio d’'un angle qualsevol

Consisteix en trobar un metode per dividir un anglelsevol en tres angles
iguals amb regle i compas. Certs angles si quedsnptrisecar, com per exemple el de
90°, pero per demostrar que el cas general és gilp@$ho demostrarem en un cas
particular, I'angle de 60°. Per construir un andge 60° amb regle i compas podem
seguir els seguents passos: donats dos mgnts tracem la recta que els uneix, a

continuacio tracem dues

circumferéncies de radi la distancia
entre pp i p1 de centrepy i p1.
Aquestes dues circumferéncies e$ (cos(20°), sin(20°))

tallaran en dos punts, un qualsevg

d’aquests punts 'anomenargm La

recta determinada pgy i p; forma

un angle de 60° amb la recta

determinada pepp i p1. Considerem

el puntp, com l'origen d’'un sistema de coordenades, la rdetarminada pepo i p1
com l'eix d’'abscisses i la distancia enfigi p; com la unitat. Trisecar I'angle de 60°
suposaria trobar una recta que formés un anglé®®darb I'eix d’abscisses. Si tracem

una circumferéncia de radi unitat i cenpgetallaria amb la recta anterior en el punt de
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coordenades (cos20°, sin20°). Per tant, el ninas®0€ hauria de ser construible, ara

demostrarem que no ho és.

% = cog(609) = cos(20%+409) = cos(209) [os(409) - sin (209) $in (40°) =

= cos(209) ffcos’ (20°) - sin? (209) - sin(209) {2 (3in(209) [tos(209)) =

= cos’ (209) - cos(209) 3in?(209) - 2 &os(209) [$in? (20°) =

= cos’ (209 - 3[¢0s(209) [fL - cos(209) = 4cos’ (209) - 3coq209) = % -
0 —§ 0 _} =
~ cos’(209) 4cos(zo ) =0

Aleshores cos(209 és una arrel del poIinomixS—%x—é:O que és un

polinomi de grau 3 irreductible amb coeficients@nCom ja hem demostrat, el grau

hauria de ser una potencia de 2 perquée fos coblgtyer tant, no és construible i

podem concloure que en general no es pot trisecangle amb regle i compas.
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7. Poligons regulars

La nova pregunta que volem respondre és: quing@udi regulars es poden
construir amb regle i compas?. Per fer-ho primerdrhaurem de considerar diverses

caracteristiques dels poligons regulars, que emsgbean simplificar el problema.

Tots els poligons regulars es poden inscriure encincumferéncia, que tindra
per centre la interseccié de les mediatrius def¢at® del poligon. Es a dir, en tots els
poligons regulars podem tracar una circumferendierier al poligon que passi per tots

els vertexs.

Si podem construir un poligon regular de
n costats de qualsevol grandaria, també el podrem
inscriure en una circumferéncia de radi 1. Unim
tots els vertexs del poligon amb el centre de | (1.0)
circumferéncia circumscrita (el punt d’intersecci

de les mediatrius) i tracem una circumferencia d

centre aquest punt i de radi la unitat. La
interseccio de la circumferencia amb totes les
rectes tracades anteriorment determinen els vedek poligon inscrit en la

circumferéncia de radi 1. Podem considerar el eadrla circumferencia el punt (0,0)
i, com que l'orientacié d’'un poligon no té importéanpodem considerar un vertex del
poligon el punt (1,0). Aixo ens permet simplifiemproblema a construir un n-poligon,

és a dir, un poligon de n costats, inscrit en urtaimferéncia de radi 1 i centre (0,0).

Proposicié: Si sabem construir un n-poligor
aleshores podrem construir un poligon que tin

el doble de costats.

Demostracio: Tracem les mediatrius dels sel
costats del n-poligon. El punt d’interseccio « |\ |

cadascuna de les mediatrius amb la circumferetr

circumscrita és un nou vertex del poligon de :
costats. Aix0 implica que tots els poligons q
tinguin un ndmero de costats que sigui una

poténcia de dos seran construibles.
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Proposicié: Si sabem construir un poligon regular de n costaisde m costats i sim i
n sén primers entre si, és a dir, si el m.c.d.(mInkleshores també sabrem construir el

poligon de m-n costats.

Demostracid: Aixo es pot observar graficament de la segiemhdorSi inscrivim un

n-poligon en una circumferéncia unitat i, a cordiid, inscrivim en la mateixa
circumferéncia n poligons de m costats, cadascum @mvértex comu al n-poligon.
Aleshores en la circumferencia hi haura m-n vértgxe ens permetran dibuixar el
(m-n)-poligon. Aix0 és aixi ja que cada m-poligoacrit afegira m-1 vertexs, ja que
tindra un en comu amb n. | com gt
n'afegim n, podrem afirmar que

n+(m-1)[n=n+min-n=miln

La condicié de que m i n siguir / \
coprimers €s necessaria per |

d’obtenir m-n vertexs diferents.

Exemple: donats els poligons de 3 i \ /
costats, mitjancant el procés explic

anteriorment podem construir ¢

poligon de 12 costats.

Reciprocament, si tenim un s-poligon tal geensn, aleshores podrem construir
el m-poligon i el n-poligon. Podem construir el oiigon a partir del s-poligon unint un

vértex de cada n, i si unim un vertex de cada rinaditem el n-poligon.

Exemple: donat el poligon de dotze costats (com el dibwix'exemple anterior) si

w2

unim un de cada tres vertexs que té el

o
wi= (c-:ns@, sin 360
n n

poligon obtindrem un quadrat. | si del s )

poligon de dotze costats unim un vertex

de cada quatre, obtindrem un triangle
(1.0)
w4

equilater.

Per poder construir un poligon
regular amb regle i compas n’hi ha prou

amb saber construir el vertex seguent a

w6
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I'inicial (1,0). Tragant circumferencies de radi oostat i de centre cada vertex del
poligon determinarem en les interseccions amb taumiferéncia circumscrita al

poligon la resta de vertexs del poligon.

Recordant la analogia entre el pla i els nUmeraspbexos, observem que els
vertexs d’'un n-poligon inscrit en una circumfer@nanitat amb un vértex en el punt

(1,0) son les arrels complexes del polinomi-1x0, és a dir, els punts

w;i= (coz{36omj, sin(%omj] oni=0,1,...,n-1.
n n

7.1La funcio phi de Euler:

La funcio ¢(n)es defineix com la quantitat de niumeros naturalsomseque n

que sén primers entre si amb n. Es a dir, el card#), el nombre de nimeros naturals

d que compleixin que el m.c.d,f)=1 ondLIN.

#(n) =#{d ON ambl<d < n|m.c.d.d,n) =1}

Exemples:
¢(4)=#{1,3} =2 0(6)=#{1,5} =2
¢(5)=#1,2,3,4}=4 0(12)=#{1,5,7,11}=4
Propietats:

1) o(p)=(p-1) si p és primer
2) o(p) =(p-1)-p* on p és primer[iN
3) p(m-n)=p(m)-p(n) si m.c.d.(m,nF1

Pel teorema de Wantzell sabem que per tal de gmepatigon sigui construible

amb regle i compas haura de complir qQ¢ §os®):Q] =2" per algun ©N.
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Gauss va demostrar que el polinomi irreductibléedearrels unitaries de grau n

(les arrels complexes del polinonl-kx=0) té graugp(n), one(n) és lafuncié phi de

Euler'®. Es a dir, que Q (cos®?):Q] =¢(n).

Per qualsevol n-poligon, n sera un nombre natued podra expressar com
n =g -pz -...p, la descomposicié de n en factors primers. Aptidas propietats

anteriors, obtenim que per a que un n-poligon sigostruible, haura de complir que:
[Q(cos*):Q] =2'=¢(n)=g(p; (p7 [..0py ) = #(Py) [B(p7 ) L. [B(Pr) =

= (p, -1)pr " Op, -1)pz ™ O..p,, -1)pp™

Per tal de que I'Gltima expressio sigui una potmt® 2, cada factor haura de ser una
poténcia de 2. En el cas de que el nombre pringer & per a qualsevol potéencia sera
construible. En canvi, per a un nombre primer difedde 2, g elevat a una potencia
mai donara una poténcia de 2, per tant, I'expohaata de ser 0, per tang1. També
haura de complir quexfl sigui una poténcia de 2, és a dir, quehaura de ser un
namero primer de la forma p2'+1 per algun t natural. Per tant, per que un ngpali
sigui construible ha de tenir la forma & p;-...- pn, amb pprimer de la forma;p2'+1
Podem obtenir una condicié encara més forta. Sahesi n es senaf«l és
divisible per x+1, donant™1=(x+1)(xX"-x"%x"%...-x+1). Si factoritzem t en factors

primers £2° ¢ amb g senar (q és el producte de la resta twsqmimers).
Aleshores,
p=2+1=2"+1=(Z J+ = [(Z' P2 J'- (Z 7+ (2 ¥ 1

Com quep és un numero primer, aleshores el segon factoehser igual a 1, i

aix0 només és possiblest1 perqué en aquest cas només hi haura un ternseglah

factor. Per tantp haura de ser de la forrpa 2% +1 i primer.

Els numeros d’aquesta forma es diuen numeros dendterFermat va

conjecturar que sempre eren numeros primers, [eé3 gert:
Fo=2"+1=3

Fi=2+1=5

% podreu trobar aquesta teoria explicada als llads [&2], [13] de la bibliografia.
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Fo=2+1=17

Fs=2+1=257

F,=2"°+1=65537

Fs= 2%+ 1 = 4.294.967.297 = 641 x 6.700.417

Fe= 2"+ 1 =18.446.744.073.709.551.617 = 274.177 x @V428.310.721

Nomeés s’ha pogut determinar que son numeros prifags; F, F3 F4i es
desconeix si hi ha més numeros de Fermat primers gha pogut validar que si

existeixen algun altre nimero de Fermat primeréntedir més de 40.000 xifres.

Amb tot aixd podem concloure que per tal de que-poligon sigui construible

amb regle i compas és necessari qa@'rp- - ... pn, @ on cada;ha de ser un nimero

primer de Fermat de la formp=2% +1. Es a dir que a2 35 17.257-65637, a

ontlIN ia,b,c,d,ec0 0 1. Sempre i quan no hi hagi més nombres dedgrmers.

Els Unics n-poligons construibles amb regle i canpeenors de 1.000 son:
n=3, 4,5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30,382,40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96,
102, 120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 256, 257, 272, 320, 340, 384, 408,
480, 510, 512, 514, 544, 640, 680, 768, 771, 3EDI

7.2 Construcci6 del Pentagon

Farem un exemple de construcci6 d'un poligon regu& pentagon, i
demostrarem matematicament que el metode emprarndet veritablement un

pentagon regular. wi

Els vertexs del pentagon soén les ,,
arrels complexes de’2=0. Per tant sén

els punts del pla
j2°

(co{%), sin(@jj on k=0, 1, 2, cos(2.72%) >

304.

(1.0)

w3

Si anomenem w a la primera arrel

o vertex del poligon, podem determinar

w4
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que w=(cos72° sin72° i que w és arrel d&le(x-1)(x*++x*+x+1), per tant,

wHwAHw?+wi+1=0.

Com es pot veure graficament iwv* tenen el mateix cosinus i el mateix valor
de sinus, perd de signe oposat, per tant, podeerndear que Www*=2cos(72).

Podem aplicar el mateix raonament%i w* i determinar que f+w>=2cos(2- 72).

Substituint en el polinomi anterior obtenim que f@Q) + 2cos(2:72) + 1 = 0.

Aplicant la formula de I'angle doble i operant abite que:
2c0s(72) + 2(cH72) - sef(72)) + 1=0 -
2c0s(72) + 2cF72) - 2(1 - co¥72)) + 1=0 -
2c0s(72) + 2c72) - 2 + 2c0¥72) + 1=0 -
4cog(72) + 2cos(72) - £0

1 |5

—2+ 4+ 44 2 \a
8 2

cos(72F

a on hem eliminat la solucié negativa ja

gue sabem que cos(72) és positiu.
Métode de construccio del pentagon:

Un cop determinat matematicament el valor del @%(@om una expressié de
nameros construibles amb regle i compas, podemmiohte métode de construccié del
pentagon.

En una circumferéncia de radi unitat
i centre G=(0,0) trobem el punt mig del radi

OA, que anomenem B. El segme@B

1. — .
mesuraE I OC 1, aplicant el teorema de
A

Pitagores es determina queﬁ: val

1/%+1:\/§. Fem una circumferéncia de

centre B i radiBC, en la intersecci6 amb

I'eix d’abscisses trobem el punt D. La longitud BO és la mateixa gue la deC .
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Com que la longitud dOB és%, la longitud deOD sera—%+\/§. Trobem el punt

mig de OD i anomenem el punt EOE valdra . Per tant, si

1[5
22 360
2 V4 :CO{_j
2 5

tracem una recta perpendicular a I'eix d’absciggsaquest punt determinarem en la
intersecci6 amb la circumferéencia de radi unitat mint de coordenades

(cos(72), sin(72)). Aquest punt sera \wel segon vertex del pentagon. Traslladant la

distancia del costat del pentagon trobarem la dsstaertexs.

D’aquesta manera hem determinat matematicament @ioden de construccio

del pentagon.

Analogament al metode que hem seguit per elaborafgorisme de construccié

del pentagon amb regle i compas, Gauss va demadtatat de 19 anys que:

L /31— ovi7 + %\;’1”3@_¥/34_2\/ﬁ_2w/34+2\/ﬁ

27 1 1 —
() =i T

17 1
i va elaborar un métode per construir un segmeuista longitud. La construccié de
I'heptadecagon regular consta de 64 passos.

64

N

7%

.
va:
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8. Pagina web

Com a part practica del treball de recerca he edbona pagina web
interactiva que consta de diverses parts. En un@epx pantalla s’explica el concepte
de construccio amb regle i compas i les normessjuen de seguir a I'hora de fer
construccions. També es pot accedir a un apatt&tdria on s’explica els inicis de la
construccio amb regle i compas i com van sorgirtrels problemes classics. A més a
mes, la pagina web té una part interactiva moltoirigmt on es poden realitzar algunes
construccions amb regle i compas explicades eneel treball de recerca. La web
permet realitzar aquestes construccions utilitzagle i compas a partir d’'unes dades
inicials i, si ho desitges, permet visualitzar $eses respectives solucions mostrant-les
pas per pas. Des de la pagina principal es poaMzsar i descarregar la part teorica del

meu treball de recerca.

El programa que he utilitzat per fer les constroesiamb regle i compas que
apareixen a la web també I'he fet servir per realitotes les construccions que explico
en el meu treball i m’ha permés acompanyar lesi@ggbns amb la construccio

corresponent, per tal de fer-les més entenedores.

Per arribar a elaborar la pagina web i les coosions del treball he hagut
d’introduir-me en el mén del disseny grafic que evenpletament desconegut per a mi.
He aprés a manejar dos programes d’ordinador queoneixia, elZirkel (CaR) que
m’ha permes fer totes les construccions iMaEcromedia Dreamweaveque m’ha
permes realitzar el disseny grafic de la web. Tarhbéutilitzat altres programes
d’edicid d’'imatges per elaborar diversos efectesadeeb. Finalment, també he hagut
d’aprendre a penjar arxius a Internet mitjancarntasting

He tingut problemes amb el domini de la pagina wetalment I'adreca del

meu lloc web és: http://raulweb.webcindario.com

' En els annexos he inclds dues pantalles de lapaggb.
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9. Conclusioé

L’objectiu inicial del meu treball de recerca emtetminar quins nombres sén
construibles amb regle i compas i posteriormenlicapels resultats obtinguts per
demostrar la irresolubilitat dels tres problemesssics i per determinar quins poligons
regulars sén construibles amb regle i compas. Tias idificultats, penso que he
aconseguit assolir els objectius plantejats, engamalguna afirmacié no I'he pogut

demostrar degut a la seva dificultat.

La dificultat principal amb la que m’he trobat hdra de desenvolupar el meu
treball ha estat el nivell de matematiques necepsaipoder entendre la bibliografia. A
causa de la falta de coneixements matematics ptavigimera part del meu treball ha
consistit en un aprenentatge d’algebra del quahtiés un resum en el treball. Una
altra dificultat que he trobat ha estat que madbgslicacions en llibres i principalment
en webs eren incompletes. Es mostraven els resuliels teoremes | es donaven
indicacions$® per arribar a entendre les demostracions perd staven explicades
detalladament enlloc. Jo he intentat que el meraliréos ordenat i entenedor i que no
apareguessin afirmacions sense raonar-les i deands$; la qual cosa m’ha resultat
forca complicada, perque he hagut d’elaborar gram ge les demostracions per mi
mateix. També he tingut dificultats a I'hora d’ésoce la memoria. EI meu treball té un
gran nombre de férmules matematiques i escriurbdagsultat molt lent i desesperant,
ja que es desplacaven amb les imatges. Una cosm'tpaesorprés ha estat descobrir
que molts llibres de text i pagines web mostren demuna construccio geometrica,
perd no demostren que la figura obtinguda sigunreat la indicada. Per exemple, he
trobat diversos métodes per construir la bisecthien angle o una mediatriu, indicant
una série de passos a realitzar per obtenir larcmegd. Pero, enlloc es demostrava que
la recta obtinguda fos realment la bisectriu o ladmatriu, com si el fet de que
visualment ho sembli fos suficient per haver denabgiue realment ho és. Per aquest
motiu he hagut de elaborar jo mateix la demostracio

Per altra banda, he gaudit molt pensant com fecdastruccions basiques amb
regle i compas utilitzant els coneixements de dilbecnic. | també m’ha agradat molt

la utilitzacio del programa de dibuix per fer constions.

12 libre [1], pag.216 “Vamos a intentar ofrecer unaditacién intuitiva sobre este resultado”
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Per poder fer la part practica he hagut d’apreadier pagines web i he tingut
moltes dificultats. Principalment amb els problendesformat entre el programa de
dibuix i el programa per elaborar la web. Hauridgub fer una pagina web més
atractiva, per0 encara que vaig treballar molt estiu, el temps sempre resulta
insuficient i no he pogut aprofundir tant com m’héag agradat en la part practica.
També m’hagués agradat aprofundir molt més enttapde poligons regulars, pero el
treball ja era molt extens i només he fet la cawsio d’'un poligon regular, el
pentagon. La construccié del pentagon m’ha semhlalt interessant i, sabent que
Gauss va aconseguir fer la del poligon de dissatoom’hagués agradat continuar per
aqui la meva recerca, pero el tema és tan extemgigna per fer un altre treball de

recerca..

Vull agrair la col-laboracio tant del tutor de §irtut, Rafa Martinez, per les
seves orientacions per millorar el treball, contuédr de I'Argd, Eduard Gallego, per la
seva dedicacio i ajut. També vull agrair I'ajutldglgar Carretero, que m’ha ensenyat a
utilitzar els programes per fer la pagina web sgesl qual m’hagués resultat impossible
fer-la. Pero especialment, vull agrair la col- laoid del meu pare, sense el qual hagués
estat completament impossible realitzar aquesalitgh que m’ha ajudat a entendre la
bibliografia i a elaborar algunes de les demostragi

En definitiva, la realitzaci6 d’aquest treball decerca m’ha resultat molt
interessant i positiva. M’ha sorprés que aquediatten’ha donat una visio de les
matematiques molt diferent de la que tenia fing aralt més abstracta i deductiva.
Abans de la realitzacid6 d’aquest treball no estaahituat a fer demostracions
matematiques i he apres a valorar la importanciariger en les afirmacions i
demostracions. Sobretot, he aprés a valorar laridupcia que té en la ciéncia la feina

feta durant segles per poder aconseguir nous algect
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Annexos
Annex 1: Altres métodes per realitzar construcciondasiques

A continuacio explicaré dos métodes alternatiustqagar rectes perpendiculars
i paral-leles en menys passos que els explicatziambhent, perd que no els he fet
constar en l'apartat de construccions basiques upergo estan demostrats

matematicament.

Perpendicular a una recta per un punt exterior

Partim de tres puntgo, pi, p2 NO

Perpendicular

alineats. Dos puntpo, p1 determinen una
recta i p; €s un punt exterior a la rect:

Tracem la circumferéncia de cenpgi radi

la distancia entrep; i p.. A continuacio,
tracem una altra circumferéncia de cemge

i radi la distancia entrgy i p2. La interseccio

de les dues circumferencies determina un
nou punt, la recta que passa per aquest puntp,p&s la recta perpendicular a la recta
determinada pgo, p1 que passa pgs.

Paral-lela a una recta per un punt exterior:
Partim de tres punt$o, pi, p2 Nno -

alineats. Dos punts, p1 determinen una rect:

i p2 €s un punt exterior a la recta. Tracem

mediatriu depo i py per trobar el punt migs.

Parallela

Tracem una recta que unepgii p i trobem el P2
simetric dep; respectp, que anomenenp,.

Tracem la recta que ungds i ps i la que uneix

Po i p2. La interseccié daquestes rect

PO P3 1}\

uneix aguest punt ani. Aqueta recta tallara la recta determinadappép, en un nou

determina un nou punt, tracem la recta que

punt que anomenareps. La recta resultant d’'unp; i ps és la recta paral-lela a la recta

determinada pg¥ | p1 que passa pee.
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Annex 2: Imatges de la pagina web
Historia

La geometria com a ciéncia deductiva va aparéixer a I'Antiga
Grecia, Els grecs no podien fer calculs aritmeétics, perqué nomes
tenien els nombres naturals, no tenien el zero, ni els negatius
Aixd significa que, per exemple, ells no podien dividir cinc entre
dos | obtenir 2'5, pergué 2'5 no és un nombre natural o "sencer”
Per tant, quan es van trobar amb el problema de trobar el punt £

mig d'un segment no van recorre a les matematiques i dividir la

longitud entre dos, sind que es van ajudar de la geomeatria. Com

que la recta i la circumferéncia eren considerades les figures ideals, es van baszar en el regle i el compés
per fer totes les construccions. Aquesta també és la rad per la qual el regle no t& marques, =i no tenien
aritmetica no els hi servia de res, simplement I'utilizaven per tragar rectes. Els grecs solucionaven els

problemes graficament, fent construccions amb regle i compas, com a substitucic de ['aritmética.

@

. Durant la segona meitat del segle VvV aC. es wa produir un gran
% ) iﬁ desenvolupament de la geometria, aquest periode s'anomena "'época heroica

de les matematiques” perqué en tota |a histdria mai s'ha enfrontat 'home amb

problemes tant fonamentals, amb tan poques eines. En aquesta época els

pensadors grecs es dediguen a l'estudi de questions purament tedrigues, un

canyl respecte les matematiques anteriors que sempre s'havien dediguen a
resoldre problemes practics de la vida ordinaria. Es en aquest periode quan es
plantegen els tres problemes classics

« La quadratura del cercle. Consisteix en construir amb regle i compés un quadrat que tingui la mateixa

area que un cercle donat. La primera referdncia historica que es té respecte aguest problema &s

Pentagon

El botd de la dreta de tot permet visualitzar la construccid pas per pas, per tal d'entendre-la millor. Per tal de veure el raonament matematic de per qué és és un pentagon
regular us podeu descarregar el meu treball en la pagina principal

P OR o

Revisar construccidn

HA4 2R baod X

v X

Pl

PO:Puntoen-1.0,00
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