CODIGOS CONVOLUCIONALES Y GEOMETRIA
ALGEBRAICA

J.M. MUNOZ PORRAS, J.A. DOMINGUEZ PEREZ

RESUMEN. Las técnicas de Geometria Algebraica utilizadas pa-
ra construir cédigos de Goppa sobre una curva algebraica sobre
un cuerpo finito F; pueden extenderse a la construccién de cédi-
gos convolucionales sobre el cuerpo infinito de funciones racionales
en una variable [Fy(2). De este modo es posible constuir cédigos
convolucionales sobre la recta proyectiva que alcanzan la cota de
Singleton generalizada.

1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE CODIGOS CONVOLUCIONALES

Dado un cuerpo finito F, de ¢ elementos, un [n, k|-codificador lineal es
una aplicacién lineal inyectiva

. ok n
G:F, — I,
u—z=u-G,
cuya imagen define el [n, k]-cddigo lineal C, = Img G C .

De este modo, la codificacion es la transformacion de una “palabra de
informacion” u € F’; en una “palabras del codigo” z = u -G € Fy,
mediante el producto por una “matriz codificadora” G de k filas y n
columnas.

Si lo que se considera es una sucesion finita de palabras de informacién

u(1),u(2),...,u(r), se obtiene a su vez una sucesién finita de palabras
del cédigo z(1),z(2),...,z(r), donde
(1) a(t) =u(t) -G,

de modo que z(t) es una funcién lineal de u(t).

Entendiendo u(t) como una palabra de informacion en el instante de

tiempo t, la idea de la codificacién convolucional es hacer que x(t) sea
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una funcién lineal de u(t) y de un nimero fijo de palabras de informa-
cién anteriores u(t), u(t —1),...,u(t —m), donde m es un entero posi-
tivo denominado “memoria” del codificador (en particular, los cédigos
lineales son cdédigos convolucionales sin memoria, m = 0).

Este concepto de codificador convolucional fue introducido por P. Elias
[1] en 1955, y desde el punto de vista algebraico fue desarrollado por
G.D. Forney Jr. [2] en una serie de papeles clasicos en la década de
1970, y posteriormente reformulado por R. McEliece [3] en 1998. Més
recientemente se han introducido técnicas de Geometria Algebraica en
la teoria de cddigos convolucionales con los trabajos de J. Rosenthal y
R. Smarandache [4] y V. Lomadze [5], asi como los publicados por los
autores en colaboracién con G. Serrano Sotelo y J.I. Iglesias Curto [6],
[7], en cuyos resultados estd basada esta exposicién.

Para dar una definicén concreta de cddigo convolucional, reexpresamos
la férmula (1) como un sumatorio formal (dependiente del tiempo t)
introduciendo un operador de retardo D,

(2) > x(t)D'=> ut)D' -G,

£>0 >0

donde D (3o u(t)D') = Y sou(t) D =37, u(t—1). Si se denota

2(D) =) u(t)D" € F,[D]"

>0
u(D) =) u(t)D' € F,[D]*
>0
la expresion (2) se puede reescribir como
(3) z(D)=u(D)-G,

ecuacion que resume el proceso de codificaciéon lineal respecto a la ma-
triz codificadora G. La codificaciéon convolucional consiste entonces en
hacer que la matriz codificadora que aparece en (3) dependa también
del operador de retardo

2(D) = u(D) - G(D).

De este modo se obtiene una de las posibles definiciones de cédigo
convolucional, para la que utilizaremos una notacién polinémica, re-
emplazando D por la variable z.
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Definicién 1.1. Un [n, k]-codificador convolucional (polinémico) es un
homomorfismo inyectivo de F,[z]-mddulos
G(2): Fy[2)" — F[2]"
u(z) — x(z) =u(z) - G(z2).
La imagen de este homomorfismo define (las palabras de) el [n, k]-cddi-

go convolucional
Cr =Img G(2).

Dado un [n, k]-codificador convolucional G(z), se tiene una sucesion

exacta

0—F, ) SEF, )" — M —o0,
donde M es un F [z]-mddulo de rango n — k. Tomando entonces duales
como F,[z]-médulos, resulta otra sucesién exacta

O—>]/\/[\—>IE‘/q[z\]"G(—Z)>CAk—>CAk/ImgG(Z)t—>O,
donde C;/Img G(2)! es un F 4[#]-médulo de torsién, cuyo anulador es
precisamente

Ann (CAk/ Img G(z)t) = ({menores k x k de G(2)}) .

La aplicacién G(z)" permite distinguir diversos tipos de codificadores,
e introducir una nocién de “grado interno” del codificador

Grin(G(2)) = méximo grado de los menores k x k de G(z),

en contraste con la nocién de “grado externo”,
k
Gre(G(z)) = Z méximo grado de la fila i-ésima de G(z).
i=1
Este grado externo se identifica con la idea de “memoria” que mo-
tivo la introduccion de los codificadores convolucionales, por lo que
denotaremos indistintamente

ma = Gre(G(2)).
Definicién 1.2. Un codificador convolucional G(z) se dice

» bdsico & G(z2)' es epiyectiva.

» reducido < Gry,(G(2)) = Gre(G(2)).
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» canonico < Gre,(G(2)) es minimo entre todos los codificadores
polinémicos que definen el mismo cdodigo Cp, = Img G(2).

A su vez, los conceptos de “grado” y “memoria” pueden aplicarse al
propio cédigo convolucional Cy: considerando el conjunto de los codifi-
cadores polinémicos G(z) tales que C,, = Img G(%2), el grado del cédigo
convolucional es

d(Cx) = minimo Gr,, de sus codificadores polinémicos =

= memoria total de C;, .

Observacién 1.3. Los cddigos convolucionales se pueden definir a
partir de codificadores mdas generales, considerando el cuerpo (infinito)
F,(z) de funciones racionales en una variable: un [n, k]-codificador con-
volucional es un homomorfismo inyectivo de Fy(z)-espacios vectoriales
G(2): Fy(2)F — F,(2)" y su imagen define el [n, k]-cédigo convolucio-

nal C, = Img G(2).
2. REALIZACION FISICA DE UN CODIFICADOR CONVOLUCIONAL

Los codificadores convolucionales pueden realizarse fisicamente me-
diante circuitos secuenciales lineales, equivalentes a sistemas lineales
imvariantes respecto del tiempo y con un numero finito de variables de
estado.

Para ello, si G(z) es un [n, k]-codificador convolucional de memoria m,
la ecuacion

2(2) = u(z) - G(2)
puede expresarse como un sistema lineal de ecuaciones, introduciendo
las “variables de estado” s(t), con s(0) = 0,

s(t+1)=s(t)- A+u(t)-B
{ z(t) =s(t) - C+u(t) -G
donde s(t), u(t) y x(t) son vectores de dimensiones m, k y n, respecti-

vamente, mientras que A, B, C'y D son matrices con coeficientes en
de dimensiones m x m, k X m, m X n y k X n, respectivamente.

Ejemplo 2.1. Sea G(z) = (1 + 2z + 2%, 1+ 2?). En este caso, k =1,
n=2ym =2,y la codificacion puede expresarse

(z1(t), 22(t)) = (ua(t)) - A+t -+, 1+1£%),
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0 equivalentemente
(21(8), 25(8)) = (un () + u(t = 1) + us(t = 2),ua(t) + wa(t = 2)).
Introduciendo entonces las vartables de estado,

{ (s1(t+1),82(t+ 1)) =(uy(t), s1(t))
(z1(t), 22(t)) =(ua(t) + s1(2) + s2(t), ua () + s2(t))

resulta que la codificacion es el sistema de ecuaciones lineales

(s1(t + 1), salt + 1)) =(s:(£), s2(1)) (8 3) + () (1 0)

(a0 at) () sa) - (3 )+ anle) - (1 )

cuya realizacion fisica es el circuito

b-@ ml(z)
'U,(Z:) -— S I(Z) T S 2(2:)
>O—>

mg(z)

3. CODIFICADORES POLINOMICOS Y HACES SOBRE LA RECTA
PROYECTIVA

Consideremos P! = ProjF,[xo, z1] la recta proyectiva sobre el cuerpo
[F,, donde (x¢, ;1) son las coordenadas proyectivas, y su abierto afin
U =P!'—{P,}, con Py = {z¢ = 0} el punto del infinito de modo que
la variable z = i—é sea la coordenada afin de esta recta proyectiva.

Dado entonces un codificador polinémico G(z), es posible realizar su
“homegenizacién” G(zo, z1), haciendo un cambio de variable a las coor-
denadas proyectivas.
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Ejemplo 3.1.
Gz)=(1+z+2%, 1+2%): Fyfz] — Fyfz)?

G($0, 1'1) = (l’g “+ xor1 + ZL’% s 27(2) + ZL’%) Fg[l’o, 1‘1] — FQ[JT(), 1'1]2

El estudio de los codificadores polindmicos puede entonces plantearse
en términos del haz de anillos sobre U

OU = IF[Z] 5

teniendo en cuenta las identificaciones:

Hompy,) (F[2]*,F[z]") =Homo, (OF,O}) =
=H" (U, Home, (Of, 0F)) =
=lim H° (P!, Homo, (Of, Of) ® Op(mPs)) =

m

—lim H° (B', Homo, (0%, OF(mPx))) =

m

m

=lim Homp (F*, H® (Op(mPx)")) .

m

Siguiendo esta idea, los autores estan trabajando conjuntamente con
J.I. Iglesias Curto en la clasificacién de los cédigos convolucionales, en
términos de esquemas Quot.

4. LA NOCION DE DISTANCIA PARA CODIGOS CONVOLUCIONALES

Dado un vector polinémico z(z) = (z1(2),...,x,(z)) € F[z]", es posible
definir su peso de Hamming como

hwt(x(2)) = ##{i | zi(z) # 0} .

Sin embargo, este peso no sirve para medir los errores de transmi-
sion si se utiliza la codificacién convolucional. En la teoria de codi-
gos convolucionales, la nocion natural de peso se obtiene consideran-
do los vectores polindmicos z(z) € F[z]" como z(z) = >, z(t)z", con
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x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) € F™, de modo que el peso de x(t) es
= Z hwt(z(t)), donde hwt(x(t)) = #{i | x;(t) # 0} .

De este modo, el concepto de distancia libre de un [n, k]-c6digo convo-
lucional Cy C F[z]™ es

dfree (Cr) = min {wt(z(2)) | (z) € Cx, x(z) # 0} .

Teorema 4.1. (véase [4]) Dado un [n, k]-cddigo convolucional de grado
d, su distancia libre dg,c. verifica la cota de Singleton generalizada

dfmeg(n—k)Q%J +1>+5+1.

Un codigo convolucional cuya distancia libre alcanza el valor maximo
de esta cota se denomina MDS (Mazimum Distance Separable).

La cuestién clave es entonces la construcciéon de cédigos convolucionales
MDS, para lo cual es posible introducir técnicas algebraicas, similares a
las utilizadas en la teoria de codigos algebraico-geométricos de Goppa.

5. Co6Dpicos DE GOPPA CONVOLUCIONALES

Sea F,(z) el cuerpo (infinito) de funciones racionales en una variable, y
X una curva proyectiva lisa sobre F(z). Consideremos D = P+ - -+P,
un divisor de n puntos F,(z)-racionales distintos de X y G otro divisor
con soporte disjunto a D, tal que

29 -2 < Gr(G)<n.

Sobre el F,(z)-espacio de secciones globales L(G) se tiene una aplicacién
[F,(2)-lineal inyectiva

a: L(G) — F(z) x .7 x F(z2)
fre= (f(P), - ()

Definicién 5.1. (véase [6] o [7]) El cédigo de Goppa convolucional de
longitud n y dimension k = Gr(G) + 1 — g asociado al par (D,G) es

C(D,G)=Imga C F,(2)".
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Considerando sobre el F(z)-espacio vectorial F,(2)™ el producto escalar
()
Fy(2)" x Fy(2)" — Fy(2)

(2(2), y(2)) = (2(2), 2(2)) = in(Z)yi(Z) :

es posible construir el correspondiente codigo de Goppa convolucional

dual,
C(D,G)* = {y(z) € Fy(2)™ | (x(2),y(2)) = 0 para todo x(z) € C(D,G)}.

Teorema 5.2. (véase [6] o [7]) CH(D, Q) es también un cédigo de Gop-
pa convolucional: si K es el divisor candnico de formas diferenciales
racionales sobre X, entonces CH(D, Q) es la imagen de la aplicacion

F,(2)-lineal B: L(K + D — G) — F,(2)", dada por

B(n) = (Resp, (1), - -, Resy, (n)) -

6. Copicos DE GOPPA CONVOLUCIONALES SOBRE LA RECTA
PROYECTIVA

Consideremos X = IP’]qu (») = ProjFy(z)[uo, u1] la recta proyectiva sobre

el cuerpo [Fy(z), donde w = u; /ug es la coordenada afin, Py = (1,0) es
el punto origen, y P,, = (0, 1) el punto del infinito. Sean P, ..., P, un
conjunto de n puntos racionales distintos, P; = (1, «;) # Py, Pwo.

Tomando los divisores D = P, +---+ P, v G = rP, — sFy, con
0 <s<r<n,elF,(2)-espacio vectorial L(G) tiene como base

y el cédigo de Goppa convolucional C(D, G) es la imagen de la aplica-
cién
a: L(G) — Fy(2) x . 7. x Fy(2)

w' — (al,...,a)
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Se obtiene de este modo un c6digo convolucional C(D, G) de longitud
n y dimensién k = r — s+ 1, cuya matriz generadora es

o o ... oay
st st L ot
G=1| . . :
ap oy Ot

En cuanto al codigo dual, como
dw w dw w2 dw >
w* [Timy (w — )" we [Ty (w — ) ws [y (w — )
y calculando los residuos
m o dw
Respj(S nw w ):s B
w Hizl(w — ;) Qaj HZ;;(O‘J — ;)
resulta que C(D, G)* es un codigo convolucional de longitud n y dimen-

sion n —k = n—r+s— 1 que tiene como matriz generadora (= matriz

de control de C(D, G))

Q(G-D) = <

hq ha e I,
thél h2a2 Ce hnOén
H - . . ’
a2 hgap TR an e

R S
donde h; = T @ o)
i#
Obsérvese que esa matriz generadora H de C(D, G)* tiene la forma de
un “codificador alternante” sobre F,(z), lo que sugiere la posibilidad
de emplear en este contexto convolucional los algoritmos algebraicos

de decodificacion conocidos para los codigos lineales alternantes.

Como casos particulares, vamos a calcular las matrices G y H en el
caso de puntos I, (z)-racionales P, = (1, o;) cuando

v=al24+b7, i=1,....n, n<gq,

comprobando ademas que en estos casos resultan codigos convolucio-
nales MDS.
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e Cuerpo F3(z) = {0,1,2}

Casoa=1,b=2,G= Py, — F,.
G=(24+1 z2+2)

1 1
H = <2(z+1) z+2>

(n,k,0,d) = (2,1,1,4)

e Cuerpo Fy(z) = {0,1,£,2}, con €+ E+1=0

Casoa =& b=¢62,G = Py

G = (L1 eorer e24c)

o 1 1 1
H = ( (£22+8)(E2+€2) (€22+46)(241) (£2+€2)(2+1) )

(n,k,6,d) = (3,2,1,3) .

Casoa=1,b=& G = P — B

G = (z—i—l z+E€ z+§2)

1oe €
H = z+1 z+E 2+€2
1 ¢ ¢

(n,k,8,d) = (3,1,1,6).

e Cuerpo F5(z)

Casoa=1,b=2,G=2P, —2F,
G = ((z+1)? (2+2)? (2+4)?)

2 2 2 - 1 -
z+1 z+2 z+4
H— ( 2) ( 2) ( 1)

z+1 z+2 z+4

(n,k,6,d) = (3,1,2,9).
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Casoa=2,b=3,G=2P, — F,

G = z+1 2243  4z+4 3242
— | (z+1)? (22+3)? (42+4)? (32+2)?

4 4 4 4
H = (z+1)2(24+2)(243)  (2+2)(2+3)(2+4)2  (2+1)2(24+2)(243) (2+2)(2+3)(2+4)>
- 4 3 1 2
GIDGEH) (1) (212 (z+3)(z+d)  (z+1)(z+2)(2+3)  (z12)(z+3)(z14)

<n> ka (57 dfree) = (4, 2, 3, 8) .
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