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1. Introducción

El objetivo de este art́ıculo es presentar al lector no especializado una
introducción al tema de las funciones theta y sus aplicaciones geométri-
cas y aritméticas. Las funciones theta fueron introducidas por primera
vez por B. Riemann y su estudio ha sido desarrollado por diversos
matemáticos como Frobenius, Weierstrass, Hecke, Artin, Tate, Weil,
Langlands, Mumford y Fay. Actualmente el estudio de las funciones
theta y las formas modulares desde un punto de vista aritmético es
una parte esencial del programa de Langlands.

Esperamos que este art́ıculo sea de utilidad para estudiantes de post-
grado interesados en la conexión entre la Geometŕıa Algebraica, la
Aritmética y la F́ısica Teórica.

Finalmente deseamos agradecer al profesor Sebastián Xambó la invita-
ción para realizar la exposición de este art́ıculo en el seminario organi-
zado por la Facultad de Matemáticas de la Universitat Politécnica de
Catalunya

2. Funciones theta de una variable

Sea H el semiplano superior complejo:

H = {τ ∈ C : Im τ > 0}

Este trabajo está parcialmente financiado por los proyectos de investigación
MTM2006-07618 de D.G.I. y SA112A07 de la Junta de Castilla y León.
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212 E. GÓMEZ AND J. M. MUÑOZ

La función theta es la función anaĺıtica en C × H definida por la si-
guiente serie absolutamente convergente:

θ(z, τ) =
∑
n∈Z

exp(πin2τ + 2πinz) con z ∈ C, τ ∈ H

Esta función verifica las siguientes propiedades:

− θ(z + 1, τ) = θ(z, τ)

− θ(z + τ, τ) = exp(−πiτ − 2πiz) · θ(z, τ)

− θ(z + aτ + b, τ) = exp(−πia2τ − 2πiaz) · θ(z, τ)

Otra de las relaciones fundamentales que satisface la función theta es
la ecuación de calor:

∂

∂t
θ(z, it) =

1

4π

∂2

∂z2
θ(z, it)

Se verifica que la función theta está caracterizada por estas propieda-
des, es decir, periodicidad y ecuación del calor.

2.1. Funciones theta y grupo de Heisenberg. El grupo de Hei-
senberg de dimensión 3 se define como:

G = C∗1 × R× R , donde C∗1 = {z ∈ C : |z| = 1}

con la siguiente ley de grupo:

(λ, a, b) · (λ′, a′, b′) = (λλ′ exp(2πiba′), a+ a′, b+ b′)

Se verifica que el centro del grupo de Heisenberg es C∗1 que coincide
con el subgrupo conmutador.

El teorema de Stone-von Neumannn afirma que existe una única re-
presentación unitaria e irreducible de G en la cual C∗1 actúa por la
identidad. Esta representación se puede realizar de la siguiente forma.
Sea E el espacio de las funciones enteras (funciones holomorfas en to-
do el plano complejo) con la siguiente norma definida a partir de un
elemento τ ∈ H:

||f ||2 =

∫
C

exp(−2πy2/ Im τ) · |f(x+ iy)|2dxdy
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Denotaremos por Hτ el subespacio de E formado por las funciones con
norma finita. Se define la siguiente representación unitaria de G en Hτ :

U : G −→ Aut(Hτ )

(λ, a, b) 7−→ Uλ,a,b)

con (Uλ,a,b)f)(z) = λ exp(πia2τ+2πiaz)f(z+aτ+b). Se verifica queHτ

es un G-módulo irreducible, por lo que es una realización de la única
representación irreducible de G.

La función theta admite la siguiente caracterización en términos de la
acción del grupo de Heisenberg G: La función theta θ(z, τ) es la única
función holomorfa enHτ invariante por la acción del siguiente subgrupo
de G:

Γ = {(1, a, b) ∈ G : a, b ∈ Z} ⊂ G

A continuación vamos a introducir el análogo finito al grupo de Hei-
senberg y le teorema de Stone-von Neumann. Para cada número entero
positivo l se define el siguiente subgrupo de Γ:

Γl = {(1, la, lb) : a, b ∈ Z} ⊂ Γ

Sea Vl el subespacio vectorial de Hτ formado por las funciones enteras
invariantes por la acción de Γl. Se verifica que una función f(z) ∈ Vl si
y sólo si es de la forma

f(z) =
∑
n∈ 1

l
Z

cn exp(πin2τ + 2πinz)

siendo cn = cm si n−m ∈ l ·Z. En particular se tiene que dimC Vl = l2.

Para cada entero l, sea µl el subgrupo de C∗1 formado por las ráıces
l-ésimas de la unidad. Se define el grupo de Heisenberg finito de nivel
l como

Gl = µl2 × (
1

l
Z/(l · Z))× (

1

l
Z/(l · Z))

con la ley de grupo (λ, a, b) · (λ′, a′, b′) = (λλ′ exp(2πiba′), a+a′, b+ b′).

Se verifica que Vl es la única representación irreducible de Gl en la que
µl actúa por homotecias (este enunciado es el análogo finito del teorema
de Stone-von Neumann).
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Una base de Vl está formada por las siguientes funciones:

θ[ab ](z, τ) =
∑
n∈Z

exp(πi(a+ n)2τ + 2πi(n+ a)(z + b))

con a, b ∈ 1
l
Z. Las funciones θ[ab ](z, τ) se denominan funciones theta

con caracteŕısticas.

2.2. Función theta, función zeta y sus ecuaciones funcionales.
Dada una función f : R+ → C integrable y con apropiadas cotas en 0
y en el infinito, se define su transformada de Mellin como la siguiente
función anaĺıtica:

(Mf)(s) =

∫ ∞
o

f(x)xs
dx

x
, con a < Re(s) < b

La transformada de Mellin es simplemente una transformada de Fourier
multiplicativa (haciendo el cambio de variable x = exp(y) se convierte
en una transformada de Fourier clásica). En particular, si consideramos
la función f(x) = θ(0, ix)− 1 y Re(s) > 1, se tiene que

(Mf)(1/2 s) = 2
∑
n∈N

(∫ ∞
0

exp(−πn2x)x
1
2
s dx

x

)
= (y = πn2x) =

= 2
(∑
n∈N

(πn2)−
1
2
s
)∫ ∞

0

exp(−y) y
1
2
s dy

y
=

= 2π−
1
2
s
(∑
n∈N

n−s
)∫ ∞

0

exp(−y) y
1
2
s dy

y
=

= 2π−
1
2
s ζ(s) Γ(1/2 s)

donde ζ(s) =
∑

n∈N n
−s, con Re(s) < 1, es la función zeta de Rie-

mann y Γ(1/2 s) =
∫∞

0
exp(−y) y

1
2
s dy
y

. Por tanto, se tiene la fórmula

fundamental:

(2.1) 2π−
1
2
s ζ(s) Γ(1/2 s) =

∫ ∞
o

(θ(0, ix)− 1)xs
dx

x

Ahora bien, si a, b, c, d ∈ Z son números impares tales que ad− bc = 1,
se tiene que

θ
( z

cτ + d
,
aτ + b

cτ + d

)
= µ (cτ + d)1/2 exp(πicz2/(cτ + d)) θ(z, τ)
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siendo µ una ráız octava de la unidad. En particular, se obtiene la
ecuación funcional de la función theta:

(2.2) θ(0, i/x) = x1/2 θ(0, ix) con x ∈ R+

Por otro lado, si ξ(s) = π−
1
2
s ζ(s) Γ(1/2 s), la ecuación funcional de la

función zeta de Riemann es

ξ(s) = ξ(1− s)

Esta igualdad se obtiene por la igualdad (2.1), aplicando la transforma-
da de Mellin a la ecuación funcional (2.2) de la función theta, es decir,
las ecuaciones funcionales de la función theta y de la función zeta son
equivalentes.

2.3. Función theta y toros complejos de dimensión uno. Dado
τ ∈ H, se define el siguiente toro complejo:

Eτ = C/(Z + τZ)

Las funciones θ[a
b
](z, τ) no definen funciones holomorfas en Eτ porque

no son periódicas respecto del ret́ıculo Z + τZ. Ahora bien las propie-
dades de periodicidad vistas para estas funciones se pueden interpretar
geométricamente en el sentido de que θ[a

b
](z, τ) son secciones holomor-

fas de determinados fibrados de ĺınea sobre le toro complejo Eτ .

Por medio de las funciones theta se pueden construir expĺıcitamente
funciones meromorfas en Eτ como productos de cocientes de las fun-
ciones theta y de sus trasladados, como por ejemplo, la función ℘ de
Weierstrass:

℘(z) = λ+
θ[11]′(0, τ)2

θ[00](0, τ)2
· θ[

0
0](z, τ)2

θ[11](z, τ)2
= − d2

dz2
log θ[11](z, τ) + λ

donde la constante λ se ajusta para que el desarrollo en serie de la
función en z = 0 no tenga término constante.
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3. Funciones theta de varias variables. Variedades
abelianas

Análogamente al semiplano superior, en varias variables de define el
semiplano superior de Siegel:

Hg = {τ ∈M(g × g,C) : τ t = τ , Im τ es definida positiva}

Una variedad abeliana de dimensión g es un toro complejo de la forma

X(τ) = Cg/(Zg + τZg) con τ ∈ Hg

Además, para cada τ ∈ Hg se define la función theta en g variables como
la función holomorfa en Cg dada por la siguiente serie absolutamente
convergente:

θ(z, τ) =
∑
n∈Zg

exp(πintτn+ 2πintz)

con z = (z1, . . . , zg) ∈ Cg. Análogamente, dado (a, b) ∈ Rg × Rg se
define la función theta con caracteŕıstica [ab ] como:

θ[ab ](z, τ) =
∑
n∈Zg

exp
(
πi(n+ a)tτ(n+ a) + 2πi(n+ a)t(z + b)

)
Estas funciones theta también tienen propiedades de cuasi-periodici-
dad:

θ[ab ](z +m, τ) = exp(2πiatm) θ[ab ](z, τ)

θ[ab ](z + τm, τ) = exp(−2πibtm) exp(−πimtτm− 2πimtz) θ[ab ](z, τ)

Por estas propiedades, las funciones theta definen secciones holomorfas
de fibrados de ĺınea sobre la variedad abeliana X(τ). En particular, la
función theta θ(z, τ) es sección holomorfa de un fibrado de ĺınea LΘ

cuyas secciones holomorfas tienen dimensión compleja 1, por lo que
define una polarización principal en X(τ).

El grupo Γg = Sp(2g,Z) actúa en Hg del siguiente modo:

γ(τ) = (Aτ +B) · (Cτ +D)−1 con γ =

(
A B
C D

)
∈ Sp(2g,Z)

Se verifica que dos variedades abelianas X(τ) y X(τ ′) son isomorfas si
y sólo si existe γ ∈ Γg tal que τ ′ = γ(τ). En consecuencia, la varie-
dad que clasifica las variedades abelianas principalmente polarizadas
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de dimensión g, es decir, la variedad de moduli de variedades abelianas
principalmente polarizadas es:

Ag = Hg/Γg con dimAg = g(g + 1)/2

3.1. Funciones theta de superficies de Riemann compactas.
Variedad jacobiana. Sea S una superficie de Riemann compacta
de género g. Fijamos una base canónica {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg} de
H1(S,Z) ' Z2g tal que la intersección definida a través del produc-
to cup es:

αi · αj = βi · βj = 0 αi · βj = δij

Sea OS el haz de funciones holomorfas sobre S, O∗S el haz de funciones
holomorfas sin ceros en S y ΩS el haz de diferenciales holomorfas en S.

La sucesión exacta de grupos

0 −→ Z −→ C −→ C∗ −→ 1

z 7−→ exp(2πiz)

induce una sucesión exacta de grupos de cohomoloǵıa:

0 // H1(S,Z)
j // H1(S,OS) // H1(S,O∗S)

deg // H2(S,Z) // 0

Z2g H0(S,ΩS)∗ Z

donde el morfismo j : H1(S,Z)→ H0(S,ΩS)∗ esta dado por j(α)(ω) =∫
α
ω.

Por otro lado, se tiene que el grupo de Picard de S es:

Pic(S) = H1(S,O∗S) ' {fibrados de ĺınea en S} / {isomorfismos} '
' {divisores en S} / {∼}

donde dos divisores están relacionados si difieren en el divisor de ceros y
polos de una función meromorfa. Teniendo en cuenta esta identificación,
el morfismo deg de la sucesión exacta anterior viene dado por:

Pic(S) = H1(S,O∗S)
deg−→ Z[

D =
∑
finita

ns · s
]
7−→ degD =

∑
ns
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Se define la variedad jacobiana de la superficie de Riemann S como:

J(S) = Pic0(S) = {fibrados de ĺınea de grado cero sobre S}

Sea {ω1, · · · , ωg} la base de diferenciales holomorfas de S normalizada
por la base de ciclos elegida {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg} por la condición:∫

αk

ωj = 2πiδkj

Si τij =
∫
βi
ωj ∈ C, se verifica que la matriz τ = (τij) es una matriz

simétrica de parte imaginaria definida positiva, es decir, τ ∈ Hg. Por
tanto, por la sucesión exacta de cohomoloǵıa anterior, se tiene que

J(S) ' H0(S,Ω)∗/H1(S,Z) = Cg/(Zg + τZg)

es decir, la jacobiana de S es una variedad abeliana principalmente
polarizada. La matriz τ se denomina matriz de periodos de la superficie
de Riemann compacta S. Las funciones theta asociadas a esta matriz
son conocidas como las funciones theta de la superficie de Riemann.

SeaMg la variedad de moduli de las superficies de Riemann compactas
de género g, que es una variedad anaĺıtica de dimensión:

dimMg =

 0 si g = 0
1 si g = 1
3g − 3 si g > 1

La construcción anterior de la matriz de periodos define una aplicación:

Mg −→ Ag
S 7−→ J(S)

que es inyectiva por el teorema de Torelli. Por dimensiones se verifica
que Mg = Ag si g ≤ 3, y Mg ( Ag para g ≥ 4.

El problema clásico de Schottky consiste en calcular las ecuaciones de
la imagen de Mg en Ag, y su estudio ha llevado a diferentes caracte-
rizaciones de las jacobianas dentro del moduli de variedades abelianas
principalmente polarizadas.
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4. Fórmulas de adición de funciones theta

Para cualquier τ ∈ Hg, las funciones theta verifican unas relaciones
(fórmulas) de adición (Riemann-Weierstrass) que describen anaĺıtica-
mente la ley de grupo de la variedad abeliana X(τ):

θ(2x, 2τ) · θ(2y, 2τ) = 2−g
∑

2σ∈(Z/2Z)g

θ[0σ](x+ y, τ) · θ[0σ](x− y, τ)

y su inversión:

θ(x+ y, τ) · θ(x− y, τ) =
∑

2σ∈(Z/2Z)g

θ[σ0 ](2x, 2τ) · θ[σ0 ](2y, 2τ)

Si τ es la matriz de periodos de una superficie de Riemann compacta,
entonces sus funciones theta verifican ciertas ecuaciones que no satis-
facen las funciones theta asociadas a elementos arbitrarios de Hg. Una
de ellas es la fórmula de adición de funciones theta de superficies de
Riemann:

El morfismo de Abel definido por un punto p0 ∈ S es:

A : S −→ J(S) = Cg/(Zg + τZg)

p 7−→ A(p) = (

∫ p

p0

ω1, . . . ,

∫ p

p0

ωg)

que como clase de equivalencia de divisores de grado cero consiste en
p 7→ [p− p0]. Por aditividad, se define el siguiente morfismo:

m : S2n −→ J(S)

(x1, y1, . . . , xn, yn) 7−→
[ n∑
i=1

(xi − yi)
]

Sea E(x, y) la prime-form de S construida a partir de las funciones the-
ta de S y de sus diferenciales holomorfas, que es una sección holomorfa
hemisimétrica del fibrado diagonal sobre S × S con ceros simples a lo
largo de la diagonal.
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Fórmula de adición para funciones theta de superficies de Riemann
compactas: Si e ∈ Cg con θ(e, τ) 6= 0 se verifica que:

θ
( n∑

i=1

(xi−yi)−e, τ
)
θ(e, τ)n−1

∏
i<j E(xi, xj)E(yj , yi)∏

i,j E(xi, yj)
= det

(θ((xi − yj)− e, τ)
E(xi, yj)

)
para todo (x1, y1, . . . , xn, yn) ∈ S2n, donde esta igualdad debe de ser
entendido como igualdad de secciones holomorfas de ciertos fibrados
de ĺınea en S2n. En el caso particular n = 2, esta fórmula es conocida
como la identidad trisecante de Fay:

θ(x1 + x2 − y1 − y2 − e, τ)θ(e, τ)E(x1, x2)E(y1, y2) =

= θ(x1 − y1 − e, τ)θ(x2 − y2 − e, τ)E(x1, y2)E(y1, x2)+

+θ(x1 − y2 − e, τ)θ(x2 − y1 − e, τ)E(x1, y1)E(x2, y2)

para todo x1, x2, y1, y2 ∈ S.

El nombre de esta fórmula se debe a su interpretación geométrica. Sea
X(τ) una variedad abeliana principalmente polarizada y consideramos
la aplicación:

X(τ) −→ PN (N = 2g − 1)

z 7−→
→
θ 2(z, τ) = {θ[σ0 ](2z, 2τ)}σ∈(Z/2Z)g

De su definición se deduce que la imagen de un punto y su opuesto es
la misma y dicha imagen es conocida con el nombre de la variedad de
Kummer de X(τ). Si X(τ) es la jacobiana de una superficie de Rie-
mann compacta S, teniendo en cuenta las fórmulas de adición vistas al
principio de esta sección para las funciones theta arbitrarias, la iden-
tidad trisecante de Fay implica que existen rectas en PN que cortan a
la variedad de Kummer de J(S) en tres puntos o, equivalentemente, la
variedad de Kummer de J(S) admite rectas trisecantes en PN . La con-
jetura trisecante afirma que esta propiedad caracteriza a las jacobianas
y ha sido recientemente demostrada por I. Krichever.

Considerando el caso degenerado de la identidad trisecante de Fay
(los tres puntos coinciden) se obtiene la ecuación KP (Kadomtsev-
Petviashvili): sea τ la matriz de periodos de una superficie de Riemann
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compacta S, entonces existen tres derivaciones

Di =

g∑
j=1

vij
∂

∂zj
i = 1, 2, 3

tales que: (
D4

1 −D1D3 +
3

4
D2

2 + λ
)→
θ 2(z, τ)|z=0 = 0

siendo λ una constante. Shiota demostró que esta ecuación caracteriza
a las funciones theta de superficies de Riemann compactas.
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