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1. INTRODUCCION

El objetivo de este articulo es presentar al lector no especializado una
introduccion al tema de las funciones theta y sus aplicaciones geométri-
cas y aritméticas. Las funciones theta fueron introducidas por primera
vez por B. Riemann y su estudio ha sido desarrollado por diversos
matematicos como Frobenius, Weierstrass, Hecke, Artin, Tate, Weil,
Langlands, Mumford y Fay. Actualmente el estudio de las funciones
theta y las formas modulares desde un punto de vista aritmético es
una parte esencial del programa de Langlands.

Esperamos que este articulo sea de utilidad para estudiantes de post-
grado interesados en la conexién entre la Geometria Algebraica, la
Aritmética y la Fisica Teoérica.

Finalmente deseamos agradecer al profesor Sebastian Xambd la invita-
cion para realizar la exposicion de este articulo en el seminario organi-
zado por la Facultad de Matematicas de la Universitat Politécnica de
Catalunya

2. FUNCIONES THETA DE UNA VARIABLE

Sea H el semiplano superior complejo:
H={reC: Im7 >0}
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La funcién theta es la funcién analitica en C x H definida por la si-
guiente serie absolutamente convergente:

0(z,7) = Zexp(mn27 + 2minz) con z € C,7 € H
nez
Esta funcion verifica las siguientes propiedades:
— 0(z+1,7)=0(2,7)
— O(z+7,7) = exp(—miT — 27iz) - 0(z,7)
— 0(z+ar +b,7) = exp(—mia’T — 2miaz) - 0(z,T)

Otra de las relaciones fundamentales que satisface la funcion theta es
la ecuacién de calor:

9, , 1 :
a@(z, it) = ——=0(z,it)

Se verifica que la funcién theta esta caracterizada por estas propieda-
des, es decir, periodicidad y ecuacion del calor.

2.1. Funciones theta y grupo de Heisenberg. El grupo de Hei-
senberg de dimension 3 se define como:

G=CixRxR, donde C; ={z€C: |z| =1}
con la siguiente ley de grupo:

(A, a,b) - (N, d', V) = (AN exp(2miba’),a + a’', b + V')

Se verifica que el centro del grupo de Heisenberg es C; que coincide
con el subgrupo conmutador.

El teorema de Stone-von Neumannn afirma que existe una tnica re-
presentacién unitaria e irreducible de G en la cual Cj actia por la
identidad. Esta representacion se puede realizar de la siguiente forma.
Sea & el espacio de las funciones enteras (funciones holomorfas en to-
do el plano complejo) con la siguiente norma definida a partir de un
elemento 7 € H:

112 = / exp(—2my? /T 7) - |f(z + iy)|*dxdy
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Denotaremos por H, el subespacio de £ formado por las funciones con
norma finita. Se define la siguiente representacion unitaria de G en H,:

U: G — Aut(H,)
()\7 a, b) — U)\,a,b)
con (Uyap) f)(2) = Aexp(mia*T+2miaz) f(z+a7+b). Se verifica que H,

es un G-modulo irreducible, por lo que es una realizacién de la tinica
representacion irreducible de G.

La funcién theta admite la siguiente caracterizacion en términos de la
accién del grupo de Heisenberg G: La funcién theta 6(z,7) es la tnica
funcién holomorfa en ‘H, invariante por la accion del siguiente subgrupo
de G:

I'={(1,a,b)eG:a,becZ}CgG
A continuacién vamos a introducir el analogo finito al grupo de Hei-

senberg y le teorema de Stone-von Neumann. Para cada niimero entero
positivo [ se define el siguiente subgrupo de I':

I, ={(1,la,lb): a,beZ} CT

Sea V; el subespacio vectorial de H, formado por las funciones enteras
invariantes por la accién de I';. Se verifica que una funcién f(z) € V] si
y s6lo si es de la forma

f(z) = Z cn exp(min®t + 2minz)
nG%Z
siendo ¢,, = ¢,, si n —m € [-Z. En particular se tiene que dim¢ V; = 2.

Para cada entero [, sea p; el subgrupo de C; formado por las raices
[-ésimas de la unidad. Se define el grupo de Heisenberg finito de nivel
[ como

1 1
G = i x (12/(1-2)) x (12/(1-2)
con la ley de grupo (A, a,b)- (N, d', V') = (AN exp(2miba’),a+a', b+ V).

Se verifica que V; es la tnica representacion irreducible de G; en la que
i actiia por homotecias (este enunciado es el andlogo finito del teorema
de Stone-von Neumann).
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Una base de V} esta formada por las siguientes funciones:

0} (z,7) = Z exp(mi(a + n)*7 + 2mi(n + a)(z + b))
nez
con a,b € 77Z. Las funciones 0[f](z,7) se denominan funciones theta
con caracteristicas.

2.2. Funcién theta, funcion zeta y sus ecuaciones funcionales.
Dada una funcién f : Rt — C integrable y con apropiadas cotas en 0
y en el infinito, se define su transformada de Mellin como la siguiente
funcién analitica:

(Mf)(s) = /Oof(a:)xsd?x , con a < Re(s) <b

La transformada de Mellin es simplemente una transformada de Fourier
multiplicativa (haciendo el cambio de variable x = exp(y) se convierte
en una transformada de Fourier cldsica). En particular, si consideramos
la funcién f(z) = 0(0,ix) — 1y Re(s) > 1, se tiene que

(Mf)(1/2s) = 22 </000 exp(—mn’z) N dg) = (y = m’z) =

neN

= 2<Z(M2)_%S> /Ooo exp(—y)yés% =

neN

= 27‘('_%8(271_8) /000 exp(—y) yés% =

neN
=277 2° ((s)T(1/2 )
donde ((s) = >, cnyn"°, con Re(s) < 1, es la funcién zeta de Rie-

mann y I'(1/2 s) = [;° exp(—y) y2* %. Por tanto, se tiene la férmula
fundamental:

(2.1) 27725 C(s) [(1/2 s) = /Oo(a(o,m) — 1)z Ci—x

Ahora bien, si a, b, ¢, d € Z son numeros impares tales que ad — bc = 1,
se tiene que

( 2 ar +b

T d o d) = (et + d)Y? exp(micz®/(cr + d)) 0(z, T)
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siendo p una raiz octava de la unidad. En particular, se obtiene la
ecuacién funcional de la funcion theta:

(2.2) 0(0,i/x) = 24/260(0,iz) con z € Rt

Por otro lado, si £(s) = 772 (s)T(1/2 ), la ecuacién funcional de la
funcién zeta de Riemann es

§(s) =¢&(1—s)

Esta igualdad se obtiene por la igualdad (2.1), aplicando la transforma-
da de Mellin a la ecuacién funcional (2.2) de la funcién theta, es decir,
las ecuaciones funcionales de la funcién theta y de la funcién zeta son
equivalentes.

2.3. Funcién theta y toros complejos de dimensién uno. Dado
7 € H, se define el siguiente toro complejo:

E,=C/(Z+71Z)

Las funciones 0[¢](z, 7) no definen funciones holomorfas en £, porque
no son periodicas respecto del reticulo Z + 7Z. Ahora bien las propie-
dades de periodicidad vistas para estas funciones se pueden interpretar
geométricamente en el sentido de que 6[¢](z, 7) son secciones holomor-
fas de determinados fibrados de linea sobre le toro complejo F,.

Por medio de las funciones theta se pueden construir explicitamente
funciones meromorfas en E, como productos de cocientes de las fun-
ciones theta y de sus trasladados, como por ejemplo, la funciéon g de
Weierstrass:

0[%]/(0’7—)2 . 6[ = 0 Nz r
091(0,7)% 6] = log O[] (2, 7) + A

p(z) = A+ 1(z,7)? Cda?

ol(z1)? &
1
1

donde la constante A\ se ajusta para que el desarrollo en serie de la
funcién en z = 0 no tenga término constante.
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3. FUNCIONES THETA DE VARIAS VARIABLES. VARIEDADES
ABELIANAS

Analogamente al semiplano superior, en varias variables de define el
semiplano superior de Siegel:

H, = {r € M(g x g,C): 7" =7, Im7 es definida positiva}

Una variedad abeliana de dimension g es un toro complejo de la forma
X(r)=C/(Z° +7Z°) con T € H,

Ademas, para cada 7 € Hy se define la funcién theta en g variables como
la funcién holomorfa en CY dada por la siguiente serie absolutamente
convergente:
0(z,7) = Z exp(min'tn + 2mwin'z)
nez9
con z = (21,...,2,) € C9. Andlogamente, dado (a,b) € RY x RY se
define la funcién theta con caracteristica [{] como:

0f)(zm) = Y exp (m’(n +a)r(n+a)+ 2mi(n + a)' (= + b))
nez9I
Estas funciones theta también tienen propiedades de cuasi-periodici-
dad:

019](z +m, 7) = exp(2mia‘m) 0[¢)(z, )

0](z + mm, 7) = exp(—2mib'm) exp(—mim‘Tm — 2rim'2) 0[](z, 7)
Por estas propiedades, las funciones theta definen secciones holomorfas
de fibrados de linea sobre la variedad abeliana X (7). En particular, la
funcién theta 6(z,7) es seccién holomorfa de un fibrado de linea Lg

cuyas secciones holomorfas tienen dimension compleja 1, por lo que
define una polarizacién principal en X (7).

El grupo I'y = Sp(2¢, Z) actia en H,, del siguiente modo:

(1) = (AT + B) - (Ct + D)™ cony = ( CA, IB; ) € Sp(2¢9,7Z)

Se verifica que dos variedades abelianas X (7) y X (7’) son isomorfas si
y sélo si existe v € 'y tal que 7 = (7). En consecuencia, la varie-
dad que clasifica las variedades abelianas principalmente polarizadas



FUNCIONES THETA DE RIEMANN 217

de dimension g, es decir, la variedad de moduli de variedades abelianas
principalmente polarizadas es:

A, =H,/T; con dimA, =g(g+1)/2

3.1. Funciones theta de superficies de Riemann compactas.
Variedad jacobiana. Sea S una superficie de Riemann compacta
de género g¢. Fijamos una base candnica {ai,...,aq, 01,...,0,} de
H'(S,Z) ~ Z* tal que la interseccién definida a través del produc-
to cup es:

oy =0 B;=0 ;- B = 04
Sea Og el haz de funciones holomorfas sobre S, Of el haz de funciones
holomorfas sin ceros en S y g el haz de diferenciales holomorfas en S.
La sucesién exacta de grupos
0 —2Z—C—5C" —1

z — exp(2miz)

induce una sucesiéon exacta de grupos de cohomologia:

0 —= H'(S,Z) —= H'(S,05) — H'(S,0%) <% H>(S,Z) — 0
I I [
z% HO(S, Qs)* Z
donde el morfismo j: H'(S,Z) — H°(S,Qg)* esta dado por j(a)(w) =

[, w.

Por otro lado, se tiene que el grupo de Picard de S es:
Pic(S) = H'(S, O%) ~ {fibrados de linea en S} / {isomorfismos} ~
~ {divisores en S} / {~}
donde dos divisores estan relacionados si difieren en el divisor de ceros y

polos de una funcién meromorfa. Teniendo en cuenta esta identificacion,
el morfismo deg de la sucesién exacta anterior viene dado por:

deg

Pic(S) = H'(S,0%) —

[D:Zns~s] |—>degD:Zns

finita
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Se define la variedad jacobiana de la superficie de Riemann S como:

J(S) = Pic’(S) = {fibrados de linea de grado cero sobre S}

Sea {w1, - ,w,} la base de diferenciales holomorfas de S normalizada
por la base de ciclos elegida {a, ..., a4, 01,...,0,} por la condicién:

/ Wy = 27Ti(5kj
Qg

SiTy; = fﬁi w; € C, se verifica que la matriz 7 = (7;;) es una matriz
simétrica de parte imaginaria definida positiva, es decir, 7 € H,. Por
tanto, por la sucesion exacta de cohomologia anterior, se tiene que

J(S) ~ H°(S, Q)" /HY(S,Z) = C9/(Z9 + 79

es decir, la jacobiana de S es una variedad abeliana principalmente
polarizada. La matriz 7 se denomina matriz de periodos de la superficie
de Riemann compacta S. Las funciones theta asociadas a esta matriz
son conocidas como las funciones theta de la superficie de Riemann.

Sea M, la variedad de moduli de las superficies de Riemann compactas
de género g, que es una variedad analitica de dimension:

0 sig=0

dimMy =4 1 sig=1
3g—3 sig>1

La construccién anterior de la matriz de periodos define una aplicacion:

M, — A,
S+— J(9)

que es inyectiva por el teorema de Torelli. Por dimensiones se verifica
que My, =A,sig <3,y M, C A, para g > 4.

El problema clasico de Schottky consiste en calcular las ecuaciones de
la imagen de M, en A,, y su estudio ha llevado a diferentes caracte-
rizaciones de las jacobianas dentro del moduli de variedades abelianas
principalmente polarizadas.
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4. FORMULAS DE ADICION DE FUNCIONES THETA

Para cualquier 7 € Hy, las funciones theta verifican unas relaciones
(férmulas) de adicién (Riemann-Weierstrass) que describen analitica-
mente la ley de grupo de la variedad abeliana X (7):

0(2x,271) - 0(2y,27) =279 Z L) (x+y,7)- 02 (z — y,7)
20€(2,/22)9

y su inversion:

O +y,m)- 0z —y7)= Y  0[](2z,2r)-0[F)(2y,27)

20€(Z/2Z)9

Si 7 es la matriz de periodos de una superficie de Riemann compacta,
entonces sus funciones theta verifican ciertas ecuaciones que no satis-
facen las funciones theta asociadas a elementos arbitrarios de H,. Una
de ellas es la formula de adicion de funciones theta de superficies de
Riemann:

El morfismo de Abel definido por un punto py € S es:
A S — J(S)=0C%/(Z° + 727)

p— Afp) = </w/w>

que como clase de equivalencia de divisores de grado cero consiste en
p+— [p — po]. Por aditividad, se define el siguiente morfismo:

m: S* — J(9)

(T1, Y15+« Ty Yn) [Z(l’z - ?Ji)}

i=1

Sea F(z,y) la prime-form de S construida a partir de las funciones the-
ta de S y de sus diferenciales holomorfas, que es una seccién holomorfa
hemisimétrica del fibrado diagonal sobre S x S con ceros simples a lo
largo de la diagonal.
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Férmula de adiciéon para funciones theta de superficies de Riemann
compactas: Si e € CY con (e, ) # 0 se verifica que:

n

9(;(&‘—%)—6,7’) O(e, )" " qul’i(ftE’fojfz)jﬁyl) = det (e«xlE_(xyi)yj_)@»T))

para todo (x1,¥1,...,%Tn,yn) € S?*, donde esta igualdad debe de ser
entendido como igualdad de secciones holomorfas de ciertos fibrados
de linea en S?". En el caso particular n = 2, esta férmula es conocida
como la identidad trisecante de Fay:

9(551 +To— Y1 — Y2 — 6,7)9(6, T)E(iﬂl, 372)E(y1>?/2) =
= 9@1 — Y1 — €, 7)9(% — Y2 — €, T>E(x17 y2)E(?J1,$2)+

+0(x1 —y2 — e, 7)0(x2 — y1 — €, 7)E(x1, 1) E (72, 92)
para todo x1,x9,y1,y2 € S.

El nombre de esta férmula se debe a su interpretaciéon geométrica. Sea
X (1) una variedad abeliana principalmente polarizada y consideramos
la aplicacion:

X(r) — PV (N=29-1)

2z 05(2,7) = {0[5](22, 27) }oe(z/22)s

De su definicion se deduce que la imagen de un punto y su opuesto es
la misma y dicha imagen es conocida con el nombre de la variedad de
Kummer de X (7). Si X(7) es la jacobiana de una superficie de Rie-
mann compacta S, teniendo en cuenta las formulas de adicion vistas al
principio de esta seccion para las funciones theta arbitrarias, la iden-
tidad trisecante de Fay implica que existen rectas en PV que cortan a
la variedad de Kummer de J(.S) en tres puntos o, equivalentemente, la
variedad de Kummer de J(S) admite rectas trisecantes en PV. La con-
jetura trisecante afirma que esta propiedad caracteriza a las jacobianas
y ha sido recientemente demostrada por I. Krichever.

Considerando el caso degenerado de la identidad trisecante de Fay
(los tres puntos coinciden) se obtiene la ecuacion KP (Kadomtsev-
Petviashvili): sea 7 la matriz de periodos de una superficie de Riemann
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compacta .S, entonces existen tres derivaciones

g
0 .
DZ:;’UWa—ZJ Z:1,2,3

tales que:

3 —
(l)i1 — D1D3 + ZD; + /\) 92(2’,7')‘2:0 =0

siendo A una constante. Shiota demostrd que esta ecuacion caracteriza
a las funciones theta de superficies de Riemann compactas.
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