GEOMETRIA DE RIEMANN

JOAN PORTI

REsuM. Expliquem la contribucié de Riemann a la geometria al
voltant de la conferéncia pronunciada a Gottingen el 1854, que su-
posa el naixement de la geometria de Riemann i obri nous horitzons
a la fisica.

1. INTRODUCCIO

El 10 de juny de 1854, Bernhard Riemann pronuncia, a la facultat
de filosofia de Gottingen, la conferencia d’habilitacio “Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen”, que podem traduir
com “Sobre les hipotesis en que reposen els fonaments de la geome-
tria”. Tot i haver estat publicada postumament, aquesta conferencia
fou extremadament influent en l’evolucié de la geometria i la fisica.
Se la considera una mena de manifest fundacional de la geometria de
Riemann —geometria riemanniana— que ha tingut un gran desenvo-
lupament posterior.

Els canvis conceptuals i tecniques que procura la nova geometria de
Riemann son essencials per la teoria de la relativitat general, 60 anys
després. Les idees introduides en aquesta conferencia ajudaren a dir
més endavant que la materia deforma la geometria de ’espai, que dei-
xava de ser inamovible. Riemann crea els fonaments que permetrien
desenvolupar les matematiques necessaries per explicar com 'espai que-
da afectat per la materia, segons la relativitat general.

Aquest article esta basat en una conferéncia a la jornada Riemann de 'UPC, el
20 de febrer de 2008. Vull agrair a Sebastia Xambo i a tota la “Comissié Riemann”
per la invitacié. També vull agrair a Eva Miranda ’ajut en la preparacié de la con-
feréncia, en particular en el guié dels Riemann cartoons, cf. la figura 1. Finalment,
el projecte FEDER/MEC MTM2006-04353 financia la meva recerca.
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F1auraA 1. Dialeg apocrif entre Gauss (1777-1855) i Rie-
mann (1826-1866).

Entre les nocions més importants, la primera que Riemann planteja és
la de varietat de dimensio n, ja que la majoria d’exemples fins aleshores
eren subvarietats de R™, i Riemann els déna entitat i valor intrinsec.

Després del tensor metric, una altra nocié clau que apareix és la de cur-
vatura. Gauss ja I'havia introduida per superficies a l'espai, aqui Rie-
mann la desenvolupa en qualsevol dimensié i en mostra la importancia.
A més ho fa amb una simplicitat i elegancia sorprenents. Actualment,
en els cursos i llibres de text s’arriba a la curvatura mitjancant un
procés forca més complicat, que inclou les connexions. Val la pena
llegir la conferencia de Riemann i, tot i que no sabem com s’ho va fer
Riemann per arribar a aquestes conclusions, podem consultar I'aproxi-
macié que proposa Spivak [38].

Després de la introducid, aquest article esta organitzat en sis capitols
més. En el 2 situem el context en que es va realitzar la conferencia
de Riemann, en el 3 fem un breu recordatori de queé entenem actu-
alment per geometria de Riemann, que ens servira per entendre i va-
lorar el capitol 4, el més extens, on s’expliquen els continguts de la
conferencia. Al capitol 5 expliquem els desenvolupaments principals
realitzats posteriorment, que consolidaren la geometria de Riemann.
Al capitol 6 citem alguns resultats que relacionen la topologia amb la
curvatura de les varietats. Finalment, al capitol 7 expliquem com s’ha
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resolt la conjectura de Poincaré mitjancant el flux de Ricci, una eina
d’origen riemannia.

2. EL CONTEXT

2.1. La conferéncia d’habilitacié. La conferencia pronunciada el 10
de juny de 1854 completava el procés d’habilitaci6 de Bernhard Rie-
mann, per aixo se 'anomena Habilitationsvortrag. Al desembre de
1953 havia presentat la memoria d’habilitacié, Habilitationsscrift, amb
el titol: Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonome-
trische Reihe (Sobre la representabilitat d’una funcié en serie trigo-
nometrica).

Tal com encara es fa a Alemanya en 'actualitat, després de presen-
tar 1’ Habilitationsschrift Riemann va proposar tres titols i un tribunal
encapcalat per Gauss en va escollir un. El primer titol proposat per
Riemann era “Gesichte der Frage uber die Dartellbarkeit einer Function
durch eine trigonometrische Reihe” (“Historia de la qiiestié de repre-
sentabilitat d’una funcié com a série trigonometrica”); el segon, “Uber
die Auflosung zweier Gleichungen zweiten Grades mit zwei unbekann-
ten Grdssen” (“Sobre la solucié de dues eqiiacions quadratiques amb
dues variables”); el tercer, que fou Uescollit, era “Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen”. Tot i que tradicionalment
mai no s’escollia el tercer, cal dir que el primer titol era molt proper
al tema de la memoria d’habilitacio, i que el segon, la interseccié de
dues quadriques, podia haver-se considerat com a trivial per Gauss.
No s’han trobat manuscrits sobre 1’elaboracié de cap dels tres temes.

La conferencia estava adrecada als professors de la facultat de filosofia,
i per tant hi ha molt poques férmules i cap calcul en el text. Queda
com un misteri esbrinar quins calculs havia fet Riemann per arribar a
les conclusions i férmules que exposa.

2.2. Antecendents. Esta fora del meu abast establir amb precisié
quins treballs previs tingueren influencia en la conferencia de Riemann.
Probablement els treballs de Johannes Bernouilli, d’Euler i de Meus-
nier sobre superficies eren coneguts per Riemann, donat que tingueren
continuitat en I’obra de Gauss. En canvi, és molt més dificil de saber si
Riemann coneixia dels treballs recents sobre geometria no euclidiana,
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Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Von
B. Riemann.

FiGUrA 2. El titol del text de la conferéncia, publicat postumament.

de Bolyai i Lobachevsky. Gauss hi estava interessat [35], pero Riemann
no en diu res en cap moment.

Riemann si que menciona Gauss, i no només perque estava en el tribu-
nal, siné perque generalitza alguns dels seus treballs. En particular, les
coordenades intrinseques utilitzades per Gauss, la metrica intrinseca
de la varietat i la curvatura.

2.3. Les reaccions. En les obres completes de Riemann [37], De-
dekind descriu la conferencia com una obra mestra d’exposicié, tot
i que sembla dificil que la majoria de professors de la facultat de filo-
sofia de Gottingen la poguessin comprendre suficientment. Qui sense
cap dubte s’adona de la importancia de la conferencia fou Gauss, que
—segons escriu Dedekind—

amb gran apreciacio © una animacio rara per ell, parla a
Wilhem Weber sobre la profunditat de les idees presen-
tades per Riemann.

El text de la conferencia fou publicat postumament i les seves idees
encara van trigar temps a ser assimilades: almenys fins a la teoria de
la relativitat general, no se li va donar tota la rellevancia. Per citar-ne
un exemple, Henri Poincaré escriu en el seu assaig de 1902 “La science
et 'hypothese” [34]:

Les geometries de Riemann, tan interessants en molts
camps, mai no seran, pero, altra cosa que ens purament

analitics, © no conduiran a demostracions analogues a les
d’Euclides.

Encara faltaven uns anys per la teoria de la relativitat general.
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FicurA 3. Producte escalar.

3. GEOMETRIA DE RIEMANN ACTUALMENT

Abans d’entrar en el text de la conferéncia, repassem breument el que
entenem avui en dia per geometria de Riemann. De moment donem
les construccions basiques per entendre el que Riemann deia, després
ja anirem introduint més eines.

Una varietat de Riemann és una varietat diferenciable M amb un pro-
ducte escalar en 'espai tangent de cada punt, que escrivim ¢g. Que la
varietat sigui diferenciable vol dir que els canvis de coordenades sén di-
ferenciables (normalment demanem de classe C? per poder fer segones
derivades), i es demana que el producte escalar g varii diferenciable-
ment.

La manera de descriure-ho és utilitzar coordenades d’un obert U de
R™

r=(2',...,2") e U CR"

Els coeficients de la matriu del producte escalar sén funcions de les
coordenades

o 0
gij(x) = (@,@)

Per tant, donats dos vectors u i v, si la seva expressio en coordenades

és
_ i
u= 'y
v=09- [’

oI
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aleshores el producte escalar de dos vectors u i v tangents al punt de
coordenades x s’expressa com

gu(x) - gi(z) v!

(u,0) = wigy(a)d = (b--um) | : Ak
cf. la figura 3. Per bilinealitat, és equivalent donar el producte escalar
o la forma quadratica corresponent, és a dir la norma dels vectors.

3.1. Tensors. L’assignacié d’una forma bilineal a cada punt del tan-
gent és un exemple de tensor, en aquest cas el tensor metric o tensor de
Riemann. Si canviem bilineal per multilineal i fem intervenir el dual,
tenim la nocié general de tensor.

Per exemple, els camps vectorials, que a cada punt de la varietat as-
socien un vector, sén tensors, i les formes diferencials també, perque
assignen a cada punt de la varietat un element del dual del tangent.
Les funcions son el cas més senzill de tensor.

La notacié dels tensors pot arribar a ser forca ferragosa, i per simpli-
ficar s'utilitza el conveni de sumacio d’Finstein, segons el qual, quan
tenim superindezs i subindexs coincidents en expressions multiplicades,
suposem que se sumen i ja no escrivim el sumatori. Per exemple, un
camp V i una forma w es poden escriure com:

V:Zviai:vi&- i w:Zwidxi:widxi.

Aqui hem utilitzat I’abreviacié dels camps de coordenades

0

© Oxt

Per simplificar, moltes vegades s’ometen els termes 9; i da!, que se
sobreentenen en funcié dels indexs i superindexs. Aixi el camp V i la
forma w es poden escriure:

0;

V=v 1 w=uw,.
Per exemple, una metrica, sense cap convencié previa s’escriuria com

Z gljdl'l ® dl‘j,

v
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F1GURA 4. La longitud de corbes i I’element de linia.

pero amb la convencié d’Einstein i ometent les bases canoniques de
formes, escrivim

Gij-

3.2. Longituds. Per mesurar longituds utilitzem 1’element de linia:

ds = \/g;dx'dar.

Riemann ja utilitzava la notacio ds, i 'expressio seria la mateixa si no
fos perque ell utilitzava sumatoris i no la convencié d’Einstein.

L’element de linia es fa servir per calcular la longitud L(v) d’un corba

diferenciable ~:
L(y) = / ds.
v

Més precisament, si la corba s’escriu en coordenades com

v(t) = (2(t),...,2"(t)) t € la,b)],

aleshores la seva longitud és

dry dx* dx?
L) = [ds= [1G0d= [\ T
; . dt " Tdt dt

Aix0 ens permet calcular longituds de corbes continues diferenciables
a trossos.

La distancia entre dos punts es defineix com I'infim de la longitud dels
camins que uneixen dos punts. Aquest infim és en realitat un minim,
i les corbes que el realitzen s’anomena geodesiques.
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Ficura 5. Exemple de superficies a 'espai isomeétri-
ques., amb la mateixa metrica. La identificacié (o iso-
metria) preserva les linies paralleles de la figura.

La distancia determina l’element de linia, i per tant el tensor metric
de Riemann ¢ i totes les altres propietats com ara els angles i les noci-
ons que veurem més endavant: transport parallel, curvatura, etc. Per
tant les varietats de Riemann estan caracteritzades per les propietats
metriques.

3.3. Curvatura de Gauss. Un cop sabem mesurar longituds, les no-
cions més importants sén les diferents curvatures: la de Riemann, la
de Ricci, 'escalar i la seccional o de Gauss, pero ja les veurem més
endavant. De moment tornem a Riemann i parlem de la curvatura de
Gauss.

En la seva memoria de 1827 “Disquisitiones generales circa superficies
curvas”, Gauss ens parla de superficies a I’espai i de les diferents nocions
intrinseques. Es a dir, Gauss considera superficies a l’espai amb la
metrica induida, pero pot passar que la mateixa metrica es realitza per
diferents inmersions de la varietat a l’espai, cf. la figura 5. Les nocions
intrinseques son les que només depenen de la metrica, no de com la
superficie esta situada a 1’espai.

Gauss demostra el Teorema Egregi que porta el seu nom. Els treballs
d’Euler i Meusnier havien introduit les anomenades curvatures princi-
pals, Gauss defini una nova nocié de curvatura, que és el producte de
les curvatures principals, actualment anomenada curvatura de Gauss
(cf. figura 6). Observem que la curvatura de Gauss de les superficies
de la figura 5 és zero.



GEOMETRIA DE RIEMANN 111

RS

K = kiko

FiGurA 6. La cruvatura de Gauss K és el producte de
les principals k1 i ko.

Teorema 3.1 (Teorema Egregi de Gauss). La curvatura Gaussiana és
un wnvariant imtrinsec.

Es a dir la curvatura de Gauss només depén de la metrica intrinseca
de la superficie i no de com esta situada a l’espai. Riemann no només
generalitzara la nocié de curvatura a qualsevol dimensid, siné que la
nocié d’invariant intrinsec és una porta per la qual Riemann accedeix
a un nou concepte de geometria.

4. UBER DIE HYPOTHESEN, WELCHE DER GEOMTRIE zZU GRUNDE
LIEGEN

En aquesta seccié comentarem alguns aspectes de la conferéencia. Spi-
vak [38] conté una discussié més detallada a nivell matematic, i altres
autors 'analitzen des d'un punt de vista més historic [12, 22, 27].

La introduccié es titula “Plan der Untersuchung”, és a dir “Pla de la
recerca”. Riemann commenca parlant de la confusi6 sobre 'estat de la
geometria no euclidiana, que en aquest temps encara no estava com-
pletatment acceptada. De manera independent, el 1829 Lobachevsky i
Bolyai havien construit geometries que comengaven suposant que per
un punt hi ha més d’una linia parallela a una linia donada, pero encara
s’esperava que es trobaria una contradiccié a aquestes construccions.
Riemann atribueix les dificultats trobades en 'estudi de la geometria
euclidiana al fet que els geometres mai no havien separat el que anome-
nem propietats topologiques de 'espai de les seves propietats metriques.
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En el desenvolupament axiomatic de la geometria, fins i tot la nocid
d’espai no esta definida, i les seves propietats es dedueixen mitjancant
els axiomes. Riemann ens proposa primer el plantejament de totes les
metriques possibles i després la determinacié empirica de la metrica a
I’espai. De manera natural sorgeix la questié de trobar les dades més
simples que ens permetin distingir ’espai d’altres possibles varietats i
metriques de dimensié tres. Amb una gran visié fisica, questiona la
legitimitat d’extendre, a les escales massa petites o massa grans, les
propietats que poguem determinar experimentalment per ’espai.

Després de la introduccid, la memoria esta estructurada en tres parts,
que analitzem a continuacié amb diferents nivells de detall.

4.1. Part I. Varietats de dimensié n. La primera part es titula
“Begriff einer nfach ausgedehnten Gréfie” i s’hi introdueix la nocié de
varietat de dimensi6 n.

Tot i que no podem determinar fins a quin punt havia trobat la nocié
precisa de varietat, Riemann tenia clar que una varietat és localment
homeomorfa a I'espai euclidia R™. Riemann exemplifica com es passa
d’una varietat a una altra de dimensio superior o inferior: les varietats
de dimensié n + 1 s’obtenen variant en un parametre les de dimensié
n, i els conjunts de nivell de certes funcions sén varietats de dimen-
si6 inferior. Entre altres exemples, posa els espais de parametres, els
continus dels colors.

Riemann també ens descriu la nocié de coordenades, en una varietat
de dimensi6é n calen n valors numerics per determinar un punt:

Mitjangant n iteracions d’aquest procés [fent referencia
a les funcions de nivell], la determinacid de la posicic en
una n-varietat queda determinada per n determinacions
numeriques...

Per acabar aquesta primera part, també fa referencia a les varietats de
dimensio infinita i, sense entrar en detalls, en posa exemples:

Aquestes varietats estan formades, per exemple, per les
possibles funcions en un determinat domini, o per les
possibles formes d’una figura solida, etc...
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4.2. Part II. Seccié 1. Element de linia. Un cop introduides les
varietats de dimensié N, Riemann passa a les nocions metriques, i
comenca definit 1’element de linia, que ens permet calcular longituds
de corbes. L’element de linia només dependra del punt de l'espai i del
vector tangent de la corba, és a dir de la direccié cap on va la corba.
Aquesta és la manera que té Riemann de donar la metrica com una
propietat intrinseca de l'espai, i la notacié ds s’ha mantingut fins a
lactualitat. A continuacié ho descrivim en detall.

Riemann comenca la seccié dient de quines corbes es cuida. En termes
moderns, parlem de corbes que sén diferenciables amb diferencial con-
tinua, és a dir de classe C'. En el seu llenguatge, Riemann ens parla
de corbes de les quals...

...les raons de les quantitats dx varien continuament.

Per aquestes corbes, la longitud s’obté integrant I’element de linia ds:

L(y) = L ds.

La férmula que ens proposa Riemann per a l’element de linia és la
segiient:

ds = larrel quadrada d’una funcio sempre positiva, ho-
mogenia de segon grau en les quantitats dx i amb coefi-
cients funcions de x.

Es a dir

ds = \/Sgy (x) duidai,

on g;;(z) son els coefficients d’una matriu d’una forma quadratica de-
finida positiva, que és 'expressiéo que hem donat a la seccié 3.2.

Riemann també ens diu que per a ’espai amb les coordenades canoniques

I’expressié és
ds = \/Xda?.

L’arrel quadrada queda justificada per homogenitat, donat que tenim
una forma quadratica. Per que una forma quadratica i no una forma
de grau quatre? Riemann ens diu que...
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...el segiient cas en ordre de complexitat seria el de varie-
tats en que ’element de linia es pot expressar com l'arrel
quarta d’una expressio diferencial de grau quatre.

Aixo demanaria molt esfor¢ de calcul que dificilment es justificaria ja
que, segons Riemann...

...els resultats no es poden expressar geometricament.

L’explicacié pero no sembla gaire convincent, i potser una altra justifi-
cacio és que, amb una forma quadratica, es generalitza sense problemes
la geometria intrinseca que Gauss havia desenvolupat per les superficies
a ’espai.

4.3. Canvi de coordenades. Un cop definit I’element de linia mit-
jancant coordenades locals, Riemann planteja la qiiestié del canvi de
coordenades. Es a dir, donades dues eleccions de coordenades d’'una
mateixa regié de la varietat, com podem saber si corresponen a la ma-
teixa metrica?

Diem que dues expressions d'una metrica sén equivalents si podem pas-
sar d’una a 'altra mitjancant un canvi de coordenades. El problema de
decidir si dues metriques arbitraries sén equivalents és molt complicat
i no es pot respondre en general, ja que tal com Riemann ens diu, hi
intervenen massa indeterminades, les n(n — 1)/2 funcions g¢;;. Malgrat
aixo, es poden trobar invariants per distingir classes d’equivalencia de
metriques, per exemple la curvatura.

Aquesta seccié acaba amb les varietats que Riemann anomena planes,
les que '’element de linia és equivalent al de I'espai Euclidia:

\/de?

En la secci6 segiient Riemann introduira la curvatura i la veura com
una obstruccio a la platitud.

4.4. Part II. Seccié 2. La curvatura. Abans de la curvatura, Rie-
mann tria un sistema de coordenades adequat. Una de les primeres
coses que aprenem en geometria de Riemann és que 1’eleccié d’un bon
sistema de coordenades pot simplificar substancialment els calculs. Les
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Ficura 7. Aplicacié exponencial. La figura representa
les rectes del tangent que passen per l'origen i la seva
imatge per l'aplicacié exponencial, les geodesiques que
surten del punt base.

coordenades escollides per Riemann sén les que avui anomenem coor-
denades geodeésiques o coordenades normals.

L’aplicacio exponencial identifica rectes radials que surten de l'origen
amb geodesiques (minimitzants) de la varietat que surten del punt. La
identificacié es fa de manera que la distancia a ’origen de coordenades
correspon a la distancia al punt: és a dir cada vector és enviat a una
distancia del punt base igual a la seva longitud. Aquesta aplicacié
esta ben definida en un entorn de l'origen, i utilitza el fet que donat
un vector existeix una unica geodesica tangent a aquest vector, llevat
parametritzacions, cf. la figura 7.

En altres paraules, si T,M denota 'espai tangent a un punt p € M,
existeix U C T,M, un entorn de 0, tal que I'’exponencial esta ben
definida i compleix:

exp, : UCT,M — M
v o= (1)
on ¥(t) és I'inica corba geodesica determinada per les condicions ini-
cials v(0) = p i+/(0) = v.
A més tenim el resultat segiient.
Teorema 4.1. L’aplicacio exponencial indueix un difeomorfisme entre

un entorn de l'origen a l’espai tangent 1 un entorn del punt base a la
varietat.
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Ficura 8. Coordenades normals o exponencials. En el
pla tangent representem les coordenades rectangulars, i
a la varietat la seva imatge per ’exponencial, és a dir les
coordenades normals.

En conseqiiencia podem definir:

Definicié 4.2. Les coordenades normals son les coordenades cartesia-
nes induides per l’aplicacio exponencial i les coordenades canoniques o
rectilinies de l'espai tangent (és a dir per les quals la forma quadratica
és la standard), cf. la figura 8.

Riemann afirma que en coordenades geodesiques:

e A Dorigen ds® val > (dz")? (és a dir, g;;(0) = d;).
e No hi ha terme de primer ordre en la serie de Laurent.

e El de segon ordre és combinacié de (z'dx? — 2?dz?), (x'dz® —
r3dat).

En llenguatge actual, aixo és equivalent al teorema 4.3 i a les simetries
del tensor de Riemann.

Teorema 4.3. En coordenades geodesiques:
1 (6%
9ii(%) = 0ij + 5 Riag;® 2+ O(|zf).

Les simetries son:

Riaﬁj = _Riajﬁ = _Raiﬁj = Rﬁjiav
Riagj + Rigja + Rijap = 0.
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Aquestes simetries sén equivalents a la frase “El de segon ordre és
combinacié de (z'dr? — z?dxt), (x'dad — 23dxt)”.

A partir d’aqui podem definir:

Definici6é 4.4. El tensor Riqp; s’anomena curvatura de Riemann.

Es a dir, utilitzant la multilinealitat definim un tensor pel seu valor
en una base: R és I'tnic tensor que satisfa R(0;, 04, 03,0;) = Riag;-
Alternativament:

R(u'0;, 0% 0, w83, 22 0;) = u'v*w’2! Rigp;.

Actualment aquesta no és la definicié que se sol donar als llibres de text
ni als cursos de geometria. Més endavant parlarem de connexions i de
la definicié actual, pero val la pena veure com Riemann la déna amb
molt pocs prerequisits, tot i que quedi pendent de saber quins calculs
va fer per arribar a aquesta conclusio.

Un cop introduida la seva curvatura, Riemann ens diu que recupera
la curvatura de Gauss per superficies. En llenguatge modern tindriem
que si K és la curvatura de Gauss d’una superficie, aleshores

K = R1212 = _R1221 = _R2112 = R2121-

Riemann no introdueix simbols pel tensor que més endavant portara
el seu nom, pero que calculara en un article que comentarem al para-
graf 5.1.

En el text ens diu:

Multiplicirt mit —3/4 wird sie der Grosse gleich, welche
Herr Geheimer Hofrath Gauss das Krimmungsmass ei-
ner Flache ganannt hat.

Aqui el factor 1/4 surt d’'una normalitzacié diferent a la nostra que
Riemann fa, el signe es deu a una convencié diferent, mentre que el 3
prové del teorema 4.3.

4.5. Part II. Secci6é 3. Curvatura seccional. En la resta de secci-
ons d’aquesta part II, Riemann desenvolupa la idea de curvatura i en
déna exemples.
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En el cas bidimensional, Riemann ja ha explicat que la seva curvatura
no és altra que la de Gauss. Per entendre-la en dimensié superior, Rie-
mann explica a la seccié tres el que actualment s’anomena curvatura
seccional. Donat ’espai tangent a un punt base i un pla de 'espai tan-
gent, és a dir un subespai vectorial de dimensié dos, podem considerar
la superficie que conté totes les geodesiques que passen pel punt base i
son tangents a aquest pla. Obtenim d’aquesta manera una superficie,
i la seva curvatura de Gauss és la curvatura de Riemann de les coor-
denades corresponents (una certa quantitat multiplicada per un factor
—3/4), de la mateixa manera que el cas purament bidimensional. Rie-
mann ens diu que quan ens restringim a plans lineals que passen per
I'origen, en coordenades geodesiques tornem a recuperar la curvatura
de Gauss de les superficies.

4.6. Part II. Seccié 4. Curvatura seccional constant. Un cop in-
troduida la curvatura seccional, Riemann déna ’expressié d’una metrica
de curvatura constant . Amb una bona eleccié de coordenades, aques-
ta metrica s’expressa com:

1

ds = ——
° 1+ ¥}

2
Aquest calcul és un altre exemple de bona eleccié de coordenades, car
ara ja no son les geodesiques o normals que ha fet servir en la definicio,
sind unes altres que li permeten tenir una expressié molt més senzilla.

Encara que Riemann no ho digui, aquesta féormula porta implicit el
resultat que, quan la curvatura seccional és constant, la metrica queda
determinada pel valor a de la curvatura, ja sigui localment, ja sigui
globalment en el cas simplement connex.

Observem que déna models de curvatura constant negativa, com els
que havien construit Bolyai i Lobachevsky. Per exemple, per o = —1 i
amb el canvi de variable = 2y, obtenim el que actualment s’anomena
model de Poincaré.

A més, aquesta férmula ens permet tenir una intuicié sobre la curva-
tura. Per exemple, si mirem les esferes S, de radi 7 > 0 (el conjunt
de punts a distancia r d'un punt donat) la distancia a S, és igual a la
de I'esfera unitat de R™ multiplicada per un factor homotetic. Aquest
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F1GURA 9. Superficies de rotacié de curvatura constant
que son paralleles a I’equador.

factor depén de la curvatura i el seu valor és

ﬁ sin(ry/a) si a > 0;
r si a = 0;
1

e sinh(ry/—a) si a <0.

Aquest factor fa referencia a les distancies, el tensor metric s’hauria de
multiplicar pel seu quadrat. Per tant en curvatura positiva les esferes
“sén menors” que les corresponents a l’espai euclidia, i en curvatura
negativa, “sén majors”. En particular, per a > 0 aquestes esferes col-
lapsen quan r = 7/y/a, que és el diametre de l'esferes de curvatura
constant v > 0.

4.7. Part II. Secci6 5. Superficies de rotacio. Per acabar la part
I, a la seccié6 5 Riemann descriu superficies de rotacié de curvatura
constant, sense ni un dibuix, és clar. Si colloquéssim superficies de
rotacié amb un mateix parallel (orbita de rotacié d’un punt) que fos-
sin tangents al cilindre corresponent, les superficies de més curvatura
estarien a dins de les menys curvades. En particular, les de curvatura
positiva estarien a dins del cilindre, i les de curvatura negativa a fora.
Vegeu la figura 9.

4.8. Part III. Aplicacions a l’espai. A la tercera part, Riemann
discuteix com es pot intentar determinar quina és la metrica de ’espai
fisic que ens envolta. En altres paraules, quina és la relacié de la
geometria amb el mon real.
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Les quiestions que planteja sén: primer quina és la dimensié de 'espai
i segon quina geometria descriu l'espai fisic. En la primera qiiestio,
Riemann observa que la nocié de dimensié assumeix una nocié de con-
tinuitat, que per conjunts finits o discrets no té cap sentit. Suposant
que l'espai fisic es pugui veure com una varietat de dimensio finita, té
limits o frontera? Es acotat? Per exemple, si la curvatura és constant
i positiva, necessariament sera acotat.

La geometria just definida i més en general el calcul infinitessimal 1i
serveix a una certa escala, pero es planteja la seva validesa a escala
infinitessimal. En aquest sentit la visio de Riemann per la fisica és
gairebé profetica:

“La questio de la validesa de la geometria en l'infinitament petit esta
relacionada amb la qiestio de la base interna de la relacio métrica de
I’espai. Per a aquesta questio, que encara pot ser considerada part de
la teoria de l'espai, 'observacio previa és aplicable, és a dir que una
varietat discreta té una relacio metrica inherent, mentre que en el cas
continu ha de venir d’un altre lloc. Per tant o bé la realitat que esta a la
base de [’espai ha de formar una varietat discreta, o bé hem de buscar
les bases per les relacions metriques a fora, en forces de lligadura que
hi actuen.”

“La resposta a aquesta questio només es pot trobar comencant des de
la concepcio dels fenomens justificats previament per l’experimentacio,
en els quals Newton es fonamenta, i per canvis successius dequts a
fenomens no explicats. Investigacions com la que hem portat a terme
aqui i que provenen de nocions generals només poden servir per garantir
que aquest treball no esta limitat per conceptes massa restringits, © que
el progrés en el reconeizement de la relacio entre les coses no esta
obstaculitzat per prejudicis tradicionals.”

“Aixzo ens porta als dominis d’una altra ciencia, al reialme de la fisica,
en el qual la natura de la present ocasio no ens permet d’entrar.”

5. DESENVOLUPAMENT POSTERIOR

A Tapartat 5.1 discutim una construccié de Riemann en que calcu-
la el tensor de curvatura en altres coordenades i el veu efectivament
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com una obstrucci6 a la platitud. Aixo dona lloc als treballs de Chris-
toffel i Lipschitz. A la resta del capitol comentarem treballs de Ricci-
Curbastro i Levi-Civita i mencionarem breument Einstein i Grossmann.

5.1. Tensor de curvatura en altres coordenades. En la conferen-
cia d’habilitacio, Riemann deia que la curvatura era una obstrucci6 a
la platitud. Aixo no ho havia demostrat, ni tampoc no havia donat
I'expressié de R;,g; en un sistema de coordenades arbitrari. En un
article [37] sotmés a I'academia de ciencies el dia 1 de juliol de 1861,
Riemann déna la féormula per R;,3; en funcié de g;; i les seves derivades.
L’article estableix un criteri de platitud per a una metrica qualsevol.

Expliquem el calcul fent servir el formalisme de Christoffel, introduit
posteriorment en un article [8] que tracta sobre aquest treball de Rie-
mann. Definim els simbols de Christoffel com

1
1—‘ab\c - i(acgab - aCL.gbc + abgca)>

si fem servir la notacié 9, = 2

o Aleshores
La

1
- _Riaﬁj = aaajgiﬁ + 55@;%'@ - (%(‘%gzj - aiajgaﬁ

2
lm
+ 9" (Tiaf;Tmits = Liitmals),
on g'™ denota la matriu inversa de g;;, i per tant
; ; 1 sit=y;
ik 7 Js
S gkaaj:{ L=
- 0 sii#j.
La notacié que Riemann utilitzava per a 'expressié —3 Riqg; era
(i, Bj).-
L’article va romandre gairebé desconegut fins a la publicacié de les
obres completes el 1876.
Riemann donava la condicié necessaria
Riaﬁj = 0

per tal que una varietat fos plana i va indicar vagament que era sufi-
cient. La demostracié de la suficiencia la donaren Christoffel ('intro-
ductor dels simbols I') el 1867 [8] i Lipschitz el 1870 [24].
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FIGURA 10. Christoffel (1829-1900) i Lipschitz (1832-1903).

5.2. Derivada covariant. A principis de 1887 [36], Gregorio Ricci-
Curbastro va desenvolupar la derivacié covariant de tensors. Comen-
cem amb la derivada covariant de camps. A partir dels stmbols I'j;), de
I’apartat anterior, definim el que actualment es coneix com a simbols

de Christoffel:
=D 9" Tkl
Aleshores la derivada covariant del camp V = Y v'0; en la direcci6 Oy
és:
Vo,V = 0pv'0; + Ty’ 0.
La derivada covariant és lineal respecte a la direccié de derivacio:

Vg,V =1V, V.

Per a les funcions, la derivada covariant s’entén que és la derivada
direccional.

Aquesta derivada covariant de camps s’estén de manera natural a ten-
sors, sempre utilitzant la regla de Leibnitz i la compatibilitat amb con-
traccions. Es a dir, si X 1 Y sén dos tensors, aleshores

V(X®Y)=V,X®Y +X®V,Y.

A més, V, commuta amb les contraccions. Per posar un exemple de
contracci6, si X és un camp i w una forma, aleshores w(X) és una
funcié obtinguda per contraccié del tensor w ® X. Per tant la regla de
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Leibnitz i la compatibilitat amb les contraccions ens diu:
Vi(w(X)) = (Vow)(X) + w(V,X).
Aix0 ens permet calcular la derivada covariant de formes:
Vo = (Vo) (0))da? = (96(w(?))) = w(Vo,0;))de?

= (Opw; — Dy )da?

Un altre exemple: si X 1Y s6n camps, aleshores g(X,Y") és una funcio,
i tenim:
v(g(X,Y)) = Vu(9)(X,Y) + (Vo X, Y) 4+ g(X, V,Y).
Per tant
(1) Vu(@)(X,Y) =v(g(X,Y)) — g(V.X,Y) — g(X, V,Y).

Pel fet de ser lineal respecte a v, complir la regla de Leibnitz i ser
compatibles per contraccions, diem que V és una derivada covariant o
una connexio. Tal com ’hem definida, compleix dues propietats més
que la caracteritzen entre totes les connexions possibles:

Vg =0,
VxY —VyX = [X,Y].

De la primera propietat diem que el tensor de Riemann g és constant,
i de la segona que és compatible amb el parentesi de Lie. En particular
Vg = 0 es llegeix, mitjancant ’equacio 1, com:

v(g(X,Y)) = g(V,X,Y) 4+ g(X,V,Y).

Aquesta connexi6é s’anomena precisament connexié de Levi Civita, de
qui parlem al proper paragraf.

5.3. Transport parallel. Levi Civita introdui el 1917 [23] la nocié
de transport parallel. El transport parallel d'un vector al llarg d’una
corba consisteix a demanar que la derivada covariant respecte al vector
tangent sigui zero. La teoria d’equacions diferencials lineals ens diu que
el trasport parallel existeix i és nic, perque per construir el transport
parallel cal resoldre una equacié diferencial lineal.

La nocié de transport parallel serveix per derivar, car déna la manera
de transportar vectors i tensors al llarg dels espais tangents a una
corba, i un cop en el mateix espai tangent té sentit parlar de derivada.
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Ficura 11. Ricci-Curbastro (1853-1925) i Levi-Civita
(1873-1941).

El transport parallel i la derivada covariant sén equivalents, i la paraula
parallel s’ha d’entendre com constant.

Les geodesiques poden definir-se com les corbes tals que el seu vec-
tor tangent és parallel, de la mateixa manera que les rectes a l'espai
euclidia tenen vector tangent constant.

En general el transport parallel depén de la corba, llevat del cas pla,
de curvatura constant zero.

Podem veure la curvatura de Riemman com una obstruccié a la commu-
tativitat de les derivades covariants (per tant dels tranports parallels).
Per camps de coordenades 0;, 9;, Ok i 0 tenim:

R(0;, 05,0k, 01) = 9(Vo,Vo,0k — V5, V,0,0p).
Per camps en general, el tensor de curvatura es defineix com
R(X, Yv, Z, T) = g(VXVyZ — VYVXZ — V[}Qy]Z, T)

A partir d’aqui es pot veure com una mesura de la no commutativitat
de V.

5.4. Contracions o traces. El tensor R;.g; ¢és forca complicat de
manipular i moltes vegades es pensa com un endomorfisme simetric
del fibrat de 2-formes. A vegades se’n consideren contraccions, que
enumerem a continuacio.
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o Curvatura de Ricci. T¢ el mateix ordre que la metrica g;;, és a
dir és una forma bilineal simetrica:

Rij = Ruigig™ = —Riap;g™".

Recordem que g*? denota la matriu inversa de g;; i que utilitzem
la convencié d’Einstein, per tant estem fent la suma ) 5

Sense coordenades és un tensor Ric(X,Y), on X 1Y sén
camps. Es a dir, R;; = Ric(9;,0;) 1 donats dos camps u'0; i
'Ulai,

Ric(u'0;,v'8;) = u'v/ Ry;.

Com que és un tensor simetric, Ric(X,Y) = Ric(Y, X), po-
dem pensar en la forma quadratica corresponent, de manera
equivalent:

Ric(X, X).

e Curvatura escalar. Aquesta ja és una funcié, perque és una
nova contraccio de la curvatura de Ricci

S = legw

Aquestes contraccions poden veure’s com traces: per una base
ortonormal g” = &%, i aixi s = ) Ry; és la traca.

e Curvatura seccional d’un pla. Si escollim {e;, ea} una base or-
tonormal per un pla, aleshores la curvatura seccional del pla
que generen (e, e9) es defineix com:

K((e1,e2)) = R(e1, 2, €1, €2).
Si la base no és ortonormal, aleshores

R(617 €2, €1, 62)

K({e1,e2)) = gler,er)gles, ea) — gley, ex)?

La curvatura seccional ens permet recuperar la curvatura de Ricci. De
fet si v és un vector unitari i el completem en una base ortonormal del
tangent {v, ey, ..., e,}, aleshores

Ric(v,v) = Z K({(v,e;)).
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La curvatura de Ricci es relaciona amb el volum. En coordenades

(x',...,2"), la forma de volum s’escriu com

dvol = y/det(gy;) dx* A -+ A da™.
L’analeg del teorema 4.3 és:

Teorema 5.1. En coordenades geodesiques:

1 o
dvol(x) = (1 — éRij:L’Z:L’J + O(\x|3)) dz' Ao Ada™.

5.5. I’Equacié d’Einstein. Com que se situa en l'espai temps qua-
tridimensional, per l’equaciéo d’Einstein no parlem d’una metrica de
Riemann siné d’una pseudometrica o metrica de Lorentz. L’tnica di-
ferencia és que el tensor g;; no és una metrica definida positiva, siné
que té signatura (3, 1), és definida positiva a les direccions espaials i
negativa en les temporals.

L’equacié d’Einstein és la segiient:

Ri; — %ng'j =Tj;.
A part del tensor metric g;;, els termes que hi intervenen sén la curva-
tura de Ricci R;;, la curvatura escalar s i el tensor impusié-energia 75;.
Aquest darrer descriu el flux d’energia i moment en I'espai temps, gene-
ralitzant el tensor d’impulsié en fisica de Newton. Es la font del camp
gravitacional en relativitat general, i 'equacié d’Einstein ens descriu
com es veu afectada la geometria per aquest tensor.

Més tard Einstein escrigué sobre aquell periode:

...gairebé mai en la la meva vida no he treballat tant
durament, i m’he imbuit de gran respecte per les ma-
tematiques, la part més subtil de la qual havia mirat des
de la meva ingeniutat com una simple luxuria fins ara.

La teoria de la relativitat general va suposar la consolidacié definitiva
de la geometria de Riemann i del calcul tensorial. Per fer el pas de
la relativitat restringida a la general, Riemann va comptar amb ’ajut
d’un matematic de Zurich, Marcel Grossmann [11].
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FI1GURrA 12. Einstein (1879-1955) i Grossmann (1878-1936).

A T'equacié6 d’Einstein se li pot afegir un terme cg;;, on ¢ és una constant
cosmologica i el valor de la qual els cosmolegs no es posen d’acord a
determinar.

6. CURVATURA I TOPOLOGIA

Comentem breument alguns resultats que ens relacionen la curvatura
amb la topologia. Es a dir, tenir la curvatura d’un signe o un altre
ens dona informacio sobre la topologia. Els resultats d’aquest capitol
es poden trobar a molts llibres de geometria de Riemann, com per
exemple [3, 6, 17, 33].

Comencem per un exemple de curvatura positiva, pel teorema de Myers,

quan la curvatura de Ricci esta acotada inferiorment. El tensor de Ricci

R;; 1 el de Riemann g¢;; es poden comparar com a formes quadratiques.
J J

Una varietat de Riemann (M™, g) s’anomena completa si és un espai
metric complet (les successions de Cauchy convergeixen). Equivalent-
ment, pel teorema de Hopf-Rinow, les geodesiques es poden allargar
indefinidament.

Teorema 6.1 (Myers). Sigui (M", g) una varietat de Riemann com-

pleta. Si R;; > (n— 1)cg,;; per cert ¢ > 0, aleshores diam(M™) < %
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El teorema ens diu que una cota inferior positiva a la curvatura de
Ricci ens dona una cota superior del diametre. En particular, aplicada
al recobridor universal:

Corollari 6.2. Sigui (M™, g) una varietat de Riemann completa. Si
R;; > (n—1)cgi; per cert ¢ > 0, aleshores m (M™) és finit.

La curvatura de Ricci es pot veure com una suma de curvatures sec-
cionals, per tant el teorema de Myers s’aplica a varietats de curvatura
seccional positiva.

Corollari 6.3. Sigui (M™, g) una varietat de Riemann completa. Si

la curvatura seccional és > ¢ > 0 aleshores diam(M™) < % i (M™)

és finit.

Teorema 6.4 (Cartan-Hadamard). Sigui (M", g) una varietat de Rie-
mann completa. St la seva curvatura seccional és negativa o nulla,
aleshores per tot punt p € M", l'aplicacio exponencial T,M"™ — M™ és
un recobriment. En particular el recobridor universal de M™ és R"™.

Corollari 6.5. Si (M", g) és una varietat de Riemann compacta de
curvatura seccional negativa o nulla, aleshores m (M™) és infinit.

Per tant, és dificilment compatible la curvatura de Ricci positiva (o
curvatura seccional positiva) amb la curvatura seccional negativa o nul-
la.

Cal anar amb compte perque la condicié de curvatura de Ricci negativa
no és cap restriccid, de fet un teorema de Lohkamp [25] afirma que en
dimensié superior o igual a tres tota varietat de Riemann admet una
metrica de curvatura de Ricci negativa.

Els dos teoremes segiients ens diuen que curvatura seccional estricta-
ment negativa i curvatura zero sén incompatibles.

Teorema 6.6 (Preissman). Sigui (M™,g) una varietat de Riemann
completa. Si la seva curvatura seccional és estrictament negativa, ales-
hores m (M™) no conté cap subgrup isomorf a Z & Z.

Teorema 6.7 (Bieberbach). Sigui (M™,g) una varietat de Riemann
plana de dimensio n. Aleshores m(M™) és una extensid finita del grup
abelia lliure Z™, amb m < n. A més m = n si i només si M"™ és
compacta.
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Les idees de geometria de comparaci6 s’han extés a espais metrics (es-
pais d’Alexandrov, espais CAT) i s’han aplicat a teoria de grups, donant
lloc a 'anomenada teoria geometrica de grups. La idea de curvatura
s’aplica doncs a diversos camps de les matematiques, més enlla de la
geometria.

7. CURVATURA I VARIETATS TRIDIMENSIONALS

En aquesta darera seccié volem explicar un desenvolupament recent, la
demostracié de la conjectura de Poincaré mitjancant la geometria de
Riemann, en particular el flux de Ricci, introduit per R. Hamilton el
1982. Els fluxos per curvatura tenen moltes aplicacions i estan molt
extesos, pero aqui només ens ocuparem del flux de la curvatura de
Ricci.

Recordem que la conjectura de geometritzacié fou enunciada per Thurs-
ton a la decada dels 1970 [39] i afirma el segiient:

Conjectura 7.1. Tota varietat tridimensional compacta es descompon
de manera canonica en trossos geometrics.

Per tros geometric entenem una varietat amb interior equipat amb
una metrica localment homogenia, és a dir, que dos punts qualsevol
de linterior de la varietat tenen entorns isometrics. Dit d’una altra
manera, les propietats locals no ens permeten distingir els punts.

La descomposicié canonica de la conjectura té dues etapes. Fa refe-
rencia a la descomposicié en summa connexa, deguda a Kneser I'any
1929 [21], i a la descomposicié en tors de obtinguda el 1979 de manera
independent per Jaco-Shalen i Johannson [18, 19].

Aquesta conjectura implica la de Poincaré: tota varietat tancada de
dimensi6é tres simplement connexa és homeomorfa a 'esfera S3. Cal
insistir en que Thurston va revolucionar la topologia de les varietats
tridimensionals al fer intervenir la geometria. Sense la seva capacitat de
visio és poc probable que en aquests moments la conjectura de Poincaré
estigués demostrada.

Perelman conclogué la demostracié de la conjectura de geometritzacié a
partir del flux de Ricci construit per Hamilton. En particular demostra
la conjectura de Poincaré. Podem veure-ho com una altra aplicacié de
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F1GUrA 13. Thurston (1946) i Poincaré (1854-1912).

les idees de Riemann, que exemplifica el fet que no es poden deslligar
les propietats topologiques de les varietats de les seves metriques.

7.1. Flux de Ricci. Definim el flux de Ricci com la solucié de I'equacio
d’evolucio

@ = —2 Ric,

ot
on g denota la metrica de Riemann i Ric el seu tensor de Ricci cor-
responent. Es tracta d'una equacié en derivades parcials en 'espai
de tensors de la varietat que son dues vegades covariants i simetrics.
Aquest tipus d’equacions s’anomenen d’evolucid, ja que la meétrica de

la varietat anira canviant al llarg del temps segons aquesta equacié.

En coordenades (2!, ..., 2"), Pequacié s’escriu:
0
— 2R,
ot !

Podriem intentar escriure el terme R;; en funcié dels g;; i les seves
derivades parcials, pero ens quedaria un sistema massa complicat.

7.2. Existéncia. L’existencia de solucions en temps positius no és gens
senzilla de demostrar. L’existencia de solucions en temps negatius es
falsa, com per I'equacié de la calor.
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Teorema 7.2 (Existencia i unicitat en temps curt). Si M és una vari-
etat compacta amb metrica gy, aleshores l'equacio del flux de Ricci amb
condicio inicial gy té una unica solucid definida en tempst € [0,T) per
cert T > 0.

Aquest teorema fou provat per Hamilton [13], mitjancant un teorema
de la funcié inversa de Nash-Moser, i poc després DeTurck [10] va
donar-ne una demostracié molt més senzilla trencant la invariancia per
difeomorfismes.

Si la varietat no és compacta, l'existencia i unicitat no tenen perque
ser certes. Es compleixen quan la varietat és completa i la curvatura
esta acotada [7], pero es poden construir exemples no complets amb
infinites solucions, o exemples amb curvatura no acotada sense solucio.

7.3. Exemples. Comencem amb I’exemple més senzill possible: supo-
sem que la metrica inicial gg té curvatura seccional constant K, la qual
cosa vol dir que el tensor de Ricci és un multiple constant del tensor
metric:

Ricy, = (n — 1)K gy,
on n és la dimensié. Aleshores, sabent 'existencia i unicitat de soluci-
ons, ens restringim a metriques homotetiques

9. = f(t)g0

i trobem solucions d’aquest tipus. Com que el tensor de Ricci és inva-
riant per homotecies, Ric,, = Ricy, = (n — 1)K go, 'equacié esdevé:

f'=-2(n-1)K,
i la soluci6 és
g = (1 =2K(n —1)t) go.

Tenim tres tipus de comportament segons el signe de la curvatura sec-
cional K inicial:

e Per K =0, la solucié és constant.

e Per K < 0 la soluci6 s’expandeix durant un temps infinit, i la
curvatura s’acosta a zero.

e Per K > 0 la soluci6 es contrau fins a collapsar en un temps

finit T' = 21{(;—17 i la curvatura tendeix a infinit.
n—1)



132 JOAN PORTI

Essencialemnt veiem que, en el cas de curvatura constant, el flux es
limita a fer homotecies, a diferents velocitats.

7.4. Primers resultats. A [13, 14], a més de l'existencia, Hamilton
prova que el flux de Ricci servia per demostrar la conjectura de geo-
metritzaciéo quan la varietat tenia una metrica amb curvatura de Ricci
no negativa (primer quan Ric > 0 i després quan Ric > 0).

Teorema 7.3 (Hamilton 1982). Si una varietat compacta tridimensinal
M3 admet una métrica amb Ric > 0, aleshores el flur de Hamilton-
Ricci convergeix, després d’homoteécia, cap a una metrica de curvatura
seccional positiva.

Hamilton va desenvolupar una serie de princips del maxim per a ten-
sors, que li permeteren demostrar el resultat seglient.

Teorema 7.4 (Hamilton 1984). Si una varietat compacta tridimensinal
M3 admet una métrica amb Ric > 0, aleshores tenim tres possibilitats:

(1) La métrica és plana (curvatura constant zero).

(2) Ric > 0 pert > 0, i per tant el flur convergeix a una metrica
de curvatura constant positiva, després de renormalitzar-la.

(3) La métrica és localment un producte g = g1 + dx*. En aquest
cas la varietat és S? x S' o un quocient seu compatible amb el
producte.

El flux té molt bon comportament en dimensié tres per a varietats amb
curvatura de Ricci positiva o nulla, pero ara veurem que es poden crear
singularitats.

7.5. Pingament. Veiem ara un exemple amb una singularitat. Apli-
quem el flux a l'esfera S® amb una metrica que té un coll. Aixd vol
dir que és una metrica en la qual ’equador és molt més estret que els
tropics, cf. la figura 14.

Veiem el coll com S? x I, de manera que per cada valor de z € I tenim
una metrica a l'esfera S? x {z}. Escollim una metrica tal que I'esfera
del centre tingui un diametre molt més petit que les esferes de la vora
del coll. Si a més escollim la longitud de I'interval molt llarga, aixo es
pot fer de tal manera que el diametre de 'esfera del centre tendeixi a
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S2xT

oy

coll
FIiGURA 14. S3 amb un coll.

zero abans, ja que un diametre molt petit correspon a molta curvatura
seccional, i com que l'interval és molt llarg, en les altres direccions
gairebé no hi ha curvatura. Aixd s’anomena una punxada (figura 15).

FIGURA 15. S? punxada.

Tot i que I'exemple sigui forca intuitiu, no és gens facil de demostrar
que es crea un pincament [2].

7.6. Heuristica. Per entendre perque aquesta equacié pot ser 1til per
la conjectura de geometritzacid, observem que en coordenades harmo-
niques (i.e. A(z*) = 0) l'equaci6 del flux de Ricci s’escriu:

09i; 0

20 = Algig) + Qg™ 50)
on A(g;;) és el laplacia de la funci6 escalar g;; (no el tensor) i Q);; és
una expressié quadratica. Aquesta és una equacié de reaccid-difusio.
El terme del Laplacia és el de difusid, la seva contribucié a ’equacid
s’interpreta que tendeix a repartir la metrica de manera uniforme. Es
un comportament semblant al de I'equacié de la calor: en un cos on hi
ha zones fredes i calentes, la temperatura flueix de les parts calentes
a les fredes per tendir a uniformitzar-se. El terme quadratic @);; és
el de reaccio, perque s’entén que contribueix a crear singularitats, per
analogia amb les equacions que descriuen certes reaccions quimiques.
En conseqiiencia podriem pensar que I'heuristica del programa de Ha-
milton és la segiient:
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“O bé g(t) convergeix cap a una metrica localment ho-
mogenia o bé crea singularitats que corresponen a una
descomposicio canonica.”

Evidentment les coses no seran tan senzilles. Hi haura singularitats
que donaran sumes connexes pero potser sumes topologicament trivials
(amb esferes), com de fet passa al pingament descrit al paragraf 7.5.

Els tors de Jaco-Shalen i Johannson no surten de singularitats, sin6 que
en el comportament a llarg terme del flux, hi ha parts que convergeixen
en una metrica hiperbolica (de curvatura constant —1) i parts que
s’enfonsen (part en que el radi d’injectivitat tendeix a zero despreés
d’una homotecia que ens normalitza la curvatura 1). En les parts
que s’enfonsa, no hi ha convergencia de la metrica, i és mitjancant
I’estudi topologic de les varietats enfosades que sabem que la varietat
és geometrica [1].

Cal tenir en compte que la dimensié també compta en si guanya la part
de difusié o de reaccié. En dimensié dos guanya la part de difusi6 [15],
perque el flux sempre convergeix. De fet, el flux redemostra el teorema
d’uniformitzacié per a superficies de Poincaré-Koebe dintre de la classe
conforme, perque el flux en superficies no canvia la classe conforme. En
dimensié quatre, guanya clarament la part de reaccid, perque no hi ha
uniformitzacio possible. Per tant és en dimensio tres quan es produeix
un equilibri delicat.

F1GURA 16. Hamilton (1943) i Perelman (1966).
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Per acabar, direm molt breument que, a partir dels resultats que ja
havia aconseguit, Hamilton desenvolupa un programa per demostrar la
conjetura de geometritzacié [16], que no pogué portar a terme perque
no controlava les singularitats del flux. Fou Perelman, ben conegut per
les seves habilitats tecniques en geometria de Riemann, qui aconsegui
entendre les singularitats i completa el programa de Hamilton en tres
preprints [30, 32, 31]. La comprovaci6 que els preprints de Perelmann
donaven la demostraci ha generarat molta activitat, [20, 28, 5, 29, 4,
26, 9], i tot i que moltes coses no hi eren, tothom esta d’acord en que
la demostarcié final és de Perelman, i en conseqiiencia li donaren la
medalla Fields el 2006. No la recolli, pero aixo ja és una altra historia.
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