Geometria de Riemann

Joan Porti (UAB)

Jornada Riemann
FME — UPC
20 de febrer de 2008

Geometria de Riemann — p.1/3.



Goettingen




Goettingen

Uns mesos abans del 10 de juny de 1854
8:30 del mati

Geometria de Riemann — p.2/3.



Goettingen

Uns mesos abans del 10 de juny de 1854
8:30 del mati
Mathematischesinstitut Gottingen (Niedersachsen)

Geometria de Riemann — p.2/3.



Goettingen

Uns mesos abans del 10 de juny de 1854
8:30 del mati
Mathematischesinstitut Gottingen (Niedersachsen)

Herr Professor Gauld 1 Herr Doktor Riemann conversen

Geometria de Riemann — p.2/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Gutten Nlorgen

Here Professor
Sauss

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Gutten Nlorgen
Herr Dottor
Riemann

Gutten Nlorgen

Here Professor
Sauss

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Gutten Nlorgen
Herr Dottor
Riemann

Here Professor
Sauss

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Gutten Nlorgen
Herr Dottor
Riemann

Here Professor

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Gutten Nlorgen
Herr Dottor
Riemann

Ein anderes Buroe?
Noch 10 D.IMack?

Here Professor
Sauss

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann

Gutten Nlorgen
Herr Dottor
Riemann

Uerstehen Gie?
Dein ?

Ein anderes Buroe?
Noch 10 D.IMack?

Here Professor
Sauss

Geometria de Riemann — p.3/3.



Herr Professor Gauss und Herr Doktor Riemann
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Carl Friedrich
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TRy

no siguis pilota :

| deixa de mirar-me

Actualment és

la meva prioritat
senyor

| corregir examens,
| preparar classes, i... B8
comprar un gorro igual £S5
gue el teu

el gorro fixament
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Bufar i fer ampolles
és el meu preferit!

...I sempre es tria
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Aquest esta xupat:
és el mateix d’abans!

...Sl igualment tria
el primer
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Gauss i Riemann (apocrif)

Trio el...
tercer

Excel-lent eI-Iecic’J
Carl Friedrich
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Habilitationvortrag

10 de JUNY de 1854:
Conferencia d’habilitacio
Publicada postumament

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. Riemann.
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10 de JUNY de 1854:
Conferencia d’habilitacio
Publicada postumament

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. RBiemann.

Inesperadament Gaul3 escolli el tercer titol proposat per Riemann,
gue estava interessat en electricitat.
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Habilitationvortrag

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. RBiemann.

Posa les bases del que sera la geometria de Riemann.

En particular la curvatura de Riemann.

Forma actual de la geometria de Riemann (tensors, connexions):
Christoffel, Ricci-Curbastro, Levi-Civitta.
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Habilitationvortrag

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. RBiemann.

Dedekind escriu sobre la impressio de Gaul3:

...va sobrepassar totes les seves expectatives, amb gran so rpresa,
| tornant de la facultat va parlar a Wilhem Weber sobre la
profunditat de les idees presentades per Riemann, amb una gr an

apreciacio i amb una animacio rara per ell.
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Habilitationvortrag

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. RBiemann.

Triga temps en ser compres.

Poincaré:

Les geometries de Riemann, tan interessants en molts camps,
mai no seran, pero, altra cosa que ens purament analitics,

| no conduiran a demostracions analogues a les de Euclides.
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Habilitationvortrag

Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Yon
B. RBiemann.

Text adrecat a un public ampli,
sense cap calcul

QUE SE N’HA FET DELS CALCULS DE RIEMANN?
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Antecedent: Gaul} i superficies a I'espai

K = kks

K curvatura de Gaufld k1, ko curvatures principals

Teorema Egreqi

La curvatura de Gaul} és invariant per isometries.
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Antecedent: Gaul} i superficies a I'espai

Teorema Egreqi

La curvatura de Gaul’ és invariant per isometries.

Superficies isometriques
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Que entem actualment per geometria de Riemann

En el tangent de cada punt, tenim un producte escalar.

(u,v)
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Que entem actualment per geometria de Riemann

En el tangent de cada punt, tenim un producte escalar.

—
(u, v)
En coordenades (z,...,2"),  gi(z) = (9;,0;) 9 = &

5 gii(z) - gin(x)) [0
u=u'o; ig. (2)0) = (ul-- un '
v =079, } (u,v) = Y u'gij(z)v? = (u' - -u™) Z

gn1(x) -+ gnn(x) V"

Es un exemple de tensor
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Que entem actualment per geometria de Riemann

En coordenades (z',...,2"), gi(z) =(0;,0;)  0;= 2,

ox*
| gii(z) - gin(x) vl
u:u.&- } (u, v) :Zuigij(:c)vj = (ul---um) )
v =1v70; :
gni(z) -+ gnn(x) v"
Element de linia: ds = /3 giydzida L= [ds
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Que entem actualment per geometria de Riemann

En coordenades (z,...,2"),  g¢;(z) =(8;,0;) 8, =%
| gii(z) - gin(x) v
u = u'0; . .
| } (w,0) = S ulgij(@)ol = (ul - un) :
v =1v70; '
gn1(z) -+ gnn(x) v
Element de linia: ds = /3 giydzida L= [ds

Curvatura de Riemann, de Ricci, escalar i seccional.
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Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen

I. Begriff einer sfach ausgedehnten Grosse.

II. Massverhidltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von

# Dimensionen fahig ist, unter der Voraussetzung, dass die

Linien unabhingig von der Lage eine Linge besitzen, also
jede Linie durch jede messbar ist.

III. Anwendung auf den Raum.
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Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen

I. Begriff einer sfach ausgedehnten Grosse.

Varietats de dimensidé n

II. Massverhidltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von

# Dimensionen fahig ist, unter der Voraussetzung, dass die

Linien unabhingig von der Lage eine Linge besitzen, also
jede Linie durch jede messbar ist.

Geometria Riemanniana

III. Anwendung auf den Raum.

Aplicacio a I'espai (fisic)
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Part |: nocio de varietat n dimensional

|. Begriff einer nfach ausgedehnten Grole
Riemann tenia clar que una varietat es localment homeomorfa
a I'espai Euclidia.
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Part |: nocio de varietat n dimensional

n coordenades locals.

nachdem der Begriff einer safach ausgedehnten Man-
mgtaitgkeit construirt und als wesentliches Kennzeichen derselben ge-
funden worden ist, dass sich die Ortsbestimmung in derselben auf n Grd-
ssenbestimmungen zuriickfihren ldsst,

..havent construit la nocid de varietat
n-dimensional 1 donat que la seva caracteristica

essencial és el fet que la posicid es redueix a la
determinacidé de n valors numerics,...
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Part Il: geometria de Riemann. 1. Element de linia

Es restringeix a corbes en gque “les raons de les quantitats dels
dx varia continuament” (Classe C! en llenguatge actual).
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Part Il: geometria de Riemann. 1. Element de linia

Es restringeix a corbes en gque “les raons de les quantitats dels
dx varia continuament” (Classe C! en llenguatge actual).

La longitud d’una corba es la integral de I'element de linia ds: fv ds

L'expressio que proposa per un element de linia és l'actual:

ds = \/gij(x) drtdx)

, ds =
der Quadratwurzel ans einer immer positiven ganzen homogenen Function
zweiten Grades der Grossen d», in welcher die Coefficienten stetige
Functionen der Grossen z sind. Fiir den Raum wird, wenn man die
Lage der Punkte durch rechtwinklige Coordinaten ausdriickt, ds = \/3(dz)?;
der Raum ist also unter diesem einfachsten Falle enthalten. Der niichst
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Part Il: geometria de Riemann. 1. Element de linia

Es restringeix a corbes en gque “les raons de les quantitats dels
dx varia continuament” (Classe C! en llenguatge actual).

La longitud d’una corba es la integral de I'element de linia ds: fv ds

L'expressio que proposa per un element de linia és l'actual:

ds = \/gij(x) drtdx)

ds =l'arrel quadrada d’'una funcid sempre positiva,

homogenia de segon grau en les quantitats dx
| amb coeficients funcions de x.
Per l'espai amb coordenades rectilinies tenim ds = /> dx2,

'espai és el cas més senazill.
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Problema:

Part Il: geometria de Riemann. 1. Element de linia

Canvi de coordenades

Dues metriques g;;(z) son equivalents si podem passar d'una

a l'altre per un canvi de coordenades.

Varietats planes: Les gque soOn equivalents a

ds = \/Xdx?,

(9i5 = dij)
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Part Il: geometria de Riemann. 1. Element de linia

Problema: | Canvi de coordenades

Dues metriques g;;(z) son equivalents si podem passar d'una
a 'altre per un canvi de coordenades.

Varietats planes: Les gque soOn equivalents a
ds = \/ Zdaf, (gz'j = 570)

Riemann veura que la curvatura és una obstruccio6 a la platitud.
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Part Il: geometria de Riemann, 2. Curvatura

Comencem escollint unes bones coordenades pels calculs

Coordenades geodesiges o normals

L'aplicacié exponencial geodesica identifica
rectes radials que surten de l'origen, al tangent,
amb geodesiques (minimitzants) que surten del punt, a la varietat.
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Part Il: geometria de Riemann, 2. Curvatura

Coordenades geodesiges o normals

(TS

[
L

L'aplicacié exponencial geodesica identifica
rectes radials que surten de l'origen, al tangent,
amb geodesiques (minimitzants) que surten del punt, a la varietat.

Coordenades normals coordenades rectilinies del tangent

Geometria de Riemann — p.17/3:



Part Il: geometria de Riemann, 2. Curvatura

Riemann veu que en coordenades geodesiques:

1. A l'origen ds? val > (dz*)? (és adir, g;;(0) = d;;)
2. No hi ha terme de primer ordre en la serie de Laurent.
3. El de 2™ ordre és combinacio de (z1dzs — x2dxy), (x1dxs — r3dry)

Geometria de Riemann — p.18/3.



Part Il: geometria de Riemann, 2. Curvatura

Riemann veu que en coordenades geodesiques:

1. A l'origen ds? val > (dz*)? (és adir, g;;(0) = d;;)
2. No hi ha terme de primer ordre en la serie de Laurent.
3. El de 2™ ordre és combinacio de (z1dzs — x2dxy), (x1dxs — r3dry)

En llenguatge actual:

gij(x) = d;; + %ngjxo‘xﬁ + O(|z|?)

Ringj = —Riajp = —Raigj = Rgjia, Riagj + Rigja + Rijasg = 0.
Aguests simetries equivalen a 3.

R;.p; = curvatura de Riemann

Geometria de Riemann — p.18/3.



Part Il: geometria de Riemann, 2. Curvatura

En coordenades geodesiques:

1
gij(x) = 05 + nggjxo‘xﬁ + O(\x\?’)

| Riemann troba la curvatura de Gaul} K per superficies:

K = Ri212 = —Ry201 = —R2112 = R2121

Multiplicirt mit — &
wird sie der Grosse gleich, welche Herr Geheimer Hofrath Gauss das
Krimmungsmass einer Fliche genannt hat.

El factor 1/4 prové d’'una normalitzacio en els calculs...

Geometria de Riemann — p.18/3.



Part Il: geometria de Riemann, 3,415

(Curvatura seccional): curvatura de superficies que son
Imatge per I'exponencial de plans.

7

En el cas de curvatura seccional constant «

B 1
- 1—|—%Ex?

1

(Les coordenades no son geodesiques)

Geometria de Riemann — p.19/3.



Part Il: geometria de Riemann, 3,415

En el cas de curvatura seccional constant o

ds

1
— Y, dx?
1+ %Ex? i

(Les coordenades no son geodesiques)

das Linienelement die Form
1 e

=z dx2
1+§zﬁv

gegeben werden kann.
% t §. 5.

Geometria de Riemann — p.19/3.



Part Il: geometria de Riemann, 3,415

En el cas de curvatura seccional constant o

ds

1
_ ¥, dx?
1+ %Ex? i

(Les coordenades no son geodesiques)

o 0
9 = (11 @542)2

(87
= 6i(1 = 552 + O(|al*)
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Part Il: geometria de Riemann, 3,415

4. En el cas de curvatura seccional constant o

1

ds =
° 1%—%Ex§ '

(Les coordenades no son geodesiques)
5. Superficies de curvatura constant

([
mes
VUV UV Ty

Geometria de Riemann — p.19/3.



Part IIl: aplicacions a I'espai

Com determinar la geometria de 'espai.
Si és homogeni i isotrop, té curvatura constant
| utilitzem triangles per saber la curvatura.

ll-limitat i/o infinit (sense fontera i/o no compacte).
Cas de curvatura constant positiva (ha de ser compacte).

Infinitament petit. Fisica.

Geometria de Riemann — p.20/3.



Tensors | connexions

Els tensors, les connexions i el transport paral-lel
del llenguatge actual arriben amb

Christoffel Ricci-Curbastro Levi-Civita
1829-1900 1853 - 1925 1873 - 1941

Com atensor, R;ns5; = R(0;,0u, 05, 0;)

Geometria de Riemann — p.21/3.



Tensors | connexions

En coordenades geodesiques:

1 «
9ij(x) = 0ij + §Riaﬁjx 27 + O(|z])
Rzaﬁj — R(azaaomaﬁ?aj)

En general Si X,Y, Z,T s6n camps qualsevols, es defineix:

R(X, Y, Z, T) = g(VXVyZ —VyVxZ + V[X,Y]Za T)

Geometria de Riemann — p.21/3:



Curvatures en coordenades geodesiques

En coord. geodésiques: g;;(z) = &;; + % Riapjz®a® + O(|z|?)

Curvatura de Ricci (Té el mateix ordre que la metrica g;;):
Ri; = ZRaiﬁj = — ZRiaﬁj
a,f a,f

Curvatura escalar

5§ = Z R

7

Curvatura seccional del pla de coordenades i i j:

Kij = Rijig

En coordenades no geodesiques, les formules s6n més
complicades

Geometria de Riemann — p.22/3.



Equacio d’Einstein

1
R;; — 559i5 = Tij
T;; = tensor d'impulsié energia
R;; = curvatura de Ricci, s = curvatura escalar

gi; €S una metrica de Lorentz a I'espai temps
(no es un producte escalar pergue té signatura (3,1))

Geometria de Riemann — p.23/3.



Comparacio: curvatura seccional

Triangles en curvatura constant K.

K <0 K =0 K >0

Geometria de Riemann — p.24/3.



Comparacio: curvatura seccional

Triangles en curvatura constant K.

K <0 K =0 K >0

Triangle ABC -~ Triangle de comparacié A’B’C’
a la superficie de curvatura constant

AB| = |A'B'|, | BC| = |B'C"|, |CA| = |C" A"

C C’

B/
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Comparacio: curvatura seccional

Triangle ABC -~ Triangle de comparacié A’ B’C’
a la superficie de curvatura constant

AB| = |A'B'|, | BC| = |B'C"|, |CA| = |C" A"

Teorema de

Toponogov, 1959

C C’

B/

En una varietat de curvatura > &,
els angles de ABC > angles de A’B'C’

Geometria de Riemann — p.24/3.



Comparacio: curvatura de Ricci

B(p,r) = bola de centre p i radi r.
v(n, k,r) = volum de la bola de radi r a 'espai de curvatura constant x

R;; 1 g;; es poden comparar com a formes quadratiques

Geometria de Riemann — p.25/3.



Comparacio: curvatura de Ricci

B(p,r) = bola de centre p i radi r.
v(n, k,r) = volum de la bola de radi r a 'espai de curvatura constant x

R;; 1 g;; es poden comparar com a formes quadratiques

Teorema Bishop-Cheeger-Gromov

(M™, g) varietat completa, (R;;) > (n — 1)x(gs;), aleshores

vol B(p,r)
v(n,Kk,r)

és una funcio no creixent que tendeixa 1 quan r — 0

T H—
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Comparacio: curvatura de Ricci

B(p,r) = bola de centre p i radi r.
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Topologia i curvatura positiva

Un exemple:

Teorema de Myers:

(M™, g) Riemanniana completa
Si (R;;) > (n—1)c(g4;) aleshores diam(M™) <

\/c

En particular M es compacta amb 7 (M) finit.

“Les geodesiques s’ajunten en curvatura positiva”

Geometria de Riemann — p.26/3.
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Topologia i curvatura positiva

Un exemple:

Teorema de Myers:

(M™, g) Riemanniana completa
Si (R;;) > (n—1)c(g4;) aleshores diam(M™) <

\/c

En particular M es compacta amb 7 (M) finit.

“Les geodesiques s’ajunten en curvatura positiva”

o Photoe
Fodind
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Topologia i curvatura negativa

Un exemple:

Teorema de Cartan-Hadamard:

(M, g) Riemanniana completa
Si K < 0 aleshores

L'aplicacio exponencial 7, M — M €s un recobriment

El particular M =~ R™ i 71 (M) infinit.

“les geodesiques s’aparten en curvatura no positiva”

Geometria de Riemann — p.27/3.
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Topologia i curvatura negativa

Un exemple:

Teorema de Cartan-Hadamard:
(M, g) Riemanniana completa

Si K < (0 aleshores

L'aplicacio exponencial 7, M — M €s un recobriment

El particular M =~ R™ i 71 (M) infinit.

“les geodesiques s’aparten en curvatura no positiva”

Geometria de Riemann — p.27/3.



Espais metrics i teoria geometrica de grups

Les propietats de comparacio s’agafen com a

definicio de curvatura > x 0 < k per a espais metrics.

Geometria de Riemann — p.28/3.



Espais metrics i teoria geometrica de grups

Les propietats de comparacio s’agafen com a

definicio de curvatura > x 0 < k per a espais metrics.

Un espai té curvatura < 0 si els triangles

son mes “prims” que els Euclidians de comparacio
C C’

/
B A B

|AB| = |A'B|, |BC| = |B'C'|, |CA| =|C"A|.
Comparem la distancia dels punts mitjos dels segments

Geometria de Riemann — p.28/3.



Espais metrics i teoria geometrica de grups

Les propietats de comparacio s’agafen com a

definicio de curvatura > x 0 < k per a espais metrics.

En teoria geométrica de grups G = (y1,..., % | rj)

Vertexs « elements de (¢
Graf de Cayley I'

Arestes adjacentsa 1 < ;

[' és un espai metric (arestes de longitud 1).

Propietats algebraiques de G <~ Propietats de curvatura de I

Geometria de Riemann — p.28/3.



Espais metrics i teoria geometrica de grups

Es un exemple de grup hiperbolic (curvatura < § < 0).

Geometria de Riemann — p.28/3.



Flux de Ricci (Hamilton 1982)

09i;

— —2R;;
ot g
En coordenades geodesiques:

1
gij(x) = d;; + nggjxo‘xﬁ + O(\x\?’)

Rij — ZRaiﬁj — ZRz’aﬁj — _Agij (O)
o, o,

No es una equacio de difussio perque nomes es laplacia en un punt...

Geometria de Riemann — p.29/3.



Flux de Ricci (Hamilton 1982)

397;3' _

—2R;
ot J

En coordenades harmoniques {z'}, Az’ = 0.

dg; j
ot

0
= A(gij) + Qij(g™, a—z)

A(gi;) = laplacia de la funcio escalar g;

on

Q.; = expressié quadratica

Es una

equacio de difussio-reaccio.

Geometria de Riemann — p.29/3.



Conjectura de geometritzacio de Thurston

M3 tancada admet una descomposicié canonica

en trossos geometrics

Descomposicion canonica: suma conexa de Knesser (1929)
| tors de Jaco-Shalen i Johannson (1979).

Varietat geometrica: metrica localment homogenia.

Geometria de Riemann — p.30/3:
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| tors de Jaco-Shalen i Johannson (1979).

Varietat geometrica: metrica localment homogenia.

A princips dels 1980, Hamilton I'havia demostrada quan (R;;) > 0.
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Conjectura de geometritzacio de Thurston

M3 tancada admet una descomposicié canonica

en trossos geometrics

Descomposicion canonica: suma conexa de Knesser (1929)
| tors de Jaco-Shalen i Johannson (1979).

Varietat geometrica: metrica localment homogenia.

A princips dels 1980, Hamilton I'havia demostrada quan (R;;) > 0.
| desenvolupa un programa per demostrar-la en general.

Heuristica del programa de Hamilton:

Com que I'equacio del flux de Ricci és de difussio-reaccio,

“O bé ¢(t) convergeix a una métrica loc. homogénia o bé crea
singularitats corresponent a la descomposicié canonica”.

Geometria de Riemann — p.30/3:



Singularitats

Exemple S3 amb un “coll":

‘ S2XI

col l
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Singularitats

Exemple S3 amb un “coll":

. S2XI

col l
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Singularitats
Exemple S3 amb un “coll":
“ S2x1
6 ) (O
coll v
Aguesta singularitat hauria de correspondre a una suma connexa.

Hamilton (ningu) no sabia controlar el radi d’injectivitat.

Perelman 2002: introdueix noves idees i el controla.
Completa el programa el 2003, que ara ja esta acceptat.

Geometria de Riemann — p.31/3:



Hamilton i Perelmann ( TOTALMENT APOCRIF)

Geometria de Riemann — p.32/3.



Hamilton i Perelmann ( TOTALMENT APOCRIF)

"

Ho he resolt!
Soc el millor,
evidentment.

Geometria de Riemann — p.32/3.



Hamilton i Perelmann ( TOTALMENT APOCRIF)

Ho he resolt!
Soc el millor,
evidentment. per ser més famos, i

sortir al Buenafuente

Em retiraré
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Hamilton i Perelmann ( TOTALMENT APOCRIF)

Geometria...?
Ho provaré amb

els meus metodes

P> *

Ho he resolt!
Soc el millor, .y

_ Em retiraré
evidentment. per ser més famos, i

sortir al Buenafuente
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Hamilton i Perelmann ( TOTALMENT APOCRIF)

Geometria...?
Ho provaré amb

els meus metodes

-

Ho he resolt!
Soc el millor,
evidentment.

Que dificil, sense

. . \ Em retiraré
Riemanniana, abans arri

per ser més famas, i

sortir al Buenafuente

i

'o

;

|
|
i

ba ’AVE a Franca \ é

/é’/‘l'%%lw\-m
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Credits

~No Pholo
Fofind

Gracies a I’'Eva Miranda
per la col-laboracio amb els comics!
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