LA FUNCIO ¢ DE RIEMANN

JORDI QUER

REsuM. El novembre de 1859 Riemann envid un manuscrit de sis
fulls a I’Académia de Berlin titulat Sobre el nombre de primers
menors que una quantitat donada, el qual seria 'inica publicaci6
dedicada a la teoria de nombres de tota la seva produccio cientifica.
Aquest treball, sens dubte una de les peces mestres de les mate-
matiques de tots els temps, és pioner en ’aplicacié de técniques
analitiques per a ’estudi de problemes aritmétics. En ell Riemann
introdueix la funcié ¢ i en déna diverses propietats, de les quals
en treu conseqiiéncies sobre I'acumulacié dels nombres primers.
També hi enuncia la famosa conjectura sobre els seus zeros que
ha passat a la historia amb el nom d’hipotesi de Riemann, i que,
havent resistit els esforcos de molts dels millors matematics del
segle XX, és considerada avui dia el problema obert més important
de les matematiques.

L’objectiu d’aquestes notes és explicar el contingut del treball
de Riemann i el paper fonamental que ha jugat en Pestudi de la
distribucié dels nombres primers.

1. INTRODUCCIO

El matematic alemany Bernhard Riemann va néixer 'any 1826 a Brese-
lenz i mori prematurament als 39 anys a Italia de tuberculosi. Excepte
una estada de dos anys a Berlin, la seva activitat académica va estar
sempre vinculada a la Universitat de Gottingen, on va estudiar, i on
va acabar ocupant la catedra que havia estat préviament de Gauss i de
Dirichlet, dos dels seus mestres. Malgrat que 1’edici6 de les seves obres
completes requereix un tGnic volum no gaire gruixut, les contribucions
cabdals de Riemann a l'analisi i a la geometria el converteixen en la
figura central de les matematiques de mitjan segle X1X. L’tnic article
que Riemann publica sobre aritmeética és la pedra fundacional d’una

nova branca de les matematiques: la teoria analitica de nombres.
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El teorema dels nombres primers

€T
(1) w(x):=#{p : pprimer <z} ~ Li(z) := i, T — 00,
o logt

doéna el creixement asimptotic de la funcié m que compta els nombres
primers. Conjecturat per Gauss i Legendre a finals del segle xvIII, va
ser abordat per diverses generacions de matematics de primera fila fins
que finalment 'any 1898 Hadamard i de la Vallée-Poussin van aconse-
guir demostrar-lo seguint el cami indicat per Riemann en el seu article.
La reputaci6é d’aquesta conjectura entre la comunitat matematica del
segle XIX és comparable amb la que ha gaudit durant més de tres se-
gles I'altim teorema de Fermat o amb ’adquirida per la hipotesi de
Riemann d’enca que Hilbert la va incloure I’any 1900 en la seva famosa
llista de problemes oberts. Fins i tot es va difondre el mite que la seva
demostracié proporcionaria a I'autor la immortalitat. No fou el cas de
Hadamard ni de de la Vallée-Poussin, que en canvi van gaudir d’una
longevitat considerable, arribant als 98 i 96 anys respectivament.

El manuscrit que ens ocupa és la primera comunicacié que Riemann en-
viava a I’Académia poc després d’haver-ne estat elegit membre. Volent
que el tema del treball i la importancia dels resultats estiguessin a 1’al-
tura de ’ocasio, decidi enviar un resum de les seves investigacions sobre
aquesta famosa conjectura, demostrant aixi el respecte que I'assumpte
li mereixia. En la introduccié descriu el treball com «una investigacio
sobre ’acumulaci6 dels nombres primers; un topic que potser no sem-
blara del tot desmereixedor d’una tal comunicacio, donat l'interés que
els mateixos Gauss i Dirichlet han mostrat en ell durant un periode de
temps ben llarg.» El resultat principal del treball és la férmula explicita

(2) m(z) =Ri(x) + Y Ri(a"), x>1,
¢(p)=0

que proporciona el valor exacte de la funcidé 7 en la forma d’un terme
principal dominant Ri(z) més un terme d’error que és la suma d’una
série infinita de funcions oscillatories Ri(z”) associades als zeros com-
plexos de la funci6 (. TL’extensio d’aquesta funcio zeta (que Euler i
Dirichlet havien considerat préviament per a valors enters i valors reals
de la variable) a tot el domini complex és una de les aportacions fona-
mentals de Riemann, i des d’aleshores se la coneix pel nom de funcié
zeta de Riemann. El teorema dels nombres primers és equivalent a
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m(x) ~ Ri(x); és a dir, al fet que 'error relatiu del terme principal en
la formula de Riemann tendeixi a zero, i aquesta propietat és la que
portara finalment a la demostracié quaranta anys més tard.

La hipotesi de Riemann assegura que tots els zeros no trivials de la
funci6 ¢ estan situats damunt la recta critica R(s) = 1/2. Després de
resistir els esforcos de molts dels millors matematics del darrer segle
i mig, ha esdevingut una de les conjectures més famoses i amb més
reputacio de dificultat de totes les matematiques: 'any 1900 Hilbert la
va incloure a la seva famosa llista de vint-i-tres problemes presentada
al congrés internacional de Paris; forma part també de la llista dels set
«problemes del milleni» proposats per la fundacié Clay i de la llista de
18 «problemes per al segle XxX1» elaborada per Stephen Smale, ambdues
publicades 'any 2000 amb motiu de ’Any Mundial de les Matemati-
ques. A diferéncia de moltes altres conjectures, la demostracié de les
quals no té conseqiiéncies apreciables, llevat potser del reconeixement
que rep el matematic que ho aconsegueix per primera vegada (és el
cas, per exemple, de I'altim teorema de Fermat), la hipotesi de Rie-
mann i les seves generalitzacions apareixen com a condicié en I’enunciat
d’innombrables resultats matematics teorics, aixi com en I’analisi de la
complexitat d’algorismes importants per a moltes aplicacions. Es per
aquest motiu que, per referir-s’hi, el costum ha portat a fer servir el
terme hipotesi i no pas a dir-ne conjectura, com és ’habitual. Fins que
no sigui demostrada no es podra considerar que l'article de Riemann
ha estat completament entés i que totes les seves potencialitats han
estat prou aprofitades.

L’estil d’escriure matematiques de Riemann és considerat dificil, ja que
acostuma a presentar les seves investigacions de manera molt conden-
sada i de vegades es deixa portar per una certa tendéncia a la manca
de rigor. En algunes afirmacions sense demostracié no queda prou clar
si es tracta d’un simple exercici que el lector pot resoldre sense dificul-
tat o d’un resultat dificil que requereix un esfor¢ considerable. Moltes
vegades es limita a indicar vagament el cami a seguir per poder arribar
a una demostracié6 com a tnica justificacié del resultat que presenta.
L’article que ens ocupa n’és un bon exemple: tot i la seva curta ex-
tensio (la publicaci6 [12]| al Butlleti de ’Académia té només 8 pagines)
conté una quantitat ingent de nous conceptes, idees i resultats, i apli-
ca técniques d’integracié i analisi complexa sofisticades i innovadores,
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limitant-se ’autor en el millor dels casos a donar indicacions o esbossos
de demostracié. La historia demostra que Riemann va sobreestimar en
aquesta ocasio les capacitats dels seus coetanis, ja que les demostraci-
ons dels resultats més importants de ’article no van ser publicades fins
gairebé mig segle més tard per Hadamard i von Mangoldt.

Riemann no va publicar mai més res sobre aquest tema, entre altres
raons perqué ja no li quedaven molts anys de vida. Ben entrat el segle
XX Siegel decidi revisar el que quedava dels seus papers, dipositats a
la biblioteca de la Universitat de Gottingen després d’haver sofert una
purga considerable per part de la seva assistenta i de la seva muller,
que volien evitar vestigis de tota mena d’informacié personal. I.’examen
d’aquests papers va resultar fructifer tant historicament com cientifica.
D’una banda, va servir per refutar la creenca de la comunitat mate-
matica de I’época que Riemann, matematic eminentment teoric, havia
arribat als seus resultats i formulat la seva hipotesi en base només a una
portentosa intuicié i penetracié teorica: en els seus papers s’hi troba
el desenvolupament d’'una expressi6é adequada per al tractament nume-
ric de la funcié zeta i un munt de calculs a ma d’aproximacions dels
seus zeros. D’una altra, alguns dels resultats trobats per Siegel foren
encara, setanta anys després de la seva mort, contribucions originals re-
llevants de Riemann a una area en qué alguns dels millors matematics
de I’época havien estat treballant tot aquest temps.

La funcié ¢ introduida per Riemann i la manera com es pot fer servir
per a l'estudi d’un problema aritmétic és, juntament amb altres funci-
ons 1 técniques semblants usades per Dirichlet poc abans per demostrar
el teorema de la progressié aritmetica, només la punta de 'iceberg de
la teoria de les funcions L, que des d’aleshores no ha parat de créixer.
Aquestes funcions han proliferat i han guanyat importancia a partir
d’investigacions de molts dels grans matematics del segle XX (Hecke,
Weil, Selberg, Serre, Langlands, Shimura, Iwaniec, ...), fins al punt que
actualment s’han convertit en eines universals, d’is imprescindible en
un ampli ventall de disciplines matematiques, en particular i especial-
ment per a la teoria de nombres, la geometria aritmética o la teoria de
representacions, a part del 'interés notable que ’estudi de les funcions
L té per si mateix. Per a la majoria d’elles les propietats més basiques
demostrades per Riemann en el cas de la funcié ( segueixen sent conjec-
tures. Per exemple, la conjectura de Shimura-Taniyama, demostrada
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per Wiles i altres, que conduf finalment a I'altim teorema de Fermat,
és equivalent al fet que les funcions L de les corbes elliptiques sobre Q
tinguin prolongacié analitica i equacié funcional.

La hipotesi sobre la localitzaci6 dels zeros de la funcio ¢ es generalitza
de manera natural al context de les funcions L, on rep els noms d’hi-
potesi de Riemann generalitzada o estesa. Fins ara no s’ha aconseguit
demostrar que la compleixi (ni que no ho faci) cap funcio de la classe
de les funcions L globals, el prototipus de les quals és la ¢ de Riemann.
En canvi hi ha una altra classe de funcions L associades a varietats
algebraiques sobre cossos finits, anomenades funcions L locals, per a
les quals Deligne va aconseguir demostrar la hipotesi de Riemann ’any
1973 (la qual, en aquest context, és una de les propietats d’aquestes
funcions que, junt amb altres, se segueixen coneixent un cop demostra-
des amb el nom de conjectures de Weil).

El resultat principal del treball de Riemann, la féormula explicita, ha
estat sovint interpretat en termes de ’analisi harmonica de la mane-
ra segiient. La funcidé que representa el so d’un instrument musical,
potser amb forma de pols rectangular o de dent de serra, que en gene-
ral presentara discontinuitats de salt, pot obtenir-se com a superposicié
infinita de funcions oscillatories (harmonics) amb les técniques habi-
tuals de I'analisi de Fourier. De manera analoga, la funci6 m, que és
una funci6 en forma d’escala que puja un graé en cada nombre primer
a través d’una discontinuitat de salt, s’obté també per superposicio
infinita de funcions oscil'latories, les amplituds i freqiiéncies de les quals
estan governades pels zeros de la funcio zeta. Per tant (vegi’s [8]) «els
zeros de la funcié zeta contenen la miusica dels nombres primers.»

2. LA DISTRIBUCIO DELS NOMBRES PRIMERS

Euclides va demostrar que hi ha infinits nombres primers: donat un
nombre primer p tots els factors primers del nombre p! 4+ 1 sén més
grans que p.

El segiient aveng significatiu en la comprensi6 de la seqiiéncia dels nom-
bres primers va ser la demostracié d’Euler de que la suma dels seus in-
versos és divergent, a diferéncia de la suma dels inversos de molts altres
conjunts infinits de nombres, que pot ser finita. Per exemple, la suma
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dels inversos de les poténcies de 2 és finita i igual a 2 o la suma dels
inversos dels quadrats és 72/6. Per tant «hi ha més nombres primers
que poténcies de 2 o que quadrats.»

Ja al segle X1v Nicolas d’Oresme va donar una demostraci6 de la di-
vergéncia de la série harmonica; de fet la seva suma és logoo, en
el sentit que la diferéncia ZnN:1 1/n — log N tendeix a un nombre
v = 0.577215665 . . ., conegut com a constant d’Euler-Mascheroni. La
demostracio d’Euler es basa en una relaci6 entre la série harmonica i
un producte sobre els nombres primers, que es coneix pel nom de pro-
ducte d’Euler, i que jugara un paper importantissim en tots els estudis
posteriors sobre la funcio6 zeta i els nombres primers. Tenint en compte
la suma d’una progressié geométrica,

ity o
p p* P 1

1

p

i gracies a la descomposici6 tinica en producte de primers, es té el famos
producte d’Euler

Sinedege)-m6-)

nl p

0, més en general,
00 —1
1 1
g 1— —
ST
per a nombres reals s > 1, de manera que la identitat prévia s’interpreta

com un pas al limit. Aplicant logaritmes i la série —log(l — z) =
> a"/n es dedueix que

oYL= (1) =X =T TS

n
p n>2 p

Ara bé, és immediat comprovar que el segon sumand esta fitat. Per
tant la divergéncia de la série harmonica implica la de la suma dels
inversos dels primers. L’any 1874 Mertens va precisar aquest resultat
demostrant que de fet la seva suma és igual a loglogoo, en el sen-
tit que la diferéncia ZpgN 1/p —loglog N és convergent; el seu limit,
0.2614972128 . .., es coneix pel nom de constant de Mertens.
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La conjectura de Gauss i Legendre. Cap a finals del segle XV1I1
Gauss i Legendre s’interessen per la distribucié dels nombres primers.
Consideren la funcié m(x) que compta el nombre de primers fins a z,

m(x) :=#{p : p primer < z } :ZL

p<T

Es tracta d’una funcié constant a trossos que en cada primer té una
discontinuitat de salt en qué augmenta en una unitat. Per bé que el
comportament d’aquesta funcié és impredictible quan es consideren in-
tervals curts, d’acord amb la manera erratica i aparentment aleatoria
com van apareixent els nombres primers entre els nombres naturals,
laspecte de m(x) és en canvi d’una regularitat sorprenent quan s’ob-
serva des de prou lluny. A la figura 1 es pot veure la grafica de la funcié
m en dos intervals de mides de diferent ordre de magnitud.
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FIGURA 1. La funci6 7(z) a escales diferents.

Tant Legendre com Gauss van provar d’explicar la regularitat de la
funcié 7 buscant una funci6 simple que en donés el creixement asimp-
totic. L’any 1798 Legendre proposa la funcio
x
logxz — B’

on B = 1.08366 és una constant que va determinar empiricament a
partir de les dades que tenia disponibles; gracies a la poténcia de cal-
cul accessible actualment, és facil veure que el valor de B donat per
Legendre proporciona una bona aproximacié de m quan x es mou pels
voltants de 10°, pero deixa de fer-ho per valors gaire més grans. El va-
lor que s’assigni a la constant B és irrellevant de cara a ’equivaléncia
asimptotica entre aquesta funcié6 i la funcié 7, pero la que va millor no



24 JORDI QUER

és la proposada per Legendre: mig segle més tard Chebyshev va de-
mostrar que si el limit de la funcié logx — z/m(x) existeix (ara sabem
que si que existeix, perd Chebyshev no ho sabia demostrar), aleshores
aquest limit ha de ser igual a 1.

Tot i no haver-ho publicat, Gauss havia arribat a una conclusié sem-
blant sobre el creixement de w(z) abans que Legendre, i sembla que
s’arriba a produir una certa discussi6é entre tots dos sobre a qui se li
havia d’atribuir el mérit. En una carta al seu collega Johann Enke
escrita 'any 1849, Gauss li explica que, cap a 'any 1792, quan tenia
15 anys, havia rebut com a regal un llibre de logaritmes (I’equivalent
durant moltes generacions de les calculadores actuals), que contenia
també una taula de nombres primers, i que examinant aquestes llis-
tes de nombres primers nota que la probabilitat que un nombre enter
de magnitud x sigui primer és aproximadament 1/logz. Basant-se en
aquesta observaci6 empirica Gauss proposa que el valor de la funcié
m(x) es pot aproximar de la manera segiient:

=]
1 1 1 1 1 Todt
7T(JE)_10g2+log3—i_logél—i_.“—i_longj _;log )y logt

En la carta a Enke, Gauss també diu que des d’aleshores acostumava
a dedicar quarts d’hora en qué estava desvagat a comptar primers en
intervals de mil enters, arribant aixi a acumular dades fins a tres mili-
ons i, per il'lustrar la coincidéncia entre la funcié 7 i el valor de la seva
prediccio, dona la taula 1, en la qual els valors de la funcio m(x) con-
tenen errors menors (entre paréntesi s’ha afegit la modificacio que cal
per corregir-los). Observi’s que amb els valors correctes ’aproximacio
encara millora per als valors alts de x.

La funcié introduida per Gauss, perd amb la integral calculada des de
zero, el qual la modifica només en una constant igual a 1.04516. .., es
coneix amb el nom de logaritme integral, i es denota

Todt
Li(z) = / -
o logt

on la integral impropia s’ha d’interpretar com el valor principal de
Cauchy per evitar la singularitat en ¢t = 1.



LA FUNCIO ¢ DE RIEMANN 25

x Nombre de primers < x i 1;% Diferéncia
500000 41556 (—18) | 41606.4 50.4
1000000 78501 (=3) | 78627.5 126.5
1500000 114112 (443) | 114263.1 151.1
2000000 148883 (+50) | 149054.8 171.8
2500000 183016 (+56) | 183245.0 229.0
3000000 216745 (+71) | 216970.6 225.6

TAULA 1. Taula amb valors de 7 (corregits) comparats
amb [ -9 (Gauss, carta a Enke, 1849).

2 logt

Tant la funcié Li(z) com la funci6 z/(log x— B) proposada per Legendre
son asimptoticament equivalents a la funcié =/ log x, de manera que les
investigacions de tots dos condueixen a formular la mateixa conjectura:

()

que es coneix amb el nom de teorema dels nombres primers. El resultat
es pot enunciar amb una o altra funci6 z/log x o Li(z) indiferentment.
Ara bé, tot i que tots dos enunciats son equivalents, el logaritme integral
aproxima millor m(z) i quan hom es refereix a qiiestions relatives al
terme d’error en el teorema dels nombres primers es refereix a ’error
en relacié a aquesta segona funcio, o sigui, a enunciat (1) del teorema
dels nombres primers donat a la introduccié. En canvi, quan 'inic que
importa és el creixement asimptotic, tot sovint s’enuncia a la literatura
amb la funci6é x/logx estalviant-se aixi d’haver de definir el logaritme
integral.

- (x — 00), o sigui, lim m(z)

0\
z—oo / log

Y

- log x

Els tinics progressos rellevants en la direccié d’aquesta conjectura abans
de Riemann es deuen a Chebyshev, que pels volts de 1850 va aconse-
guir demostrar amb técniques elementals que per x prou gran es tenen

desigualtats

Y < r(x) < 1.10555 ——.
og T log

També va demostrar que si el limit

0.9219

I
z—oo x/log
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existeix, aleshores ha de ser necessariament igual a 1, i que ’aproxima-
ci6 de Gauss sempre sera millor que la de Legendre per x prou gran,
fins i tot si es canvia la constant B proposada per Legendre per qual-
sevol altra. A la figura 2 es comparen aquestes dues aproximacions.
Observi’s que, fins a tres milions, segurament el valor més gran per al
qual Gauss havia calculat 7, 'estimacié de Legendre encara supera la
seva, pero la situacié canvia ben aviat. Després d’un interval en que
totes dues s’assemblen forca, la funci6 Li pren la primera posicio, i la
conservara per sempre.
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2.x10° 4.x10° 6.x10° 8.x10° 1.x10" 1.2x10’

FIGURA 2. Error en les aproximacions de 7 de Legendre
(verd) i Gauss (vermell).

3. EL TREBALL DE RIEMANN

El contingut de l'article de Riemann [12] s’organitza en dues parts,
cadascuna de les quals ocupa aproximadament la meitat de la seva
extensi6. La primera esta dedicada a definir i estudiar la funcio (.
Riemann dona dos métodes per obtenir-ne la prolongacié analitica i
demostrar que satisfd una equacié funcional, estudia algunes propie-
tats dels seus zeros, i finalment en troba una expressié com a producte
infinit. La segona és 'aplicacié del que ha fet préviament a 'estudi de
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la distribucié dels nombres primers, comenca definint una nova funcioé
7 (x) per comptar primers que és una variant de 7(x), amb la qual
esta relacionada per una expressio simple, i dedueix una férmula expli-
cita que proporciona aquesta funcié com la suma d’un terme principal
i d’una série infinita de funcions osciatories que depenen dels zeros de
la funcié zeta. Finalment, la relacio entre les funcions 7*(z) i 7(x) li
permet obtenir una formula analoga per a la funcié = (z), que és el re-
sultat principal del treball. En aquesta seccid es donaran alguns detalls
i es comentaran breument els aspectes més importants del contingut
d’aquest treball de Riemann.

La funcié (. Prolongaci6 analitica i equacié funcional. Riemann
defineix la funci6 ¢ a partir del valor comi de la suma de la série
harmonica i el producte d’Euler corresponent

®) (=X == R =1

n>1 p .
p

totes dues expressions convergents per nombres complexos amb part
real > 1, i que defineixen una funcié analitica en aquest semipla.

La funci6 zeta i el producte (3) ja havien estat considerats anteriorment
per Euler per a valors enters de la variable s, que havia arribat a una
identitat analoga a I’equaci6 funcional de Riemann per a aquest tipus
de valors i havia aconseguit calcular el valor de {(n) per a tot enter
parell n > 2, obtenint la famosa férmula en que apareixen els nombres
de Bernoulli. També havien estat considerats per Dirichlet, un dels
mestres de Riemann, que els va fer jugar un paper important en la
seva demostracié del teorema de la progressié aritmeética, i sembla que
Riemann pot haver estat influit per Dirichlet a ’hora d’enfocar-hi la
seva atencio.

La veritable innovacié de Riemann consisteix a considerar ( com una
funci6é de la variable complexa s i estendre-la a tot el pla complex, el
qual li permetra descobrir la importancia fonamental que tenen els zeros
no trivials d’aquesta funcio, situats fora de la recta real i a 'esquerra del
semipla de convergéncia, per a l'estudi de la distribuci6 dels nombres
primers.



28 JORDI QUER

Riemann obté, per dues vies diferents, una «expressio que déna el valor
de la funcié ¢ per a tot valor de s.» En terminologia actual es tracta
de la prolongaci6 analitica de la funcié definida per (3) a una funcié
meromorfa a tot el pla complex llevat d’un pol (que resulta ser simple,
de residu 1) en el punt s = 1.

La primera expressio la troba de la manera segiient: si a la funcio
[c ol _ . .

gamma d’Euler I'(s) = [~ e "z* ' dx es fa el canvi de variable de z

per nx i se suma sobre tots els valors de n > 1 s’arriba a

L(s)((s) = /000 al dx, R(s) > 1.

et —1

. . ., — s—1 . ,
Riemann integra la funcio (ef)_l entre +00 i +00 sobre un cami que

envolta el semieix real positiu, dibuixat en blau a la figura 3 (amb
els extrems tendint a +o0), i on (—z)*7! = els=D1e(=2) eggent log
la determinacié principal del logaritme fora del semieix real negatiu.
Tenint en compte la identitat anterior, obté una expressio

=g [ o de

2mi 1o =12

(4) ((s) =

valida per $(s) > 1. Ara bé, la integral d’aquesta férmula convergeix
per a tot valor complex de la variable s i, com que la convergéncia
és uniforme sobre compactes, defineix una funcié entera. Tenint en
compte que la funcié gamma és meromorfa a tot C, amb pols simples
als enters < 0, i que la série harmonica defineix una funcié holomorfa
per R(s) > 11 és divergent en s = 1, es dedueix que 'expressio a la
dreta de (4) és una funci6 meromorfa amb un tnic pol simple en el punt
s = 1, que és I'extensi6 de la funci6 ¢ a tot el pla complex que es volia.
A continuacié Riemann integra de nou la mateixa funci6 d’abans (per
valors de la variable s amb part real negativa) sobre el cami tancat de
la figura 3 (amb el radi exterior tendint a infinit). Igualant el resultat
amb la suma dels residus a les singularitats, que estan als punts 2min
per n # 0, obté I'equaci6 funcional

(5) C(s) = T(1 — )(2m)" "2sin(rs/2)¢(1 - 5),

que relaciona els valors de la funci6 ¢ en els punts s i 1 — s. Tenint en
compte identitats ben conegudes de la funci6 gamma, Riemann observa
que ’equaci6é funcional anterior es pot enunciar de manera més elegant
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FiGuraA 3. Cami d’integracio. El radi exterior tendeix a co.

com

la funcio I'(s/2)m~*/2((s) és invariant per s+ 1 — s.

Aquesta expressié tan simétrica inspira a Riemann la segona demos-
tracio de la prolongaci6 analitica i de '’equacié funcional: en canviar x
per n?mx a la integral que defineix la funcié gamma i sumar sobre tots
els valors n > 1 s’obté I'expressio com a transformada integral

I (s/2)7*/2((s) / o(2)2*/* L d,

on P(z) = 322 ™% és essencialment la funcio theta de Jacobi.
Separant la integral anterior en dos intervals pel punt z = 1, i aplicant
I'equacio funcional 2¢(1/x) + 1 = /z(2¢(x) + 1) deduida de la que
relaciona els valors de la funci6 theta en z i en 1/x, al tros de la integral
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entre zero i u, s’obté la formula

F(S/Q)W_S/QC(S) / ¢ s/2+x (1—- s)/2>

que permet també estendre la func'lo zeta a tot el pla complex, ja que
la integral que hi apareix convergeix en tot nombre complex definint
una funcié entera. A més, en aquesta expressié I’equacié funcional es
llegeix directament, ja que la part de la dreta es queda igual en canviar
s per 1 — s. Aquest mateix métode sera utilitzat més tard per Hecke
per obtenir la prolongacié analitica i ’equaci6 funcional de les funcions
L associades a formes modulars.

d:U
T

Els zeros de la funcié (. De la convergéncia del producte d’Euler
(3) per R(s) > 1 es dedueix la no anullacié de la funcié ¢ en aquest
semipla, i de equaci6 funcional (5) en resulta que al semipla R(s) < 0
la funcié ¢ té zeros simples exactament en els enters parells negatius
s = —2,—4,—6,..., que es coneixen amb el nom de zeros trivials de
la funcio ¢. Tots els demés zeros, els zeros no trivials, han d’estar per
tant en 'anomenada banda critica 0 < R(s) < 1. L’eix de simetria
d’aquesta banda, la recta R(s) = 1/2 s’anomena la recta critica. Per
tal d’estudiar aquests zeros Riemann considera la funcio

£(s) = %s(s 1T (g) T2¢(s),

que és una funcié entera, ja que la multiplicacié6 per s — 1 anulla el
pol de ¢, la multiplicaci6 per s anulla el pol de I'(s/2) en zero, i els
zeros trivials de ((s) es corresponen exactament amb els demés pols
de T'(s/2). Per tant, la funci6 £ té per zeros exactament els zeros no
trivials de la funci6 (. L’equaci6é funcional de la funci6 ¢ equival a
£(s) =&(1 — s). Observant que £(3) = £(s), es dedueix que la funcio £
pren valors reals a la recta critica, i que els zeros no trivials de ( estan
situats simétricament tant respecte de la recta real com respecte de la
recta critica.

Integrant la derivada logaritmica de la funci6 £ al voltant del rectangle
[0,1] x [0, 7], Riemann diu haver calculat el nombre de zeros N(T)
de la funci6 ¢ en aquesta regio i afirma que aquest calcul proporciona
I’estimaci6 segiient

T T

T
(6) N(T) = o log 5 " o + O(logT)).
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En fer aquesta afirmaci6 sense donar cap detall sobre la manera d’ar-
ribar al resultat, Riemann, que era un mestre consumat en el calcul
d’integrals definides, peca d’optimista sobre les habilitats dels lectors
de l'article: la primera demostracio rigorosa de (6) la donara von Man-
goldt 'any 1905, i per aix0 aquesta formula es coneix de vegades com
a formula de Riemann-von Mangoldt.

La frase que Riemann escriu a continuacié és I'inica de l'article que
avui dia segueix essent un repte. Referint-se a la funci6 5(% +it) com a
funcio de la variable ¢t (complexa) diu: «hom troba efectivament apro-
ximadament aquest nombre d’arrels reals dins de la regi6 considerada,
i és molt probable que totes les arrels siguin reals.» En sentit estricte
aquesta frase conté una afirmacié: que el nombre de zeros Ny(7T') de
part real 1/2 en el rectangle [0,1] x [0,7] també admet la mateixa
estimacio (6), seguida d’una conjectura: que tots els zeros de la funcié
¢ tenen part real 1/2, o sigui que per a tot valor de T es tindra sempre
una igualtat N(T') = No(T).

Pel que fa a l'afirmacio, avui dia encara no ha estat demostrada. Van
haver de passar molts anys abans que es trobessin demostracions de
resultats molt més débils: I'any 1914 Hardy va aconseguir demostrar
que & té infinits zeros a la recta critica, i més concretament que No(7T') >
C'T per una constant positiva C' i T" prou gran; 'any 1943 Selberg va
millorar aquesta estimacié demostrant que No(T') > C% log (%) per
alguna constant positiva menor que 1 i 7" prou gran, el qual es pot
interpretar com que una fracci6é positiva C' dels zeros no trivials de la
funci6 zeta cauen sobre la recta critica. Levinson prova el 1974 que
C > 1/3 i Conrey ho millora el 1989 veient que C' > 2/5. Tot i que
fa uns anys alguns investigadors anunciaven haver demostrat una nova
fita que implicaria que almenys la meitat dels zeros de ( satisfan la
hipotesi de Riemann, el resultat no ha estat mai publicat.

Quant a la conjectura que tots els zeros de £ estan situats sobre la recta
critica R(s) = 1/2, Riemann escriu: «Naturalment, hom desitjaria
una demostracié estricta d’aquest fet; he deixat de banda la recerca
d’una tal prova després d’alguns intents no reeixits, ja que no cal per
a 'objectiu immediat de la meva investigacio.» Aquesta conjectura ha
passat a formar part de la llista dels problemes oberts més dificils de
les matematiques amb el nom d’hipotes: de Riemann.
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Expressié en producte infinit. En 'obra de Riemann apareix so-
vint el problema de la caracteritzacié de funcions analitiques en termes
de les seves singularitats. Naturalment, la funcio £ també és objecte
d’una analisi d’aquesta mena. Argumentant que la funci6 log & té les
mateixes singularitats logaritmiques que la suma > . _,log (1 —s/p),
i que totes dues funcions tenen un comportament semblant a I'infinit,
Riemann justifica que han de diferir en una constant i en exponenciar
obté I'expressié en producte infinit

™) &)= €0) ] (1—f>,

peC
£(p)=0

on se sobreentén que cada factor apareix en el producte tantes vegades
com la multiplicitat de p com a zero de la funcio, i que el producte
s’ha de fer en ordre creixent del modul de les arrels per assegurar-ne la
convergéncia. Aquesta factoritzacio és analoga a la que es donaria si £
fos un polinomi.

Tot i que les raons que Riemann esgrimeix sén certament les que acaben
portant a la formula (7), la justificacié que en fa al seu article esta
molt lluny de poder-se considerar una demostraci6. En particular la

convergéncia de la suma ) log (1 - %) requereix d’una estimacio de

les magnituds de les arrels p, i la que Riemann addueix és conseqiiéncia
de (6), formula que no es demostraria fins gairebé mig segle més tard.
D’altra banda els arguments que dona per justificar el comportament
de £(s) per s — oo s6n massa vagues per poder-los acceptar com a una
demostracio.

La representacié com a producte infinit (7) va ser demostrada per pri-
mera vegada per Hadamard ’any 1893 en un treball en que investiga i
resol el problema general de trobar expressions en producte infinit per
a funcions enteres.

La férmula explicita. Immediatament després de trobar la formula
(7), cap al final de la pagina 3 del seu manuscrit, Riemann dona per
acabat el seu estudi de la funcié ( i comenca a ocupar-se de la distri-
buci6é dels nombres primers. Diu: «Amb aquests fets preparatoris, ara
es pot determinar el nombre de primers menors que x.»
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Tot i que l'objectiu és estudiar la funci6 7, Riemann introdueix una
altra funcié analoga, que compta no només els nombres primers sind
també les poténcies de primer, tot i que cada poténcia p" compta només
amb un pes igual a 1/n,

1
™(x) = E —.
n
Pz
De fet, per tal que les formules que apareixeran més endavant per
aquesta funcié siguin correctes, tan a les funcions 7 i 7" com en totes
les funcions amb discontinuitats de salt, el valor en els punts on hi ha la

discontinuitat s’han de redefinir com la semisuma dels limits laterals,
com és habitual en 'analisi de Fourier.

La relacié entre aquesta funcio i la funcié ¢ s’obté de la manera se-
giient: substituint cada sumand p~™* per I'expressio s fpono x5 1ds en
el logaritme del producte d’Euler,

1%(@%:—§:bgu_ps):§:§:%pm

p n=1

Riemann arriba a ’expressio

I%QQ:s[mﬁ@M

de log ¢ com a transformada integral de la funci6 7*. Aleshores, per
inversié de Fourier, obté la férmula

®) (@) = = / T lac) e @),

27 J yioo

—sde
X

que déna la funcié 7* en termes de la funcié log (.

De la relaci6 entre les funcions ¢ i £ i de la descomposicio en producte
d’aquesta segona funcié resulta que log ((s) és la suma

—log(s —1) +£;010g (1 — 2) —logll (g + 1> + glogﬂ—i—logf(()),
p:

i Riemann obté la féormula explicita per a la funci6 7* com el resultat
de substituir log ((s) per cadascun dels sumands d’aquesta expressio
en la formula (8), i calculant les integrals corresponents. De fet el
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procediment es complica una mica ja que fer-ho aixi donaria lloc a
integrals divergents i en realitat la substitucio es fa en la formula

rlo= gl [ [lesdl)

" omi log x ds s

—100
que es dedueix de (8) integrant per parts.

Ara, introduint en aquesta expressio cadascun dels sumands en qué s’ha
expressat log ((s), es van obtenint els termes de la formula explicita:
el primer és

-1 1 [er>qd -] |
SR R R ) N A T
2mi logz J, ds s o logt

—100

El terme corresponent a la suma sobre les arrels de £ déna

a+i00 1 1-—
-t 1 /+ 4 Zog( ) :E“’ds:ZLi(xp),

2mi logx J,_ins ds 5
£(p)=0

o lw

on Li(z”) s’ha d’interpretar com el valor obtingut, fixant =, per prolon-
gaci6 analitica de la funcié Li(z”) dels 3 reals positius a tot el semipla
complex 3 > 0. Aqui cal dir que Riemann no justifica prou els passos
que segueix per arribar a aquest resultat. En particular, reconeix que
el fet que es pugui avaluar terme a terme per a cada sumand requeri-
ria una discussi6 més acurada. D’altra banda els termes Li(z”) només
tenen sentit si R(p) > 0 i Riemann no havia demostrat que els zeros
no poguessin estar a l’eix imaginari, fet que va ser més endavant clau
en la demostracié del teorema dels nombres primers.

El terme corresponent al sumand de la funcié I' dona

. /°° dt
¥ ds = — .
. t(t?—1)logt

Quant al terme 3 log, la divisio per s el converteix en constant i al
derivar s’anulla. Finalment, la integral sobre la constant £(0) dona
com a valor aquesta mateixa constant, que és igual a — log(2).

-1 1 /a+i°°d[—1ogr(g+1)

27t logx ds 5

—100
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Sumant tots els resultats anteriors s’arriba a la formula explicita per a
la funci6 7*

o dx
* = Li(z) — Li(x”? — log 2.
O W@ =16 S e [ s
£(p)=0

Aquesta formula és el resultat principal de Iarticle de Riemann i acon-
segueix donar el valor exacte de la funcié esglaonada 7*(x) com la suma
d’un terme principal Li(x), dos termes residuals fitats, i una suma in-
finita de termes oscillatoris corresponents a les arrels no trivials de (.
Es facil comprovar que el terme fitat que s’escriu com una integral és
igual a la suma ) -, Li(z7>"), que té la mateixa forma que el sumato-
ri de (9) perod per les arrels trivials de ¢ en els enters negatius parells,
de manera que la formula de Riemann es pot escriure, de manera més
simple,
7*(x) = Li(z) — log(2) — ) Li(a”).

peC
¢(p)=0

Les grafiques de les figures 4, 5 i 6 serveixen com a illustracio de la
formula explicita, mostrant ’aspecte que tenen els termes oscillatoris
corresponents a algunes arrels (en agrupar-les per parelles simétriques
es cancellen les parts imaginaries) i dibuixant les aproximacions de 7*
que s’obtenen a partir de sumes parcials en dos intervals diferents.

La funcié Ri de Riemann. En els darrers paragrafs de l'article Ri-
emann considera la funcié 7 i enuncia les conseqiiéncies per aquesta
funci6 que s’obtenen dels seus resultats. Només a partir de les defini-
cions la relaci6 entre 7* i m s’obté immediatament:

™*(z) = 7(z) + 17T( 12y 4 17r( 1/3) ;

1/n

BIH

2 3

i amb la formula d’inversi6 de Mobius s’obté la relacié reciproca

m(z) = 7*(z) — §7r (xl/z) — §7r (xl/S) — T (561/5) + 6" (x1/6) + ...

— Z wn *(z'/m),

n=1

on u és la funci6 de Mobius que val zero en els enters divisibles pel
quadrat d’algun primer i val (—1)™ en els enters divisibles exactament
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FIGURA 4. Termes oscillatoris — Li(z”) — Li(z!'™”) co-
rresponents als parells d’arrels ntmeros 1,2,10 i 100.
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1
2 3 4 5 7 8 9 11 13 16 17 19
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FIGURA 5. Aproximacié de 7* a l'interval (1,20] amb la
formula explicita de Riemann usant 1, 10 i 100 zeros de
¢, respectivament.
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T 101 193 17 199 211 223 271 220

181 101 103 197 199 211 223 227 229

L L L L L L L L
To1 191 193 197 199 211 223 2271 229

FIGURA 6. Aproximaci6 de 7* a l'interval [180, 230] amb
la formula explicita de Riemann usant 10, 100 i 1000
zeros de (, respectivament.
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per m primers diferents. Atés que totes dues funcions 7 i 7* valen zero
per x < 2 les sumes anteriors s6n en realitat finites per a cada valor de
z, ja que eventualment sera z'/" < 2.

Ara, substituint 7* per la série de la formula explicita (9) en el sumatori
anterior i arranjant la suma terme a terme s’arriba a una férmula expli-
cita semblant per a la funcié 7. El terme principal d’aquesta formula
és la funcio

1 1 1 1
Ri(z) = Li(z) — 2L1( 1/2)—gLi(xl/?’)—gLi(x1/5)+6Li(xl/6)+--.

D)
n=1

que es coneix com a funcio de Riemann. Per a valors reals x > 1 aquesta
funci6 admet la série rapidament convergent segiient, anomenada serie

de Gram:
- (log z)™
=1
+ Z n'n( n+1)

Els termes corresponents al sumatori sobre les arrels de ( de les funcions
Li(z”) donen lloc a un sumatori de funcions Ri(z”) i el terme constant
log(2) desapareix gracies a la identitat ) -, u(n)/n = 0 (que, poca
bromal, és equivalent al teorema dels nombres primers). D’aquesta
manera s’obté I'elegant formula explicita (2) per a la funci6 7 enunciada
a la introduccié.

Per aquestes consideracions Riemann ha aconseguit arribar a una nova
funcié Ri(z) que s’afegeix a les funcions ja conegudes x/logx i Li(z)
com a candidata a aproximar la funci6 . En l'ultim paragraf Rie-
mann fa referéncia a les dades calculades per Gauss. Dels valors de
7(x) fins a tres milions, observa que la funcié Li sobreestima la quan-
titat de nombres primers cometent un error de magnitud comparable
a 'arrel quadrada, i que el segon terme —% Li(y/z) en la suma que de-
fineix Ri, que és el terme dominant de la diferéncia entre totes dues,
sembla corregir aquesta sobreestimacid, tal i com es pot constatar a les
grafiques de les figures 71 8. Des d’aleshores les taules de nombres
primers i de valors de la funci6 7 s’han anat ampliant, sobretot des
de la proliferacio de les calculadores electroniques. A més, i pel que fa
al calcul de 7, 'any 1871 'astronom alemany Meissel va proposar un
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FIGURA 7. Les funcions Li (vermell) i Ri (verd) compa-
rades amb 7w per z < 100

Ty i ,l.mmr.nﬂli Tummi W “.‘% { y
ol

F1GURA 8. Diferéncies Li(z) — m(z) (vermell) i Ri(x) —
7(z) (verd) a linterval = < 3000000
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meétode combinatori que millora sensiblement el calcul basat en el gar-
bell d’Eratostenes, i que ha estat perfeccionat i simplificat per Lehmer
i altres.

Actualment se sap el valor exacte de 7(z) per a molts valors de z de
Iordre de les 20 xifres decimals, en particular per a les poténcies de
10 fins a la 23-ena. La taula 2 conté aquests valors i els compara amb
els proporcionats per les tres aproximacions de Legendre, Gauss i Ri-
emann, respectivament. En aquesta taula s’observa com les funcions

l n [ 7 (x) [ w(z) —x/logx [ Li(z) — n(x) [ w(z) — Ri(z) ]
3 168 23 9 0
4 1229 143 16 -2
5 9592 906 37 —5
6 78498 6116 129 29
7 664579 44158 338 88
8 5761455 332774 753 97
9 50847534 2592592 1700 —-79
10 455052511 20758029 3103 —1828
11 4118054813 169923159 11587 —2318
12 37607912018 1416705193 38262 —1476
13 346065536839 11992858452 108970 —5773
14 3204941750802 102838308636 314889 —19200
15 29844570422669 891604962452 1052617 73218
16 279238341033925 7804289844393 3214632 327052
17 2623557157654233 68883734693928 7956590 —b598255
18 24739954287740860 612483070893536 21949508 —3501366
19 234057667276344607 5481624169369952 99878336 23884333
20 2220819602560918840 49347193044659712 222745856 —4891825
21 21127269486018731928 446579871578169344 597340160 —86432204
22 201467286689315906290 4060704006019645440 1932787712 —127132665
23 | 1925320391606818006727 | 37083513766592905216 7236222976 1019262049

TAuLA 2. Valors de m en x = 10" fins al récord actual i
comparacié amb les aproximacions de Legendre, Gauss i
Riemann.

x/logx i Li(x) donen aproximacions respectivament per defecte i per
escreix en tots els casos, i que l'error comeés per la segona és clara-
ment inferior. El nombre de xifres de x és notoriament el doble que el
nombre de xifres de l'error Li(z) — 7(z), el qual ratifica que la magni-
tud de 'error és, com ja havia observat Riemann, de 'ordre de I’arrel
quadrada.

Per a tots els valors de la taula la funci6é Ri aproxima 7 millor que Li i
la diferéncia Ri(x) — 7(z) va canviant de signe. Aquesta aproximacio,
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tot i ser millor, no ho és significativament en magnitud, ja que el nom-
bre de xifres de tots dos errors sembla comportar-se de manera molt
similar. Tal i com es veura a la secci6 segiient en parlar de I’error en el
teorema dels nombres primers, tot i que la experimentacié numeérica i
la observaci6 de pautes i correlacions en les dades és una practica molt
util en matematiques, s’ha d’anar amb molt de compte en deixar-se
convéncer d’un fet només basant-se en una propietat observada nu-
méricament, fins i tot si es disposa d’una quantitat ingent de dades.
Vegeu al respecte els «philosophical comments» de Peter Sarnak sobre
la verificaci6 numérica de la hipotesi de Riemann al final de la seva
presentacié del problema del milleni [14].

4. DESPRES DE RIEMANN

Els efectes del treball de Riemann van trigar a arribar: després de
la publicacié es va fer el silenci durant gairebé 30 anys. Després, a
I'altima década del segle XixX floreix una edat d’or de la teoria analitica
de nombres que continuara amb menys intensitat durant el primer quart
del segle XxX. Es publiquen demostracions de tots els resultats enun-
ciats per Riemann (excepte de la seva estimacio del nombre de zeros
sobre la recta critica, que encara no ha estat provada), es demostra
el teorema dels nombres primers seguint la via que ell havia obert, i
s’obtenen nombrosos resultats sobre el terme d’error i la seva relacio
amb la hipotesi de Riemann i amb altres propietats sobre la posicié dels
zeros no trivials. Des d’aleshores, tot i el rang mitic que la hipotesi
de Riemann va assolir des de 1900 gracies a Hilbert, de les diverses
connexions proposades amb diferents branques de les matematiques
i la fisica, i de la ingent informaci6 numeérica obtinguda gracies a la
revolucié informatica, es fa dificil destacar progressos espectaculars.

Aquesta secci6 esta dedicada a repassar alguns resultats i idees poste-
riors directament relacionats amb el treball de Riemann.

Demostracié de la féormula explicita. El resultat principal del tre-
ball de Riemann és la formula explicita (9), i va ser demostrat per von
Mangoldt ’any 1895. En realitat el que fa von Mangoldt és demostrar
una féormula analoga, que en molts aspectes és més simple que la de Ri-
emann, tot i que essencialment es tracta de dues versions diferents d’un
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mateix fenomen. Un cop demostrada la seva féormula, von Mangoldt
aconsegueix sense massa dificultat passar a la de Riemann.

En les seves investigacions sobre el teorema dels nombres primers, cap
al 1850, Chebyshev havia introduit dues noves funcions per comptar
primers, analogues a les funcions 7 i 7*. Les funcions

I(x)=> logp i w(x)= ) logp,

p<z <z

que es coneixen com a funcions de Chebyshev. Es tracta també de
funcions en forma d’escala, que tenen els graons en els nombres primers
i en les seves poténcies respectivament, exactament igual que 7 i 7%,
amb inica diferéncia que l'altura del gra6é en cada primer p o en
qualsevol poténcia seva és log p. Hi ha féormules que expressen 'una en
funcio de I’altra completament analogues a les que donen la relaci6 entre
7 i7*. Chebyshev havia observat que la funcio ¢(x) creix com z i havia
demostrat sense massa dificultat que tant ’equivaléncia asimptotica
Y(x) ~ x aixi com també (x) ~ x son totes dues equivalents al
teorema dels nombres primers m(x) ~ Li(x).

Von Mangoldt arriba a la seva féormula seguint pas a pas la construc-
ci6 de Riemann, pero partint de la derivada logaritmica —('(s)/((s)
en comptes de la funcio log((s) i de la funcié de Chebyshev ¢ (z) en
comptes de la funcié 7(z). En expressar la primera com a transformada
integral de la segona i per inversi6 de Fourier es tenen les expressions

Bt
-2 ()4 o

Aplicant la derivada logaritmica a la descomposicié en producte de &
(que afortunadament havia estat demostrada per Hadamard tot just
dos anys abans) von Mangoldt obté

O s s s <O
-1 — '
((s) s oo Ps—r)  <(0)
Finalment, substituint cadascun dels sumands d’aquesta expressio en la
formula integral per a la funcié 1 i prévia justificacié de la convergéncia
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en cadascun dels passos, arriba a la formula

(10)  ¢Y(x) =2z — Z $—p+llog< v )—1og27r, x> 1.

2 2 —1
£(p)=0

En comparar-la amb la formula explicita de Riemann (9) s’observa que
I’analogia entre totes dues és total. La funci6 x és el terme principal. La
funcio %log(xé”—il) és monotona decreixent i tendeix a zero, de manera
que la seva contribuci6 és irrellevant; en escriure-la com a la suma de la
série — zn>1 % es veu que la seva preséncia a la formula correspon
als zeros trivials de la funcié (. Cadascun dels zeros no trivials dona
lloc a un terme oscillatori z”/p, en el benentés que la suma s’ha de fer
aparellant cada zero p amb 1 — p o bé simplement com a limit de les
sumes parcials fent tendir |p| a infinit.

El teorema dels nombres primers. El Teorema dels Nombres Pri-
mers, conjecturat per Gauss i Legendre, va ser finalment demostrat
I’any 1898 simultaniament i de manera independent per Hadamard i
de la Vallée-Poussin, de manera molt semblant, i tots dos seguint el
cami indicat per Riemann.

Segons la versio equivalent del teorema dels nombres primers donada
per Chebyshev, el que s’ha de demostrar és que lim, .. ¥ (z)/z = 1.
Tenint en compte la formula explicita de von Mangoldt (10) es dedueix
que el teorema dels nombres primers equival al limit

7P
lim M = lim Z

p

Pt

p

= 0.

Ara bé, si es demostra que el limit es pot calcular terme a terme,
aleshores n’hi ha prou a comprovar que 2~ — 0 per a tot zero p a la
banda critica, el qual és equivalent a la condicio 0 < R(p) < 1. Atesa
la posicié simétrica dels zeros respecte la recta critica, resulta que el
teorema dels nombres primers és conseqiiéncia de que la funcié zeta de
Riemann no tingui zeros sobre la recta R(s) = 1.

Tant Hadamard com de la Vallée-Poussin van evitar haver de justifi-
car 'intercanvi del limit amb el sumatori partint de férmules que s6n
lleugeres variacions de la formula explicita de von Mangoldt i que sén
expressions no pas per a v sino per a les funcions fo‘r t=*4(t) dt amb
k =1 (Hadamard) o k = 2 (de la Vallée-Poussin). Les demostracions
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segueixen els mateixos passos perd son forca més facils; de fet sembla
que Hadamard volia que la demostraci6 del teorema dels nombres pri-
mers no depengués del treball de von Mangoldt publicat tot just feia
poc, amb aspectes que encara no havien aconseguit convéncer alguns
experts.

Un cop arribats aqui 'anic que cal és demostrar que ((s) # 0 per
a tot complex s amb R(s) = 1. Tots dos ho aconsegueixen en veure,
combinant la funcio zeta, el seu logaritme i la seva derivada logaritmica,
i fent servir 'equacié funcional, que si hi hagués un zero al punt s =
1 + 4t aleshores seria |((1 + 2it)] = oo, que no pot ser ja que ( és
holomorfa fora de s = 1.

Les investigacions de de la Vallée-Poussin sobre els zeros de la funci6 ¢
li permeteren arribar a un resultat més fort, en qué aconsegueix trobar
una regio6 lliure de zeros dins de la banda critica. Més endavant aquest
tipus de resultats sobre regions lliures de zeros s’han anat millorant
successivament, pero tots ells son del tipus

. C
C(o+1it) A0 per 1 NG <o <1,
per t suficientment gran, on C' és una constant positiva i A(t) una
funci6 que tendeix a infinit (logt en de la Vallée-Poussin, millorada
fins a (logt)??(loglogt)!/3 per Richert el 1963). A pesar d’aixo avui
dia encara no se sap demostrar que ¢ no tingui zeros a la banda vertical
1 — e < R(s) < 1 per cap nombre positiu e.

Provocant un gran enrenou en la comunitat matematica, Erdos i Sel-
berg van obtenir 'any 1949 una demostraci6 del teorema dels nombres
primers basada només en enginyoses fites de funcions aritmeétiques, que
no requereix técniques analitiques ni té cap relaci6 amb resultats de
Riemann. Se la coneix com a demostracié elemental del teorema dels
nombres primers, tot i que la paraula elemental només es pot fer servir
aqui en el sentit de no necessitar cap eina analitica, doncs la demostra-
ci6 és intricada i requereix de varies desigualtats fines que no s’obtenen
pas sense grans dificultats i demandant una considerable virtuositat
técnica. A pesar d’una certa expectacié sobre les conseqiiéncies que
podria tenir per a I'estudi del terme d’error per altres vies, i d'una agra
disputa per la precedéncia de l'autoria, la realitat és que les técniques
emprades en aquestes i altres «demostracions elementals» posteriors
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no han donat fins ara el fruit obtingut amb la poténcia de les eines
analitiques.

El terme d’error en en teorema dels nombres primers. Gauss
va observar que la funcio Li(z) aproxima el valor de 7(z) sempre per
escreix en tot l'interval on havia fet els seus calculs, i aixo s’ha seguit
complint per a tots els valors de x dels quals s’ha pogut calcular el
valor de la funcio 7 fins ara (vegi’s la taula 2). Per més d’un segle tots
els matematics (Gauss i Riemann inclosos) pensaren que la diferéncia
Li(z) — m(z) seguiria sent positiva indefinidament. L’any 1916 Litt-
lewood va demostrar un resultat sorprenent: la diferéncia Li(z) — 7(z)
alterna el signe infinites vegades quan = va creixent! Més precisament,
el que Littlewood demostra és que

. log log log x
Li(z) — w(x) = Q4 (\/E glo%:xg) ,

on la notaci6 indica que el terme de 'esquerra supera en magnitud
el de la dreta, per x tant gran com es vulgui, i prenent tant valors
positius com negatius. Observi’s que aquest resultat de Littlewood
té una altra conseqiiéncia que contradiu el que les dades numériques
porten a creure: que I’aproximacié de Riemann Ri(z) del valor de 7(z)
sigui sempre millor que I'aproximacié de Gauss Li(z) (vegeu la figura 2
ila taula 2). En efecte, al voltant dels infinits punts = on la diferéncia
Li(z) — m(x) travessa l'eix real I'aproximaci6é de Gauss és imbatible!

Fins ara no s’ha pogut donar cap valor numéric concret de z en qué
m(x) superi Li(z), i pel que en sabem de la magnitud dels nombres amb
aquesta propietat és gairebé segur que ni per més capacitat de calcul
de qué es disposi en el futur, ni per molt que es millorin els algorismes,
mai sera possible calcular el nombre 7(z) exactament en cap d’aquests
valors. En efecte, 'any 1933 Skewes demostra, suposant la hipotesi

de Riemann, que existeixen nombres z < 101" amb m(z) > Li(x).
Aquesta fita es cita sovint com el nombre més descomunal que mai
hagi jugat algun paper serids en un article matematic. Mes endavant
el mateix autor va aconseguir rebaixar la fita canviant el 34 per un
3 i que resultat fos independent de la hipotesi de Riemann. Amb el
temps la fita s’ha anat rebaixant gracies a disposar de més zeros de (
calculats cada vegada amb una precisi6é millor; en un article recent [2]
es donen arguments (basats en un gran nombre de zeros) a favor de que
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el primer canvi de signe en l’error del teorema dels nombres primers té
lloc al voltant de 1.398 x 10316, T’any 1994 Rubinstein i Sarnak [13]
demostraren (modul hipotesis plausibles sobre els zeros de la funcié zeta
que inclouen la hipotesi de Riemann) un resultat que d’alguna manera
explica perqué cal anar tant lluny i es tan dificil trobar valors negatius
a pesar dels infinits canvis de signe que Littlewood ens garanteix que
hi ha d’haver: la diferéncia Li(x) — 7 (x) és positiva per al 99.999973 . ..
per cent dels nombres!

Es recomana al lector encuriosit per aquests resultats que llegeixi ’excel-
lent article Prime number races d’Andrew Granville i Greg Martin [7]
on es descriu un fenomen analeg que es déna en comptar nombres pri-
mers en diferents progressions aritmeétiques de la mateixa rao, i que
s’explica gracies als resultats de Littlewood i de Rubinstein i Sarnak
aplicats a funcions L de Dirichlet.

Un altre topic que guarda molta relacié amb els resultats sobre el ter-
me d’error és el de 'estudi estocastic de la distribucié dels nombres
primers, que aprofundeix en la observacié de Gauss sobre la variacid
de la densitat dels nombres primers. A finals dels anys 30 Cramér va
proposar fer servir el model estocastic consistent en una successié de
variables aleatories {X,},>2 que prenen valors 0,1 amb probabilitat
P(X,, =1) =1/logn, la qual és un model de la successio dels nombres
primers. La idea és que qualsevol propietat d’aquesta successié que es
compleixi gairebé segur (amb probabilitat 1) la complira la successio
dels nombres primers. El fet és que molts resultats coneguts (teorema
dels nombres primers, oscillacions de Littlewood) o conjecturats (hipo-
tesi de Riemann, conjectura dels primers bessons) s’adiuen plenament
amb les prediccions d’aquest model, el qual ha estat sovint utilitzat
com a argument en favor de propietats conjecturades de la successid
dels nombres primers i també com a motor per a predir-ne de noves.

Métodes numérics i zeros de la funcié zeta. El primer calcul
de zeros el va publicar Gram el 1903, tot i que Siegel trobaria més
tard calculs d’aquesta mena entre els papers de Riemann. Emprant la
formula sumacié d’Euler-Maclaurin per calcular els valors de la funcié
zeta i de la funci6 gamma, Gram va aconseguir donar els 10 primers
zeros de la funci6 ¢ amb 6 decimals de precisio i demostrar la hipotesi
de Riemann fins a 7" = 50. Vegeu la figura 9, en qué, a part del valor
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numeric dels zeros, es mostra la seva posicidé sobre la recta critica.
També s’hi representa graficament el recorregut de ( (% + it) quan el
parametre t recorre l'interval 0 < ¢ < 50, on es veu com passa deu
vegades pel punt zero.

La determinaci6é numérica dels zeros a la recta critica s = % + it es
redueix a l'estudi de la funcio f(% + it), que és una funcio real de la
variable real t. Utilitzant les técniques numériques habituals per a
aquest tipus de calculs es poden aproximar els zeros amb la precisio
desitjada, sempre que es sapiga calcular el valor d’aquesta funcié amb
prou precisio. En comptes de treballar directament amb & (% + it) és
habitual considerar la descomposicio

1 1 S ;
§ (5 + z't) = |:_e§Rlog(F(s/2))ﬂ_—1/4 (5 + g)] x [e\slog(F(s/2))ﬂ_—zt/2c(S)] 7
on el primer factor pren sempre valors negatius i la funci6é del segon
factor es coneix com a funcid de Riemann-Siegel i es denota

‘ 1 1t t
Z(t) = ¢ <§ + it) , U =Slog (F (1 + 15)) — 5 logm.

Aixi, tant els zeros com els canvis de signe de la funcié de Riemann-
Siegel coincideixen amb els de la funcié f(% +1t). La figura 10 presenta
la grafica de la funci6 Z de Riemann-Siegel en intervals tots de mida
50 contenint nombres de diferents ordres de magnitud. S’hi observa
com, en augmentar z, els zeros es van atapeint com a conseqiiéncia de
la formula de Riemann-von Mangoldt (6), apareixen alternats amb els
extrems locals (conjectura equivalent al fet d’ésser tots simples), i les
oscillacions augmenten en amplitud.

A més de calcular numéricament valors aproximats dels zeros de la
funcié ¢, també es pot demostrar amb técniques numeériques que tots
els zeros de ¢ en una regio6 fitada [0, 1] x [0, 7] de la banda critica cauen
exactament sobre la recta critica, de la manera segiient. En primer lloc
s’apliquen teécniques numériques per integrar la derivada logaritmica
de £ sobre la frontera d’aquesta regio; el resultat sera el nombre de
zeros N(T') dins de la regio i, tractant-se d’un enter, pot calcular-se
exactament a partir només d'un valor aproximat de la integral. A
continuaci6 es busca una seqiiéncia de valors 0 < to,tq1,...,t, < T del
parametre t tals que el signe de la funci6 Z(t) canvii de I'un al segiient,
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02 04'06 08 10

p1 = 0.5+ 14.13472514173471
p2 = 0.5 4 21.02203963877164
p3 = 0.5 4+ 25.01085758014574
ps = 0.5 4 30.4248761258595¢
ps = 0.5 4 32.9350615877392:
ps = 0.5 4+ 37.58617815882571
pr = 0.5+ 40.9187190121475¢
ps = 0.5 4 43.3270732809150:
po = 0.5 + 48.0051508811672
p1o = 0.5 4 49.77383247767231

FiGURA 9. Els 10 primers zeros no trivials calculats per
Gram 'any 1905, amb altura < 50.

49
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FicguraA 10. La funcié Z de Riemann-Siegel en diversos
intervals de mida 50.

el qual garanteix que el hi ha almenys n zeros sobre la recta critica.
Si s’aconsegueix arribar a n = N(T) es dedueix que la hipotesi de
Riemann és certa en la regié considerada. Naturalment, aquest métode
donara resultat només si tots els zeros en la regié son de multiplicitat
1, propietat que es conjectura certa, i de fet ha funcionat sempre en
tots els calculs fets fins ara.

Backlund l'any 1915 i Hutchinson I'any 1925 van ampliar els calculs
fets per Gram fins a T = 200 (regi6 on hi ha 79 zeros) i T' = 300 (138
zeros), respectivament.

Un aveng important en les técniques per avaluar numéricament la fun-
ci6 zeta a la recta critica és una férmula asimptotica per al calcul de
la funcié Z(t), coneguda pel nom de férmula de Riemann-Siegel, que
Siegel va trobar en els papers de Riemann, la qual va permetre avaluar
numéricament aquesta funcié de manera molt més eficient i precisa, i
ampliar considerablement els resultats numérics obtinguts fins alesho-
res.

La revoluci6 informatica de les darreres décades i 'increment continuat
de la poténcia de calcul consegilient han permeés estendre els resultats,
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tal i com es pot observar a la taula 3. El récord actual és de 'any
2004: s’han calculat els primers 10 bilions de zeros de la funcié zeta de
Riemann i cap d’ells s’ha desviat el més minim de la recta critica!

Any | Nombre de zeros | Autors

1903 15 | J. P. Gram

1914 79 | R. J. Backlund

1925 138 | J. I. Hutchinson

1935 1041 | E. C. Titchmarsh

1953 1104 | A. M. Turing

1956 15000 | D. H. Lehmer

1956 25000 | D. H. Lehmer

1958 35337 | N. A. Meller

1966 250000 | R. S. Lehman

1968 3502500 | J. B. Rosser, J. M. Yohe, L. Schoenfeld

1977 4 x 107 | R. P. Brent

1979 8.1 x 107 | R. P. Brent

1982 2 x 108 | R. P. Brent, J. van de Lune, H. J. J. te Riele, D. T. Winter
1983 3 x 108 | J. van de Lune, H. J. J. te Riele

1986 1.5 x 10° | J. van de Lune, H. J. J. te Riele, D. T. Winter
2001 1010 | J. van de Lune

2003 2.5 x 101 | S. Wedeniwski

2004 1013 | X. Gourdon

TAULA 3. Nombre de zeros calculats

Aproximacions a la hipotesi de Riemann. En el darrer segle i mig,
a través de les investigacions dels continuadors de 'obra de Riemann,
han proliferat els problemes i les teories directament relacionades amb
els seus resultats, i en especial amb la conjectura encara per demostrar.

El més significatiu és sens dubte el fet que la hipotesi de Riemann
és equivalent al fet que 'error del teorema dels nombres primers sigui
en un cert sentit el més petit possible (no pot ser menor degut a la
magnitud de les oscillacions predites per Littlewood). IL’any 1901,
Helge von Koch va demostrar que la hipotesi de Riemann és equivalent
a que

Li(z) = n(z) + O(Vz log x).
Mertens estudia la funci6 M(z) = > ., u(r) que déna la suma dels

valors de la funci6 de Mobius en els enters menors que x; tenint en
compte que aquesta funcié multiplicativa proporciona els coeficients de
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la série de Dirichlet que dona el reciproc de (,

qo-1(-5) 25w

p p

i com a conseqiiéncia de condicions ben conegudes per a la convergén-
cia d’aquest tipus de séries, no és dificil concloure que la hipotesi de
Riemann és equivalent al fet que es tingui M(z) = O(y/z'°) per a
tot £ > 0. Mertens enuncia, el 1897, la conjectura |M(x)| < v/z (que
implica la hipotesi de Riemann) perd 'any 1985 Odlyzko i te Riele van
refutar-la: emprant una ingent quantitat de zeros de la funcié zeta cal-
culats amb prou precisié es pot veure que hi ha algun nombre menor
que e321X10° on que la suma dels valors de la funci6 de Mébius supera
l'arrel quadrada. Els experts opinen que la desigualtat |M(z)| < C'y/x
sera també eventualment falsa per a tota constant C', tot i que aixo no
s’ha aconseguit provar fins ara.

Una altra via d’aproximaci6 a la hipotesi de Riemann és 'estudi del
creixement de la funcié ¢. Per a cada nombre real o la funcié ¢ té ordre
de creixement finit a la recta vertical d’abscissa o, o sigui |((o+it)| < t*
per algun a > 0 it prou gran. Definint w(o) com l'infim d’aquests
nombres a s’obté una funcié continua monotona decreixent a tot R. Es
facil calcular els valors d’aquesta funcié per als valors fora de I'interval
0 < o < 1 corresponent a la regi6 critica i la gran incognita és el valor
en 0 = 1/2. La hipotesi de Lindeldf prediu que w(1/2) = 0 o, de
manera equivalent, que

w(o) = {

i es pot demostrar que equival a la hipotesi de Riemann. El 1916 Hardy
i Littlewood van demostrar que w(1/2) < 0.166...; el récord actual és
de Bombieri i Iwaniec, que donen la fita 9/56.

1
3 o<
0, si o>

Una aproximacié deguda a Beurling i Nyman des de ’analisi funcional
obté la hipotesi de Riemann com a conseqiiéncia que ’espai generat
per les funcions
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on {-} indica la part fraccionaria d’'un nombre real, per als valors de
I'interval 0 < a < 1, generen tot 'espai L?(0,1). Una descripci6 deta-
llada d’aquesta teoria (i molt més) es pot consultar a [5].

Per acabar, tot i que la llista podria seguir, una equivaléncia curiosa:
la hipotesi de Riemann és equivalent a que det(A(n)) = O(y/n' "), on
A(n) és la matriu binaria que té un 1 en el lloc (i,7) si j =10 bé i | j,
i zeros a la resta (vegeu [4]).

Operador de Riemann i matrius aleatories. Una de les aproxi-
macions a la hipotesi de Riemann que ha originat més discussio6 i con-
troversia és la coneguda amb el nom de conjectura de Hilbert-Poélya.
Es tracta de I'especulacio sobre la possibilitat que els zeros de la funcié
13 (% + 1t) siguin valors propis d’un operador hermitic auto-adjunt en un
espai de Hilbert de dimensi6 infinita adequat, 'operador de Riemann.
Com que aquests zeros son reals, la hipotesi de Riemann queda reduida
«nomeés» a la construccié d’un tal operador.

L’analogia amb el cas de les funcions L locals, en que la hipotesi de
Riemann es va demostrar a partir de la construccio de certs espais (la
cohomologia (-adica) i de les propietats d’un automorfisme que hi opera
(Pautomorfisme de Frobenius), ha estat de vegades presentada com a
argument en favor d’aquesta via, tot i que els experts son molt cautes
en les seves opinions al respecte (veure [1, 3, 14]).

La conjectura de Hilbert-Poélya rebé un fort impuls durant els anys 70
quan Montgomery i Dyson observaren que l'espaiat entre zeros con-
secutius de la funci6 zeta, convenientment normalitzat, es distribueix
de manera increiblement idéntica a com ho fa 'espaiat entre els va-
lors propis de matrius aleatories hermitiques. La verificacié numeérica
d’aquesta «correlaci6 de parells» ha estat I’objectiu de molts projectes
de calcul intensiu durant les darreres décades, essent aquest un dels
principals esperons per al desenvolupament de técniques numeériques
relacionades amb la recerca de zeros de la funcié (. A més, la teoria
s’ha estés amb éxit a altres families de funcions L, fent-les correspondre
a matrius aleatories de diversos tipus. En tots els casos les dades con-
firmen el comportament previst, tot i que fins ara no s’ha obtingut cap
resultat teoric rellevant sobre la funcié ¢ com a conseqiiéncia d’aquesta
teoria.
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