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Introduction.

§wr le probléme des trols corps et ley équdtions de la dynamigue.

Le présent mémoire a 6&té entrepris pour répondre & la premiére
des qualre questions du concours; nsis les résultats que jui obtenus
sont tellement incomplets que Jmurnis hésité © les publier si je e savais
que Tlimportanco et ln difficulté du probléme donne de l'intérét & tout
ce qui s'y rapporte et qu'on ne peut attendre une solution déhinitive que
d'une longue série d'efforts successifs.

Les immortels fondateurs de lu mécunique cdlesle ont cherché i
résoudre le probléme des u corps pur upproximutlions successives. A cot
effet, ils ont développé Ja solution suivant les puissances croissantes des
onsses el exprimé choque terme du développement pur une série de
sinus cb de cosinus. Leur suceds wmontre suffisninment que cetle méthode
était lu plus convenable pour les premicres epproximations.

Parmi les résultuts quila ont obtenus, un des Mus remargués est
celui qui so rapporte & Ja stabilité du eystée soluire. Larnacs et Puols
5ON sont parvenus i démontrer qu'en tennnt compte seulement des pre-
micrea et des secondes puissences des masses, les grands nxes des orbiles
ne subissent que des varintions périediques. On o eru lenrtemps que
le [nit était général et on en o midme cherchd une démonstration di-
recle; c'dtnit une erreur. Dés qu'on tient compte des troisiéines puis-
gances ded mosses, on voit npparnitre des termes séeulnives duns le dé-
veloppement des prands nxes,

Ainsl la méthode dont nousvemons de parler devient insuffisante
quand on veut pousser l'approximution un peu loin. Les séries aux-
quetles elle conduit contiennent non seulement des termea purement tri-
gonométriques de la forme: '

Asinaz ow PBcosal,
non seulement des terines mixtes de la forme:

A" sinat 0w D™ cusatit

'.é." _-:-;il'.



I H. Poincard.

mais des termes puteinent séculaires de ln forme
e=,

Rien ne perinet done dnlfirmer que ces séricg resteront convergentes pour
de zrandes vuleurs de Z,

Aussi les géométres contemporning se sont ils efforcés de remplacer
ces développernents par d'uwutres séries he contennnt que des termes tri-
gonométriques, I|s Y sont enfin parvenus dang ceg derniers temps ¢t Tes

séries de M. GveLosy comme celles de M, Livpstent ne contiennent que
des termes en

Asinal ou cosat,

ol non seulement . ¢l [ muis encore a sout développés suivant les
puissances de g, . .

Tout w'est pas fini cependunt. On peut se demander & les séries
ainsi obtentes sont convergentes et comine In présence de apetits divi-
seurss a pour eflet de rendre certains lerines Lrés grands, on Peut avoeir
des doutes séricux au sujet de cette tonvergrence. Le présent traynil
hentrerw que ces doutes sont fondés; toutes ces séries divergent; je dois
réserver toutefois les séries proposées par M. Gyrpy dana son dernjer
mémeire {Actu, . 9); en ce qui les concerne je »’ui wucun moyen de
reconmiitre si elles sont convergentes ou divergaentes.

Ainsi en eherchant i intégrer les équations différentielles dy rro-
Llcie des trois corps par des series trigonométriques, on cst générule-
ment conduit i das développements divergents, muis on sit qu'il existe
pour les équations differenticlles de tous les ordres des procédés dinté-
gratien dont Ja coitvergenee est cerlaine ef on pourrnit ¢n atlendre deg
résullnts dans 1o cag qui nous occupe, ,

Caveny a hinuginé un provédé dJe caleul ingénicoy il u eppelg,
jo ne sis Pourquoi, zealenl des Timitess {Comptes rendus, tome 14,
P 1020—10235) et puar lequel il ontre que les équntivns ditférentielles
durdre queicongue, edmnettent une integrale développable pur In rérie de
Taveon. Il y o exception en certnins peints nominés points singuliers.

Considérablement perfectionné par M. WEIERSTRASS, lo pealey] des
limitesr 2 fourni une importante moisson aux gcométres qui l'ont carltive
et en particalier 3 MM. Brior et Bouquer et M™ Kowarmvsir Clest

gingulier enlre £ = 0 ct t =

Sur lo prollama des trojs corpy ot les dpuativny de 2 dynaminue. 7

oinsi, que les résultnts de Cavcny ont eté étendus nux équutions nux
dérivées puctielles, .

Purmi ces résultats, je citeraf le swivant: soit = une quantité définie
en fonction -de ¢ par une équation différentielle dn a* ordre ot entre un
cerbain paramétre p. Considérons la solution particulidre qui est telle
que # s'wonule pour { =0 ainsi que ses #— 1 premiéres dérivies. Celte
solution pourra se développer suivint les puissances de £ et de g, Ponryvy
que £ et g soient assez petits; mois il y o plus; eette solution pourra
Encare, . pour upe valeur parliculidre ¢ de ¢ se développer suivant Jes
puissances croissnntes de # seulement, pourvu que # #oib nssez pelit et
quelque grand que soit f, & moins quon Wit ‘pussé par quelqne point
.

Les séries ninsi obteriues sont toujours convergentes au moins dans
urme cerfnine étendne, nais il arrive en général que celic conversence
mu liew gque pour les petites valeurs de Ja variable. M, Porvcane par
Iupplication des principes de Cavenv, n trouvé dus sévies (Comptes
rendus, 27 favrier t582) qui restent convergented pour foutes les va-
leurs du tenps. Il ne fuut pas croire pourtant Je probléme réiolu; ces
gévics, procddent suivant Jes puissnnees de certaineg variubles, peuvent
servir & démontrer 1'existonce de Vintégeale, ou méine i calenler su valenr
numeérique; mais o Plupnrt du temps, clles ne nolls en font pas con-
mltre les propridtés.  GClest ninsi qn'elles sont impuissantes, dans le eas
de ln méeanique céleste, & wettre en évidence ln périodicite quand elle
exisle, ou i décider Ta question de In stabilits.

Clest it un ordre d'idées obsolutnent  ilférent que se rapportent
d'antres mémoires do M, Porxcans nuxquels nous ferons quelques em-
prunta (Journnl de Liouvirne, 3™ série, tomnes 7 ol 8; 4™ série, tomes
t et 2). Duns ces mémoires intitulds Sur les courbes définies pav les égnas
tions difféventiclies il cherche & construire ees courbes et b lélerminer dans
le plan ct dans 'espace une région limitée d'oqt clles ne peurront jnmais
sortir. Il y cst parveny pour certnines déquations differenticlles wnais les
équntions do In dynunique ont semblé jusquiici rebefles™s sa inéthode.

Duns le présent travuil, je ferni concourir & mon ‘birt Jes .irois mi-
thodes dont je viens de pirler; anx ancienncs méthedes de la méecanique
edleste, Jjemprunterai In forme trigonomélriquc des développements; au
scoleul des liinitess In démonstration de leur confVpradhce; enfin clest i
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ln méthode “géometrique de M. Pomcans que jaurai recours pour de-
montrer In stabilite, S

" Malgré Temploi simultang de ces trois méthodes; jointes & quelques
principes nouveaur, Jai A me restreindre f un ens porticulier. J'ai trajid
seulement des équations de la dynnmique quand’ il n'y a {pour employer
ltne expression usitée on Angleferre) que deux degrés de Jiberte (degrees
of freedom). En ce qui concernc le probléme des trois corps, je ne suis
pos sorti du cna suivant:

Je considére ‘Lrois thasses, In premiére trés gronde, la seconde petite
nais finie, ln iroisidme infiniment petite; je suppose que les deux pre-
miéres décrivent un cerele gutour de leur centre de gravité ‘commun et
que la troisiéme se meut dons le Plan de ces cercles, Tel serait le cns
d'ine petite planéte troublde pat Jupiter, si l'on négligenit 1'excentricité
de Jupiter ¢t 'inclinnison des orbites,

Dans ce cas Paviienlier, 7ai démentrs rigonreusement la stabilité, non
seulement en montrant que le rayon vecleur de la petite planéte ne peut
craitre indéfiniinent, ingjs en lui fxnnt sinon ses limites précises, au
moins des limites nussi rapprochées qu'on le veut de cos Iimites préciges.

Les démonstrations du caleul des limites ne 'oppliquent pos en
géntral oux séries trigonométriques de In mécanique céleste et ne per-
meltent pas d’en démonirer la ennvergence,

L'obstacle qui s'y oppose st In préseuce d'une infinitd de pelits di-
viscurs.  Mais il est un cos ol cis petits diviseurs disparuirsent, ¢'est celyi
ol il n'y u plus qunn seul argumnent, c'est b dire celui des sointions
perimdigues qui ont ¢té remcontrées dans certning ens particuliers d'abord
par M. Hivn {(Awnerican Journnl, L 1), puis pur M. Porscang (Bulletin
4stronomique, t 1) On en irouvern duns o suite une théorie compléle.

Pour pouvoir nppliquer aux équalions dc Ja ‘dynamique la méthode
péométrique de M. Powcans, jni dv introduire une notion nouvelle qui
est celle des invariants intégranz, Llle m's ate fort utile et Jai lieu de
¢roire qu'elle pourrn rendre des services duns Jd'uutres problémes

Ges considérations générales qui m'étaient indispensables remplissent
la premiére partie de ce travail. Je n'aborde le ‘probléme lui-ménie que
duns la seconde partie ot je nai Plus qu'a nppliquer les principes posés
dans la premidre. h

——

Premidre partie.

Génédralités.

CHAPITRE I

Notations et deéfinitions,
Considérens un sysiéme d'équalions diflérentielles:

iz,
(n = X :_ﬂ-_ =X,

dz,

=X

nl
ol ¢ représente lu varieble indépendante que nous nppellerons e teraps,
By Fyy 00y 3, les fonctions inconnues, ol enfin X, X, ..., X, sont des
fonctions donndes de By Ty - - o5 Fa Nous supposens en zénernl que les
fonctions X,, X,,..., X, sont nnalytiques ek uniforiies pour toutes les
valeurs réelles de w, 2,,..., 5,

Si T'on savnit intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat
de Vintégration sous deux formes diltérentes; on poureait éerire:

(7) J.'|=5.cl(£,(,'|,(,',,...,C',,}, .’IT,l=p,(:‘-,6',,6',,...,6',), -
s_:s.'_(!,cl,c,,....(:‘,),

Gy Cayonn, O désignnnt les econstantes d'intégrating,
On pnurenit éerire cneore, en vésolvant par rapport & ces eonslantes:

C‘]=Fj(£!slix1"",mn)' e

C”l=Fl(fJ$|!sI!"'lz-)l

(3)

.i.'._"- -
¢, = F-(t P T Ty, 5-)! o T
Adks wathesintiot, 12, Inprimd 1a 3 [nist 112, 2
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Pour éviter toute eonfusion, nous dirons que les équationa (2) repré-
gentent lo solution génédrale des équations (1) si les constantes O ¥ reslent
arbilraires et qu'elles représentent une solution parliculiére sl on y donne
sux C des vnleurs numériquer. Nous dirous d'nutre part quo dans les
¢quations (3), I, F,,..., F, sont n intégrales pariiculidres des équations
{(1)- Le sens des mota solution el intégrale se trouve ainsi entidrement fixé.

Supposons que l'on’ conmnisse une golution perticuliére des équntions
(1) qui s'écrirn:

{a) a=el)  m=e), ..., 5=

On peut se proposer d'étudier les solutions porticuliéres de (1) qui
différent peu de In selution (4). Pour cela posons:

271=51‘-1+E|,‘ :r'i=§°:|+‘E,l LRI In=P-+En

et prenons pour nouvelles fonetions inconnues S, 8. Bilo s
lution que l'on veut étudier différe peu de lu solution (4), les & sont
trés petits et nous cn pouvons négliger les carrés. Les équations (1)
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des £:

4 dX, ax Cax
{s) 17' = :iTIIEI + LE:Ev + .4k dT,.f"-" el %o m)

Dans les dérivées ::;:.', les quantités =x,, z,,..., z, doivent dtre rem-
placées por ¢, (¢}, 0, {8), ..., ga(t), de sorle que ces dérivées peuvent
étre Tegardées comme des fonctions connues dg temps.

Les équations (5) s'oppelleront les éguations auz variations des éque
tions (i). On voit que les équations nux verintions sont linénires,

Les équations (1) sont diles canonigues lorsque les varinbles 2 sont
en nombre pnir n = zp, se répartissant en deux séries

By Byyne ey Ty
Hrrlys oo Vs
el que les équations (1) penvent s'éerire:

di; P e - ar

H = E ' I = -_d_z;' L] P P |

: .»mmo:—-ri’- T —

,-d;xz:EH’-‘-,_-;:--...- [ I

e

Sur Io prebldme des trois corpa ci los équatioas dn la dypawminue. 11

Elles ont alors lo forme des équations de la dynomique et nous dirons,
& l'oxemple des Anglais, que le systéme d'équations (6} comporle p
degrds de liberid, o

On st que ce systéme {6) ndwmet une intégrale dite des forces vives:

I = const,

et que si l'ou en connnlt p— ¢ nutres, on peut considérer les équauiiens
caneniques ¢oinme complétement intégrées, .

Considérons en particulier le cas de n = 3; nous pourrons. alors
regarder x,, @, ot %, comine les coordonnées d'un point P duns Pespuce.
Les équations: ’

dz, i, dz, .
('J ‘F=K|' Efu_: x:! F=:’x:

définissent olors ln vitesse de ce point P en [onction de ses eoerdonnées.
Considérons unc solution particuliére des équutions {1)

T, = ¢, {th T, = gy(th *, = ga(t)-

Lorsque uous ferons varier le temps ¢, lo point P décrirn une certaine
courbe dans U'espuce; nous l'appellerons une érajectoire. A chaque so-
lution purticulitre des équations {1) correspond donc unc trajectoire et
réciproquement. '

Si les fonctions 3 10 X, et X, cont uniformes, pur chogue print de
'espace passe une trajectoire et une scule. 1l 'y u d'exception que si
T'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles sunnulent toutes
les troiz. Les points oll cus cas d’exceplion se présenteraient s'appelleraient
poinls singuliers.

Considérons une courbe gouche quelconque.  Por chacun des points
do celte courbe pusse une trujectoire; l'ensemnble de ces trajectoires cou-
slitue une surface que j'appellerni surfuce-trajectoire. -

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point
gingulier, une surface-lrajectaire qui ne pnssc en uugun point singulier
ne peut dire coupée pur aucune irajectoire.

Nous nurons fréquennment duns In suite & nous occuper de la question
de In stabilité. 1l y aurn stabilité, si lea trois q’ﬁ'@tﬁﬁs T, ¥, , %, Testent
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inférieures & certnines limites quand le temps ¢ varie depuis — oo jusqu'h

+ ¢0; ou en d'outres termes, si le trajectoire du point F reste toutk
entiere dans une région limitée de I'espoce,

Supposons qu'il existe une surfnce-trajecioire fermée §; celte surfoce
partagern l'espace en deux régions, l'une intérieure, I'nutre extérieure,
et aucene trajectoire ne pourrn passer d'une de ces régions dans I'nutre,
51 done ln position initiale dy point P est duns In rémion intéricure, ce
peint y restern éternellement; sa trajectoire sern toute enliére 3 l'inte.
rieur de 8. I y nurn donc stubilite.

Ainsi la question de stabilité se raméne & la recherche des surfnces
trnjecloires ferinées, ' )

Oun peut varier ce mode de représentalion géométrique; supposens

par exemple que l'on pose:
%, = 5{}|(51 1355 3,);

T, = 'lb2(‘"l v, 3:)!

r = d(z,, 2, 3,),

B
I

les & élant des fonctions de a qui sont uniformes pour tontes lea vulours
réelles des 2. Nous pourrons considérer non plus Ty Ty L, Mg
iy &, 5, commme les coordonnées d'un point duns I'sspace. Quand on
connnitra In posilion de ge point,, on connnilra 2, &, 5, et por consé.
quent i, ,r,, £, Tout ce que nous avons dit Plus bnut reste exact.

[l sullit méme que les trois fonctions ¢ restent uniformes dums un
cerinin domnine, pourvu qu'on ne sorte pos de ce domnine.

Si >3, ce mode de représeniation ne peut plus étre einployé en
zénéeal, & oing qu'on ne se reésigne a envisuger Fespace o plus de trois
dimensions. I est pourtant un ens ol lu difficults peut dtre tournde,

Supposons par exemple que # = 4 et gu'on connaisse une des juté-
grales des équations (1), Soit:

{(7) Pz, z,,7,8)=C

cette intégrale.  Nous regerderons o constante J'intégration ¢ comme
une donnée de lu question. Nous pourrons nlors tirer de I'équation (7)
une des qunlre quantités %y Ty, %, £, en fonclion des Lrojs nutres, ou

RS

Cawr e "

Hur le problbmo des croin aorps ol les dquations de la dyguwique. 13

bien ancore trouver trois’ varinblos auxiliaires 5y &4 5, telles gu'en
fuiseni:

T, ‘='_5b|("|.r 258 x, = ¢l 2, 5)
Fy = ibS(EI. 13y 3|)' T, = 9"'4("| vy, 3:)'

on satisfasse & Féquation (7) quelles que soient les valeurs de 5y 5,2
Il errivern souvent qu'on pourra clioisir ces variables nuxiliaires z de
fugon que les quatre fonctions ¢ soient uniformes, sinan pour toutes les
valeurs réelles des s, uu moins dans un domnine d'oit on n'nura pas 4 sortir,

On pourrn alors représenter In situation du systéime par un point
dont les coordonnées dns l'espnce seront z,, ¢, ot s,

Supposons par exemple que l'on ait des équations coponigues avee
deux degrés de liberteé:

de,  dF dz, dF
e A
dy, ar dy, - dF
i N X

Nous aurons quntre variables Ty By ¥y 0 Yyp WS ees varinbles seront
lides par I'équation des forces vives:

F=¢,

de sorte que si nous regardons lu constante des forees vives ¢ comme
connug, il n'y wura plus que trois varinbles indépendantes ¢t que ln re-
présentution géométrique sern possible.

Nous distinguerons parini les varinbles Ty Ty, ..., F, les variables
lindaives et les variubles angnlaires. 7l pourrn arriver que les fonctions
X, X, . 0 X, sotent toules périodiques par rapport & 'une des variables
®, et ne changent pna quand cette varinble auztente de z7. Lo vnriable
z, el celles qui jouisseal de In méme propriété seront wlors angulnires;
les nutres seront Jingaires.

Je dirai que la situation dun systéme n's pas ch‘:'ihgé si {outes les
variables nngulnives ont augmenté d'un multiple de”2x ot si toutes les
voriables lindaires ont repris leurs valeurs primitives.

Nous adopterons nlors un mode de représentution tel que le point
représentatil P revienne au méme point de l'eEpg,“;e.T'{gunnrl une on plu-

3N
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sieurs des varinbles nngulnires aura nugmenté de 2. Nous en verrons
des exemples dans Iz suite. ' :

Putini les solutions particuliéres des équations (1), nous distinguerons
les solutions périodigues. Soit

& =g, {}, =), ..., z,= #a{t)

une selution particuliére des équntions (1} Supposons qu'il existe une
quuntité & ielle que: '

it -+ B) = pi(e)
quand z, est une varinble linénire et
A + W) = ¢,(8) + 2k, (k étani entier)

fquand x; est une varinble angulaire. Nous dirons nlors que lo golution
considérée cst périodigue et que L est lo période,

Si l'on adopte un mode de représentation géométrique tel que le
point représentatif reste le mame quend une des vaoriables angulnires
sugmente de 2xm, loute solution périodique sern représentée por une tro-
Jjectoire fermee,

CHAPITRE IL

Theorie des Invariants Intégraux.

§ 1. Propriétés diversey dey dquations do la dynamigne.
Seit I une fonction d'une double série do vnrinbles:

Ey g Ty ey Ly

yl-'yll' -t 'lyu
et du temps ¢,
Supposons que l'en it fos dquations différentiellys:

dm _ dp dyc  dF
(5) COa U

i

o

o

L‘ql

o
T

(23 T
Lt

IS 1k vt EEENET:

-

o dPASTRRIRL G

—trer

T s, e WY e

Sur lo problbme des trois corps et les dguolions de la dynamique. 15

Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équnlions:
- 5,;2",----:5.-!/”.'?,:----.’1.:
z|+5|!s,+e-,|"':zn+sl|y:+7]1ly:+7hr"'l.’/-+7}-l

les & et les 3 dtant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs corrés.
Les ¢ eu les 5 ratisferont alors mux équations différentielles lingaires

& d'F d'y
‘-u— == Z‘ d_y'd:': E.l +Z} dyidy.l ey
dp_ i'F _ arw
a Zn dxydz, & Zl dzydy, G4

qui sont les équalions aux varintions des équutions (r).
Soit §}, y; une notre solution de ces équations linduires de sorte que:

(2)

dé; oF aF_
. i Tyl & +Z.dwm A .
2!
diy; _ d'F o, da'F ; )
dL = _Z. dz,dz, & _Z. drgdy; T

s

Multiplions les équations (z) ct (2} respectivement par 5], — &, — M,
et fiisons ln somme de toules ces équations, il vieudrn:

(e 0 dé dpy
p ('QIF_" E‘r_ﬂ-_ i + Eul—“—) ==

1

—
A U LA p AU )
z' Ll( 1L/} Ey_;da:. -+ Tt d_“_ytdy. + & Tode, +Iﬂl'ﬂ e, dys
e da'F -8 a'g )
eV — - oy ’
_HZ| Zg( ™ fyda, + 7 dyidy, + q'E'dz,tfxg + E'mu'.c,dy;
ol
d r ’
z qilnb—&pl =o
ou enfin e

&) AG—&mF & —&m b 4l — 2y = constante, . |

Voils uve relntion qui lic entre elles deusx solutions quelconques des
équalions lingnires (2), . e 53
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Il est nisé de trouver d'nuntres relations analogues.
Considérons quatre solutions des équntions (z)

&, &, &, &n,
T B wm, me

Considérons ensuite [o somme des détermninnnts:

& & & &

D30 M
e le g g g

anr

7Y 7}; 7]:’ e
ot les indites i et % varient depuis 1 jusqu'a n. On vérifierait snns
peine que ceile somine est encore une constonte.

Plus généralement si l'on forme X l'aide de 7p solutions des équn-
tions (2) In somme de déterminants:
Z:.n,...u,le-.’?n,eg’?q e e-u, ?E’ l!
(:I,a.‘,,....a’= 1,2,...,1)
cette somme sern une constante,
En particulier, le déterminant formé par les valeurs des zn quantités
§ ety duns 2n solutions des équations (2) sern une constante,
Ces considérntions permeltent de trouver une solution des équntions

(2) quand on en conmnit une intégenle ot réciproqueinent.
Supposons en effet que

§i=a, =
soit une solulion particulitre des équations {2} et désignons par & b
une solution quclenngne de ces 1némes ¢quntions. On devra avoir:
EE.,G, ~— ma, = const.

ce qui sern une intégrale des équantions (z).
Reciproquement soit

ZAeE 4+ 2By, = const.

—

Jur lo probléma des Legis corps cl Jes dquntions de {a dynaminue. 17
une intégrale des équations (2), on devrn ovoir:
- A, d:ﬂ; ArF VR
erﬂ"E' + Z|Er’;l +Zl-‘f'[ztdl’ldzn G+ thyan’m ?l]
- fI'F !f'f‘T
— — — = 0,
Z.B'[i.. T e Z*dz,fty; ’7']

d'oll en identifiant

dA4; rad ol ' J B
T _——}(Iy,d.r; A: + Z,d.l:,d:, L
0 ' 1
o= —Z‘ iy ey, A + Z, tdxy dy, B,

ce qui montre que:
&= R, m=—4,

esk une solution particuliére des équntions {=).
Si meintenant:
Mz, , 1y, {) = const.

est une intégrale des équations (1),
20 da
z oz + 2 :Ev;, = consL.

sern une intégrale des équations (2), ct por conréqiient:

- lf':ﬂ — 2
& =5 h= iy
fern une rolution parlienliére Je ces équations,
Si = const,, ) = const. sont deux inégrales des équations (1),

on anca
z (ﬂ)ﬂ —-'I—w'!—w—') == const.

iz iy iyl

Cest le théoréme de Poissox.
Considérons le eas particulier oft les = désignent les coocdanndes
rectangulaires de » points dnns 'espace; nous les désignerans par In no-

Aation & doubfe indice:

Tips By p Ty '1“""&. ;;,"5

Acta natbeasnifea. 13, Tapelma e 18 jula E2. 3
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le premier indice se repporlent aux trois axes rectanguloires de coor-
données et le second indice oux »n poinls metériels, Soit ay, 1o masse du
©* point nntéricl.  On aurn alors: ‘

I étant Ia fonction des [orces,

On auve alers pour l'équation des forces vives: '

F= Z ? (i;i') — T conat,

Posons cnsuite:

©od
Yu = '”'rdi:'!
d'ou
k]

1 =Yy ¥ _ r_ Y
(3) F= o ¥ = const.
et

\ zy, __ R iy, aF
(1) T w T T

Soit:

(4) Ty = Fu(t)- I = mrF‘L(‘J

une solution de ces équations (1), une autre solution sern:

Ty = ¢t + k), e = mey (R,

It élant une conztante quelr:onr[un. .

En regardant % comme infiniment pelit, on obtiendra une solution
des équations (2°) ui correspondent i (1) comme les équations (2) cor-
respondent o (1):

144

P = o (t) = B

W

En = ""3:1('[) = ?'EJ

I désignant un facleur constant trés petit que l'on pent supprimer qunnd
on ne considére que les équntions linénires (2.

Sur le problbme des trois anrpa ¢t les druatious de la dynamique, 19

Connuissont une solution:

Y _dF

de ces équntions, en peut déduire une intégrale:

z E"-?-—z gé‘ = gonsl.

Muis cetle mémne intégeale s'obtient trés niséinent en diflérentiant Yéqun.
tion des [orces vives (3).

Si les points matériels sunt soustrails & toule action extérieure, on
peut déduire de I solution (4) unc autre solution:

&y = ¢nlt) -+ b+ ke, Yoo = g (8) - mk,
Z = gy {2), Yu = gy (L),
Ty = Fﬂ(‘)l My = '”I‘F;l’(t)l

koot & odtant des constuntes queleoques, B reguedant ces constantes
comme iftinhnent petites, on obtient deux solutions dus équntions (2')

Eip=s 1, fn= &= =y, =9, = o,
&= ¢, =& = =gy = 0, Fr = .
On obtient ainsi deux intégrules de {2')
}:,7;,. = const.,
Zpd — Zm,E, = const.

On peut obtenir ces intégrules en difféventiont Jes cquations du
mouvemnent du centre de gravité:

2ot Ty, = t2y,, + const.,

2, = const, TRl 5

§
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Si Uon fuit tourner fa solution (4) d'un angle @ dutour de:l'axe
des 2z, on obtient une sutre solution:

KT

Ty = ¢y CUSw — ¢, Sinw, pon
i

= ), LS @ — 0 60w,

¥nu
1y

Ty = ESIRW oy 08w, = ¢usihw 4 ¢} cosa,

Yar
T

. — r
Tu = ¢y = €

En regardant @ cowme infiniment petit, on trouve comme solulich

de (2)

= — Ty, = — Y
E:l = Tur | 7 = e

’
= o, I = v 8

d'oh lintégrale de (2)
Z G — Y1y ~— Lt -+ ¥2.6)) = const.
que l'on pouvail oblenir nussi cu diRérentiunt l'intégrale des nires de (1°)
):{m,,y,, — Tyl = const.

Supposons uindenant que In fonction ¥ soit homegine et de degré
— I par rupport nux ® ¢t qui est e cog de ln nature,

Les équalions (1) ne chungeront pus quond on multipliera ¢ pur A7,
les = par 27 et les y par A=", X étant une ronslunte quelconque. De In
solution {4) on déduiru done In solution suivante: ‘

i
Ty = A‘!—"n (T;)l o = )-_I”‘ri-';f (fs)

Si T'on regurde 2 comme trés voisin de Vunilé, on obtiendru comme
solulion dus éguntions (%)

&= 20— 3, Ty = — ""l,w;l — :JmlfF;;r
oL
¥ a7
{5} €y = 2my — 3!;.:1 Mar = ‘—.’hll —_ 3‘&‘;!

iz

18
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Sur Ja probliwn Jes brois vorps ot les équalions do 1a dyoamique. 2]

d'olr lintégrule suivanic des équutions {27, laquelle, i lu différence de
celles que nous avons cuvisngées jusqu'ici, ne peut- élre” obtenue e difle-
rentinnt une intégrale’ comme des équations {1°): s

E(z-”u’iul + ;’"'5“) “:‘ 3'!['2 (Eh_q“ — ':':'“)] + Cui'Sf:-

m, d.!'"

§ 2. Défnition Idc:'il tneariantys ntégrouzx.
Considérons un. systéme d'équations dillérentielles:

'ﬁz‘ .

m“-= ‘n
X, élant wne fonction donnée dJe Xy Zyy -0y Ze. Si l'on a:
Bz, %,,..., &) = const.,

cette celulion suppelle une intégrule des équutions donnges, Le preinier
membre de cette relation peat Sappeler un invoriunt puisyu'il v'esk pas
eliéré quund on wugmente les =z, d'uceroissements infiriment petits dx,
computibles uvec lus équutions dilférenticlles, .
Soil inaintenunt

Ty s Xgy e, T

une autre solution des mémnes équutions diltérentichics, de tclle fngon yue
I'on wit:

dei ,

@ = %o
K& etant e fonetion formée avee =), x5, ..., ¥, comme X, U'élait avec
Byl e, Tl : _ :

I pourrn se fuire quion uit entre les 2zr quantilés = ct &, une

relution: Coe :
.I'.',(;r,,:u,, R P S I';) = c'-"'?_t_'

L'l

Le premier inembre F l)DU‘iTl'I- encore s'uppeler un ii!‘\-uriunt de nos Gqua-
tions différentielles, mais wu lieu de dépendre d'une seule solution de ces
équntions, il dépendrn de <deux solutions.

' Yuir Nets Q. "‘T-f‘((‘r _—"}.':,
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On peut supposer que =, , ..., 5, représentent les coordonuses
d'un point duns Vespace 3 » dimensions ot que les équations différentielles
données définissent In Joi du mouvement de ce point. Si T'on considére
deux solulions de ces équations, on aurn deux, points mobiles différents,
s¢ mouvant d'uprés une mime loi définie par nos équations diflérentielles.
Liinvariant F, sern alors une fonction des coordenndes de ces deux points,
qui duns le mouveinent de ces denx poinls conservern sa voleur jnitinle.

On pourruit évidemment de méme, vu licn de deux points niobiles,
en cavisager leois ou méime un pius grand wombre.

Suppesons muintenant gue on cousidére une infinité de points wio-
biles et que les positions initinles de cu points forinent un certain arc
de courbe C dans Yespace & » dimensions.

Quand on se doane o position initinle d'un point wobile ot les .

équotions différenticlles qui définissent lu loj de son mouvement; In po-
sifion du poinl & un instant queleonque se trouve entiérement déterming,

Si done nous suvons que nos points mabiles, en nombre infini, forment
 l'origine des temps un nre C, nous connnltrons leurs positions & un
instant ¢ quelconque cb nous verrons que lea points mobiles b T'instant 4
forment duns Vespace b # ditensions un nouvel are de courbe ¢, Nous
sovmnes done e présence d'un wre de courbe qui se dépluce ¢n se dé-
[orimunt, parce que ses différents points se meuvent conformément & Ju
loi dehinie pur los équutions diflérenticlles donnges,

Supposons muwintenunt que dong ce déplucement ot cette défortmnution
lintégrule suivanle: '

Sz, + Ydo, 4+ . 4 Yde) = [Z ¥,

(ot fes Y sont des [fonclions donndes des w ot qui est étendue @ tout
Inre de courbe) ne chunge pas de valeur. Cotte intégrale seru encore
pour nos équulions dillérentielles un invarinnt, dépendunt non plus d'un,
de deux ou de trois, mais d'une infinité de points mobiles. Pour indiquer
quelle en est In forme, je I'appellerai un invurinnt intégral.

De mdme on pourrait imaginer qu'une intécrale de la forme:

f\/z Y. dz,dz,,

B 7 IR

Sur o probldmo des trois aorps ot les dquations dp In dynatiigue, 23

étendue & ftout I'nre de courbe, demeure invarinble; ce serait encore un
invatiant intégral. .

On peut imaginer égulement des invariants intégruux qui soitnt
definis par des intégrales doublea ou multiples,

Imeginons qu'on considére un fuide en mouvement permanend et
de telle sorte que les trois composantes X, ¥, Z de e vitesse d'une
moléeule quelconque soient des fonctions données des Lenis coavilonnées
€,Y, 3 de cetle moléeule. Alors on pourrn dire que la foi du mouve-
ment d'une queleouque des molécules du fluide est définie par les équa-
tions différentielles:

dr dy . dz
EE-=X, ﬁ=1! ;—ﬂ-=Z.

On sait que Véquation aux dérivées parkielles

AX  AY  dF

=ty TE="°
expritne que le fiuide est incompressible.  Supposona done que les fone.
tions X, ¥, Z satisfussent & celte équation et considérons un ensemble
de moldeules oceupant & lorigine des teinps un certuin volume. Les
molécnles so dépluceront, mnis, en vertu de livcomnpressibilité du Auide,
le volume gquw'elles occuperont demeurern invariable. En d'wufres termus
le voluing, c'ost & dire Uintégrule triple:

ﬂdﬂ:r{yr{é’

sera un invarinnl intégral, Plus ménérnlement st P'on envisuge les équationa:
rf&; -
= X Um by Lo m)
It{] i

el que l'on ait la relntion:

iwn

Z%‘= o, v -

faul
lintégrale d’ordre n
f tlr dr, ...dz,

que je conlinuerai & uppeler le volume, sera ufn‘"’vw\ir,';innt intéural,
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Clest ce qui arrivere en particulier pour les équations genernles de
e dypamique; car sl lon consld&.rc e equnhom

i—_:_.___ dp d'y' todr .
T A [ A S

(le o F

o ) d(——- —)

§ dy, i ole, -
dr, afyy

Mais en ce qni concerne ces éqnations générales de la dynmnigque, il y &

cutee le volumme, un autre invarinnt intégrnl qul nons sern cneore plus
utile.  Nouz nvons vu en elfet que:

il est aisé de voir que

' kR .

Z(&y — &75) = const.

Cela fraduit Jdans notre nouveau langnge signifie que lintégrale double
. ﬂnzi'h"ldyr
est un iovariant intégral. :

Puur exprimer ce résultat d'une antre maniére, prenons Je cas du
probléme des n corps, -

Nous représenterons la situntion du sysléme des n corps pnr In po-
sition de 3r points dans un plan. Te premier point nure pour ablseisse
'z premier corps et pour ordormée ln projectinn sur I'nxe des & de
la quantité de mouvement de ce corps; le seeond point nuwra pour absnisse
'y de ce méme corps et pour ordonnée Ia projection sur I'nxe des y de
st gunntilé de monvement et ninst de saite.

Imaginans wne double infinite de situalions initinles du aysléme,
A chacune d'elles correspond une posilion de nos 3n points ot si l'on
considlire U'ensemble de cos situntions, on verrn que ces 3n points rem-
plizssent 3a wives planes. :

St maintenant le systéme se déplnee conforinément & fa ol (]e T'ut.
tenelion, les 3n points qm rcprc.suntnnt.‘sn sitnution vant nussi se dl..ph\cr:r,
les 31 nires planes que je viens de définir vont denc se déformer, mois
feur soneme demenrera constanfe.

Le théartme sur Ia consery '1t|on du wolmnc n'est qn’une conséquence
de celni qui précede,

LTI preTes

P L L

Sur lo probléme des trois carps et lea égnatiops da la dynamique, 25

Tl y o dons le eos du probléme des # €orps, un nutre invariant
intégral aur lequel je veux attirer 'attention.

Considérons une simple infinité de positions initiales du systéme
formant un arc de courbe dans Uespnce & 6n dimensions. Soient. C, el
C, les vnleurs de lu constante des forces vives aux deux extrémités de
eeb are,  L'expression

IZ(Z:F,{{!}; + yulzy) + 3{C — Gt

(o0 Tintégrale est étendue b I'nre de courbe tont entier ct ot le temps
nenire plus st €, = C,) est encore un invariant intégral; on peut
i‘uilleura en déduire nisément les autbres invariants intégruux dent il a
¢té question plus haut.

Nous dirons qu'vn invarinnt intégral est du 1 ordve, du 2° ordre,

ou du #" ovdre selon qu'il sern une intégrale =||nplt.. double, ...,
ou d'nrdre u.

Parini les invarinnts inlégrnux nows distinguerons les invarianis po-
yitifs que nous définivons comme il suit

Liinvarinnt intégral d'ordre #

f Az da, ..

sera e invariank positif dans un certnin domnine, si A st une lonction
de =, m,, ..., %, qni reste positive, finic et uniforine dans er domainc.

§ 3. Iransformation des fnrariants intégrane.

Reprenons nos équntions diftérentielles

din, dx, L —
(1) w=te  Fe=X o
et supposons que l'on oit
J{MX d{MX)) I{MX,
(2) N F S A Y
L
Actn mnthpoutfes, 1. 'Imnlllmi Ir 15 Jalo 1¢Re. e e J
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de telic sorte nue lintégrole d'ordre »
J = [Mdv,dz, ... dr,

seit un invaviantk intégrnl,
Changeons de varizbles eon posunt.:

o=z, LAV A
(3) T, = ‘.'hr('zl L T 3.);

Ty = ?"'-(zl 1 iy ey fu_)n

voapprlons A e déterminant fonctionnel des 1 fonctions ¢ par rapport
anx 1 varinbies . ;

Nons aurons apres le changement de varinbles:
J = f MAdede, . di,.

S Vinvariant JJ étuit posicif avant le changement de varinbles, i| restern
positil aprés ce changement, ponrvu que A soit toujours positif, fini et
unilorime, .

Coimine en permutant denx des variables 3, on chunge le signe de
A, il nous sullirn e fupposer que A est toujours de méme Bigne on
na'il e Favnule janais. T deven de Plus dtre toujours fini et uniforme,
Cela wrrivern i le changement de varinblos (3) et doublement univoque,
cest i dire st dons le domaine eonsidérd les g ront fonctions uniformes
des 5 et les 2 fonctions uniformes des «.

Ainsi apres un changeinent de varinbles doublement i.mivoque, les
invavinnts positifs restent positils, ' '

Voiri wn cas particulier inléressant:

Snpposons que l'on connaisse une intégrule des équations (1)

Ilr,,my,. .., 0)=0C.

Prenens pour vavinbles neuvelles 2,=C d'mme pnrt et d'autre part n— 1
antres vorinhles 2, 0., ..., 5. 1 acriver souvenl qu'on pourrn choisir
S E ey Zey du telie sorte gque ce changement de varinbles soit double-
inent univoque dans le domnine considérs,

ey

PPy ey

Tt e

Jur le probléme dea Lrofs corps ob lea dquations de Jo dypamique. ki

Aprés le chongement de variubles, les ¢quations (r) deviendront:

da, . da, de,_ iz, .
(4) ET=J" Fczg ] LI ) lﬂl‘='-z-—|| E=4-=DJ

2,,2%,,...,Z,_, étant des fonctions connues de 2,,z2,,..., 5. 8 I'on
regutde le constante ¢ = 5, conme une donnée de T question, les éyun.

tions sont réduites & Tordre 7 — 1 et g'écrivent:

i da,_
(4’) :j_:l=zl.l' A :‘£I=Zl-|!

les fonciions Z ne dépendunt Plus que de 5,,5,,..., -, puisque z, y
n até remplucéd par so valeur numérigue.
St les équutions (1) admettent un invariant positif

erlz, e, .. odw,,
les équuntivas (4} admnettront égnlement un invarinat positil:
J= f pdade, o, dz,_dz,.

Je dis muintenont que les équations (4) qui sont d'ordee 2 — 1
udincttent ézulement un invurtant intéxrol positif i devra Gélre d'ordre
n— 1.

En effet, dire que J est un invarinnt intégral c¢'vst dire gne

n'.(lr;z'j d{ns,) d{pd,} _
R R e etk
ou puizque Z, est nul,
digd) | d(us,) d{pbr)
dr, + s, LRI de,_; o

ce qui prouve que lintégrale d'ordre n — 1
fp.d:, ez, .. .de,_,

est un inverinnt pour jes équations (47).
Jusqu'iei vous wvons fuit porter les chungements de variubles sur
les fonctions inconnuea T A T T NORE-uvEhs vonserve lo tenps
Y v
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¢t qui est nolre vurinble indépendante.  Nous allons BI.IPIJDSBI; maintenunt
que l'on pose:

¢ = p(t,)

b que nous prenions /, comme nouvelle variable indépendunie,
Les équations (1) deviennent alors:

- A5 e o dp et .
(5) @, = K= X=X -

Si les ¢quations (1) onb un invariant intégral d'ordre n

f Mdx,dz, ., . dz,

on devrn avoir
a
> 7 (MX) = o,
ce qui peut s'gcrire
d dal, .
Z,T‘.—,,(MEX') =o.
Celn mentre que

gt
[ M de, ... s,
est un invariant intégral pour les équntions (5).
Pour que celte transformation puisse dtre utile, il faut que ¢ et 3

, ., di . s .
soient liés de telle sorte que 7, Duisse étre regardé comine une fonction

connue, finie, continue et uniforne de A A

Supposens par exeinple gwe nous prenions pour nouvelle varinlle
independante:

7 = I,
Il vient alors
it o
A=
et les équations {5) s'écrivent
dr, X, de, X, ey Xo, dz, -

dr, — X! dt, X, o d, T X, ! a ="

- riggral,

AR

s
vl

s

=

Sur la problime des Iroie corps et lea équodians do Jn dyoonique, 29

et elles ndimettent comme invariant intégral:
fﬂfX_d:vld:r-, . dz,,
De méme si nous prenons pour nouvelle variable indipendante:
o= Bz, 2,,...,3,),

& étant une longtion quelcongue de Ty &y ... 5y, le nouvel invariant

‘intégral s'éerirn:

8 3] ’ g _ -
f&r(a‘—' X, +;T‘x, o e X, - d,

Il est & remerquer quo lu forme et In signification d'nn invaviant intégrul
est benucoup plus profondément modifice quund on chunge Ya vuriable
indépendante nppelée temps que qunnd le changement de variubles porte
seuletment sur les fonctions inconnues Ty Tyy oo, Ty cnr ilovs les lois
du wouvement du point représentalif ¥ se trouvent compléetement trans-
formeées. :

Supposons # = 3 et regardons Z, 2y, %, coinme les coordonhdes
d'un point P dans l'espace. I’équation:

B(z,, Z,. M} =0

représentern unc surfuce. Considérons une porlion queleonque de celte
sucfuge et nppelons § cette portien de surlace.

Je supposerai qu'en tous les points de & nn a

(‘:%x, +5%K,+j%,,;o.
Il en résulte que lu portion de surfuce S n'est tangente n aucune tra-
Jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact.

Soit P, un point de §; por ce point passe une trnjectoire. Si cotte
trajectoire prolongée vient recorper S en un point P je dirai que P,
est le conséquent de P,. A son tour P, peut avoir un conséquent P,
que jnppellerni le second conséquent de P, et ninsi de suite.

Si on considére une courbe C trucée suc &, les u™ conséquents des
divers points de cette courbe forimeront une aulfg, ¢ourbe C* que j'appel-
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lerni lu w* conséquente de ¢. O défivirait de la méme fagon Tnire qui
est n® consequente d'une aire donnée faisnpt purtie de 8.

Je ne m'occuperai que du cas ofi g. n'est pas une fonction uniforme
de z,, 2z, et x, mois une fonction susceptible d'une infinité de vnleurs
dont lo différence est un multiple de 2z, Jo prendrai par exemple:

. E.J
g = nre Eln‘h = arc tgﬂ-
T+ 7} %y

Gela posé, soit une portion de surfuce sans contoct § uyant pour élqualiun..

& = o0; soit ¢ une courbe ferinée trocée sur celte aurlnee el limitant

une aire A; soient ¢ ot 4’ les premicres conséquentys, C et A" Jog #
vonséquentes de ¢ et de’ .

Pur chacun des points de ¢ passe une trajectoire que je prolonge
depuis sa rencontre avee ¢ Jusqu'a so rencontre avee C, L'ensemble de
ces trajectoires formern une surfnee trajectoire T, C

Te considére le volume ¥ limiié prr la surface trujectoire 7 ot pur
les deux uires A et ", Supposons qu'il y it un invariant positif
J'=f1|:fdx,d:c,d:c,.
J'étends cet invarinnt au volune V et Jéeris que g;_r est nul.

Soit dw un élément Je o surfuoce J. Menons Iu normale & cet
¢lément, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite d,

- @ R P
Soit & +ml—(?:l'l I vuleur de 8 & Iextrémits de celle lengueur. Si l'on

@ mené la wormale dans 1o gens des & croissants, on aurn

ag
dn
Posons:
'E-fi,\', '-fi.t +'i?.
rf.:l r\'..cl b de, 2
e H,
dn
on aura olors
M . .
o = [MHie — [ 3 Hiw,
kY K

la premiére intégrale étant étendue 4 I'aire A" et lu seconde A Luire 4.

L

Sur le probleme des trois corps ‘el les €quaticos de s dynamique. a1
;v ilfintégrale |
S ’ fMHdw

conserve In méme valeur guen Pétende a lnire A, on & ', ou par
conséquent i A", Clest done nn invarinnt intégrat d'une nature pavti-
culiére qui conserve lo mdme volenr pour une aire gueleconque ou pour
Pune de ses conséquentes, :

~ Cet invarinnt cst d'aillents positif, car par hypothése, Af, H ot par
conséquent MH sont positifs.

§ 4. Usage des {nvrarianta Inedgrarse.

Ce qui [nit lintérét des invorinnts intégranx, ce sont les théorémes
suivants dont nous ferons un fréquent usoge.

Nous nvons défini plus hant Jo stabilits en disunt fque le point
mobile P doit rester A distance finie; an Tentenl riuelguefois dans un
fintre sens.  Pour qu'il y aik stubilité, 31 fuut que le point P rovienne
nu bout d'un temnps suffisnmment long sinon & sa position initinle, du
moins duns une position nussi voisine que l'on veut de cetfe position
initinle. ' '

Je dis que sl y o un inveriant positif, In stabilité duns l¢ premier
sens «lu 1ot entralne n slabilité duns le sccond sens du rot, non pas
pour tontes les trjectoires, mais pour une infinilé d'entre clles. Je
pourrnis méme ajouter que les teajectoires qui jonissent de cetle propriété
aont plus géncérales que celles qui n'en jouissent pas, préciséinent auntant
que les nombres incommensurobles sont plus géndranx que les nombres
cominensurables.

Supposans # = 3 ct imaginons que z, , 7, , x, représenlent les coor-
dounées d'un point P dans l'cspace.

Théordme 1. Supposons que le point P reste i distance firrie, et que

le volume fda:‘d::,n‘:c, soit un invariant intégral; si Yon considére une
région 7, quelconque, quelque petite que soib cette région, il ¥ aura
des trojectoires, qui In traverseront une infinité de fois.

En effet le point 2 restant i distunce finie, ne sortira jamais d'une
région limitée R. Tappelle ¥ le volume de cet_lg\: E%ginn R.
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Linuginons maintenant une région trés petite 7, J'appelle v Ie volume
de celte région. Par chacun des points de #, posse une trojectoire que
I'on peut regarder comme PRTCOUTUE par un point mobile suivant Ja loj
définie pnc nos équntions différentiel les, Considérons donc une infinits de
peints mobiles remplissnut o temps o Ia région r, et se mouvant en.
suite eonformément & cefte loi. Au temps ¢ ils rempliront une certaing
région 1, nn temps zr une régiont r,, etc, oy temps nr une région »,.

Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régions r,, 7,
ceesTaonUrent méme volime v, §i ces régions n'nveient augun point
commun, le volume total sernit plus grond que #v; maie daatre part
toutes ces régions sont inldrieurcs i R, le volnme total ect done plus
petit que 7. Si done on n:

13>V
;I‘

i faut que denx an meing do nos régions wient une portie communc.
Soient », et r, ces deux régions (q>p}.l Si 7, et r, ont une pnrtie
commune, il est clair que r, et *y—r devront avoeir une partie commune,

Plus généralement, si on ne pouvait trouver & rérions ayont une
pirtie commune, aucun point de T'espace ne pourrait apporienir n plus
de & — 1 des régions ForTys--.r,. Le volume totul occupé par ces

. . nu .
regons serait donc plns grand que T Sidonc onn

v
"> (h— :)-u—, i
il fant que Ton puisse trouver I régions aynnt une partic commune.
Soient:

Fooa

" rr e T,

ces réxions.  Alors

Yar fn—n ) frr—r. LI rr-—:-:

tturont aussi une partic commune.
Mnis reprenons Jn question 3 un sulre point de vue, Pour em-

ployer la mdéme nomenclature que dans le perngraphe précédent nous

dirons que In région », est ln #° conséquente de ry el que r, est lo u*
anlécédente .de »,

i md

L et e eyl

N g

-
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Supposons alors que 1, 50ib In premiére des conséquentes successives
de 7, qui nit unc partie comnune nvec r,. Soit ra cette partie comn-
mune; soit 3, in p° ontéeddente de ¥, qui fern noest purtie de i, puizque
fa p* conséquente fnit partic de Tpe

Soit ensnite b premiére des conséquentes de +) qui ait une pnrtie
colmune avee rp; soit r) cetle partie eoinmune; s M oanlecédente forn
partie de ») et pat eonséquent de 1, et sn P+ antécédenie que j'ap-
pellersi ) fern purtie de s ot pur conséquent de .

Ainsi s fern partic de r, ninsi que ses p* el p 4 pf* conséquentes,

Et ainsi de suite.

Avee v nous formerons 1" comine nous avons formé roavee i et r)
nvee 1 nous formerons ensuite AP, A

Je supposerni que la premidre des conséquentes snceessives de ra qui
ail. une pavtie commune avec 1" soit celle dovdre p,.

Tappellerni ¢ 'anlécédente d'ordre Pdp4 o p e I

Aldora &% fura purlic e Fo winsi que ses conséuenties J'vrilre:

AN VRN B I S T S o+ 4

De plns &7 fern partic de 877", &7 de 07,
Il y anrn alors des points qui uppartiendront i I fois IR rdgions
R I ] T T T2 Lvnsemble Jde res peints formera
une région o qui pouren d'ailleurs se véduive & un ou i plosienrs points,
Alors In végion # fera partic de r, winsi que ses conséquentes dordre
Poptpooiptp a4 Paop+p A4y Pairs - -l inl,
Snalwutres termes, toute trunjectoire Jsane d'un dles points Jde ¢
traversera nme nfinite de fois la réwion r,.

G Q. F Db

Erlension du thiviéme 1. Nous avons suppost:

1° que i = 3,

2° gre le voluine et un invaiant intcural, -

3% que le point 7' est nssojedi i vester istance finic,

Le théoréme est encore vrai & I¢ valune nest pas un imvuriant
mtégeal, pourvi quil existe un invuriant positif queliongne:

)

R
PR

S Mda,de e,

okt vrathemalim. 53" Imprimé la 1 [ulltes 1xgs,
L}

Lo
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Il est encore vrni si n > 31 §il existe un invariont pozitif:

[ Mz iz, .. dz, .

et si x,7,,...., 2, coordonndes du point P dans l'espoce 3 n dimen-
sions, sont assujetties i resler finjes,
Mais il ¥ n plus.
Supposons que Ty Fyy oo, T, MR soient plus 1'155ujettie5 R rester finie

5,
mais que l'invariant intégral positif

f Ilfr?:l:l dz, . «odw,

étendu o Vespnee % # dimensions tout entior nit une valenr finie. Ieg
théoreine sere encore vrni.

Yoici un ens qui se présentern plus fréguemsnent,

Supposons que Yon conmuisse une intégrule des équnlinnsl {1)

Pz, z,, ..., Z,) = const,

S F = const. est 1'équation générale d'un systéme de surfuces formdes
dans Tespnee & n dimensions, si en d'nutres terines I' est une fonction
unifoeme yui devient infinie gquand une queleonque des vurinbles rory,
ceey d,ocesse d'dtre finie, 31 pst elajr qe &, ¥, ...y &, resteront toujours
fizivs, puisque ¥ congerve une valeur constante finic; on se trouve done
duns les conditions de V'énoucé du thénréme.

Mnis supposons que les surfiices F == const. ne soient Pos fermées;
il pourra se Inire nénnmoins que linvurient intégrul positif

f 'JUJJ'-'JJ‘, . dE,
¢tendn a4 lons les systémes de vnlenvs des « telg gue:

0, < F<],

wit une valeny finie; le théoréine sern encore vrai.
Clest ce qui wrrive e purticulier dnns le coe suivant.
Mo Ehen Quns s thdorie de Jo lune a négligé duns une premicre

8er lo probldme des troit corps ot lgx dnquotiona de Mu Jdynasiqur, 33

epproximution la paralloxe du soleil, 'excentricité du soleil sl Vineli-
nuison des orbites; il est ainsi arrivé nux équations suivantes:

dz . - dz’ " J] '
—_——= —_—= — r———————— e ¥ )
e ﬁ(g&'+-yv‘ )
. dy iy ne
L g
qui udinettent l'intégrale:
o= G R — 307" = const.
2 JJ:“ + 5 2
et Iinvorinnt intdgral
j “dedy do'dy’

S Pon regarde o, g, 0 ct § emnme les conrdoundes d'un point
duns Tespuee 2 4 dimensions, Féquation I = const. représente un systéme
de surfuces qui ne sontb pas fermées.  Mnis invariant intégrnl étendu &
tous les points compris entre deux de ces surfaces ost Gui.

Le théurime T est donc encore wvrai; cest i dire aqu'il existe des
fenjectoires qni teaversent une infinité dJe fuis tont région de lespace a
4 dimensiong, quelque petiee fue soit cette végion.

Théoréme . 8i #:== 3 cf que i)y ryy o, Teprésentent les coordon-
nées 'un point duug I'espuce ovdinuire, ¢l §il ¥ uoun invorinwt posilif,
il ne peuat pas y uvoiv de surfuce firmde sans contact.

Soit en cffet

g = . | ) ot de,

wn invariant intdgral positif,  Supposuns il existe tne surface § fermée
el suns conliet, ayunt pour équation

I, 5, 1,) = o.

Soit I le volume linité por cele surfiee; nous lendrons Tinvarient
J ioee voluine toub entier. .
Lu surfice § stunt sans eontoct, Lexpression: ~

11 tra df o
P R
org i
T
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ne pourrs sannuler et par comséquent chunger de signe; nous Iu suppo-
serons positive pour fixer les idées.

Soit dew un élément de In surfsce §; menons Iu normade i cet élé
ment du eote des croissanis; prenens sur celle normnle un segment
. . . G s P
infinient petic dn,  Soit Zo M o ovalewr de 1M b Pextrémité de ce seg-

“Lik

meat. On auva:
t3a

o

J étuntl un invavisol, on deviit nwvoir

£ F
m— = Q.
Mais nous tronvons
P todr X, i X, + "_F_\'J
dr_ R e, ura B i, dew
Wl dl' !
dn

Liintéueale du second wembre, élendue & loute In surface 3, est positive
puisque: T Lanclion sous le signe _,"' est toujours positive.

Nous avrivons done & deux résullats contrndictoires et nous devons
conchiwe «uiil ne pent exister de snefece feringe suns contoet.

foddension da thémrime 1L 1l est fucile d'étendre ce théoréine un
eas de w3 il snihit poir cela, puisque Ia représuntition geomélrique
West plus possible, Jde le traduire dnas le Iungnge anlytique et de dire:

v owoun invariant intégrul positif, il ne pent pns exister une
fonction aniforme #(r, Py ad qui seit positive, nui devient infinic
toutes Tes Mis que Tun des ¢ cesse d'dtre fni ot qui sajk lefte que

L1 LA ¥ L LB dA L
=g Nt N X

1,
sait tonjours Jde sudme signe quand # est nal.

Pune tuire comprendre Vimportanuce de ve théwréme, jo tne bornerai i
faire observer que c'est une wénéralisntion de celui dont- M. Porsuang s'est
servi pour démontrer n lgitimité de In belle méthode de M. Lisvstent.

Je o préfére taulefois, au peint de vue des wpplientions ultéricures,

il Lot )
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Jui domier une forme un pen différenic cn y introduisant upe mnotion
nonvelle, celle des courbes invoriontes.

Nous nvons & In fin du paregraphe précédent envisagé une portion
de surface 8, définie pur l'équntion

8(s,, &, 7)) =0
et telle que 1%on nit pour tous les points de §

1]
s

)
K’+d_-7,x:'> 0,

ie
a5t
de telle sorle que S soit wue porlion de surfuce sans contact.

Nous avons défini ensuite cc qu'on duit enfendre par le n® consé.
guent d'un point de § ou par 1o #' eonséguente d'une courbe ou d'une
nire apparlenunt b S, ’

Nous uvens vo que s'il existe un invoriant positil

ﬂ Melm dr e,

il existe dégolement une nutre intémrale
[ Milw

que l'on doit étendre i tuus les éléments o duve vive appertenant i S
et qui jouit des propriGtés suivaates:

1% I funntité sous lo signe .[', MM esl towjours posilive,

2% Lliulégrale u In iméme valenr pour une aive queleonque ppare
lesnt & 85 et pour toutes eelles de ses vonséquentes nui existent.

Celn pose, juppellerni cowrbe inpariante du ne ordre, toute courbe’
trnede sur § el qui colnciders uvec en o conséquente,

A toule courbe invuriante lermnde correspondra une surluce Lrojec-
toire .fermée. -

En effet soit ¢ une conrbe invaviante fermée; pat chacun des points
de O je fois posser unc trmjectoire quo je prolonge jusqn's ce quelle
rercontre de nouvenu (7, ce qui arvivern pne liypothdse puisque je suppose
que ln n® conséquenle de ¢ existe et n'est antre chose nue In courbe €
elle-méme.  L'enseiible de ces trnjectoires fr)l'r‘r'fll-{:‘-,é?F_iilemmcnt une surface

08
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fermée triplement conuese, clest & dive présentant les wmémes connexions
que l¢ tore. .
Ainsi lu reclierche des surfaces trojectoires fermées, et par conréquent,

létude de Iu stabilité, se rmndne 4 o recherchie des courbes invariuntes
termdes.

Muis & cité des enurbus invariontes fermées, nous avons henvisuger.

dutres ecourbes invartuntes que j'nppellersi quasi-fermnées et que je vois
déhnir.

Dans ln plupart des questions de dynamique il entre certnins para-
metres trés petits de sorte qu'on est naturellement conduit & développer
les solutions suivinl Jes prissunces croissnles de ces porzmiéires,  Telles
sont les inasses en Mécunique Céleste.

Nous imaginerons donc que nes &qunlions différentielies

de, o, de, dz,
I A T

dépendent d'un paeamilee #.  Nous supposerons que XX, X, sont
des fonetions donnses de Wy« pgry et g, suseeptibles ddtre développées
selon les pmissunees croissuntes o f et que poest res petit,

Nous divens alors qu'vne fonction yucleamjue de o, N A T
une quunlitt tis petite doow® grdre nuend elle pourea se déveluppes
suivint s uissinees de poet gue Jeodéveloppement commencern pur
un terme en ot

Cela puzd, considérons pne portion de surliice sans contact &, et sur
Soume vanrbe inveriante du e ordre, ¢. En généml ¢ dépendra de .

Supposons maintenint que Poo puisse trouver sur ¢ deux points
et £ sépnrés par um are fivi de ln courbe 7 ¢t domt, la distnnee soil unc
qunritd teés petite du ;0 ordre, e diai nlors gue la courbe ¢ cst
quasi-fernie.  Les deux puints ol ot B guppelleront des deux points de
lermeture,

Prenons un exetuple simple,  Suient les ¢quationa:

-!’,‘7 . " Ih"—' o
G = sende - ppt, aw="n o=

Duns ces équations entrent, outre le tenps ¢, denx varinbles unguluires
o ¢ oel wne variable linénive p que je vegerderi comme essenticlle-

_

T

A IR

-
e

N
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menk positive. Je représenterai olors par exemple ln situntion du sy
stéme pur un point P dont les eoordounées rectanguluires seront;

T, = COB gra"®'~, Z, = singe™ ™", T, = psing,

On voit que lorsque T'une des variables nngulaires ¢ et o augmente de
2z, le point I ne ehange pas.
Alors ¢ = o représente un demi-plun défini pur Pépalité et ling
gulité suivantes;
Ty = O, &, >0,

Il est nisé de voir qne ce derni-plan est une portion de surfuce sans contact.

Soit P, un poinl de ce demi-plan, P, son premier conséqtient; soicut
Pos @y el ¢, =0 les valeurs de p, w ot ¢ qui eorrespandent au point
Py soient p, w, b ¢, =21 les valeurs de Ay et ¢ qui correspondent,
& P, on nore;

o, = @, | 2z, Ay, = gt ine b2
S;.lppusons que l'on ait enlre g, et w, In relution
logp, =k + sinw, + wyp

(F étant e eonztante queleonque). Cein revienl & dive que e point
Iy uppartient i lu courbe & qui o peur éiguntions:
¢ = 0, logn =k + sinew gt
Il est wisé de voir que l'on n encore:
logp, =k + sin w, 4 pt,

te qui révient & dire que e point P i kst le conséynent de I’ est
nussi sur k1 ocourbe € ou bien que e conrte ¢ est inarigate,

Ia courbe @7 west pus fermde. En clfet Texpression e low s contient
w tevme wp” ' oqui n'est pes périodique et i ve veprend pas Ly miéme
vileur quind w auginente de 2s.

oy \
Nona nrréterons la courbe nux peinfs o et 7 qui unt respeelive-
ment pour conrrlonnées -

r =0, w = 0, p=rt,
. et
¢ =0, = 25, P et
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Quelle est in distonee de ces points 4 et I3?
dant & ces deux points est In méme; ln voleur de @ est Ja méme & un
multiple prés de zx. Lo distince AB sern done dy méme ordre de

grandeur gue In différence des valears de # qui correspondent aux deux
points A et B, Or cctle différence est égule n:

La vnleur de ¢ correspon-

et — ),

Si dene g cst comme nous le Rupposons un parnmétre trés petit, cette

différence et par conséquent In distance AR esb ume qunntité trés petite
dordre ® — 1. Ln courbe C est alors une courbe qunsi-fermde dont les
points A et B sont les points de fermeture.

Ainst si une courbe qui dépend de #t est quasi-fermée,
qu'elle est fermée pour o = o,

Lemme.  8i la distonce de denx points 4, et B, appartenant h ia
portion ite sucface sans contuct § est une quentité teés petite d'ordre »,
il en sera de méme de In distance de leurs conséquents et .

Soicut en effet o, a,, @, les coordonnées d'un point fixe P, dc $
trés voisin de A, et Jde By a, a5, o les coordonndes de gon conséquent F.
Soient v, or., ryg w0, 2, e Yl By yh les coordonndes e

Agody By oot Bl oest cliir que =y, ) ek seront des fonetions lo-

inmorphes e roya, et o,

cela veut dire

Done 2 — ), i — 0}, 7= !, peuvent se développer pelon les

vefa 0 —— et p' Jintroduis n
paree que les cpuntions diltérentielles dépendant de g, il doit en Gtre de
weéme de la relnlion qui lie wn point @i sen ronséquent,

L'expression (e

puissances croissantes e * =

M —a 0 — Ay, 0 — . en fonctions de y, — a,
o=y o — ek oposern dvidennment In méme que celle do o} — o,
ri— .., — pl en lonclions de Fy =y By =ty W —~—a et op,
On déduit de T1a que Yon peut éerive:

V=i = = u) By — g B (=g
(') ry—ly = E'TI - .’h) I+ (-": - 3(-:]1'-; + (-":: - .’)':) ]'l_; ’

Ty g = {""l —n) o+ (.r, — ) EY 4 ("':l —_ ."f:l) Fy,
s I" atunt des séries développées suivant Tes puissnnces de:

My X — T

1 :'_'":lm:_‘”:lyl_qll-'fi_ﬂaly:'_":‘
' VYoic Nota £, '

ey

yrosi)

[

e Laael T el e
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En général la position des points 4, et B, dépendru de p, de telle
fugon que =, %, 42,,9,, Y51 ¥, seront des fonclions de g que l'an pnurrn
développer suivant les puissances croissuntes de cc paramétre.

Dire gue In distance 4,8, est trés petite d'ordre #, c'est dire que
les différences

T, =W & — U, T, — Y

peuvent se développer suivant les puissances de g ot gue les développe-
ments commencent par des tbrmes en 4. '

Quand on remplacern slors duns les équations M wory a0,
par leurs velenrs en fonctions de g, on reconnaitra que les développe-
ments de @ — 1, 2, — 1), o — I vommencent pur des teries en jt et
por conséquent que ln distance 4, B, est trés pelite d'ordre 1.

CQ Il n

Théoréme III. Si une courbe invarinnle est nunsi-fermée, de (elle
fogon que In distonce des pointz de fermelure A ¢t B soit nne quanlité
trés petite dn u" ordre, et Fil cxiste nn invariant intégral positif, Ia
distance de pnint A & son conséquent A, et celle dn point I 4 son
conséquent B, sonb des quantités trés petites du 4 ordre.

Fig.- 1. . Tg. =,
" s
L
D, D
H

Je représente en effet Tn ronrbe € ot sur cetle corbe les deax poinls
de fermeture A ot B.

Lo courbe ¢ étant invarinnte, les conséquents A, et B, de A et de
B sont sur ln courbe 7 ou sur gon prolongement. .

Lo distance des points 4 el B étant une quantité irés petite du '
ordre, ju puis jeindre cos deux peints pat un arede conrbe AR situd
Bur In porlion de surfuce sans contnet §, dont Ia longuenr totale soit
une quantité trés petite du w* ordre ot qui ne conpe pas €,

Soit 4, B, un arc de courbe qui soit Ie eofiggy it de AB. L'apris

Aets mathemafico. 13, trprimd Iw 23 JosHat 18FD, [}
1
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le lemmne précédent, la longueur totnle de 4B, sera encore une quan-
tité trés petite du u* ordre. T '
Considérons Vuire z fuisant partic de § ef."limilée‘pu'r la courbe ¢
et I'nre AB; sur In fgure 1 c'est ['nire ABB MA. Soit muointenont &,
Ia ennséquente de l'aire 2. Cette censéquenic sern limitée pot In conrbe
C et t'are A, 8,; sur In fiyrure 1 ce sern I'nire AA B MA.
Sl y » un invarinnt intégral positif, il existers une cerinine intégrale

f A Hdew

qui devrn nvoir lu méme valeur si on I'étend tous les éléments de
de l'aire o, ou A tous les éléments de sn consequente q
Si 1o disposition est cetle de ja figure 1, c'vst & dire & les ares AR

tb A B, we se conpent pas et que l'tire z, se compore de I'nire a, plus
luive ABA, By, il faut que Uintégrnl

fﬂmq

étendue & Vaire ABA, B, soit nulle. Muis celn st impnssible puisque
tous les éléments de cette intégrule sont positifs,

Il Twut donc nue les nrek AN ot A\ I, se coupent en un point D,
et que In dispesition soit celle de In fignre 2.

Cela posé, dans le Irinngle ADA,, les colés AD b A,D sont trés

petils du n* ordee. On o de plus:

Ad, < AD + A D.

Par conséquent ln dietance AA, st une qunntité tréa petite du n* ordre.
Il en est de méme pour In méme raison de In distance BB,.

G Q F e

" VYu Pinporiance da eo théerime, jo orair devnie joriator fntelque peu. Lo point
emaentiel de In ddwonslration i préedde esl le suivapt,

S0 len deux nres AL, A, B, g se coupent pay, la pobygona curviligne Mormd AA B B
" esl convexe ob mes cibda De 30 coupent pam do lells Fagon
que Taica AA T B eat toul antivre da vidme wigno ct oo
0 compose pon da particn pesilives ol de partica ndgatives,

En effed, A/, no pent esuper BH, savi quei ln coucke
iufariagle serait fermée. AB pe peut counar oon plus Ja

‘s

il

Sur lo problhie des 1rafs aorps et les dquations do i dyaawinue. Jdh

Remorque.  On peut & un certuin point de- vue regarder une courb
fermée comnme un cus puarticulier d'une courbe quosi-fermée; nussi n'es
il pus inutile de fuire remarquer quet le ralsonuement précédent g
supplique . pus un cos oft la courbe invariante est fermée, muis seule
ment wu cas ol elle st quusi-ferinée,

Le corolluire suivent feru comnprendre litiportunce du théoréme I[]

Corollaire. 51 on a démontré quiune eourbe invariunte § est quasi
Iermée de telle sorte que ln distunuce des peints de ferincluve . et F
esk- une - qunntité tyés pelite “du ' ordre maing, si l'an suit de plus
que ln distance du point 4 & som vonséquent est ume quantité Hnie oy
une quuntité teds petite du n— 1° urdre ax Plus, st entiv il y 0 oun ipe
vurinnt intégral positif, I courbe € st forinde.

En effel, si elle était seulement guasi-fermde, In distance de A & son
congéquent devrait Ghre dn =* ordre,

Le Whéoréme 1T est susceptible de plusicurs géndralisntions,

Promiére extension du théoréme I1.
Soit A, I, une portion quelcongne de
courbe tfacée sur § et que je puis sup-
poser prolongée un peu au deln de 4,
et .. Soient eusuite 4.8, 4,0,,...,
les conséyuentes successives de A8,

Suppesons que 4, B, culucide en
poctic uvee 4,5, en partic uvee le pro-
tongement de cette courbe do telle sorte
yue A B, soib une courbe invicionte du
#* ordre.

‘Gust ntnsi que sur Te figure 3 jui
représenté, pour fixer les idees, A, comme cotucidant avee A0, et
sen prolungeiient.

Vig. 3.

courba €, car #i par cxewpls A5 coupait [ en A et le prolungement o o3 wr
vomme Tiodique Js Ggura ci-comtre, on prendruis rour puinls d&Perweture A o2 O au
liow do A4 ot do B.
8i AH no coupa par €, A, B, »u coupera pas uge plus © QUi v4E s propre conséquente,
Les wiwos ebsvreationa sappliquent A la prewitre extension du théertwe 1IT. Qo
verruit do la wdwo Fagon quu le polygono curviligae ‘zl' 'b',J.'.)'!._-ls {Bg. 3) cal couvexe si

& L)
Ay, ot A B w0 se caupent pas. “ehon
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De ménme 4, B, devea colncider nvec 4,B, et son prolongement, ct
enlin A, B, uvee 4 B,

Supposons maintenant que In distonce 4,8, soit unc quantité trés
petite du ¢* ordre. Nous ndmeitrong en général que p est premier avee
n. Duns le cas de la figure 3, c'est lo distance 4B, qui est trds petite
du ¢* ordre. Alors, d'npréa le lemme précédent, les distances A B,
A8, 4,8, 4,8, d,B, seront unssi trés petites du ¢* ordre. Nous
pourrons wlors compléter In figare on joigoont 4,8, 4B, ..., A,.B,
par des nres de courbe dent I longueur tolale sern trég petite du ¢*
ordre, et qui ne couperont pas les courbes 4,B,, 4,8, ete.

Je dis que dn distnuee de A, 3 son cinguigme canséquent o, sern
eueorc une quaalité trés pelite du 4° ordre.

En eflet Iaire feringe:

e« = A D4, B4\ B4, B A B4,
aurd pour conséquente
a, = .4,B‘A'B,,J,B.A,Bldaﬂ‘dl.

Ainsi, s les ares 4,8, ct A, B, ne sc ccoupent pos, c'est & dire si e
disposition est celle de la figure 3, l'uire conedquente a, se cownposera de
Udire a plus Luire A A, BB

Mais =il existe un jnveriunt intégral positif, un rnisonncment tout
pareil & celui du théoréme 111 montreruit que celu est impossible,

[t Laut done «que les wres A, B, et A4, B, se coupent et on en con-
clurait, cormne dans In démenstrntion du théordme IIT, que lo distance
Ay, doit ére trés petile du g° ordre comme le sont les distnnces 4.8,
et oA, B,

C. Q F D

De celte généralisution du théoréme I, on déduit une générolisn-
tion de son corvllaire que l'on peul énoncer ninst.

Sl exisle un juvarinnt intégral positif;

Si Uon peut iracer sur une portion de surface sans contact S une
courbe 4 B, qui soit une courbe invariante du #* ordre;

Si l'on peut trouver sur cette courbe deux points 4, , B,, tels que In

- e AR,

Bur lo probléme des trois corps ot len dqualicns de |x dynomique. 45

distance de .f, au p* conséquent B, de ¥, (p premier avec n) soit une
quantilé lrés petite du ¢* ordre au moins;

5i enfin lu distance de A, & son u" ‘conméquent A, est unc quantiié
finic ou trés petite du ¢ — 1* ordre au plus, lo distunce A 3, est ri-
gourcusement nulle, de telle sorte que l'ensemnble de lu courbe A B, ot
de ses conséquentes successives forine ume courbe fermée qui cst une
courbe jnvuriante du 1 ordre.

Le*théoréme Il est susceptible d'unc deuxiéme exiension {que je me
boroerai & énoncer parce que je ne compte en fuire wucun usaze dans
In suite: .

Deusiéme exlension du théoréme 111 11 pout arriver gu'une courbe
sans élre inveriunte rigourcusement, soit invariante & des quuntilés trés
petites prés du p* ordre. .

Considérons par exenple une courbe C, et sn st conséquente.  Si
lu distunce d'un point quelconque de cette n* conséquente & la courbe C
st une quantité trés petite du p° ordre, je dirai que ¢ est une conrbe
péninvarigfe du n* ordre sux quantités prés du p°* ordre.

Une courbe peninvariente peut étee fermée ou guast-fermée comme
une courbe invariunte ct les points de fermeture se définiront de la néme
municre. '

Celu posé, je dis que: ‘

51 une courbe péninvirinnte du »* ordre nux quuntités pres du g
ordre, est nuasi-fermée, de tello fagon que In distence des points de fer-
meture A et B soit une quentité tvés petite du ¢* ordre, I distunce du
point A & gon »" conséquent 4, sern une quontité Lrés petite d'ordee ¢ au
moins 81 27 < p et d'ordre p — g au moins ai 2g >y >0,

Théordme IV. Considérons une portion.de surface sans contact S
que je supposerni simplenent conmnexe. Imaginons que la position d':an
peint sur & soit déterminée par un systéine purticulier de coordenneécs
que je vais définir et qui est enalogue anx coordonnégs polaires. Seit O
un point queleonque de S; imaginons quh ce point_ viennent nboutir une
infinité de branches de courbes, de In inéme fagon’ que duns les coor-
dounées poluires les ruyons vecteurs viennent aboutir wu pole.

Nous supposerons que deux queleonques de ces branches de courbe
n'nient d'outre point commun que le point™@G- et mous définirons une
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quelconque de .cos . brunches de courbe pnr l'angle # que s langente
en O fuit avec unc droite fixe passant par 0, . .

Nous supposerons d'willeurs que chneune de tes bronclies. de courbe
se termine wu point 0.

Considérons maintenant un second systéne de courbes quﬁ je sup-
poserui fermées, s'enveloppunt mutuellement et enveloppunt lo point 0.
Jadmettrai de plus qu'une courbe quelconque du second systéme et une

Considérons une branche de courby tixe B, du premier sysldme et
sait ' le point ol elle Coupe une courbe mobile ¢ du sceond .sysu':um.
Seit s la longuewr de l'urg de 1y courbe B, compris cntre Jes points 0
et P. Ou pourra définir In tourbe mobile ¢ par Ja quantits p,

Ju suppose enfin que par un point P gquelcongue de S, pnsso une
branehe du premier sysléme et ung seule; une courbe du second Bysléme
et une seule, Noyg pourrons ulors nous servir des coordonnées g et 4
pour définir la position du point P sur .

Celu posé, voici lc théoréma que je me propose de démontrer:

Soit & une uwire simplement connexe fiisnnt partie de § et limitge
PIC une courbe ferinde k. Seijt %, 8L 1% consdquente linitde par une
vourbe fermée k. Si les doux aires @ ¢t a, ont une purtte conmunc
et que O uappurlicine { celie purtie vemnwune; st les points de % ant
néme coordonnée. & que leurs ne conséquents; si In courbe £ rencontre
chucune des branches de courbe du [+ systéme en un seul point (de telle
sorte que quend on prrcourt la gourhe fernice %, @ varie de o & 27);
si de plos i1 y o un invarient intégral positif, deux uu wneins des points
de & coficideront nyee leurs n" conséquents,

~Enelfet un éldiment d'aire quelconque. dw uppoctenant i § pourru
s'expriiner en fonction de oet do & do la fugon euivonte

o = p(;;, iedudd,

lu fouetion ¢(y, 8) étant gsseaticlieinunt positive, .
Sil ¥ u un invarient intégral positif, il existe une intégrale

J = [MHiw = [ MHgduio

1
&l

PR
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qui-u In méwne - valeur pour a eb pour a, et qui est {elle que o
MHg > o,

Soient g, ct 8, les conrdanndes Jd'un point queleenqne de L, o et
0. ==, celles de son nt ronséquent qni appartient por’ délinition A k,.
Soit

P
X ufﬂfffp(fp.
Fe

{Dans Je caleul de Vintégeale X, on doit regarder § comme une constante
épale o 4,.)

Lo quantité sous le signe f ¢lant positive, Iintégrale X est positive
$i p, > po vb négutive si P < elle ne pent sinnuler que si g, = p,.

D'nillears d'opeés 1o définition de X, cette intéorale est wne fone.
tion de 4,. . o

Soient J, et J, les valonrs de lintézrnle J él‘emluc.-? respectivemeont
& Vaire o et & laire a,. On anra d'nprés la définition néme des 'inte-
grales doubles: .

gy — S = Xdg,.

Lintégrale du second membre devre étro prise tout le lnng de la courbe
k. Quand on wurn fait tout le tour de cetle courhe fermnde, ln fonction
X devra ¢ire revenue i se velenr initiale,

Mnis J étant un invariant, Jo—Jy doit dtre nul, X ne prut done
étre toujoura de mdine signe et comme cette quantité a méme valeur
wux denx limites d'intégration, il fant que X s'wnnnle deux fois entre
ces deux limites,

Or quand X est nul, 7, = p, et le peint correspondant Qe k colacide
nvec son % gonséquent.

Done deux an moins des poinls de k cotncident qver lears ™ con-
séquents, .

.o CQF D

On peat énoncer lo théoréme 1V sona fnire intervenic lo systéme
particulier de coordonnges que nous avona défini plus haut et dire:

Si une courbe fermée % fait purr.ie'd'uf?'c‘:&prﬁflion e surluce snns

b
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contnct § simplemment connexe ek que k, soit re £* conséquente; si 'on
peut joindre chacun. des points de % & son u* conséquent par dea ares
de courbe situés sur S et de telle fagon que deux queleonques de ces
ares n'nient aueun point commun; & de plus il ¥ © un invariant intdgral
positif, deux nu moins des poinls de & coIncideront avee leura #* con-
séquents. '

CHAPITRE IiI.

Théorie des solutions périodiques.

§ 1. DPxistence des solutions périodigues.

Considérons un systéme d'équutions différentielles

() =

di !

W=1e2w)

ou les X sont des fonctions des = et d'un paramétrs ;. Les X devront
aussi dépendre de ¢, mois ce seront alors des foncliona périodiguea de
celte variable et In période rern z:.

Supposons que pour la valeur o du parameétre n, ecs équntions nd-
metient une solution périodique, de telle sorte que

T = (1),

¢, étant une Jonction périodique dn temps dont In péricde sern par
exemple 27,
Posens:

$|=$f'r+E|

et cherchons pour les vnleurs trds pelites de z & trouver les volenrs des
£ que nous suppeserons égnlement tréy petites, i1 viendre :

d&, dX, = X
il AR DIy

Sur le probliwa des troin corps et lea équations Je la dyaawique. {0

Drns lez dérivées pertielles des X les 2, sont remplaces por les fonctions
périodiques ¢, Les £ sont ninsi détermnings par des équations linduires
& second membre dont les coeflicients sont des fonetions périadigues.
Deux cus peuvent se préscnter. ‘
1% Lus équntions sans second membre:

: ' d¢ 4X;
(2) =D

n'udimettent pas de solation periodique de période 25,
Dunz ce eas les équations i second membre en udinettent une qGue

jécrirai:
o= pdi(t),

¢ ¢lant une fonclion périodique de péviode a2z,
2% Les équutions suns sccond membre admetient nne solutien pé-
riodique de périede 2r. .
Alors les équntions & second memnbre peuvent ne pns aveir de soly.
tion périedigne, de telle fagon qu'en générul nous brouverons une solution
de la forime suivante:

&= pld (1) + At (1),

les ¢ étant tonjours des fonctions perimdimes, au ménie fans certaing eas

S=pltdally + 070 ) L )

Plagons-nons duns le premier cis ¢t voyons In choae o Plns pris.
Cherchons & former vne swlution periadigne ot i ls développer sui-
varl les puissanees de g Posans par conséequent:

o=+ e 4 /"!:E.I + ...

Quand on substitnera 4 In Ploce des 7 cos valeurs dans log X, on
trouvern A

X = S J‘xl.f + ﬂ-"\-:.r + ...

Il est cluir qne les Ko me dépendent que des ¢ les X, iles e, ot des

for les X, des ¢, of des #aa ete, De plus si les ¢, sont des fanctions

pirindiques de ¢ de péviode 27, il on sern o imeiles X
Acia mathrianli. 13, Cmprima Ig A nnfic [oRY,
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Nous avens de plus
dxl Col
X-.r b Z‘_ Ez—n Far - X ni-

Dans e second membre, dans ler dérivdes :—Li', on doit substituer Jes ¢
! ]

& Ia place des a2, ningi que nous I'nvons foit plus hnut. De plus ¥, ne

dépendra quo des Foo des o, des ¢, .. vp des g, omnis ne dépendrn
plus des ¢ ..

Celn posé on est conduit nux dquntions suivontes

t

dPn.l dX; -
() TR D LS

Suppozons qu'on ait délerming leg quentifés

Forr Eoire vy Cup

& T'nide des équutions précédentes sous formne de fonctions périodiques e
{; on pourrn ensuite h 'nide des équations (3) déterminer log [
' Ces équalions (5) ront des équations linénives & second membre et
lez woiflicients sont périodigues.

Par hypothése les équntions sans second membre

Ay, aX,
SE 2, T e

qui ne sont aulres que les ¢quntinns {2}, wont pns de solution périodique;
donc les énnntions (3) en ndmettent unc.

Il résulte de Ia qu'il exisle des séries

-""|=‘.'-’r+ﬂf’lr+!-"$’:r.i+

dont les rocfficients ront périodiques et qui eatisfont formellemnent pux
éqnatinng (1),

Il resterait & démontrer in convergence de ces sérics.  Nul doute
yue cette ldmonstration pe puisse se fuire directement; je ne le feraj
pas toutefois, car je vnis, en repremant In question & un point de vue
diflérent, démantrer rignureusement I'existence des sulutions périediques,

R s - iR o 1o

Bur le problkmo des trois corpa et les dqualions da |a dymawinue. 31

ce qui entralne ln convergence de nos séries. Nous n'wurons en effes
qQuh nous uppuyer sur les principes les plus connus du »Caleyl des
Limites.s )

Soit ¢,(0) + fi Ja valeur de z, pour ¢ — o. Soit .(0) + 7 la va
leur Qe x; pour ¢ = 27. Les ri dépendront évidemment de M et des
voleurs initinles des varinbles ct elles sunnuleront avee elles.

Cela wme permet d'écrire:

=g+ e 4 Zb.’rﬂ: + z Im I }’-!ﬂwfﬂ'ﬁ—?- N
= ﬁl + ¢l1

les 4, les & ot les fy g, peeins, P} étunt des coiflivients constants,

On oblivndre Jes solutions périodigues de périede 27 en cherchans
les cus ol

n =ﬁl-

Qu peut done cansidérer fi comme une donnée de I question et chercher
i résoudre pur rapport wux  inconnues 3 les équutions

(4) P’l=§!’1=---= L= aq,

Nous snvons quu les ¢ sout des fonctions holomarphes de g et des )
saunulunt avee les variables,

Si le déterminant fonctionnel des § pwr rupport wux 7 {Cest b dice
le déterminunt des ) n'est pos nul, on peat résoudre ces n éguntions
¢t on trouve coinme solution:

.Iaf = al(,‘)'

les 4 Glant, d'aprés un théoréme bien colny, des fonclions holsmorphes
de px sunvulunt aves .

Clest le cus que wous uvons étudié Plus haut b ol les éyuations
(2) n'ont pas de solution périodique. .

On duit en conclure que pour les valeurs ie 4 sulfisumment petites,
les équations (1) ndmettent une solution périodique”

Mnis il peat arriver que, bien que le déterminunt fouctionne! des
¢ por repport nux 7 soit nul, les cquutiong {[) puissent néumnains drre
résolues ¢t pur conséquent que les deuntions FBinetient ane solution

G
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péviodique pour Jes petites valeurs de 4 11 en sern wjnsi en générul

quand les déterminunts compris (lung la malrice . .

I dg’. dyd, dfr{ﬁ
T A
d, g, oy,
dpody - dg,
B, dd, dyh,
do 3, E

serond fous nuls,

Supposons done que les equtions (1) admettent use solution pé-

riedique pour 4 = o et pour les valeurs de 1 suffism

nment petites, plus

petites par exenple que Hoo et gi'elles n'en ndinetlent Mus pour H>p
e quelle fagon la solution périodique dispuruitra-t-clle nu moinent of1 g
atteindra la valeur #? On pourrait démontrer que les choses s¢ pussent

comme il suit,

Pour pp==py — 2, los équations (1) adinettent dewy solutions pério-

diques; pour ==y, ces deux solutions su confonde
enfin ponr i > g, ces denx solutions dispieruissent,
Cour le fuire voir, reprenons les équutions (4):

)  h=di=...=g =0

b en une seule of

eb supposons que le délerminant fonctionnel des ¢ sunnule quund Jes g

el le puronétre g2 osont nuls i o fois. 1l est ulors i
en géuernl, de tirer des équalions les A sous [u formn

A= 0(n),

les ) étant des fouctions holomorplies de s swnnulunt
Muris il sere possible en général de tirer des w— prel

¢:=¢’1=---=’:b-—|"=0
les w— yunntites St Fucii.on trouvers:

fgl = H.l [JS- ) pu)l

npossible, du moiny
[LH

wyee celte variohle.
niéres équations (4)

LLEN - S 1)
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les Jt élent des funcrions helotorphes de 8, et de z suunulunt avee ces
vurinbles.

Substituons 14, EL. la ploce de £ dans 1n s équation:

.= o

Nous obliendrons une syuntion
% =0

dont le o membre sern une fonctjon holomorphe de jt et de 3,.
Powr =3, =0, on uure
odd

#=o = °

L d'wutres termes pour 2 = o, Véquation @ = o admet 3, = o comme
ragine mulliple.

Suppusons, o nui vst le cus le plus géunéral, que ce soit une rucine
double.- Alors nous pourrons éerire, en développont @ suivant Jes puise
sances croissuntes de g et de g,:

N R R T
+ Bopr + Bypf. - Bopdi 4 ...

+ G + Cp’g 4 ...

On peut ulors tirer de Uéquution & = o, si 4, ct B, ne sont pus nuls,

" A en fonetion de g ou trouve:

A= 0.0v),
on

[ - . L R [
et ot @, est unc fomction holomorplie de v & coeflicienls réels et saunu.
lant uvee celle varinble,

Si E’!> 0 ¥ et réel quand p<o et im:t’g'y‘l':l,igg quand u > 0; c'est
4, 1
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. b] , .

le vontriire quund 7 < 0. Supposens pour fixer les iddes que J; ot A,
r

sdient de méme signe.

Quand p sera uégatif, on trouvern pour 4, doux valeurs réclles (cor-

——

respondunt au double signe du radical \/— %f) et pnr conséquent deyx
+

solutiung perindigues.  Quuel # =0, ces deux solutions périediques se
confondent, pares que les deus vileurs de 3, se réduisent h o; quund
£ 0 ees deux solutions périodiques  dispuraissent purce que p devient
Wnaginnire.

Une discussion plus npprofondie snontrerait quo les conclusions sub-
sistent duns le ens ol 1o mcine £, = 0. nu lieu d'dtre une reciue double
de Téquation # — o st une rovine triple ou d'ordre supérieur.

Lorsyue des dyquatinus diffiventiolles dépendent d'us puramétre wrbitraive
Moot udmellent ane solution poriodigre, e si Uon fisit yarier co pramélre
W' e mnticre cantinue, la solution ‘priodigue ne purra disparaiive quuprés
N'étre confindue qvee une anfre sulution périodique.

Clest ainsi que, dans wne eyquntion algdbrigue dépendnnt d'un parae
welre r, s lon it vaier e Parnmétre e munidre voulinue, une
racine reelle e punven dispisitee et devenip iln:lginuirc. yu'uprés s'étre
ronfondue avee ane anutre racine réelle,

fes sfulinug perimitgues  disparaissent par eouples, & o fupon des ro-
cines réeles 'une dyuation alyébrigue,

L s parGeulier nui nour nerétern Je Plus serw celui oft Jog équa-
tins (1) admeltent pour /=0 une inbuité de solutions périodigues de
pévide” 27,

Luns ve ens les Gqielions () we sout Plus distinctes quand on ¥
lit o =0 et par uNemple on peat déduire In 5 deg i — 1 premiéres,
Considérons dune ves w— | premicres drualions:

= bl e —_ =
Bl =g, =
En général on pourra stipposer yue le déteriniuant fonetionnel

Py, ),
W, el

Suor lo probléme dea trofa corpa et lea dnuatieny de la dynantiue, HH)

n'est pos nul, On pourrn done résoudre nos n— 1 équations par rapport
wux #— 1 quantités g, , Bar--oi s
On trouvera:
A= I{g., 1) 1,3 ety

fes JI étont des fonctions holomorphes de 8, et de 2 Sunnulint avee ces
varinbles.
Substitnons 7/, & In place de 8, drns In a® dgnntion (4)

Nous obtiendrons une équuntion:

=0

donl le premier membre gern une fonetion hatomorphe de 42 et e 2.
Celte fonction holomarphe dnit ronteniv oo facleny. Ko efter, ponr
/=0, lea u équntions {4} se réduizent A 1 — Tenive elles ¢t par
conséquent I'équation ¥ = o doit duvenir identique,
Posons donc
W= pe,,

#, sera ecncors holomnrphe. Appelans @) ce que alevient # quad on
y it == 0 et cnvisnrenns I"¢spuntion:

i =0

dlont le premier memhrg est o fonedion helowmorphe de A, seuloment,
Trais ens pruvent se présenter:

1%, Ou hien entie équation wWalinet wnenne reine: on pent en
conelnre que panr les pelites valeurs de g les dpeations (1) wont poa
de solition périadiqne de pévinde 2z,

2% Ou bien celie dquntion adinet une oy Plisicurs vacines smples,
Dans co ras les dquakinng (1) ont dea solutinns periadinies pour les pe-
tites valeurs de p.

Iin effet snpposons qu penr: e
. f. = A
on oil;
Lo
"”I' = O, ] P Quie
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Alors 1'équntion:

pourre élye résolue par Tapport #. puisque pour

f‘=o! I:_'ﬂ:

on a
a0,
w] =0, I Eﬂu—zo.
On obtient ninsi;
ﬂ' = 0:(;“_)1

¢, étant holomorphe en x. Bn remplngant £, par &, dans les H;, on

tronve:
ﬁl = 61(,'1)1
84, étant holomorphe.

L'existence d'une solution périodique pour les petites valeurs de H
est done élablic. De plus pour une pareille solution périedique, le de-
lerminant fonctionnel des & par rapport nux 7 n'est pos nul si g est
suftisaoninent petit suns étre nul.

3% Om bien l'équution ¢ = o pn que des rucines multiples at
alors nous ne pouvens rien ullirmer. ]

Si wutelois cette équation n wne racine triple, ou plus sénérale.
mentwne racine d'ordre impair, nous paurrions aifitmer que pour les
petites valeurs de gz, il existe wne solution périndique, nais nous ne
saurions plus si le déterminant fonclionnel correspondant n'est pas nul.

Duns ce qui préciéde, nous nvons supposé que les fonctions X, , X,

-+ &, qui entrent duns les dquations diftérenticlles (1} dépendent (n
tewps £ Les rvésultats serajent modifids si o temnps £ n'entre pus ilnns
ces Gquations,

[l'y a d'abord: entre les deus ens wne différence qu'il est impoasible
de ne pns npercevoir.  Nous avions supposé dnns ce qui précéde que les
X, ¢éraient des fonctions périodiques du temps ot que In periede était ax;
il en résullait que, si les ¢quations adinetlaicnt une solution périodique,
la période de cette solulion devait cire égnle A 27 ou A un multiple de
27 S8 au contraire les X, sont indépendants de ¢, In période d'une -
tution périodique pent duee guelconque. ’

e s prrnt R

et

-

Sur le probldme doa (roia coarps et len dqualiona do la dyouwique. o7

En second liew, si les équutions (1) wdincttent une solutivm pério-

dique (et si les X ne dépendent pas de &), elies vn admellent une infinits.
5i en effot

L = ?I(l)l r, = F:(‘) P - ey Ty = F‘u“)

esb une solution périodique des équutious (1), il en sera de inéme {quelle
qua soit lu uonstunie &) de

5=+ s, L a = et A

Ainsi Je cos sur lequel nous nous soimmes étedus Ftbord et duns
lequel pour po== 0, les équutions (1) andmcttent une solution peviodigue
ct une seule, ne peud se présenter si les X ne dépendent pas de e,

Plugons-nous done dans le cas vit le temps ¢ w'entre pas explicite-
ment duns les érjuntions (1) b suppasons que pour g = 0, ces éynautions
ndmetlent une solution périodiyue du période 7

A=l n=el), .., n=e0)

Snit ¢,(0) 4+ 3 In valeur de x, pour £==0; suil e (o) + 7 o vadeae
de z, pour ¢ = T4 1. Puosons clusuite, conine uous Vivons Tt Plus huut,

n—2pf={-

Les ¢, scront des fonctions holomorphes de g, de 3, 3, ... L 3. el de
¢ yunnulunt avee ces varinhles
Nous avons done i résoudre Pac vappotd anx w1 inconnues

f9|'ﬁ‘ll"‘l|'?llr
les # équations

(5) ’P;=¢':=---=1§',.=0.

EL )
Nous avons ume inconnue de trap, wons pouvens donc poser arbi-
traircment pur exemple

fa=o.
Nous tirerons ensnite des enuntions (s), A, 3, '.‘--'-."Lf_! Siwa el ¥ en tunctions
Aela mnlAmnl:m. . Twprimd |s § sodl JEgs, 8

p



55 H, Poiocard.

holomorphes de g sunaulant wvee f. Cels

est possible & moins que le
déterminunt:

U Ay dib,  dy,
a8, dA, o df.. dr
d, dy, i dy,
'1!3| u 191 e d.f?l-— 1 E;-
v, s, dih. g,
di, &3, " W, &

ne soit nul pour p =g = r=o,

Si ce déterminunl élait nel, nu licu de pneer arbilcairement =10,
on puserait pur exemple g, — o, ¢t ke méthode ne surnit en défuut que
§i louz les déterininants conlenud duus la nutrice:

'I 'ffl tih, 'I't{'| l'f'rhl I
| K7 AR » S =
|

I lfg"’ Lt t{i!" f‘s_""
TN d3.
I ............
I|I aisf' ff‘_". (f‘f‘. d‘."’.
N dF, 3, i@ -

¢lutenl nuls i la Fois. (1 est j veuinrguer que le délerminont obienu

e supprinmil I derniére colonme de cutte mlrice est toujours nal pour

= =rv=0)
Commne en géndral tous ces délerminunts ve seront pan puls & Ja

Iois; Tus équulions (1) sdmettront pour lea petites valeurs de g, une so-
lution périodique du periode I 1 o,

§ 2. Expusanis caractéristiques.

Reprenons les éyuations:

el
(1) T =X

Fur o problimo dea irqis corpr et les dqualions de |a dynaoiqua. 59

et imnginons qu'elles admettent une solution periadique

T, = s;,(f).
Formons les équntions nux variations (voir Clapitre T) des équations
(1) en posant:
T = Fl{f) + &
et néglizennt les carrés des £.
Ces équations nux variations éeriront:

f!ﬁ . flxl - lL\-l GL\'; -
(2) b B e T o

Ces équntions sont linéaires par tapport aux £, et leurs coiéfficients

%;:—*, (quand on y u renplacé g, pnr ¢,(£)) sont des fonctions périodiques
Ty

de {. Nous avons done i intégrer des équations lincuires & rocflicients
périodiques,

On. sit. quelle est en général Ia forme des intégrales de ces ¢qua.
liong; on ohtient = intéavales partienliéres de ln forme suivante:

-':'.| = e"uS,” E, = c"u'S” e, &= c«.r‘qn”

S =ery,, SG=evS,, ..., =78,
&)

El = c"J'SI-l E‘.‘ = c"JS“ ;s e E" = g "\1"_

lrs 2 dtant des constanies ef las Sy des fonrtions périadigques de ¢ de
mime période que les ¢ (f),

Les eonstantes a s'appellent les erpesanls caracidvistignes de In soln-
tion périndinue,

Sz est purement imaginire de fagon que son carré snit négatif,

o mordule e & est constant et émal & 1. Sioan contraire o est i,
ou si a cst complexe de felle fagon que son carré e soit pas véel, le
module e tend vers ufing pour =4 ca ou poiir f=—co. Si donc

tous les a ont lenes rarréa récls ot négutils, les epumtités &, 2, ..., &,

resteront finies; je diri alors que T solution périvdiyue a, = e,(¢) est
slaldle; dnna le s contraive, je dirui gue cuﬁ'ﬁ;,‘sp}}nion esi instable.



G0 H. Poinpard,

Un cas partienlier intéressant ost celui nh denx ou plusieurs des
exposants earnctéristiques « sont égnux entre oux. Dang ce era lor inté-

grales des équalions {2) ne penveni plus se mettre sous lo forme (3)
Si pur exeinple

les éyuntions (2) admetlenient deux inlégrales porticuliéres qui s'derirnient

£ = ﬂ"'Sr.l
et

&= 1S, + eS8,

les &, el les S, étant des fonctions periodiques de ¢,

Si trois des exposants enractéristiques élnient égnux entre eux, on
verrait apparailre, non senlement {, mais encore {* en dehors des signes
trigonamétrigues ek cxpo'nuntiels.

Supposons que le temps ¢ n'entre pes explicitement dnns Jes équa-
tions {1) de teile sorte que les fonctions X, ne dépendent pas de rette
variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrole

() F(:u,,m,,...,a-_)-:(,'.

Il est nisé «de voir que dans ce ens denx des exposunls earactéristiques
sonk nuls,

On se trouve done ulors duns le ens d'exception que nons venons
de signuler; annis il n'en résnlte pus do diffieulté; il est nieé en effet i
Unide de Tintégrale (4) dubnisser d'une unité lordre des équations (1)
Il wy n plos slors qne # — 1 exposants enractéristiques et il n'y en n
plns quian qui soit nnl,

Nons nllong maintenant envisnger un mag particnlier qui est celni ot
les eruntions (1) ont lu forme des ¢quations de tn dynomique.  Terivons-
les done sous la foring:

, adey  dp oLy, ar
() Em W= —

I étant une [onetian queleongue de 7, 04, ..., TurYirWas vy ¥} NOIR
pourrons supposer, soit que I' est indépendunt de ¢; soit que F dépend

Bur le problime den Lcaim corpn et les dquations de la dyvawigue. Gl

non seulement des z et des y, mais encore de ¢, cof que por rapport i
cette derniére varinble, c'est une Jonction périadique de période 27,
Supposons que les équations (1"} ndmettent vne solution périodigue
de période 2
o=l we= (e

et formans les équntions anx varintions en posani:

T = ¢d1) + &, W= () -+ 5.

Nous avans vu dans le chapitre 11 que lintégrale doulle:

‘ﬂ- (rflr-it.?y‘ + dzydy, & ... A dy)

est mn inviriant intégral, on {ee qui revient an mdme} que =i £, 7 b
£ sont denx selutions partienlidéres queteonques des équations anx
voriationg, on o

Z(Emi — &ip) = const,

de dis qu'il en rézulte que les exposnnta earactéristiques sont deux b
deux éanux ¢k de signe contraire,

Soient en effet & cb 7 les vnlewrs initinles de Setdey ponrt =0
dans une des équations nnx vurintions; solent & ot 7' les valears cor
respondnntes de § ot de g, pour £ == 2z, 1 eat ehaie que ez & et les
7 sovont les fonctions lindnires des & et des 7: de telle sarfe que o
anlistitution

T={'ﬂlv ’?:‘;ﬁ::r’f:

sern une substitution lindnire.

Soit:
fiy LT
a o, A
b1 n 18 .
Mg Hepy o0 o Opea,

le tublenu des codlticients de celte Sllb‘.‘-ﬁtlllil.)_l‘l_-_Lillil‘l.il't'.
iyt
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Formona I'équation en 2
a—A a, Tira
fty, Ay — A fiz90
=0,
M Ty, e Oy — A
Les 2u racines de cette équntion seront ce qu'on oppelle Jes 2n multi-

plicatenrs de la rubstitution lingnire T. Mnis cetic substitution linéaire
T ne peut pas dtre quelconque, 1l fout qu'elle n'altére pos ln forme
hilinénire: :

Z(E,‘J}: —& ’.?I)'
Pousr eely, Uequation en 2 doit dre réciprogue, §i done on pose:

A — E‘Jnr'

les quantités « devront dire deux A deux égnles ot (e signe contraire,

C.QF D

Il 'y nura done en général » quanlitds «? distinctes, Nous les np-
pellevons les cogfficients de stabilité de solntion périedique considérde.

Si ces w cotfficients sont tous réels et négatifs, la solution péviodique
serw atnble, env les quantités & ot 7 vestevont inférieures v une limite
donnde.

Tl ne funt pas toutefnis entendre ec ot de stabilité nn sens absolu,
En ellet, nous avons néglige les cerrés des & of des 7 ct Ticn ne prouve
Qn'en Lenant roinpte de res enerés, le résultat ne seruit ps ehnngé, Moais
naus pomvons dire an nnins qne les £ ot x, s'ils annt originsirement frés
petits resleront beés petits pendant trés longtemps.  Nous pouvons ex-
primer e fuit en disant que ln solution périedigue Jonit, sinon de In
stabilité séeuluire, dn moins de Ta stubilita femporaire,

On pent se renilre compte de ceite stebilité en se reportant nux
valeurs des &; on tronve gn effet. pour In solution générnle deg égun-
tions aux varintions:

& = I:Al e S ’

T

R e Ll

ur le problime des trois carpa el Ted dquatiens dde la Jynawique, |
les A, étant des cotffivieris constunts et leg Sy des séries trigonom
triques. .
Or &l a} est récl negutif, ou trouve

e = eos £ y=g} + isin iy 7,

de sorte que & s'exprime rigonomélrigueinent.

Au contruire st un ou plusicurs des codficienls de stabilité devies
réel positif on hnugimire, lu solution périadique considérée nc jouit plh
de la stabilité teinporuire.

On voit uiséricnt en effet que § est alors représenté pur uny sér
dont le terine générul est de Jo forme:

e ens (bt 4 b 4 1)

oft (h 4 ik)7 est un des coefficients de slubilité, oft m est un entier et
et 4 des constantes quelconquer. Le défuut de stubililé se trouve ain
mis en évidence,

Si deux des cosflicients de stabilité deviennent draux colre eux, o
si I'un d'eux devient nul, on trouvern en général duns lu séric qui repe
sente & des teries de e forme:

Ate* cos (it + mt + 0 ou A cos(ml + {),

En réswind, & peat duwus tous les vus dive représente v une séri
toujours convergente. Duns celle séric le temps peut coleer sous le s
sillus ou cosinus, ou pur Pexponenticlle ¢, ou enfin en delors des sigue
trigonométriques ou exponuntiels.

Si tous les cotlficients de stabilité somt réels, néwulifs el distingt
le temps o'appnradtre que sous les signes sinus et cosivus el il y our
stabilité temporaire.

Si I'un des cocfficients cst positif ou imagimive, le temps upparaitr:
50U un signe exponenticl; si deux des codficients yont éguux ou gu
l'un d'eux soit nul, le temps appuruit en dehovs de tout signe trigono
métrique ou exponentiel.

St donc tous les cosfficients no sont pus réels, nématifs et distincts
il n'y o pus on générnl de stabilite meD"“’H;_ﬁc.;};:-'-
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Toutes les fois que F ne dépend pns du temps ¢, l'un des u coeffj-
dients de stabilité est nul; car d'une part e teinps n'entre pus explicite-
ment dans les équations différenticlles; d'nutre pirt ces équations ad-
mettent une intégrale

Flw,, v, oo Bni s Yy, ) = const,

Nous 1nous trouvons done duns le eus dont nous avons porlé plus
haut vt on deux des expostnts enraclérisliques sunt nuls, Mais, connmne
naus 'wvany dit, celu ne peub créer une diffieults Parce que l'vn peut,
& I'nide de Uintégeale connue abuisser @ 28— 1 Tordre des équations (1.
Il wy a plus alors que 21— 1 exposunts caracleristiques; 'un d'cux est
nul et les 20 -— 2 autres, aux currds desquels on peut conscrver'le nom
de eniflicients de stabilité, sonl deux 4 deux égeux et de signe contruire.

eprenons Te déterminant U HMOUs wvons eu i envisuger duns Jo
parngraphe précédent,

Nous avons dens ce purngraphe envisugé d'wbord le ens oft feg tqun-
tions (r) dépendent du temps ¢ el d'un purameétee A et admeltent pour
/=0 une solution périvdique b une seule. Nous wvens vu que st le
déterminmnt fonctionnel:

A= d

B{J’ﬂ:.‘.;---;.‘?.) i

N

F1%

=]

les cyuntions admetbront ¢ncore une solution piriedique pour les peliles
valewes de g,
Ce déterminnng peul s'écrire:

iy, . dy, dy,
g3, o3, T |E?:
iy li—?.‘. —_1 ffﬂ
A = i, o3, 3.
o b
o, i1, o3,

.K
1
H
H
3.
1
¢

Coaviee s

Bur lo probléme dey troja corpr el lea équalinny do Ia dyrawiime, 4o

Qr les exposants caractéristiques & sont donnés par Yéquntion:

‘,I"u e'!a: 'i?'n '_1_07._1

a3, a2, U o,

‘Inrl d?’! “-.IIE ltrl

a3, E R a3 —a
dy. Ay i, — o=

;?,?I tf,‘?, ! il

Dire que A cst nul, c'est done dire que 1'un des expesants earne-
téristiques est nul de sorle que nous pouvens énoncer de la furon sui-
vante le premice des théoréines démonteds nu paragraphe précédent, .

St les dyuations (1) qui dépemiont d'un prramétre po wlwmetlent pour
it = 0O wne solution péviodique dont avenn des erpasants caractéristinues e
soit uul, elles wdmeltront encore wne solution périodigue pour les pefifes va-
leurs de p,

§ 3. Selutions peviodiqies des fgnations dg I dynantique.

de prewdrni, ponr fixer les ildes, les équations de Ia dynamique
svee trais degrés de liberté, mmis ce que je vuis dire sappliquerit évi-
dermiment wu cns général.  Jéerivai ddonn nes éqntlions snns 1o formg;

da, Ty e, _ W IE_J', _ -_ff'
i = |f:f;:' dt rI.IT' ' ft i.*.l;"
I
( ) iy, _ dJf oy, _ d n’i‘ _ -i_!:'
T _l'l';l ! = de, ' T e’

I etunt une fonction uniforme queleanque des w et des g, indépendunte de £

Je supposerai ensuite que ¥ T, el xy sont des Fariables lindnires,
mais que y,, %, ot y, sont des varinblos angulaires, c'est i dire que F ost
wne fouction periodique de ooty b i avee o périade 2z, e telle fagan
qite In situalion dn systéme ne change pus e mne on plusicars des
trois- quantités y angmente d'un mulliple Je 280 (G4 chnpitre 1)

Sefn mothewatln. 13, Toprime 10 10 aoph 1692, 1]
'

N l
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Je supposerai de plus que I dépend d'un paramétre arbitrajre pet
peut se développer suivank les pui

ssances croissantes de ce poraméice de
telle sorte que Yon ajt:

F=F 4 aly +opte + MIF

e supposerai enting e Fyone dépeod que des x et est indépendunt

des y de telle sorte quu:

ar,  dE,  dF,
T =l = = = Q,
iyl Ty,

Rien n'est plus simple alors que d'intégrer

les équatinns (1) quaml
#o= 0 elles g'éerivent en ‘cffut: )

de ol __ e,

T B T dT =0
'-!!.' = — '_”"' 'I-”_l = ar, L) b,
W e ! i -_-_IEF-" m-=_ll“-T,.

Ces équations montrent d'slord que =z, &, ek 3, sont des cohslanter,
Gn i eonelut que

di na
L e, ! _-r!.r‘

uni ne dépendent que o Too By oelry sonb aussi des constantes que nons

appellerons pour abeéger oy b wg et qniosont, coinplétement définies
il on se doune lea valenss constantes de o, 7, vty 1 vient wlors:

M=t m, Yy =gl & o@y, Yy =l 4 @y

oy iy vho@my dtank de nonveHes conatuntes d'intémration,

Qoalle est o cowmlition Pour qque by eolution ninsi frouvée soit pe-
ciodique et de périnde 7, 3 fat, (ue st Ton chonge ¢ en ¢ ooty
ob oy, ancwenlent &g mulliple de 27, c'est & dire ques:

w Iy, T el n 1

suient des miltiples aly 2z,

Sur lo problymo den troin carpa b fug dnuations da la dynaminue. 47

Alnsi pour que lu solation que nous venons de trouver suit pé-
riodique, il fuub ot il sulfit que les trois wonibres Hoonyoeb o soient
conunensurables entre cux,

Quent i s période I, ce sern le Plus petit eontmign inultiple des
trois quantités:

T 2x az
=, a =,
LN 11, n

Nous exelurons, nu moins provisoirement de nws rechicrehes, e eas
. . R 08 i F, 1“;"' . . '
ot lus trois fonctions =2, "¢ ot U o gont pus indépendantes 'une

o, e, iz,
de Tuutre. Si on luisse ce cus de coté, on peut toujours cliisic %, T,
et r, de telle fugon que n, , g el wient telles valeurs que "on vent,
aw moins dans un cectain domuing, 1 ¥ nura duene une infinité de choix
possibles pour les trois constantes x5, el oz oqui conduiront @ des so-
lutions périodiques.

Te me propose de rechercher sl existe encore de solutions pécio-
diques do période 7' lorsque s 1'est plus éwul & o. '

Pour cclu, je vuis cherchier & sutisfuire nux équutions {r) en faisani?

Ly =@ o+ opu) 4w L,
£y = 25 4 pzy 4+ P00
By == oy 4 gy 4 gt
Yo=Y o b gy
=10+ s+ oy

+ + + +

M A I Sl S
Duns ves formules 7, o2y désimnent Tes valeurs constuntes que javais
dlé conduit plus Lk A nitribuer A 5 0, eb oo, quind e supposais
st=0 ct qui sunt telles que;

ok
I " (£, . ”
b Bl ol o) = — My i Flal o, o) = — ey o L ) Y
bl | et | £l

' Tes chillres vlueés en baut el & droite des lcltres & wl ¥ Jana |z dquativus (2)

sunt des fidices et non des cxposants, e,
B =4
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On o de plus:
¥ = nt 4 G,

Enfin les =, les y!, les 3, les # ctc. sont des fonctions du temps qu'il
s'agira de délerminer et qui devront ¢ire périodiques de période 7.
Dons I, & ln place des = eb des Y, substituons leurs vnleurs (2),
puis développons IP suivant les puissnnces croissantes da g de telle sorle
que l'on nit:

Fe @} pd, + a0, ...

Il est ¢lnir que

By = Fu(w? &3, :l‘.::)

ne depend que des =f; que

[ (g ¥
(3) 'ﬂu=F:(IT,x?:ﬂly'.'.y?,yﬂ')-}-:v}:-,;f e feat

*ufry oz

ne dépend que des =f, des 4 et (les i que @, ne dépend que des af,

des p?, des ), des gl et des 27 ete.
Plus généralement, jo puis éerive:

dF, W, d &,
=0, + :J:.',,T: + zim:-:- + z:.f_.q" = 8, ~— n7 — ot — n,2t,
ol &, dépend seulement
des o0, des 2ty ... et des mt—

des g0, des g1, ... et des pt-.
Je puis sjouler que pur rapport i g7, 4, 45 ln fonction 6, est une
fonction péviedique de périnde 2. Lréquution (3) mentre que 65l=F,.
Celn posé les équations  diflérenticlles penvent s'éerire, en dgulunt
les puissunces de mémie nom de

irs _d=y ] _ dyy , oHy3 i3 _

oW AT a Th Gr T gr =y
On {rouve ensuite:

e _ i vl _ 1748 Wxy _ d I
(a) T W& w e ag

s

ot -l P bt 3 -y — st

R

et et I

L. ST

AT

[

-

Sor la probldme des troia corps of Ios équations da Iu dynaminue, 09
et
dy dd, di da, d _ do,
{s) JET T @ T T oW d !

el plus ménérulement;

¥ rf:: lhﬂl
«) dl dyy
el:
\ it add ) It 2 F 194
(5) —-—l=__'|t=—__:_‘z: .'I._I: _l‘o_:r: ) qu'
1] di iy dxjd) yls] dieele]

Inlégrons d'nbord les équations (4). Dans F, nous remplacerons
W y1y ¥ par lears valewrs:

at 4+ @, wt B, 0+ o,

Nous pouvons duilleurs toujours ehoisic l'origine dus temps de telle
figon que @, soit mul.  Alors les seconds wiembres des ¢yuautions (i) sont
des fonctions périodiques de ¢ de période T ees sevonds membres puuvent
donc dtre développés vn séries procédunt suivant les sinus et s cosinus

. 2=t .,
des wmulliples de 2. Pour que les valeurs de £ a) etz tivdes des
p T ] 3 1

" éyuntivns {3) soieat des fonctions périodiques de ¢, il Fuul b il sullit que

c¢s séries e contiennent pus de termes toub connus,
Je puis éerite en cffel:

I = 2 sin (g o oy - iy iy + I,
oL omy, my, Wy sont des enbives positils oy négatifs eb ol o et & sont
des fouclions de o7, 22, £7.  Jéerivai pour nbréger:

¥ =Zlsineg
en posund . 5,
@ = wyjny - upyl o mgys - b .
Je frouverai nlors

1 n 3
li’,.' = Zam, cosw, t“:' = Zdm cosw, - '1—"—- = Z.lin, cosw
i dys 4 "z&qu;-,:} :



. Poincard,
ct

w = Lmn, + LR I TR T R E w,@, 4 m,o,.
Parmi les termes de ves séries, je distinguerni ceux pour lesquels
oy 4= wn, - mn =o

et qui sont indépendunts de ¢,
suppesé que les trois nombres u
Je poserai nlors

Ces terines existent puisque nous uvons
1+ 1, et 0. sont commensurubles entre eux,

g!:' = S.'.[ SN @ f {ym + gy +meyn, m o et b b and, 4 mge,)

la sommation représentée pur le signe S gétendant 4 tous Jos termes de
I, pour lesquels lu coaflicient de ¢ est nul. Nous aurous ulors:

dyh _ . il
To = SAM, cos w, T = S;Im, cos w,
Si done on a:
A dyh l
(©) d_(ﬁ: = E =0,
il viendea:
(n SAm, tose = D, S.-lm1r Cudem = Q, S.;Im= i = O,

La premiére des équations (7) wst en eflet une conséquence des deux
autres, puisigne en verlu Je o relation MM st e =@, on
identiquenent

u:S,-J o, eosw - u,S.—Im, cosw -} u,SAJuIIJ Cosm = O,

Sideue les relations (6) sont salisfaites, les sérics A cosw ne cou-
ticvdront pas de lerine tout comnw, ob les équalions (4) nous donneront:

Am, sin w Am sin e
o 1 /] | I r l
h = z o, 4w b o, + ¢ = Z Wi, man o, + G,
o A wiiw "
T =2 o, + mon, s, + Gy e

€y € et CF élant trois nouvelles constuntes d',inlégrntion.

S T
L.

bt R gl R s

Y

B L T

Snr To problawe des trojs eorpa el los dquations dg la \]}'I]ll.l.li‘(luf_‘_ Tl

It wme geste i démontrer que lon peut choisic les constantes &, ot
@, de fugon & sniisfaire anx relotions (6). La fonction. ¢ st une fone.
tion périadique de ib, ¢t de & qui ne change pas quand l'nne de ces
deux vurinbles nogmente de 2z  De plus clle est finie, elle nurn done
WU moins un maximim ob i minimem. i Y @ done an moins deux
manidres Ju choisiv @, b &, de fugon & entisfnire oux relations {6).

Je pourrais iméme njouter quil ¥ en a wie maing quwilre, suns ponveir
tontelois uflirmer qu'il en est eneore de méme quand de nomnbre de degrés
de liberte est supérieur i trois, ]

Ju vis aintenant chercher i déterminer & aide des depnations (5)
les trois fonations ! et les trois constnntes 1.

Nons pouvans regnrder ¢nine copnus Jes 7 et les % les =} sout,
connuz epalement aux constuntes prés €. e puis done écrire les équa-
tions (3) sous I forine snivante:

1) ! =M, rr"," |I"'f"
8 o — e T g B
(%) ] ' Vet ? dedey T

ou les J, représentent des lonetions eatié¢rement connnes dévelappées eu
- ' . . . - Intl . .
Riries suivant les sinuz ot cosinus es wmulkiples e 5 Les encflicients
de €7, 2% ot €4 sant dles ennstantes que Ton peut reguvder comnie conmues.
Pour gue Ia vnleur de g tirée 1o cotte Eyation soit une Janction
périndique de £, il Fank el il snlft que dunz e second ineinbre e ferme
toul connm soit wul. Si done 17 designe e forme tont connn de la

série trigonnmélrique J7, je deveni avoir:

R o= T
R L T LI a7 B B Ty
{‘J) ‘rf.rp.f.:: + “ilrjule} + J:'Lr;"’.“:

Les trois équations lingaires (9) déterininent les trois ennstantes Ci, C) el G,
U wy nurait dexeeption que & le déterminont de cos trois équan-
liang &tnit nul; c'est A fire & le Jassion ide I, pnr"‘l'npporl. a ), 7l et
a3 ¢lit nul; nous exclurons ce cas. =
Les équotions (8) me denncront donc:

."}'1 = 7}: + I-: ' ?f; = 7]; + f";l .;.::.é,; ?‘ '17; -+ k;!

v
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2 H. Poincard, | ; Sur Jo problbma Jdea Lraia corpr al lma dyuations Je o Jyoamique, T3
fes 3! élant des fonctions périediques de ¢ entidrement connues et les ; Appelons en “¢ffet B, le terme tout connn de H), ces trois équu-
k! &ant trois nouvelles constnnles d'inlégration, ) tions s'éerironl:
Venons mnintenanl nux équntions (4} en y fuisont k= 2 of { = t,2,3 1S . 15 -
et cherchons & déterminer a 'side des irois équations ninsi abtenues, les . By = oAwm,m, sinw - I} it sin @,
trois fonclions = ot les Lrois conslantes k). (1) E, = J’.';Szlm; sinew - !.';thrr,m._. Sin ¢,
Il est nisé de voiv que nous ivons: ' ' . ..
! " ' E, = 5.SAm,m, sivew A FESAwE fin o,
r e, 1 (2F vl . . .
B, = Ly 4 p) an + -’"15,}-‘ + -’frﬁ_j.,'-' - en conzervant an signe de sominution S le méme sens que plus haut.
] Th a I - . .
. ’ Je ne considérerui d'nbord que les deux dernidres des équuntions (11} que
0:| .f.’], dépend senteinent des a7, des 49 et Jus z! el olt l'on 0, coinme Féerirai: -
plus haut: E = iy + M iy
e T A = s R ey
"i_' = Zdm cosw. fia; oy,
uy . E _ '{.I 'It'rh + r Il‘}"'
' . e e e a = Ramm— t Ryl
Les dqualiung (37 s'éerivent nlors: dm, e, o
el o8, -, De res deux équniions on peut tirer ki et A, A woins que le hessien
e -:dy‘:— + 1_...'3!”_"!:(";: de ¢ pur rapport b @, eb @, ne zit nul. S U'on donne aux Eolus
ou valears ainsi nhtenues, les deux dernidres ¢quatinnz {(o) nous donneront
i et 7 sous In forme snivante: :
il . . . .
{1n) E.t_l =TI, — IV Am o, sin o — I:;ZAm,m, &0 —?.';E‘Am:m, sinw, =3 4 03, 7= &8 4 (1,
M, dtant wne fanclion péviadigne e ¢, que U'on peuat resarder conune les £ étant des fonetlions périodiques de ¢ ennidrement connues et Jes

i . : . . : . 2 e, ’ alle : 2 At Grentl
ehticrement connue,  Pogr que Ton mmisse tirer de celte erpuntion «f saus € dtant de nonvelles ennstunies intéralion,
i forine d'une Tonetinn péviodique, 1 fane ob 31 znift fqne ler reconds Pour tranver af noua panvoens, au leo |lc|npln)'|-|'

L premicre des
memhres les dualions {10},

développis on séries trigonomitrigues, ne ; éyuntinnz (10) nous servir des considérnlions suiventes:
possédent pus de termes tout conmus.  Nows ddvons done disposer des Les dquntions (1) sdmertent nse intégrale:
quantités A de manidre & annuler ces termes tout canmus, Nans serions F=n,
ainsi- eondnits A trois dquntions lindaires ontre les Irois qnnntités &' mnaig
commne le déterninant e ecos 1rois equotions st pnl, il y o une petite
diflienlta ct je suis fored Fenlrer dans quelguer détails,

Nuns allens ('abord Sl poser:

I éhod une eaustunle dintégrntian que jo supposerai développée suivant
les puissnnces de x en dorivant:

- H:-ﬂ,-{-ﬂn,-!-p’n,-{-..., o
1 — o . |

=9 de sarte que T'an n:
nots w'nurons plus alors e denx inconnues £} ol 4} et trois” équalions # o= J1. # = R R T
Aosatishiives mxds ees 1eois squntions me senk pas distinctes comme nons ° ° ' v ! Tt '
allons Te voir,

B, B, , B, cte. étant notant de constantes dilfiérentes,
Arta wiathrimating, BX., Laiprdma 1w #3 apaL Tafe, il

' I




H. Poigeare.

Le premier mnembre de T'équatjon:
w’ = B?

dipend des &7, des whodes @l des ), de 73 ot de 2 gni soni dea fone-
tions connues de ¢ et de T que nous n'uvons s encore cnlenlé,. De
cetie depualion, nous podrrons done (iver 7} sous In forme suivanre:

S 7 = &

&7 sera e fonetion pévindique de £ eniidrement déterminée et 2! est
ine constanle qui dépend de 13, de L7 et de O3,

Neus powvens conclnve de Ii fnue In premiére des équations {11}
doit ctre satishite et par canséruent qne evs trois équntions {11) ne sont
pus distineles,

Prenons maintenant. leg ¢ruations (37 ot foisons-y & = 2; nous ob-
tiendrong treis équations qui mous perinelront de déterininer les con.
slantes L7, Cf et C7 et doii L'on tivera en outre les 7 spus In forme:

Ho=5+ . =it =g 4,

les » élant dez fonctions Périodiques de 2 entidrement connues ot lez &
ctant Irois nonvelles ennslandes dinlégration,

Lleprennns enanile Jes Gquations (1) en y Inisant & = 3. s nons
SUPRORNS & = O, Nous ponrrons fiver des trajs dipnations ainsi obirnnes,
d'ahor? les deux consinnles k3 et &1, puis les 0 sous Tn fneme:

1 =1 d
& o= 5 4 (Y, .

tes 2 élant des [onetions périadiques connnes de 7 et les €7 dlmt trois
wnuvelles vonstantes Wintdmrution.

Et ainsi de ‘suite, 7 '

Vil un peacédd ponr trouver des séries ordonnées sujvant Jes pnis-
sunces de g, périodiques de piriode ' par vupport nu temps el sntishui.
sk aux dqunlions (1) ¢ procidé we serait en défout que si le hessien
de Iy pur repport awr 0 était nnl on & le hession de ¢ pay rapporl
@, ef @, éfeail aul. e i . .

On pourruit démontrer divectement It convergence de cus #éries par
Irs procédés ordinnives di moulenl dus limitesn de Cavenyy unls-d'nutie

Y PR L

Bur le problomo doa Lroia corps ab lea dyualions Jg la dyuawinue. Ta

part celle convergence osb une ¢onséquence mécessnive de 'existence Inéing
des solulions périodiques; je prétere dons employer le méme ruisonng.
ment que duns ce paragraphe (1) pour Stublic cette existence.

Nous uvons vu que les équations (1) wdettent pour solutivn uing
A=o0 '

L o=a,, L=

"y £y =,

E L ) A

ho=utl+m, by = it 4 @y, =t 4 @,
les @ et les @ Gtant des constantes d'intérulion, et les n des lonciions

dus a.
Nous uvons vu en oulre que 6

n Uym I, w1

sont multiples de 27, cette solution est peviodivjue de période 7.

Suppusons  maintenunt ue g cesse d'étre nnl, ot imuginons yue,
duns une certnine solution, les valeurs des 2 ¢t dus y pour £=o0 soient
respectivement:

n -— »
5, =, | dq,, L, =i, + Gu,, &y =, + o,
_ — _ .
ho=m -+ ”“T’l' ¥, =, (}'m_‘_. Yy = @y = Ay,

Suppusons gue, duns cette méme sulution, fes valeurs des et Jes
Y pour ¢ == 7' suicne

T o THE - ¥

y , + Ay oA An,

» T dny b A,

o=@ + 1+ 05 + Aa,
h=8, +mn1+sm, + s,

Yy =y H-u T+ gm, 4 By

La condition pour yue celle solution soit périvdiyue de période £ clest
que Von uit:

(I ZJ tﬁl‘lI = &ﬂ= = Qu' = ﬁﬁl == ﬁw.,‘:?—; _'ét_g'?: =0,
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Lus six équnlions (12) ne sont pas distinctes.  En eftet, cormme ' —-const.

est une integrale des dyuntions (1), ct que d'milleurs 7' est périadigue
PAr rappoert wux g, on u: o :

Flu, -+ da,, @, 3 06) = Flu, 4 dt, 4 Aa,, @ + 1:,1" + dw, + &'Ei,)
= Fla, -+ 6u, 4 Ay, @, + 6, + Ad).

U nous sulliva done e satisfuire 3 cig des équations {12). Je suppa-
serai de plus:

@, = dw, = o,
T est aisé de voir que les A et les Ag, sont des fonctions holomorplies
de p, des g, et des 663, smunnulant guand toules ces variublos sunnulent,
I . . . [ ' . o
I it done de déimonirer que lon peut tirer des cing derntéres
cquntions (12) ga, , éu, , da,, g@, et ga, en lonctions de e '
Renirquans que suand st est nul, on u

A = Au, = An, = o.
b g . 4 H H H
Pav comséquent Ag, Ad, et Aq,, développés suiveat Ies Puissunces de
My des ga, el des o, contiennent #cn fucleur.  Nouy suppr'lmerons ce
fucleur g, ot mous derirong Pt conséquent les cing équutions {12) yue
nous svons b résoudre soug la forme:
&ifl ﬁu,

(13) =

3 = Ad, = A, = o,
Il est nisé de voir que sishus les deux premidres équations {13} on fuit
H =0, cus ¢qualions se raménenl wuy relntions (6)

L} Ilr" . r rl','

Nous choisivons done @, ot @, de [ngon b satisfuire & ves relufions.
Quand on aura choisi de I sorte @, ¢t @, on verre que les équnlions
{12) soul_ satisfailes quand on y Ffait & Iu fois;

o

1= 00, = ¢B, = du, = Ju, = da, = o,

J . . r by . 5 1 i 1
Nouwg pouvrons donc tirer des equutions (13) les ciny inconnucs et

- Lot
R A

iy

r

Sur le problbwe des trois sorps el len dquatinen de 1z dynawique. 77

et §@, sous lu forme deo fonctions hoelomorphes de gz, sunnulent avee -
Il vy surnit d'exception que si le déterminant fonctionnel:

3 (E.! . éﬁ s B, Am,, tlrﬂ,)
] I

i, | A, , Bu,, o, , 4,)

éait nul.  Mnis pour x4 = o, Az, Am, ¢t Am, sont indépendants de
6@, ct de g3, de sorte que ce déterminent lonctionmel est le produit

de deux wutyes:
(Aﬂ" &I’f=)
|{——_ =

w ;. . 2(Am, . Az, Am,)
3(dm, , 0m ) Ao, , G, duy

Le prentier de ces déterminunts est el au hessivn de & par vapport
b, et @ ctle second wu hessien de F, pur rapport & a4 | 22 et 2.

Si donc wacun de ces deax hessiens tlest nul, il sera possible de
satisfaire wux cing équntions (13} et pur conséquent pour des valeurs
suflisamment petites do g1, il existern une solution périodique e péricde Tt

C. Q . D

Nous allons amintenvut chercher a détersiner, non plus seulement
ies solutions périodiques e périvde 2, mais les solutions de péviede peu
diftérente de 7. Nous wvens pris ponr point de <épart les trnis nombres
iy s 5 0OUS nurions pu tout nussi Lien clioisic trois aulres nombres
By, Hyy tiy, pourvu qulils soient commensurubles entre euyx, ct nous serions
arcivés & une auntre solution périodique dont Iu périvde I* nurajt éLé le

Iz

plus petit corunun mltiple de '27;-., =
L i

J

1!

-

'a
81 nous prenons en pucticulier:

a =1 4 £), ny = uy(1 + £), ny = 1,{1 + £

fes trois nowbres a], a;, ) seront comnmensurubles gntre cax puisqu'ils
sent properfionnels uux trois wombres n,, 1, ot ny,
Iz nous conduiront done & unc solution péricdigue de période:

T
Fr=—— P
R
Tt
.
L
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de felle fagon que nous aurons:
([‘l) Ii-:'P'('elﬂ'!E)l .’jl=’5'l'(t:ﬂ!5):
les ¢, ol les ¢ étant ddes lonclions dévelappables suivant leg

de s et de e, ot peériodiques en ¢, mnjs de Tugon
pende de g,

puissumces
que ln période dé-

Siodans # nous rewiplngons Ies z, of leg Y par leurs vuleurs {14),
I doit deveniv une conilante indépendunte dn feinps (puisque ¥ = conat.
est une des intégrales des équntions (1)).  Muis cette constunte gei cst
dite constunte des {orees vives, dépendra de #oet de = et pourra dire
développée suivant |es puissinces croissames de ces varinbles.
S Tn constante des farces vives

B est une donnée du Iu question,
Yéquutian

Mpu,)=n

peut étre remurdée comme une relution qui lie ¢ & #. Si done nous

nous dennons arbiteuirement I, il existere toujours wume solution e-
riodiljue guelle yue sait lu valeur choisie pour celte constante, manis I
période dépenden do ¢ ot pur couséguent Jde g,

Un cos plus particulier que celui fue nous venons de truiter en
détail est celai o il Iy a que deux degrés de liberté. J ne dipend
alars que de quatre variables ., y, , 10 47 eb I fonetion ¢ ny dépend
plus que d'une seule varinble @,.  Les relutions (6) su réduisent nlors i

eles
15 - ==
( .'1) i, o

. Lo, @ty o .
el le hessien Qe & st oreduit i :?E“: IYolt celte conelusion:
1

A clucune des rucines stinples de Téquation {15) correspond une
solution périodique des équntions (1), qui existe pour toutes les valeors
de p sulfisanument petites.

Ju pourruis e wjouter qu'il en ¢st encore de mdine lour chucune
des racines d'ordre impuir. .

Ce que nous venons e dire supplique en pnrticulier & une dquntion
que You rencontre quelquefols on Mécnnique Céleste ot dont plusieurs
géométres se sout déji ovoupés.  Cette équution st le suivante:

L, TS LY -'J*p;-'f_lf“‘fw"

Sur le probldwe den troig corpa et fex dqualions de )a dypaminue. 7s
' d’ 3 a
(16) zir T e A4 mp? = uR{(p, .

n el m sont des constantes, A est un parnmétre trés petit of R est unc
fonction de p ot de développée snivant los puisstnees croissanfes de /
el périodigue par rapport & {,

Pour bien nnus en rendre compte, il fuot d'ubord ramener U'égna
tion (16) & Ia forme ennonique des équations de 1a dynainique,  Cela s
fern en posnnt:

1 1.1 i
i=1, S, Fa g b 2t 2 W R(p, 2y +

¢ et p étant denx nauvelles vnrinbios nuxilinires et Uintégrale Jlf(p, E)le

étant ealeulée en regardant & eoinme vne conslanle, On trouve alors:

dn dF dda T30 1.,-‘ . I_-.l'_"
(17) WTH WS Ta meEn

anxquelles nons ponrrons aeljoindve (p étant restie Jusequivi complétement
nebitraire) Iéynation suivante:

iy dF
(17) =y

qui enmpléle un systéme ennonique,
Quind g = o lintégrnle générale de Pégmution (16) 5¢erit

(ISJ. po=han{g 4 @), 7= hgen{yl + @)dulyl + &)

ot g ek & sont deax constantes d'intégration ot nit h, ainsi qne ¢ no-
tlule ¢ sinns amiplitiule sont denx fonctinns o # Taeiles & déterminer,

Nons alluns clianger do varinhles; nons preadrans on Tien e &, 7,p
el &, quatre variables Ty ¥y Ty Yy définics comme i snit, Nous aurons
d'nhord '

= Mg —= < g

Des équations (18) qni donnent p et o+ en fonctions de g ot dn g+ @
Ponr it =0, on pent tiver ¢ ot gf -+ @ en fouctions il o oebde g 1
vient:

g=zsle.0. " 4+ -A—.j,i‘t’g,r_;_za)
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Nous prendrons alors pony ¥, une certaine fonction de v, (p, o) ¢t pour y,

k
h =gz 20(r o)
& désignant In périede vdelle de sn(z).

Si slors =, n été convenoblement choisi ‘en fonelion de Xy les équa-
tions conserveront leur Torme cnnonique :

dy, AR dy, AR o, AR de, AR
= g’ i = i’ T

{1 est cluir Enilleurs que pour g = o, I ne dépend que de %, ct dex,
cl non de y, et de y,.

Nous nous trouvons doune bien dans les conditions énoncées au début
de ce purngraphe, i

L'équntion (16) o surtout ¢lé tudice par les géomddres dans le cas
o m = o; il semble au premier abord quelle est alors heaucoup plus
simple.  Ce w'est qu'nne illusion; en effet, si 1'on suppose M = 0, on se
trouve fans le cas of le hessien de Fy est nul et ce que nous nvons it
dans eo pavagraphe west plus npplicable snns nedification.

Ce w'est pas que les particulnritds que présents "équntion {16} duns
le ens général ne soient encore vrajos pour @ = o, toutes les fnis «u
moins (i g n'est pas nul. Lo seule dilférence, c'est qn'on ne prnk feos
inettre en évidence par un développement suivant les puissnnees de g,
Lapparente simplification QU'a regue ninsi Téguation (16) n'n it (n'sng-
menter les dillienltés, 11 est vreui qu'an cst condnit quond ur — 0, a dvs
sérics beanemip plus simples que dans le cns géndral, muis ces sdrics ne
convergent pug eomme nous le verrons dans Jo suite,

§ 4. Culent des erposanis ceraetéristiques,
ivprenons les éqnations (1) lu parngraplie précédent

ey _ dFr e _ 1A

" oo = — =1,7,1
73 oy’ ol iy =21
Supposons qwon nit trouvé nne solndion piriodique de ces équations:

= F,(i’). = F{'l(’)

Jur la problwme des Lroia corps al les dquslions de la dynuminue, 51

et proposons-nous de déicrminer les exposants caractéristiques Jde celte
solution. :
Pour celn nous poserons:

X, = Fi(!) -+ &, Y = ﬁbi[f) 4 B,

puis nous formerons les équntions anx varintions des equations (t) que
noud cerirons:

a2, r AT
ab = Ly iy dy + Zt el Ter
(2) " Li=1,7,7)
dq‘ S - 1A
le’._ == -— Zt '_—d.l:llf-‘-l': Sk i, af«nflya e

et nous cherchierens v intégrer ces équations en fuisant:
(3) i =5, p=1e"T,

S, et T, étant des fonctions périediques de ¢, Nous sn.vons-qu'il' cxist.c
en géndral six solulions particuliéres de cette fovme (les éruations 1i-
nénires (2) étant du sixidme ordre) | Mais il smporte dobserver, que r!:ms
e ens particalier qui neus occnpe, il 'y n plus que quatre solutions
purticulicres qui conservent cette forne, parce nue deux ies expns:lm{s-
curactévistinues sont nuls, et quil y o pur conséquent denx solutinns
particulicres dune forine dégénérescente, o

Celn pos¢, swpposons d'abord g2 = o, nlors J7 se réinit i F, comme
nous uvons vi duns le pacagruphe peéeddent el ne dépeml plus que de
xl, wg et 2.

Alors les dipnations (2) se véilnizent &:

i e

{27 T

-

Les enéllicients de & dans la sccomde équstion (2*) sont des ennstanies,
Nous prendeons comune solubions des équations (27)

LN

] —_ —
2 = 0O = o 1= Tz, 1 7= 2

e
Iir

—’-—
L= &3 =

7, 75 ot pl élant trois constantes dintégrntion. .
Crtte solution west pns In plus géndeale pnisquelle ne l:‘nllfnlel‘ll'. qu
trois constontea nebitraives, mais c'est o plus '-'31:"!,-“:‘?,‘1]" parmi welles que

Arfa aathemntion. 13, Imprirsd 8 90 scplemhre |16, 11
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, .
on peut ramener & ln forme (3). Nous voyons ainsi que poer z = o,
les six exposants caractéristiques sont nuls,

Ne supposons plus maintenant que g soit nul. Noue allons mnjn-

tenant ehercher § developper «, 8, et T, non pns suivant leg puissnnces

croissunles de 2, mnig suivant les puissnnces de va en éerivant;
%=+ ap apdit ..,
S = 5 + Sive + Slp + -Sf,u\fﬁ-l-...,
=74 Tiin 4 T + T 4., ..

Alors on a:

Sl = o, N=4

et:
o= (S S L), Teo= (T T .. ),
{4) A8, _dS) 1] ')
f gl ar HVE o _ el TN
Wi Pt

+ aStF ai S 4. .. +‘alltaysT! +...

Nuous développerons  d'nitre part les dérivées secondes i I ani
enlrent comne codlficients dang log équations (2} en derivant:

'y
H'f,l',r!.l:‘ = A?‘ + /“A:& + [lijl:l. + Sy

I'I'I'T ,
m = ml + )"B?r + a8, + .y

[taf

Tt = Gt pCh 0L+,
a7y " 3 o
— dxyidy, = I + ﬂﬂu - I Dy, 4 ...,

Ces dévelappements ne contiennent que des puissances enticres de 1

et ne possédent pas comme les développements (1) des termes dépendnnis
de (o

e A

Tes N

Sur le prollama dos trojy cerps of les équations de Ia dypawigue, 85

On observern que:

4y = B:1=th=°!
(6)

i =y, Bi = g, a=—Dg.

Nous substiluons dans les équations (z) les valewrs (4) ot (s5) i In place
des £, des 7, de lears dérivées ot des dérivées secondes de F'. Duns leg
expressions (4) je suppose que a roit développe suivant les puissances de
Vi sanf lorsque_ cette quuntité o entre duns un Jactenr exponentiel g,

Nous identifierons ensuite on ¢zalant les puissances sumblables e
vz ek nous obliendrons winsi une série d’équations qui permettent de de-
lerintner successivement:

@y 2y, 3y, Cle S:ISIIJ"‘!'TTIT:!""

Je n'derirai que les premidres de ecs équations oblenues en égalant
successivement les termes tout connus, les termes en V:E. les termes en
A cte. Je fuis d'ailleurs disporaltre le focteur o qui s¢ trouve purtout,

Egulons d'nbord les termes en vy 31 vient:

das] [ n eprn
d_fl'l' a, 87 = EnAuS: + Zt}?nln

{7)
" rl LJ m L
% + 5,08 = T,e08t + T, 11
Ezulons les termes en p, il vient:

®) G S+ w8 = TS S+ NI BT, e

. . 147
outre trois équations anzlogues donnant leg “-~.
el
§i Fon tient compte maintenant des relations (6)x les éruutions (7)
devienuent:

3] 2] "
TR W+¢17}?= Z,CT;S}-

Lw preniére de ces éyuations menlre quc 'S-im'g;:wl' 53 sont des con
Syl )
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. . . am .
stantes. Quant & ln seennde, elle montre que -“—' esl une constunic; muis
L

connne T oit dtre wne fonction périedique, cetio constanle doit étre
nulle, de sorle qu'en n:

(9) ' Cay = OGS 4 CLS! 4 L8,

ce fqui tablit trois relalions eulre les
slantea 87 el o guantité incomue a,.
De sun edté U'dquation (8) s'éerira:’

trois constantes 72, Ies trois von-

a8 .
o + 2,8 = ZLB?:"A--

Les B sund des Fonetions périodiques de ¢ developpons.es dupres 1a
lormmie de Forsier ot goit by lu tevme tont connu e I I viendru:

7,8 = zj bu"}r

ou en lenant evpte des équations (), il viendra:
AT
(10) - a8 = Th (G S + (580 + (),

reintivns linénives et humogénes endve los trois constantes 81. En élini-
nant ces trois constuntes, nous nurons ulors une équution du 3" degré
qui déterminers qf,

En faisant cduns cette éqnation (10) i==1,2 et 3, nous nurens trois

Si nous Prsons pour Il].ll'l."gCI'

ey = &, Y -} Uy - b G,

lequation due i celle éliminution 5'detiru:

T '
Coy—a £
(11 [ € — o) € = 0.
o 2z €y —— aj |

"8ur lo probldme des troin corpy ot los dquativur de ln dygamigue, kH]

Elle peub encore s'éerive:

—a o & &1 o8 L5
o g o o Ch O
o o —g & iz G
= Q,
& b, by —a o o
b b.y Uy o -—a, o
by, by bsy o o —a

Lo détevmination de o,. ¢l lu seule partie du euleul gui présente quelque
difficullé.

Les équations anulogues & (7} et iv {S) formdes en éxilant dis los
énquutions (2) Tes endficiemts dus puissnnces semblubles de Yo pemaetlent
ensuite du déterminer suns peine les o, les 9 vt les 7. Nous pouvous
dene énoncer le résultut suivant:

Tes exposants caracliristiynes a soul développables suivant les puissitiees
croissantes de . i

Concentrunt done toute notre attention snv lo délermination dJde o),
nous wllons dtudier spécinlement Véquation (11}, Nous devons clercher
Lubord & déterminer lus quantités € ot b,.

On an évidemment:

- A,
= —
* detils}
et
=
By =
iyl
ou
W= — T dwm, sinw tre i fncl bl A
et
by = — Sdumm, sinw. X

D'uprés les convenlions fuites dnns le parngraphe précident; Tn sonnna-
tHon roprésentée pur le signe T g'étenid & tous les termes, auelles que

1 H . -
Yoir Nola I, '::f,"'r"?’
t
-
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Bur lo preblbino des trois corpa ot lIcs dt'[ual.iunn do % dynaminue, 87
soient Tes valeurs entiéres nbiribudes h w,my el m, La sominalion re. ’ ou
résentée por le sipne S g'étend se 1 : ter Lk .
P p E ctend seulement aux termee tels que nlal = #}’(n‘;‘c:, — 2w, 7, 4 02CT).

muy oy o oum, = o 5
Lexpression #]C% — 2n,4,C7, + % CY ne dépend que de 20 ot Z3 on s
l'en veult de #, ct de #,. Quand nous nous scrons donné les denx
: 3 n t doit mensurable u -
W = m,B, + m,a, 4 k. nombres n, et o, dont l¢ r Izpor LEo:u dtre commensurable, nous pour
. rons regorder i (), — 2m:,1,0% + #1Cl, comine une constanle donnde.

Sous le signe S nous nvone par conséquent:

Celu nous perinel déerire

. , . Y
& ; Alors le signe de o} dépend senlement de cclui de ﬁ:
by = —1— our i eb k= 2 : . e
* 7 dmdm, {p ou 3). :)» Qunond on s'est donné # et u, on forme l'éguation:
. - . . 1] 1 2 [} t
Si un ou deux des indices i et & sonb égaux & 1, b, sern difin] prr la : (15) & _ o
relation 5 di, ’
n,h b : = 0. . . . - ¥
Wt b + b = 0 qui est U'équation (r5) du paragraphe précédent. Noms avons vi duns
Nous ullons & Duide de cetie derniére relntion, trunsformer 'équa- . : ce parngraphe qu'fi chuque racine de cette équation correspond nne so.
tion (11} de fagon & inetire con évidence l'existence de deux racines nulies ] lution périedigne. ;
et & reduire I'équnlion nu quutriéme degré. Considérong le ens géndral ol l'équntion {15) n'n que des racines
Ju trouve en cffet par uno simiple transformation de déterminnnt et simples; chacune de ces rucines enrrespondd alors i nn maximmn on & un
en divisant par af; ;

1- minimum de ¢. Mnis [n Fonction ¢ étont périodique présonte dans chague
e période au moins un maximum et un minimwm et precisément autant

1 . -
R M ™ o o o do muximn que de minima.
_ . . .. 14
0 & o by be o Or ponr Tes valeurs de @, correspondant & wn minimum, '—.,-_"—, vst
uidy
e e —a bas hs a positif; pour les valeurs correspondant & un maxinnun, cette dérivae esh
" ' Ch —ag o 7 = ' nogative.
3 . . L L3
Done TVéquation (13) anra précieément aulant de racines ponr les-
" L] c:l] o . q . N " p a l
¥ b 13 a, Ty ¢ quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cotie
N cy, L o o s dérivée rern négative, et pnr eonséquent antant de ricines pour lesquelles
I . . , . @ sern posilif que de rucines pour lesquelles af sern négatif.
Dans te ong pacticulier ol Fon 'y plus que deux degrés de libertg, Culn revient & dire quil y aurs précisément antant de solulions
. tl < mH YAl L . . . . .
celte eyuation ¢'éeril: periodiques stables que de solutions instables, en donnant it e mot le
il "y o o méme gens que dans le paragraphe 2 de ce chapilre, ;.
1l’¢ ) .
° —a T o o Ainsi, si p est suffisamment pelit, chague systime de valears de u,
n ¢, —a, "y - ¢t da ny, correspondront aw moins uno solufion Yeriodigue stuble of nne so-
4 Iulion périodique instable el précisément nutant de solulions stabies que e
<h < o , .

solutions instables,

i -

T -

T Wy
T 1o
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Je wexamineeni pas ici comment ces réswllots s'étendraient au cos
oft Végnation {15) aurnit des racines multiples,

§ 9. Selutions asypintigqites.
Sulent:

T
(1) I‘T:_‘ = X, fHol, Tyerrm)

1 équations différenticlles simultapées. Les X sont des fonctions des -
et oo 2.

Par mapport nux < elles peuvent Gre développées en séries de puis-
NCeS.

Poar rappart & 7, elles sont périndiques de période 2z

Soit:

— 4" — Y
J",—:‘Bl,l Ty, =12, re gy W, =

une solulinn particulitre périodique de cea équations,  Les =7 seront des
fonctivms de ¢ pévindiques e périnde 2z, Posons:

=2l &
Il viendea:

gy
(=) i

In

s 2 seront des fonctions des & et e {, periodiques par rapport A £ et
diveloppées suivant les puissances des ¢i muir i1 n'y swra plis de termes
imiépendants des 2.

Si des & sont leés petits o qn'an néglize Tenrs earrde, les équalions
se reduisent,

-',‘:1 _ l:.\'p - I'L\-.u ™ l'le- =
(J) Jr_:ﬂf‘l+m‘1+"'+‘:::-‘-u

qui sont les Gquntions nux varintions des équations (1),

Sur l& prablime des trois corps ot los dquations da la dyaamiyue, 39

Llles sont linénires et a coeflicients Périodiqtics.  On connudt lu forme
de Jeut inlégrale générale, on trouve:

& = A:"""F’u + A%y + ..+ A e,
§a= d,e™e, + Aen + ..+ A e™e

6= Adieen 4 Aeen b e

les A sont des constontes d'intégration, les = des constantes fixes qion
appelle exposants caractéristiqnes, les ¢ des fouctions periodiues de 4,
8i nlors nous posons:

&= ¥ + Pagm + .. L/ ML .
& = e+ e .+ falams

El - '{h?’:- + vth‘ + --- + F-Flll
les équations {2) deviendronlt:

I'I,Jj
(29 o =1
ot les H, sont des fonctions de £ of iles y de méme forme que les =,
Nous pourrons 'uillenrs éerire
(I'.l;g

(2 .z_.:=ﬂ“+H*’+"'+ﬂ'.+"'7

JIt représente V'ensemble des termes dle J7, qni senl de degré p par rap-
rort mux 7.
Quant anx équntions (3), clles deviennen:
)
(3':' d"?"l=' = ay,.
Cherchons waintenant In forme des solntions géndrnles ves depuations
(2} et (=), g T

dete muarthimarica. 13, tmprimé Ie (0 weplembre 1AM, 12
i
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Je dis que novs devrons trouver; :
7 = fonetion développée suivant les puissances de A, e, -

“.¢™ dont les coafficients sont deg fonctions périodigues de ;.
Nous ponvons éderire alors:

(47 T o T B

B veprésentanl l'ensemble des termes de /5

qui sont de degré p par rop-
port aux o, :

Nous remplacerons Tes 7 par leora voleurs dans HP et nous trou-
verons:
HY = JIFr - Heest + B4,

It désignant 1
anx .

T F

ensemble des terines qui sont de dug;'é 7 por enpport

Nous Llrouverons alors:

! .
E:LI:“I?}! 7= e,
tb}f rb;,'

0 ‘117?1, = I, o ':l"}i,' = H + I,

!I?;?

W =IO LR + Hpt = Xy

Ces équations permetlront de ealculer successivement par récurrence

HER PR S

En eflet X, ne dépend que des %7, 2%, ..., ', §i nous SUpposons que
ers quantitds nient &té préalablement coleulées, nous pourrons derire I,

sous ln forme suivante:

K, =S40 dy... ATttt ey

Tes 7 dtant des entiers
périedique,

On peut derire encore:

positifs dont In somme est g ot ¢ une_fonetion

¢ = Tgen=,

PP LR,

L

Har lo. probléme des trois corps ot laa dquations de In dynamique, 97

C étunt un colfficient générulernent imuginaire et p un enlice positil o
négatif:  Nous éerirons pour abréger:
N e A
x[',‘.A':‘ v - A":‘ = A', ulﬁl -} a,ﬂ, + i + a.ﬂ,. = -L.'Jp’,
et il viendra:

dyt

51 o = T,
1

Or on peut sulisluire & cetle é¢quation en fuisunt:
’ AT 1 T

T ———— e,

K =E]"|'J'-— 1+ ru‘»?—u'

Il y vureit exception dang le cus ol l'on urnit:

rJ__1+Z§ﬂ—a,=0,

nuquel eas il sintroduirait duns les formules des termes enn & Nous ré
serverons ce cns qui ne sc présente pas en général.

Nous devons muintenant traiter lu question de I convergence i
ces sérics.  Lu seule difficulté provient dfmilleurs connne on wa le voil
des diviseurs

{s) rv—1 + Xa3— a,.

En cflet reinplagons les énuations (27) puv les suivantes:

(2") p=de + IR TB o+ T ..

Délinissons Jir. On voit sans peine que 7 est de la forme suivante
Hr = ZOphgi. . . yglre™™,

C est une constante queleonque, les 7 sont des entiers positifs dont lu
gome est p, r est un entier positif ou négutil. Ngus prendrons alors:

ﬁ'r = EICWI’"}':"- o

Leg eories ninsi whbtenues seront convergenles pourvu que les sérics tri-
ponométriques qui Jdéfinirsent. lor fnnulimmqlgrm’gfl_lques dont dépendent
o R
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les I vonvergent absslument et uniformément;
liew puree que cos fonelions périodiques sont onal
On peut tiver des cquations (2"

or cels gura toujours
ytiques.
) les 3 sous ln forme suivante:

(4" M= THAN AN | Ad B,

] N e - . 3
Plusicurs Lernies puurront illeurs eorres

) pondre nux ménes exprsunts g
St on compare uvee les séries lirdes do (2

) qui e'eerivent:

An -'lll_ A=
U[=ZN IA! Ay

5 el fapt =i

vuh':i e yuwon observe: 1° A esl réel positif eb plus grund que |¥].
2 I Jdésigne e produit des diviseurs (8) (¢ < Zp).
Siodong T série {47) converge pourvu que Ton eit:

|4, < R, Um Ty )

S$Eoaucun des diviseurs (3) n'est plus pelit que <, la série (4) convergern
puurva iue }

[Aw™] < Re.

Voivi dong comnent o peut énoncer lu condilion du converguce.,

La séric converge:

St lexpression
v—1 -+ Za{i‘ —a,

e peut s devenic plus petite que loute guuntité donnde pour des voe
lewrs entidres ot positives des 2 ¢t ontiéres (positives oy négtives) de p;
: 1 deux polysones convexes qui enveloppe, lc ire-
mier les a ok ¥—1, le sceond les o ot — =1, nuv contient l'oririne.
Ou si toutes les quantités a ont leurs prrties réelles de iméme ;"llc

et sionneune d'elles n’a sa partie réelle nulle. ?

Que ferons-nous alors 551 n'en est Pa3 ninsi.

cest i odire sioanenn des

. _b'upposuus [ur exewple yue & des guuntités a wient lear partie réelle
|JU:-‘.IfI\r'L‘, eboque B —k wient leur partic réelle négative on nulle. 1l
arcivera alors yue Ta série (4"} restern convergente & on y pnpule leg
constuntes 4 qui correspondent & un 2 dong In partie réelle est négative
ou nulle, de sorte que cus séries ne nous douneront plus In EUlUti:l'l ge-

Sur le prolldmwe dey trois corps ol lew fgualicns da lu dynauiqoe. a3

nérule des équations proposées, mais uuc solution contenant seulement &
constantes nrbilroires,

Si on suppose que les équations donndes rentrent duns les ¢quntions
de In dynminique, nous avons vu que n est prir et que les 2z sont denx
& deux éganx et de signo contraire.

Alors si & d'entre cux ont leur partic réclle positive, k nuront leyr
pertic téclle négntive et 2 — 2k auront leur partic réelle nulle. L
premsnt d'wbord les « gui ont leur partie réelle positive, on abliendra
une solution particuliére contenont % vonsluntes arbitraives; on cn ob-
tiecndra une seconde en prenant les @ qui ont leur partie réelle négative.

Dans le cas ol wucun des a n'n en partic réelle mulle cL en par-
ticulier si lous lvs a sent réels, on u d'ailleurs:

k==
z

Si muintenant nous supposons que duns les éyuations (1) les X de-
pendent d'un parsmétre u de telle surte que ces fonclions X soient dévelop-
prbles suivant les puissances de g, les quantités », seront eneove repri-
gentables par [es sérics (4°), mnis ces séries seront développérs, non seulement
suivant les puissonces des 4,6, nnis encore suivant les puissances de g

Il peut nrriver toutefois ¢ue ces, séries (4 an licu d'étre dévelop-
pées suivent les puissances de g, le sojent suivant les puissunces de i
En elfet los o« sont aussi des fonctions de s il srrivera en générul que
les o seront développés suivant les puissances de g, mais dans certains
cis pacticulicrs, i sintroduirn duns les o et par eonséquent dans les
sérica [47). Clest précisénent, dnprés ce que nous avens vu au paras
geaphe pricédent, ce qui uerive dows le cos des équations (1) du § 3
de ce chapitre, !

Nous ullons nous plucer maintenant dans un cs brés particulicr.
Supposons d'aberd # = 2, de telle lugon que los erjuations {1) se réduisent a:
e,

—_—X,, "E'= X-;-

dx,

dt

N

' TLea développomeols copticancat vo géndral i la fuis "des prissaneea positives et

omigalives de \.7"—:. Mnis les puissances miégatives disparaissont dana les eas oit lea sololions
msymptotiques anlaistent pour =0, Clest ce qui acrive dana Jn ploparl des applivatieos
ot en partioulivr pour les Guatigns de ' dywawingue. L!u‘i:r .L\rj_lu I}

[l
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Supposons de plus que

(6) aX, | dX

Lat situation du systéme dépend ulors des trois quuntités 2,

s B el & on
pent done Ta veprésenter par

lu position Wun point duns l'espace; voici
quel onode de reprisentlation on Peul adopter pour fixer les iddes:
Les coordonnées reclengulaires du point teprésentatif scront:

ecost, e"sint et z,.
De cette fagon '

°. A tout systéme de valeurs des irois quontités z, , 7, et ¢ corres-

pendra un point de P'espace.
-]

3% A tout point de I'espace correspondre un seul systéme de va-
leurs des quantités s, , 31 €058, sinf, eb pur conséquent une seule stun
tion du sysléme si Uon ne considére pos comme distinctes deux situntions

qui ne dillerent que prrce que £ w wuginenté d'vm certnin nombre de

Périodes

3% Si Ton fait vavier ¢, (¥, ct 2, restant constants) le point re.
présenlatil déerit une circouférence. '

4% A la condilion %, =1, =0 correspond le cercle =05}y,

5% A lu condition £, = — oo correspond l'nxe des s,

A tonte solution dus équations (1) eorrespondra une courbe décrite

par e point ceprésentatif.  Si lu solution est périodique, cette courbe
est feringe, .

Considlérons done e courhe ferinée ¢f correspondunt i une solution
périedigue, .

Forimone, les équations {2}, (3 (27) et {3") relntives & cette solution
périodique et imnginons que T'on ecalenle les quantitds correspendantes.

Ces qunnlités sont au nownbro de deux, et en vertu de la relation
(6) elles sont égales et e Figne contrnive. .

Deux ens penvent se Présenter: ou bien leur enrrd cst négutif et lu
selution périodiqne est stable; ou bien leur cneré est positif ot le solu-
ol est justuble.

Plagons-nous uns ce dernier ens el oppelons 4~ ¢ et — 4 lus deuy

Sur le problimn des Lrois corpa ot les dguations do In dyeawique. 95

velenrs de llexposant «; nous pourrons supposer alors que g est véel
positil,

Celu posé, les séries (4% scront développées swivunt los puissu.nce.?
crojssantes de Ae™ et de De'; mais elles ne seront pas convergentes <i
A et By entrent & lo fois; elles le deviendront an contraire, si Yon y
fait soit 4 = o, soit B = o.

Ioisons d'ebord 4 = o; nlors les y scront developpées suivant les
puissances de Be~; si done ¢ eroit indéfiniment, %, ¢t 7, tendent simnl-
tanément vers 0. Les solutions correspondanles peuvent s'appeler sefn-
tions asymploligies; car pour {= - o9, les 3 et par conséquent les 2
tendent vers o, cc qui veut diva que la solution osymploligue se rapproche
asymptotiquement de lo solution périodique considérée. -

Si on fuit de méme B — o, les » sent développés suivant les puis
sances de Ae*; ila tendent donc vers o quand £ fend vers — eo. Ce
sont done encore des solutions asymptoligues. .

Il y o done deux séries de solutions asymptotigues, Ia prer:ncrr:
correspondant & £ = + oo, In scconde & { = — oo, Chacune d'elles
contient une constante arbitraire, ln premiére B, In seconde .

A chocun de ces séries de solutions asymptotiquas correspondra uue
sévic de courbes se ropprochant nsymptotiquement de la courbe fermse
@ et qu'on pourrn appeler covrbes nsymptotiques.  L'enseible de ces
courbes asymptotiques formern une surfuce aspmplotigie. 11 y aura deux
suefnces nsymptotinues, In premidre correspondunt & ¢ = -} ¢, In seconde
bof=ti~co. Ces deux surfaces iront posser par li eourbe fermée €.

Voici maintenant comment on peut trouver I"éyuation des surfaces
asymptotiques.

Nous nvans trouvé pour les séries (4% ea y luisanl 4 = o

7= B,C_M'!'f': + B:b'-hlil': + Blc-hl#,‘ +...,
7;, == Be 4+ B"c"'*ﬁ, -} Bac_hr”, + ... '

les ¢ et lea @ dtant des fouctivne périodigues du témps.  Si entre cos
deux équutions ou éliming Be~™, il vient: 2

9 h=nh+nh+ R+
leg [ dtant des fonctions periodiques du tclupsf}"&,(,}‘_'ﬁst liv I'équation de In
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surfuce nsymptotique et on uv'a qu'a y remplncer les » par leurs valeurs
en fonctions des £, puis des =z, pour avoir celte équalion sous In forme:

(5) Pz, z,, ) = o,

Lu série (7) n'est convergenle que pout les petites voleurs de n,; clle
ne domne done quun élément de In surfuce asyinptotique cherchée; mais
on peut trouver le reste par le moyen de In continuntion nnalytique.

Si duns les équations (1), X, et X, dépendent d'un prramélre ar-
bitraive sz, nous avons vu que les séries {(4') (ct par conséquent ln série
(7)) étaient développées également suivent les puissances croissnmles de H

l

ou de yu.  Nous pouvons donc &crire Uéquation (8) sous In forme
P, z,,t, 4 =0,

I dtanl une fonction holomorphe de . 11 importe de remarquer que
F resle une fonelion holomorphe de z mdme quand on donne aux 7
des valeurs telles que In série (7) ne soit plus convergente, !

Il y & dans le cas qui nous occupe un invariant intégral que l'on

peut cerire
i __ A dzdyda
jﬁ'rh.,d:r,dt _ﬂf=' iy

' Voie Noiz B (Sur le ealenl deg limiles).

ST A g
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Deuxidme partie.

Equatlops de la dynamique et probléme des 7t CoLps.

CHAPITRE L

Etude du cas ol il n’y a que deux degrés de liberts.

§ 1. Représentations géomitrigues diverses.

Reprenons les équations (1) du § 3 (1™ partie, chapitre TIT)

de, dF ir, _ f_!ﬁ
ar r-iy_l ! i iy, !
4
( ) ay, _ i rE!_- . _!IF
N7 = di — dr’

Nons nous bornerons nu ens Ie plus simple qui est eelui o il n'y a
que deux degrér dde liberté; je n'ai pns i m'accuper en cfet de celni ont
il 'y o quun degeé de liberté, enr los eéquations «de la dynamingue
Rintégrent alors nisément par de simples quudratures.

Nous supposerons done que o fonclion F ne dépeml nue de gnatre
varinbles o, , 2, %, ,#,. Nous suppaserons de plus que cette fouction est
uniforme par rappert & ces qunlre varinbles et périndique fde période 27
par repport by, ot & y,.

Lo sitnation du systéme est-done définie par les quatre rqunntités
Ty %y Yyo ¥y MAQs cetle situation ne change pos gnand ¥ ouoy, ong-
mente de 2z ou d'un snultiple de zx.  Bn d'nutres termes, ot ponr re-
prendve e Inngage du chapitre I de In 1t purtie, @, et =, sont des
virinbles linénires, pendont que y, ot ¥, sont. _g{_g-s‘r\_;r}.l::inlJlus angulaires.

drin mathewatice. 13, lemprimi le 11 seplmbre 05, S 30
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Nous connnissons une intégrale des équationa (2} qui est la suivante:
(2) 'chllmglylly,)=cr.

¢ désignant la constante des forces vives. Si cotle constante est regordée
comme une rles données de Ia question, les quaire quantités z eb y ne
sont plus indépendantes; elles sont lides par le relelion (2). 11 suffirn
donc, pour déterminer la situalion du systéme, de se donner nrbitrnire.
tnent trois de ces quatre quantités. 11 devient possible, par conréguent,
de représenter lo situntion du systérae pnr I position d'un point P dama
I'espuce,

Il pourrn arriver en outre pour des raisons diverses que les qunlre
vorinbles = ot y sofent soumises, non seulement & T'égalite (2), muis i une
ou plusieurs inégalités:

(3) S 1Y) > o, £l 730 9y, 1) > 0

Supposons par exemple pour fixer les idées que les indgalités (3)
s'éerivent:

6>F > b,

et que Uégalité (2) soit lelle gue lorsque &, satisfuit & ces inégalités, on
puisse tirer de In relation {2) lo quatriégme variable x, en fonction uni-
forine des irois autres Ty, ¥ et oy,

Nons ponvans nlors veprésenter la sitnation du systéme pRr un point
dont les coordonnées rectnngulnires seronl:

X = cozy,[1 + cosy,(ex, + ), ¥ =sing,[v + cosy,lez, + ),
Z = siny (cz, -+ d),
¢ et d dtont <denx nouvelles constontes positives tellea que
mmt+d<1;¢04d>o0.

11 nst clnir en effet qu'h toute situntion du systéme, c'est & dire b tout
syzleme de valewrs de Eoom ety ‘enlisfaisent aux conditions:

o> T, >b,2:r::-y,>0,2f—.>y,>0

by
b,

Ly 1

‘F.’": B, ',

SR

T,

Sur le problime des Lrois corps et Jon équaliens do ls dynamique, a¢

correspond un point de l'espuce et un seul, compris cnlre les deux tores
(C— VEFT) + 2 = (b + d)Y,
(00— v+ + 2= (ca + d)’.

Et réciproquenient, & tout point de lespuce ealpris entre tes deux lore
correspond un systéine de valeurs de %, ¥, ct g, ct un seul, satisluisans
sux inégulités précédentes,

Il peut se fuire que les inégulités (3) ne s'éerivent plus o> @, > &
mais que cependant ces inégaulités, jointes & lu relution (2) cutrainent
comme conséguence

(4

6>z > b

Si de plus x, est encore fonction uniforme des trois uutres varjubles, le
méme mode de représentution géométrique est encore applicuble.

Nous pouvons nous plucer duns un cus plus général encore:

Supposons que l'on puisse trouver une varisble wuxilivire £, jouissunt
du lu propriété swivante. Si x,,wx,,y, ct g, sutisfonk & I fois b 'égnlité
(2) et eux inégalités (3), on pourre exprimer z, et z, en fonclions uni-
fovmes de £, de », ot de y,. De plus, en vertu des inggalités (3), £ nc
peut devenir infinie et reste comprise entre cerlaines linites de telle fapon
que l'on o comine conséyquence de (2} et de (3)

a> &>l

Nous pourrons ulore définiv complétement lu situation di systeme
en nous dumnunt les trois vurinbles &, y, eb g, eb lu représenler pur un
point P dont les coordennces rectungulvires seromt:

X = cosy, [t + cosy,(cE + )], ¥ = sing [1 + eosy, (5 + d)),
Z = siny,(e& + o)

“avec les conditions:

c2o,catfad<1,ebd d>or
On voit alors, comme dane le cos précédent, yu'n toule situation du
systémne correspond un point de l'espace et un:-.gcq_l}uompris entre les deux
[T
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res (4), el réciproruement, qu's tout peint compris enlre cea deux tores ;
ne peat correspundre plus d'une situation du systéinu, .o T
I peut sc fuire que Pour &, =g, (on plus générnlement pour £=a) I
li sitnation du systéme resle Jn méme quelle gue seit lu valeur aktribuée
A . Nous en verrons dans la suile des exewples. Clest ninsi qu'en
roordinnées poluives, il fawet en général pour débnir ln position d'un point
e domner les deux conrdonndes # et w, mnis que si on suppose g = o,
“ioretrouve toujours e méme puint, & suvuir le pble, quel que soit w.
Duns ce ens on clwisira les constantes ¢ et d de telle fagon gue

ce -+ & = o,
fw second des deux tores (4} se réduil ulors & un cerele:
%4 =q, X ¥ =,

nclieun des peints de ce cercle ¥, est indétevming; wais néunmoing,
mmme ponr F== el sitvation du systdue ne dépend pus de y,, i chaque
point du eevele correspond une situntion du systéme ot une seule.

On peut dire alors yu'a towte situation du sysléme correspond un r
mint de Pespace intérieur au Premier des deux Llores (4) ct que réui-
proquement, i oun point jfutérieur de ee tore ne Peul correspondre qu'une
saule situation Jdu systéme,

Penvisagerai encore un nulre e

Imaginons qu'en vertu dus indgalités (3), & puisse prendre toulys les
valeurs positives, de telle sorte ue:

=0, = 4 co, . 3

Suppusous yque pour £ = o lusitnation du systéme ne dépende pas
de gy et que ponr § = oo, cette sitndion ne depende pus (e X
Nous pourrons alors représenter lu situation Pur un point dont les
wordonnées reclangulsires sevout.:
X == vosy, efoorn Y = siny ¢fovn, 4= &siny,.
Pour &= 0 il vieot (quel yue soit )

X = cosy,, ¥ = sing,, Z=o.

T N

|

Hur lo problemo dea trois curpy el loy diguations de Ia dy nawminue. 101

Le poiub représentalif so trouve sur le cerele
X? -+ Y = 1, Z=a

eb w1 position ne dépend pas de 4,5 ecla n'u s dinconvinient puisue
par lypathdze o situation du systéme pour & = o e dépend pas non
plus de g,

Pour & = co, on trouve pourvu que cosy, soit néyalil:
X=Y=o, Z = siuy,.

Le point représentalif sc trouve wlors sur Uaxe des % ot s position no
dépend pos de g, mais pour & = oo, In situalion Wu ayatenie ne dépend
pus non plus de g,.

Le mode de représentation wdopté st done 1égitime.

Ce yui précéde u besoin d'élre sppuyé de quelques excmples, Je
w'en taiterai ici que trois.

Le premier de ces exemples est le plus important paree que c'est
un was particulier du probléme des trois covps.  Imaginous deux vorps,
le premier de grnde masse, le second de nusse e, mnis tiés petite
b supposons nque ces deux corps déerivent auatonr de heur contre de
grmvité eomnmun une circonférence «'un inouvement uviforme, Considérons
ensuite un troisiéme corps de masse tnfininent pelite, de Tugon que son
mwnvement soit troublé par l'attraction des deux premiers corps, mais
quil ne puisse pus troubler orbite de ces deus premiers covps. Bornons-
nous de plus au ens ol ce trolsidine corps se ettt dins e plin iles
deux cireouféronces décrites par les deux previdres nuases.

Tet est le ens d'uue petite planéte se mouvant sous Liellnence ilu
Soleil ¢t de Jupiter quand vn néglige Fexcentricité de Jupiler ct Pineli-
ujson des orbites.

Tel est encore le cus de la lume se mouvant sous Vintipence du Soleil
et de Io Terre guand on néglize Uexcentricité de Yorbite terrestre et Vin-
climison de Vorbite lunnire sur I'éeliptiue. )

Nous définirons I position du  troisidie COrps par sus
osculuteurs i un instant donné et nous éerivous ll.!r_l.il__._qi::‘{ll.'ll.:‘!;iljlls du mmuve-

vl B

letnends
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b en wdoptunt les nolnlions de M. TtssEitann dans sa Note des Comp-
es Rendus du 3t janvier 1887

L _ R dt iR

a o T
5)

J¢ _dh dy 134

Je désigne par @, e ot n Je grand uxe osculnteur, l'excénlricité et lo
noyen nouvenenl de la lroisicine sse; juppello ¢ anomulie moyennoe
e vette troisiciue musse et ¢ in longitude de son périhélie,

Je puse eusuite: :

L=y G=yii=a.

fe choisis les unilés de telle fngon que ln constante do Gauss soit égule
1.oaque le meyen mouvement de lu seconde nsse soib égal &1 et que
1 longitude de celle seeonde mnsse soit ¢onle i o
Dans ces conditions, Vungle sous lequel Ju distance des deus der-
nires mnsses est vue de In premisre ne différe de t+g5—¢ que pur une
unetion périodique de ¢ de période =7,
La fonction B est le fonction perlurbatrice ordingire wugmentée de

= 2;‘,. Cette fonclivn ne dépend gue de L, de &, do { et de I+ g—1

-

ar Ju distanee de la scconde masse § I premicre cst constante et lu
histunce de Ta troisiéme & In premiére ne dépend que de L, @ ot i,
ette dometion esk d'willeurs periodique de périvde 27 dunt put ruppert i
fque pav rupport A - g — ¢, '

O conclut de ¥ que I'on o

dfn R —-0
it Ty T
t que les équntions (5) mlineltent coming intégrale:

B4 & = const.

Nous allous chercher A ramever leg équations (5) & In forme des
quations (1} Pour cela nous »'uvons gu'i poser:

Sur lo probldma dea Irois corpa ob les énuntions de Ia drpaminue. 103
T, =G, x, = L,
h=g—1, v, =1

F('T']!ﬂ:gly:ry:):R_}-Gl

" et les équations (5) reprennent lu formes:

o, dF dy, _ rI_F‘
(I) = i’ W DES

Ln fonction F dépend d'nn pornmélre trés petit g roi esl In masse du
second corps et nous ponvons écrive:

F=F,+ul,.

I est periodique par rapport i ¥ el gy, quisont desx variables angulnives,
tandis que =, et o, sont des vedinbles lindaires. Si I'nn fuit p=o0, I

ge réduit i I, eb:

[
Fn=$+G=2'-l+3—¥:

ne dépend plos que des variables linéaires.
Il vésnlte de ln définition méme de L et de & en fomctions de a nt
e que lon doit nvair:

L'>® ou >4,
ce qui montre que x, peut varier depuis — o, jusen'h p o
Si U'mn auppose ®, = -+ m,, l'excentrivité est nulle; il en réanlie ne

ln fonction pertarbatrice et In situation du S_ystému ne di:|wm"lu||.!‘. plus
que de Ia différence de longitude des deux petites masses, c'est i dire de:

£+9—£=y: + ¥,

"1 et aind do voir nuo lo heasicn do F, par rapport & 7, o h-.-"f' cal identinue-
ment oul. Il atmble dooc qoo Ins conclusions du § 3 (chopitre ITL, 4% partic) ne satent
plos spplicables. 1l n'en eal rien pourtant, paras qu'on paut renplagsr ' par uaa fone-
lion arbilraire (1) de talle serle quo To hession do (7.} ne moit pas nul. Cela reviead
3 changer l'unil¢ du lewps de fagon gue cette unitd dépende de la eonstante € des forces

vires. -;,,‘Cc S
Lo 3,
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On en déduit:
ar __dF
dy,  dy,’
ol
rf{nr p— }
(5) T o

d'olt Fon eonclurait {(puisque la valeur initinle de ¥, — %, eosl supposée
ndle) que =z, Jdoit rester consinmment égnl it = ; winis ce west 13 pour
les éyantions (1) qu'une solution singuticre qui doit étre rejetée. En co

qni eoncerne les solutions sparticuliéress qne mnous devons canserver,

érpuation (6} simnilie simplement que quand , — 2, alteink la valeur o,
vette valewr est un maximum, ce qui est d'nillenrs une conséquence de
Findealité o = 27,

Si nous supposons mainlenant r, = ~—x,, l'excentricité sera encore

nifle, wade e mouvement sern rétrogracde (il est toules les [ois que :rl'
cbory mesont pas de mime signe); nlors I et ln situalion dn systéme ne

iépenent plus que de 'nangle:

—ttg—t=y —y,
re qni donne:
0 am

Q.

Je vais maintenant trniter 1a nestivn suivante:
. 'rl'l’tll\'t'l‘ e variable § felle que & Ty T iy ¥y satis{ont aux gga-
litds el indgaiités (2) el (3) (qui dans le cas i nous nceiepe se réduisent i
= 2 > af)
ves quatre uandités penvent gex primer en fonetions unifarimes e S ek

e tewiterni dabord la question dans Je eus olt 1= 0 et ol

- . 1
=1 =5:=+_a:l.

Envisagenns un plan et dans ce plan un poivt dont les coordonndes
sonl:

X=nx —r, =gz,

fa

savd spreedicd, .

Hur lo prablimeo dex 1reis corps el loa éqnatinna de la dynamiqme, 103
Alors les émalitée cb indgalités (2) et (3) s'devivent:
- I - - -

Construisons lu eourbe:
I

X =0

21"

et les denx droites:
. A4+e=4+7T.

Cus droites ob celte eonrhe peuvent élre dans dex situations diilé.
rentes, représealées par les figuves 4 b 5.

Tig, 4. Fig. s.

//

D —— g X

Chacane des deux figures sleviuit se composer de denx mnitiés sy-
mélriqnes par rapport h laxe des 2, majs nons n'wvons représenlé e
In anoitié qni est au-dessus de cet nxe. Dins le s de In figure 4, la
courbe nous oflre deux arcs ntiles BEC et DE pendant que les wres AR
et CF) doivent dtre rejetés i cause de linégalité 17 > (X 4 o) Duns
le ens de la figure 5, il n'y o qu'un wre ntile BC ot Tarc AD doit
tlre rejete,

Le pussage de ba figare 4 & ln figare 5 se Luit quand la divite 0D
devenunt tangenic & la courbe, les deux points & ot 0 se conlomlent.

. L
Cela a lieu powr:
3 - 1 -
¢=% X=—], r=u.
Nous nous snpposerons duns ¢n qut va suiviee plaecs duns e oeas de
drfa mathemaitra, 13, Tmpriné e 16 coplembre 114D, '1-“'\5..;“‘,}‘; 14
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In figure .4 et uous cnvisngerons seulement I'mec utile BC; cest en elfet

le cas le plus intéressant nu point de vue des applications.

Pozons:

t—m—a _L—G.
:r.+=| -_-E_—I-_E'—,

e voit que & s'nnnele ag peint C et devient infini nu point B et que
yiad  on o paresurt nre  BE depuis € jusqu'en B, an voit ¢ croftre
cunstunment depuis o Jusqu'i 4- 00, 81 done on 5¢ domme £, le point
correspondunt de I'sre BO sern entiereiment délerming, ce qui revient f
dire que x, et @, sout fonctions uniformes de £.

Qunrrivern-t-i] muintennng si £ n'est plus nul, majs sculeinent trés
petit?

Fuisons euncore
£ — z, —=,
T+
et voyons si en tenant compte des relntions

(7} F=, §> o, z, >0,

Ty b w, seront encore fonctions uniformes de &, de y, et de ¥,- Pour
il cessit d'en étee ainsi, il Fnudeait que le déterminant fonetionnel

W L)
oS

swmulit pour un sysiéme de valeurs sntisfnisant aux conditions (7} Or
cela warrivers pas si g est assez petit et si ¢ est essez différent de 3.
2

Danz la plupnrt  des applications, ces conditions seront remplies;
Dous pourrons done prendre ¢ comine varinble indépendnnte; cette vy-

rinble sera cssentiellemcut posilive et Z, eb =z, seront fonclions unifurmes
de ¢, 4, et y,.

' On voit aisément pourquoi jderis eelty decnitra relation; 1'ore 1Y comma an 1z
voit aur la figure ovk Innt enlioe awleasun do Taxe des X
#2000l eat chic yug eetle indgalili aubsistera encore &
telites Jde g,

» ©e qui culraiue |'inégalicd
our lea valours suFisamment

e g e

Sur o prablémn dos trois eorpa ab Jes équalivea do la dysaminue. 107

Toutefols pour trouver le inode de représentation géométriyue lp
plus convennble, il fautb encore fuire un changement de vaviubles, osons:

» % =z + =z, Ty = ¥, —a,,
, r s 1
K =§(,f}1 + :’h)r Ua =§(."I|‘—5’=)-

Apres ce chungement dy vitriubles, ley equations couserveronl la
forme cunonique:

dz; _ dp T
W ay T TR
dey A dpy g
TR b T g

On voit yue g eb 45 sont cneore dus varinbles anguluives; puand
en clfet i) ou g augmente Jd'un multiple 27, 4, el oy augmentent aussi
d'usn multiple de 2z ot par conséquent lo situstion du systéme ne
chunge pas,

Muis i1 y u plus; quand on change shinultandment y! ot 4, en "+
¢t yi+ 7,y ne change pus et g, augmenie de 2z, Lo situntion du
systéme ne chungo donc pns.

Celu posé nous représenterons In situation Jdu systemu v ke point
do l'espuce qui o pour voordonuéus rectuguluires:

X == cosyjeieorry, Y = siny;efrost Z = Esing,.

Pour € =0 In situntion u systéme ne dépend Pas de i et il en est de
méme du point représentatif qui est alors sur le cerele

AT ¥ =, Z=o.

Pour & = oo, Iu situntion du systéme ne dépend pus e g ot il en
est de méine du oint représentatif qui est ators sue L'uxe des Z si LOS )
esk ndgatif et & I'infini si coey; est positik. e

A chrque point de Pespnce correspond donc une situation du sys-
téme el ane seule; réciprogucuent, & chaque gituntion du systéme corres-
poudent, non pas un, mais deux poiuts de Fespnee et en elfeb nux deux
gystémes de wvnlewrs (v, =, 4, vy et (v, =, yi‘d‘;‘- —14;:‘:,"4 + =) corres-

L
oy
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pondent deux points dilférenls de l'espuce, nmis une seule’ situation du
fysleme. .

Lus équations (1) udimcttent les ipvariunds mlégranx:

f (e dy, 3 drdy,) =f (deidy) + didy)

el
[ Ay dy dgidy, = f di; dyl dih oy,
Si nous transformons cet inveviant por les réglus‘cxposées duns le
§ 3 (5 partie, chapitre 1) vous verrons gue:
. - ) » -
£ d Syl _ I ANAY %
¢ E{F . b T _,a”"' Ll PP .
ol “ .:,E -+ I’R) HX'+ 1Y)

sl cneore un invarinnt inlégral.
Cmum!: < esb cssentiellement positil, Ju fquntite suus le signe f st
de méme sighe que:

LAE R 2 a0
Nt Rt e
Ur poue = 0, on rouve:
e gy 1
Oy b, = —
Vile, by ds, o g

S1ovous pous suppusons places duns le s de lo ligure 4 et sur Yarg

BC, nous devens SHpposer:
U>§ P <A, 0 < 1,
duit Tan tire:

1
B E =5 — 20> se

Wl

= 3{r, — 1) <o.

P d

Adsi JI""—-‘. :’:’E Lsbo timgours  négutil quand ,u'r:at unl. 11 en

.
A bt -

O e e e

Sur la prubldma dus trois corps ol Tea Gpnations de Ju dynantinue. 1499
sert cncore de wdme quand g cessers d'élire nul, pourvu yue C s0it assez
diftérent de %

Dans ces conditions Yintégrale:

LAY %

14 15
—par nf__ -t — ot
(X 4 X )( .u.:‘;.-l—:: I’:Lr:

s

esb un invariant positif,
Pour g =0, lea équuiions (5) sintéurent aisément connue on le suit
et ot Erouve:

L = const,, * = const., 4 = const., I = it 4 const.

Les gelutions ninst obtenues sunl représentées duns le made e e
sentation wéamétrinue adopté pur certuimes beajectvires.  Ces b ot ves
sont fermées toutes les fois que le woyen mouvement 2 est un vambie
commenzurable.  Elles sont tracées sur des surfuces tvajuctaires yui ont
pour équation ménérale

& = ¢onst.

et qui sont pur conséuent des surfiees de révolution Dormees analogiies
i des tores.

Nous verrons dius la snite comuent ces résultals sont modifics T
g west plus aul,

Comme seconl exemple, je reprends Péynation dont i dijh paeld
alw fin de § 3 (1% pactie, elupitee 111)

E:I? + wp -+ mp’ = i,
B ant une fonction de 5 oet o ¢, holamorphe e Lapport fu g et

swanulant avee p ek péviodique pue rapport i f. Cetle dtion prut
déerive en reprenaut les netutions du purngriphe citd: "

G dE e a8 _ak oy v
e o’ T ;’p ' it ﬁ;;, _‘,;4_” :‘:_‘_ a2’

e



o II. Poineurd,
tvee:

. o at L owle? o

Fe={, O F=-E-+--z—-[-T_;;fR(p,E'){(p+7;

Posons;

- v,
7=y sy, M = —=vzy siny,..
Vn

w3 dualions conerveront Ju fovme cancnigue des éyuntions de In dyna-
wirue et b fonetion dépendra de deux varinbles linénires z, ety de
leux variables angulaires boet &

Ui veit aisdinent que quand ou s¢ dunue I constante (es Torces
ves O, e, oeb 5, fa quadriéme varieble 7 st enticrement déterminge;
nonoen eflet:

"

o= U—ny — sS4 pfﬂ(p v Sidp.

Pour &) = o, Lo sitwation du systéme ne dépend pus de g, Noug
onvons dane wdopter ponr représeuler vetke situation g print doat les
vurdonnées sont;

X = cog fgfiemn I — sin geneen, Z = g, sin Y

A chague sitnation Jdo systéme correspond ninsi un point de lespiee
tinversement, [ Loyt excepter les points 4 Linfini et leg peints de l'uxe
Vs Z squi nous denneraient ¥, = ©0 ¢t pur conséquent un résultrt illusoire.

Cumme troisitme exemple, envisageons un point mobile pesant. se
vt snewne suelnee pnrfaitement polie et dans Je voisinnge d'uie
vsition "équilibre stable.

Prenons pour origing le paint le plus bus de In surface; pour plan
es ey e plan tangent iqui sera horizontul; pour uxes des z et des y ley

es de Findicatrice de fagon que 'équation de lu surfuce a'derive:
e’ by
1= M et g,

(¥ ) Aant wn ensemble de (ermes du 3" degré uu moins en « ot en
et reoun coétlicient trés pelit.

Sur la problamn des trois ¢erpa el les dqualions de Ia dyanmigue, 111

Nons aurons wlors en appelunt = ¢t ¥ les projections de lu vitesse
sur ler axes dea = et des Y

F=24¥ 1,

e di? dy AR iy i iy’ dp

ATE AT WS T g

Clmngenms de varinble en Posant:

£

T =lcosy, T = e Ygn siny,,
Vi
27, e
Y = _?—F:?cnsy,, ¥ = 2oyt sl Y,
Vb

Les équations différenticlles conserveront ln forme canonirne des dqna-
tions de la dynaminue, L'équation des forces vives s'éerit:
Vg3, -+ vib Z, 4 ng (T T ) =G,
p désignant lo mdme fonction que plus haut, mais transformée pur le
changement de varinbles. Comme #, ety sont essenticllement positils
(vinsi d'ailleurs que les cocfficients & ot 0), Uéruation des fovers vives
montre que ces deux fuuntités restent Wujours inféricures & une certaine
limite.  D'aprés 1o définition de In fonction ¢ cette Ionction sannule nvee
7, et zy, et il en est encore de wmdme de ses dérivdes purtielles dn 1™
ordre. Nous en conclurons que # étent tods petit, la fonction g ot ses
dévivées du ¥ ordre ne pourront jninuis dépnsser vne ceetaine limite
supérienre trés petite.  Nous pouvans done erire:
P )
) <y/*, </t
g i
Fuisons maintenant 7, =37 le rapport § sern easeulicllement |-
sitil. L'éqmation des forees vives devient:

wle

dg
dz,

idr,

i

) 2o + Vi 8 + poe(r,, 8y, ) = o
La dérivée die premicr membree de (9) par rupporl & @, sderit:

— —_ d T
Vi Vub & - pyr ‘I;l -+ nsy J:’;,;_-__-&' s
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Ln vertn des inégnlités (8), cetle expression esk loujours positive, ce qui
mantre que l'on peut tiver de équation (0) =, en fonction uniforme de
o4 et oy, ok par conséqnent que In situation du systéine est compléle-
ment définic par les trois vavinlles ¥y, ot L.

Pour § = o la situation ne dépend pns e ¥y pour & = ¢ elle pe
dépend pas de /.

Noua représenterons done cette situation par le [roint:
X = cospy, e, T = sing, efeor, Z = &siny,.

A chaque poinl e Fespace correspondea ainsi une situation du eys-
léme et réciproquement.

Les exemples ui précédent snffivont, je pense, pour faire coinprendre
Fimportanee du probléme qui va nous oceuper duns ce chapitre et In
o deont on peuk varier les maodes e représentation géométrique.

§ 2. Eguation des s rfrces asynmiplotignes.

Leprenons nos by polhéses ordinaires, o savoir; que qnatre varinbles,
denx lindnires rooetox, deux angnlaires 4 ot ¥y sont lices par les
trpiittions: ’

e, i e, dF
) T A A
1
¢ fu, _ o I oy, _ d
e e L

ne la canstante € ez forecs vives Elank regidée comme une des don-
nécs de dn gueslion, cea matre varialles satisfont 4 T'équalion:

(=) F(.’l:] VR ) = C,

le telle fagon quil n'y enoa que Lrois d'indépendantes. -

Qne Ton s adopté i mode de représenintion géomélvique fel qn'a
anfe sibnlion du sysléme correspond  un point représeniatif ot réel-
regqnuemnent.

Sur lo problime dea irain corpa et Jes éqnationa de Ia Uy naminue. 113

Que F dépend d'un paramélee {eés pelib g, de Lelle Tngon quion
puisse développer F suivant les puwissances de g et éerire:

'F-:Fn + pk, + 27T+

Que T, ne dépend que de % el %, et est indépendant de yoebde y,.

Ces eanditions sont vemplies dans le ens pacticulior du probliéme des
Lrois corps nui nous a servi dexemple wi purigraphe précédent.

Supposons que pour eertaines valeurs de x, et de a,, par exenple
pour:

7 =, Ty = 1]
les denx nombres
11 l‘
_'fig et __'1”_!.
ile, dir,

(gue juppellerai pour abréger et w,) sont commensirables entre Q1L
D'uprés ce qne nous avons vu dans le § 3 (1" purlie, ehapitre TIT)

[ 1 . -
 ehaque valenr commensurable du rapport =t corvespoml e énuation
1
eh
—_—== 0
l!l‘ﬂ, !

aui pertait le n® 15 dang lo paragrapbe cité, ¢l & ¢haque racine e cette
equation {(13) corvespond une solution périvdique des &quations (1),

Pur conséquent les dquatinns (1) ont une infinité Je solutiuns péria-
diques si g est sultisunment pelit.

Nous wvons vu ensuite dans Ie § 4 (1™ partie, ehapitre T que e
nowbre des racines de 1'éguation {15} cst toujours pir, e la maitié
de ces rucines correspond & dea solutions perivdiues stuhles eb Fantre
mwitic & des solntions instubles.

Les dquations (1) ont done wne enfinité de solutions Bérindiques inslahivs.
AST

Chacune de ces solutions périodiques seea représentie dans le mede
de représentation adopté par nne eourbe trajectoire fermdc,

Nous nvons vu nu § 3 (1% partie, clnpitre Y que par chacune
des courbes fermges qui reprdésentent nne su!ul.iu|1.-;.£c;'-|_§,|:%r]it[||c instalyle,

Ackn mathemarien. 13, Impilmd g |2 acpleimira TAAR, ]3
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rassent denx surfuces trnjecloires dites asymplotignes sur lesquelles sont
tracées en nombre infini des tenjectoires qui vont on e rapprochnnt
asymplotignement de n courbe trujectoire fermée,
Les éqpmations (1} nous conduisent done 4 une infinité de sucfoces
(vajertoires nsymplotiques dont Je me propose de trouver I'¢quation.
Vayons dabord sous quelle forme se présente en méndral Téqualion
Ane surface trnjectoire.  Cette énuntion pourrn s'éerire

&, = r""’|0)“| ¥ .'fg)l T, = d)-;(.’fl | 3},)-

#oek oy dant denx fonclions e 3oeb de gy qui doivent étre cholsies
de telle sorte que Ton ait idenliquement;

(b, oy, y . p) = C.

Cos ddeny funciions et @, devront duilleurs sntisinire i deux
euations aux dévivées partielles:

i ol | it T _
'.E': ‘_{-.'-Ir_l dr, iy, E B

9,

{3)
207 L, LBl " _
'f'rl d-'-lil 'E:- m-|;: :'E; =9

H opanresit dnillenrs nous suflive d'envisager la premidre de cos ¢qua-
g, cav on pent en faire disparaitre x,, en remplogant ectle varinble
par sa valene que lon peut tirer dde {2) un fonclion de 5, de gy, et de g,

Vuici camment prng provilerons pour intégrer Tes équations (3) vn
SUppesInb qne ety sont lrés voising de g0 ot de 73, eb que le rnpport
”I

Lest commenznrable.
113

Nons supposerons que % et &, sont développés selon les ]ruissuneea
de et nous derirons:
T—— ) 1 " a -
=y 4 sln boalpe T~

() . _ . -
Tem= 2% 4 2+ oalp L/ 37/TI N

l]

vtonaes cherchievons i déterminer les fonclions 2! de telle fagon qu'en

e ——— e

Sur [o probliwe des trois vorpa ¢l les dqoationz do In dyuniiinue. 115
substituant dnns les équations (3) & lu pluce de =, ct de ®, leurs valeurs
{4} ces équntions soient satisfuites,’

Si dons 7 nous substituens & In pluce de @ et de =, leurs vileurs
(4} F devienden développable suivent les puissitiees de iz et on pourrn
écrive

F=1I 4 yall, + pl, 4 pduldl, 4 ...
On voit duilleurs sans peine que:

Hy= Fll(mrl’l )

d Ll
I =z hra x) Qe = — T —
L

= (o], 2y, $o M) '

) L[ t’fu‘n ll}ll. . . P
+ EE L(l:)-(TEc_T)uT + 2. ﬁm 1 (;li;)’fzé:-j;J — oy — a3,

et plus géndralement:
I = G — [Laaf™ + MO + Bt + Nabd] — et —— o,

8 ne dépendint que de g, , g, , o7, Elpeean BTl w L, e e
posant pour abrdger

IRA 47K, = ik,
= _(!__f-rcﬁ’- ' N =— l_Ll‘_:Tl;-, V= _(n"r':f '

La premidre des éyuations (3) mous donue alors, en dgnlant les puissances
semblables de i, une suite déquations qui nous permettront de diter-

. o . n N

¥ 8i 4] ot 2] étajosl choisis do lello sorio que le rappert = aoil Thcommensurable,

M

r
H - - ] —
08 Uourrait oo vonlenter do ddveloppor wx, ol w, suivant fes ruizaances de e fee aon (e 4 1),
On arriverait ninsi 3 des ddries, gui A la viéritd wa weraicut 1'a3 canvergenlea uu kuna
géomdtrinuo du ael, wais qui eomwe collee do M. Lispsrenr pourraicnt readre des wei-
vices duna carlnina cas.
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miner successivement 5, ELy &, -0, 3 en cffet, s nous [rosons pouy
beager:
{i },_] _ thrLr.': t”f.d.::
P T dy, U odad dy,’
ces dyuntions s'éerivont:
&I,

d.'fl
o213+ (1, 0]+ § =,

(5) o, 2]+ [, 1] +[2, 0] 4+ 84 o

T,

[0, o} +

= 0,

oM+ h— 1)+ e, ;]+[k,o]+%f-‘=o.

Développons dabord la premiére des érpuations (5); elle sécrira:

N d=? dz}
M, Ty, T O
Celte prewiére duation sera salisfaite d'elle-mdine, puisqu'on u supposé
[Mus lmut gue
] = const,

Lans ces comditions nous iLUroNs :

[k, 0] =g

var fes dévivdes particlles de 27 doivent dtre nulles,
Un o d'aatre pact:

d.t': lh;f
o, = — _— _—
(e, k) n, T ™

On trouve éxalement:

. . ol Le! et el
ke, 1) = 2, — .""-—5——1(15"" 1 -'—'_'_')_ 4 1
[ : 1] e — L . Ml Ly, 4 = I, Nt i

Zy Gtunt une  fonelign qui e dépend que de el ¥, a), .., el

Loty oo 3T et oenlin

A=t ! L1 et
R O S R (.r.“-- o ) — N S
[ k ] 1 ody {7 iy + = iy i\’r:'_-tfy: )

Bur Te peobliwe des Lroiz corps at les dnuatieny de la dynawinue. 117

Quant wux expressions [z, & — 2, {3,k —3)0 . fh—2, 2] il et
cluir qu'elles ne peuvent dépendre que de p,, 7., o7, @, .
N L Sk

Nous pouvens done éerire les équations (5) en eltant en évidence
les termes qui dépendent de aty de oo, de et ou de 23, s uous
devons d'wbord observer nue ces dguutions sout suseeptiblus d'élre nises
sous une forme plus sinple.

Nous pouvons toujuurs supposer en effet que i, = o. Gar s cela
navait pas lieu nous poserions:

]
iy

B =an by, g = dy— ap,
2y = cxy o+ diy, 1= — by 4wy,
a, b, ¢, d dtunt yuatte nombes entiers lels que
ad — lw = 1.

Aprés ce chungement de variubles les Gyuations eonservent lu forme
cungnique.

Ta fonction F qui est piriedifgne de périnde 27 par eapport i 9
et & g,y ost encore périvdique de période 2 par rupport & g7 et & .
Le changeinent de vaviables n'n dung pits nltérd ln forime des dyuations (1),

Les nombres s, ct n, sont remplacés par deux nwuvenux nunhres
' el wy qui jouent par rapport nux équations traneformdes le néme
rdle nque », et w, par rapport aux equations primitives ot L'on u:

= dn,— en,,
W= — b + an..

Muis e rapport de s, & n, étant commensurable par hypothése, it est
toujours possible do choisiv les quatre enticrs u,b,¢,d de télle surte que
= —1bn | an, = o,

Nous pouvens done, suns veslvcimdye Ju gendrlité, supposer que
soit nuly cest ce que nous ferons jusqu i rwunel aPdpesit
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all

It =0, I =g, =0,
ou:

ol 2 = €, —mz =0,

Ainsi la constunte 2! est nulle, ce qui apporte de nouvelies simpli-
lieations dans nos éeuations.
La plus générale des équations (6) s'derit alors:

iy \ dzi! . ch-f"]
— E— ﬂ[r’-—lf-ﬁ__ Ml':‘-‘Ty:- + T‘ =0
au bien:
. dry ra e "
() n, an + A'L’r:ly_,_' = I,

Il ne dépendant que de ool W R e, L Y- S 7

ey !
iy

Nous avons obtenn I'dquation (9) en partant des éqnations (6) ct
les énuations (6) clles-mimes sont deg transfurimutions de Ia premicre
gquation (3).  En opérant de méme sur In seconde équation (3) nous
anvions trouvi:

\ ‘] al.rl, A J-l'-} \.( | lh’g“‘ P d—";) — T
() ™, ;TH-I + Iy 'T,'J": + 7 :7‘:_‘?:'”_ + T3 lfﬂ"; Fl

¥iove diépendant que de Bova S0, 00 o, mm al P I et
!fl'.l:_l
hn

Nous allons chercher i déterminer pav réenreence les fonclions 7t et
A eet elle!, voiei comment nous procéderons.  Supposons qu'on nit d¢-
terming par nn ealent préalable, dune puet:

] 1 . -
"rlr:rlr"'rn‘l 1]
LR Az
A . o
une inaniere complele et duntre part:

|

L |
Ty cl Ty

L orRk
L e

Sur 1o problime Jdea irofa corps of lew dquations dy Jo Jdynamique, 12]

& une fouetion arhitruire prés de y,. Nouws pourrens adors regarder
"I:f“ ! (tzlb_l ' r e H

I T B par consdquent Y et Yi comme des Fonctinng cennmes le
din 7

¥ et de y,; Jes druations (9 ct {97 nons donnerant ilone, & nonsg vonions
que 7 et o sojent des lonctions périndiques de I/

(to) : i\&i[%i;] = [31]
et )
(107 ' M;-:;;i E A[‘—{ﬂ—::)] = [¥i].

Ces équations {10) ot {(10") détermineraient complélament les finctions
7 et @' que nous ne cennaissions encore qu'a une fonetion arhitraire
prés de y; muis il y o intérdt i remplitcer Iéquation (10) Pt une antre
cquivalente muis plus siinple, qu'vn ebticut de Iu foyon snivante;

Nons avons vt Plus hout que I'on doit avoirs

=0 M =U=.. =0, —o
Cousilérons Véwguation J7, | — o; clle pent 'Geripe:
(“) ”l:r'{_l"—_' A

A ne dépendant aque de gy, g, 2= wl L AR T S it
novertn de vette équation (11) In fouction a !
eninme enticrement  daterminge,

pent dtre reginlie

Lerivad alors dejuation (107} sons la lorme:

{1 2) ‘ N%_i__m — [J_;] . _1{:;;% [J.:—I]l

- - Wi
Le second membre de (r2) est une fonction cntidrement vanne Qv oy, o
je pourrai représenter pur i notation: A

rfS]._|
s "’ e .
e ™k T
W
Arie mathematica, 12, tmpeims e 12 wralembra 1K8T, L
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Nttt une {onclion entiérement connue dp ¥y Lléquation (12) nous
donnera alars:

. =17 __ l'S't—-l G.l—-l
{ ! J) [’?! ] - Nrr; _N_::-:I
¢ .

A ddsiznmt nne constante d'intégration que nous choisirong d'une ma-
nigre arbitraive.  Une fois cotte constunte choisie, [25'] sern enliérement
determing.

dzy !

[{ y,
vomine coinpléteinent connu,

Connuissant & !a fois

et [5;7'] nons pourrens reganler 2t~

Ayant choisi 17" et 221 do fagon i satisfaire nux dquntions (10)

* i
wt (10, Jes dquations (y) et (9°) nous donneront g;' ot g? sous lu forine
1 1

e sirios trilr__:nnmnc'h'iquns en g, nwynnt pns de terine tout connil.  Elles

nous feront done connaitre T et 2%t o une fonetion arbitraire prés de M

A sorte qulon pent reconmencer mndime opération sur les éqnationa
unalngues & (9) et & (97) inajs correspondunt i une valeur de % plus élévie
e unité, et ainsi de saite,

On ponrra done per In méthode que je viens d'exposer ealeuler par
révurrelce o o et oat, L., et at, L mais il resle plusienrs
pointa b dizenter:

1% Dans quels ens les séries ninsi ebtenues sont-clles convergentes ?

2% Comment faut-il choise les " constantes | Z A A ¢ A
3% Quelles sont les Propriéiés des fouctiong définies por les séries
i procident?

Clest i eelte lizenssion e s consacrerons les purmgraphes suivinia,

§ 3 Construction des xirfaces aspmptotiques.

(Premitre opproxim ation.)

Nons nons eonteulerans dang ce parngeaphe d'derive ¢f e digenter
Ies dimattons Je nns suelices trajectoives en négligeant les termes un H

vk e lenant compte e ez termes on -

Sur lo probléma des tryin warpa el les dguutions due Ju bynantigue, 123

Nous supposerons done que &, cb @, sont délinis en Tonction e i
et de g, pur les dquntions suivanies:

=)+ iz} = 2,

o= o+ sk = o] + /() + ).

I¥upris celu, 2y oserdil uee constante ot £, e Tvnction J ¥, senlement,
indépendunte de g,

Revenons & notre pramier exemple du § . Ce gne s dirong
guppliquernit également wnx Jdeux autres exemples, nnis Cest sar e
rewier gue je venx dnsister parce que c'vshonn ens particulier du pro.
bléme des trais corps, .

Yous nvons vu que l'on pouvait reprdsenter L situntion du svslome
par le point # qui w pour uourdolm_ée:% reckimguliires:

cos et ain gl et 2 sin g,

LT _ L — — .y

ERE I N

Ll

N |
.")‘: ‘_:'Zl.(y] + .y:)‘ ’Jﬂ' = 5 ""l _yE)’
h=y— ¢ Yy = f.

Nous avions observé de plig que Jed varinhles
B =2 -+ @, = — Ly
fortment avee g et g an ayatéme de varinllea canni s,

Nuns Iouvens done pegarder Syy et g comie un sysleme -
ciulier de coordommées définissunt | positivn ddu poinl £ dang Puspaey,
du sorte que tonte relation entre 32y etk Uéquation d'une swrliee.

Muis pour amener les cquations i Lu Jorme que msus lenr avions
donnée dans le pueagraphe préeédent, nous wvous i Fire on sntee
cleagroient de variables. ;

a
Nous avuns posé dens e paragraphe: )
' = ar, 4 bry, o= dy — .,
By = o, 4 dxy, by = —ly, TIT,-_-,"-"'{'.—Q
& or
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en chaisissant les nombres enbiers ¢, &, ¢, d de fagon & mmuler le unobre
que nous avons xppelé ny'

Aprés ce changement de varinbles, nous avons supprimé les necents
devenus inutiles et nows avous restilué le nowm de w,, z,, ¥, 5, 1 nos
notivelles vaviables indépendunter 2y’ |, =), 40 et yy'.

L ¢onséiuence, les varinbles que nous ovons appelées T, ¥y, 4, et
g, dana tout e enleul qui vemplit le § 2, et atergrelles nons conserverons
dlsurmais ce nom; ne sont paz ez mdines que celles yue nous wvivns
désienges par les mdwes lettres dons le premier exemple du § 1, c'est
Bodire ¢ L g —1 et 1.

Il st cluiv que nobre vouvel y, et notre nouvel y, sout des foue-
livus linenires de: T

yi=_£,(fj—£+ ) ut de y.;=—;(y-—-£—l)

cbogue Lo epport do nouvel o, wu onouvel v el wne foaction linéaive
st fructionmaire de £, .
Nons devons conclure de d que Ton peut défuir complétement la
prosition dlu point 2 daps Tespace por ke neuvel gy, le nouvel g, ot e
rappori dnomouvel e, o onouvel w, de telle fugon gue toule relution

x - . . .
-t est Veguution d'une surlace.

mtre ypo, ool i
Que ee syvslime parliculier de coovdonnées est el que on peat
arnenter g o gy d'un madtiple de 2z osune que le point 2 change.
Dans ces comdilions, il et claie goe éguution execte de nos surfuces
Peajeetoives ser I

4y e Jf;\':;; - adpn 4oL

L A N

cb qee Péuation approximative, en udgliseant les terimes en g sern

(1)

1 e i fre 2 . .
=S4 /2 + ).

Nons nous propesons fout dubord de construire les suvluces repré-
~gntévs par cette dynalion spproximative {1).

LR
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Observons dnbord gue g, = o est Idquution d'une certaine surluce
§ ot yue In portion de cetle surfuce qui nous sera ulile est une portion
de gurluee suns contuct.
Bu cfet il sullit de montrer gue Ponou:

& 5

Oy i1 eo esb dvideniuent uingi, car s Fon pose

F=F +ual 4+ 20, + ...

il vienl:

lhl — (”"l — l,ﬂ
& TR ds e
< , . Lol , .
Le parivmetre g étaot Leés petily Et-'-;-' esb de e sigoe e Bpoel
n, vst une constunte i est toujours de mdme signe.

Done '-ti' est toujours de mdme signe et ue peul sannuler.

ot
C 1 b

Lau pnsition P puint 2 sue b surfiee 8§ sern délinie par bes Jenx

- - J . s ph ' t
oulres coordonmces g, ol :‘; ee systame de coordanmies st lonk i Lail
‘1

amlogue wux covrduimdus poluires, ¢'est dalire yque les courbes:

sunl des conrbes Jermdes concenlsiques vl yue le point 27 ue chiangn pas
quad Lnutre coordonuée g, augniente de 2z,
Repreuons les surfaces définies pur Uéyuation (1) el ¢lmlions feurs
intersections avee lu portion de swrfice § qui o pour équative g ==
Je remueque dubord que e étaub Leds petit, ces interseetions Jiflé-
- L -
veroul lort pen des courbes == const, ¥
! ) .
Mais pour étudier plus complétement lu lorme de cds courhes d'inter-
seclion, 1 faut Gubord recherehier quelies sout tes propriélés de la fongrion

["("1 ] S

S
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Levenons wux notations du § 3 (17" paretie, clupitee 1), Dams ce

parngraphe nosus wyons posé;

Fyo=Zdsin(my, + my, + my, + 1,

el i dnant des fonctions de X7, 43; comme wows wivons Plus i
e deux degrés de liberté, Jéerirad simplement:

F, = Zdsin (g, + my, + .

L Lwisint enanite:

o=, Y=t 4+ @, © = {mm, + am) + omaE, + ok,
nas brouvions:
F o= 2.l sin w.
de pusuls ensuite:
= S.1sin w,

la sonmation indigude par le signe S s'étendant & tous les Termes tels gue:

Mo+ = 0}
ol
w = i, + h.

Dans Jeens ygui nous aeene, #y estosul; In conditiun Wt b ==
s ordidiie A s =<0 uk e on o= m,; il vient doue:

¢ = Si sin (my@, + By = Sl sin (e, -+ ).

aprés [ déhnition e [£,] i1 suffit pour oblenic cette usntild
e supprimer dans Vexpression de &) tous les termes il wey st e nuly
il vient done:

] = S sin (op, + 1) = o

Adusi L fonction que pous appelons i ] est la méme yue nous
Pesiguions gy ¢ duns o (" purtie,

[#.] est par comséquent une fonetion périedique de ¥ ¢t cetle Tong-
Han st finde; elle Joit done [wEser au meing pur un maximwn et par
un winimum,

Sur Te problewe des trois corpa et ey fquationa de i dyuvamiygue. 127

Nous supposcrons pour fixer les ilées que [)] vorie de la fugon
Buivanle quund y, virie depuis o Jusqu'n 2z,

Pour y = o [F,] posse par un maximum éanl 3 ¢ .

Pour y =3, [7,] pussc par um minimam éanl & ¢,

Pour y = 5, {F,] pusse prr un maximom égal i ¢,

Pour y = 7, [/} posse par un mivimuin caul A ¢,.

Pour y = 27 [£,] reprend Tn valeur ¥,-

F1L >0y > > e,

Cer hypothéses peuvent dtre représentées par In conrhe suivante
dont I'nbscisse est g, et l'ordonnée [F7,]:

Fig. 6.

[

0

Ayant ainsi fixé les ildes, je puis constimire lez courbes

h =0 %=3+$V%([F|]+C:)

Nuus vervons que selon I valenr de o counstante d'intégration 12, cus
courhes affecterout Jdes formes dillérontes,

PDans I fgare (7), jni représcaté par un truit piein — Iex
deux wourbes €, = — ¢ ot €, = — g1 ces deux eourbes wnd eluenne
e point louble dont les coordonnées sont respeetivement.:

L
% _ T _
E =& Y =
cl:
O T2 — 5. .
wo& T gy T
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AW repidsenté par un trait pointillé ------- les deux branchies
e enrbe corvespondint b une valenr de G > —¢,.

Tl représenté par Ie teait wixie —.._.._.._.. une enurhe corres-
pendant & noe valewr de ) eomprise enlre —&, vt —¢,.

Tui représenté puy le trait ponctué ......... les dewx branches 'ine

courbe corvespondunt & une valeur de €, comprise entre — g, et —g.
Powr € = — ¢, l'une de ves deux branches se réduit & un point
.. S — x, ity T . R
veprésenté sur da ligure en b=l Uy = 5, Undye hranche cat

reprézentée swe ln figure par le traib xox xoxoxx,

Pour ) compris entee — ¢, ¢t —¢,, rette seconde hranehe sulysisle
senley pour 0 = — ¢, elle se r&lnit @ san toar 3 un poink reprisentd
e P osue I digore ot ayant paue renrdonndes:

Eufin pour € < — ¢ . la conrhe ilevient taute entidre imaginaire.

Les sivfaees définies pav Yéquation (1) ont une forme gengrale qu'il
val wise dle Jdéduive e celle des concbes fue nous venans de constrnire.

Consudérons en oflet une quelenngne de ces courbes el par tons ses
[rinta fuisons passer nue des lignes dont Péquation générale est:

rl.'I
¥, == ramsl,; -! —= crnnst,
iy -~
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L'ensernble des lignes sinsi construites constituera une surfoce fermée
qui sern précieément lune des surfoces défintes par I'équation (1),

On vait par liv que ces surfaces seront en géneral dus surlnees fer-
mdes triplainent conneses (cust i dire ayant méraes cennexions que le Lare),

Pour €, > — ¢, ou pour €, compris entre — ¢, et — ¢, on trouve
deus pnveilles surfuces, intérieuves I'wne b Tnulre dans le premicr eas,
extéricures l'une b 'nulre dans ke second.

Pour &, compris entre — Fa b — ¢ ou entre — ¢, eh — e, on
wa plus qicune senle surface triplement connexe; enfin pone L < — ¢
Jn surfuce cesse conplitement d'exister.

Pussons aux quatre surfaees remarquables:

Ul='_$-|1_“':l_’:: et — ¢

Les surfaces €, = — ¢, ot 7 = — e, présenfent nne enurbe douhbly

et ont mémes commexioms que v surfuce engendeée par Ia révolulion

d'un Timagen de Pascar & point double, ou d'nne lenmisente autonr d'un
axe qui ne rencontre pas lu conrbey,

L sivfuce € = — ¢, se réduit & nne senle surface fermde triple-

ment connexe eb & nue courbe fermée isolée; enfin Ia surfaes | =—c,
se réiluit & nne eourbe fermite isolée.

Dans le § 3 (1" partie, ehapitee THY npus avons envisage Ueepoalion:

II‘,’F

dm,
qui peclait le »° 5 duns ce paragraphe; nous nvons va qut chacune
des vacines de cette équation eorrespond 1ne solnting perimligne,  Muis
dana Lo vas qui nons veeupe, ¢t Vuprés une FUIDACHUE QUe B venons
de fuire, colte dpnation prut s'terire:

M) _

T O
de felle sorte que les solutions périodigues carrespandyont ank maxima et
nux minima de [2]. Duns le ens aclnel, ces wmaxima, dE méme e los
minimg, seront an pmnbre de dens.
Nons mwons done denx solutions péviodiqnes inztihiles corvespomdant
s renx conrbes doubles dea surfuces € = — ¢ e el denx solu-

deta matkimaticn. 13, Tmpatmé lo 39 meplembre 1089, ”
1
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tions périodiques stables, correspondunt nux deux courbes fermdbcs isoldes
des surfuces €, = — ¢, et ~— ¢,
Muis voyens de plus prés en quoi consiste celle enrrespondance.
FEuvisameons en parlienlier In solulion periodinue qui correspend b
In conrbe double de € = — ¢, Celte solution pourrn d'uprés ce que
hous avens v dans le § 5 (17 poctie, clmpitee TH) se mettre sous In
loyme suivnnte:
o=y pd + p75 .
N N T e
n=5bu R+
Uy = Sa b opll A+ ptG
oit 'on a:

'

! - n — —
. == ). i = Ty, G = m!, C;—"?:l

dip

et ool .4, 5, 8, 4 ete. sont des fonctions perioligues de §.
Cutte selulion périodigue sevait représentée géomélriquement par une
eonrbe Leajectoive lermde qni aurit pour équations:
'

| ::
{3) = = + ud, Y, =7, -+ ply,

A el A dant ddes fonetions de y, ot de g oqui restent finies quand gz

sunnnle,

antre part o conrbe donble de U, = — ¢, & ponr érunlions:
I_’ u':
T o 4y = 7

Cela iontre que ves deux enurbes dillérent infiniiment peu Viene de
Cautve si 1'om reparde g comme ung quanlilé infiniment pelite ¢l on peut
hire  correspondre les deux  conrles point pur point de fagon que lu
distance de denx points correspandants soit dn méme ordre de grandeur
e

Comme In solulion périodique définic par les denx céruations {z) est.
wslable, on ponrra Taire passer par la conrhe définie par les dquations
(3) deux suclaces trnjectoires asymplaliques.

T v e
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Voyons quelle relation il Y  entre ces surfuces naymptotiques ot la
surfice €, = — . quc nous venons de construive,

D'aprés ce que wous uvons vu au § 5 (1 partie, chapitre 110, ces
surfaces asymplotiques wuront pour équntions:

=8+t E8utEndit ...,

{4) -
=G+ 8+ Eu+ Eadn . ...

Les sérics qui enlrent duns les secouds memnbres des dejuations (4)
sont des eérics convergentes développées suivant les puisganees de i ot
les qunntités £, &, & ete. sont des fonctions de ¥, et de g, sur lesquulles
nous ne sevons quiune chose, dest qu'elles sont periodiques de période
2z par rapport L y,.

De plus lu surfice définie par les dquations (4) doit pusser par la
courbe définic par les dquations (3), ce qui veut dire gqu'en substiluant
duns les seconds meinbres de (4) les valeurs de y, et de Yy Lirces des
deux derniéres équations (2), on doit retumber sur les deux premiéres
équutions (2}, On doit done nvoir:

S F af, +---=E'.'(¢;+.r1$l+ veep &g b ol +)
F VARG LSl
Ce qui prouve quion deib aveirs
E:‘(':;' c;) = "’l‘:’ E':(‘:'ﬂ ’ "’\'J} = ;17;, E:(‘; ' ':':l) =0, E;(':l 1 c.’- = 0.

Il est wisé de voir & quoi se réduisent les surfuces =y Inpbetiques
quad ou suppose x = o, on {rouve ulurs simnplement

iy = uf, 2. = xf,
On o done identiquement: v
§l = iy & =i,

Les surfuces wsymptoliques devint dtre des surfisces tenjectoires, les
fonctions du 1, de y, et de g, délinies par les équabigus (4) devimue
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satislvire ideuliquement aux équntions (3) du paragraplie préeédent. On
verrait done pur le méme cnlenl que duns I parngruphe précédent que

d=o, &=VZ01 + ),

C, Ctant une conslanle quil sugit de déterminer.  Clest ce que nous
fevous & Taide de T'équalion: :

E;(G ::' ci;) = E;("ll %a) = O

La fonction & ne dépendant que de y,, il suffice &y vemplacer y, por

7y, ce yul dounera
b 4
. ! —
\! F(!‘I + (’1)_0

ol
L
Gh=—¢,
Done la surfuce ¢ = — ¢, a pour Syuation:
5 _ &+ e
= N

L S+ &ln

Fle e diiléee done de la sucface asymptolique (4} que pnr iles ternes
due Tordre de g .

Cutle surface b ligne double ¢, = ~— ¢, peut dong ére regurdée
connne une premicre approximation de I swrluce asymptotique clierchée
cboon peat Taire coreespondre tes deax surluces point par point de telle
fugon que s distonee de denx puinls covresponduiits soit de mdme ordre
de zenndeny que .

De la on peut tiver diverses consdyuehces:

1% I5w premitve approximation les surfuces asymplolinues sont s
swrfices  fermdées; c'esl I oun résuliut que les upproxinmutions sutvantes
cutllirmeront.

2% Toute sorlace asymplotique étant wne sucfuce trjectoire, son
inlerseetion par lu portion de surfuce snns conluct S qui & pour équation
¥, = 0 sert une courhie invariante € (ef. § 4, chapitre 11, 14 pavtic),

Sur To prublewe des treis cerps et Jea dpmiona de Ta dynamique. 1

[#-]
wa

Considérons doue la courbe €

£y :l'; i‘_ 2 Y N
ho=o B /I )

Celte courbe différera infiniment peu {uux quantités prés de Vordee
de p) de ta eourbe invarinnie de €. Sa eonséiguente diflérern ausst in.
tiniment pea de lu conséquente de ¢, c¢'est i dire de & edle-mdumc, Done
Is courbe € dillérers infiuiment peu (nux quantilés prés de Fordre de g
de sn propre conséquenle. Ce seru done, pour employer le Inngnyge du
prrngenphe ¢, nne courbe pinivvarimile aos quantilés pris de Fordre de u.

3% L ocowrbe € ost une cowrbe fermée; Ju courbe ° qui ¢n
dillére infiniment pen sera done wne courbe qunsi fermée b e telle Givon
que Lo distunce des deux puints de ferinelure soit de Fonbre de Mo Adusl
lo surfuce asymplofique coupe lu surfuce ¥, = O, suivind e eonrbe quusi
fermie.

Si lon fuisait 2 =0, la solulivn Iu plus géndealy des djuations
donudes sevails

& = consl., Ly = vonst,
¥ b .
W =— f[-t-l-'l- -+ cunst, Yy = — 5‘?_1_—1 + vonst.

Par conséequent si les valeurs nitiandes Je oypoeb de g Galent oy 4 dr,
r2 4 dey, & el gy resteraient constamnent Cunux oy 4 ey el ad e
dH, AW,

de méme — 527 ob — U pomserveraient Jdes valeurs constantes ot Uon
i alr,
anrait:
d i, Lo Vitr -
__;l.:': = N, -l- ELULH -I— Wuer, + L L
b, R ry s
— = Mdr, + N, + 77,
o, (] ]

-

' Tous ey raisunnewcyls supposcud que dang les Gpuatiean ()-des surlaves anyurp-
toliyues, les aéricy des secouds wembres restent epnvergeula guelyne soil g, poucva e
st soit sulfisauwent pelit; c'vst co qov des consilérations ewpruntées au sealenl des He
witear peruicitent @'dtablic aimfmient.  Yoie vo qua Jai dit & o5 sujek page Of et oansd
eu qud jai it lu ealeul des lirgites dana introduetion. CIJIIFI"I-I.;.l![L"L_E-I vinent Ju Notbe B,
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~1 Y] : . H .
dity el g's, ctant des infiniment petits du 2® ordre quand ¢z, ¢t ém
sent des infiniinent petits du 1% ordre. ’

=oit nlors 72 lu v s inili i =

b : aleur inilinle de i fui
g mors P Loy ey, (!unm:l on fuit ¥, = o; fuisous
: cEIps Jusqua ce que y, devienne égal i 2x; nlors 7, sera devenu
coal s

=]

2zl 2
"+ o, + 2
L

AT, 0
U‘E‘J + Ui,

",

AT . H H H
o ¢z ¢t aufiviment petit du 2* ordre, si on regurde gr, ef ¢z, comne
des inliniment petits du 1" ordre, .

Si-donc uous supposons g = o el qu'un point I upportenant & Ju
portion de surface sans comact y, = o, uit pour coordonnées

W o N b -
o= a7 + Gy, £y = &5 + 6k, =0, Yy =40
son consaquent wura pour coordunndes
PO 1 - -
o=z 4 4y, ¥, = A 4 Gy,
o . o 2mM anN |
h = 2z, Y =t =208+ ——da - G
1 L
Si

'
5t Ton e snppose plus == o, le conseyuent de ce méme point I aur
Pour covrdonndes: .

. - .
o= GEF p,y Ty = &} ;- 4ty - po,

== 3 [ ) Z‘T'l( " 2:N LI b ]
h o W=y + oo + . ory 4 Oy - pa,
g ctant des fonctions de g, 42, g, ot dry qui restent linies quind
oostannule,

hginons maintenant yue le point P appartienne 3 In surluce
= —v¢,

L.‘" . - ' . . "-_ g 4 1 . L .

. .._:. -f](lla i, Il.l-bL pis Lecs \m'mn de g, lexpression [+]— g5, Tost

s wlinhnent petile, et por conséyuent si g est trés petit:
L ks

&, £

SUpreeisdie e o b e - - -
esbopeesisdiwent do omdéme oredre de grandeny gue Ja; ot Pen conclut
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que £, — 2 = gr, est du méme ordre de grandenr que g et v, —- 3 = Jx,
du smméine ordre.de grandeur que .

Si douec le point P (apportenont & la snefuee €, = — ¢} a pour
coordonnées r,, 7, 4, = o ek g7 sl son conkéquent ¥ o paur conrdon.
nées &, + Ar o, -+ Ax, ¥, =25 cb oy, - Ay, Ar el Az, osont aw
mining de Tovdre de p cb Ap, csb préciséiment de Vordre Jde (. Ta dislanee
PP eat llone de l'ordre de Ju.

Si done on considére la courle:

r,  a} ",E 2 ey .
=0 ::_‘ZE-F:T ﬁ(|1'|]—9'4)n

qui ainsi que nons venons de le voir esb une conrhe péninvariante, la
distance d'un peint P quelcongque de cette courbe (A mains qu'il ne soit
trés voisin din point dleuble) i son conséquent est un infiniment petit du
méme ordre que Ju et non pus un infiniment perit dovdre supirienr.

§ 4 Conatruction cxacle ffes surfaces asygmplotiqies,

Reprenons les gévies auxquelles nowa sommuea parvenns dans Je § o

r =07 + sl + 2ip 4 e L

(1) -
go= 1 F e 4+ M 22 4L

lea =i sont des fonetions de y, et de y,, pérviediques de perinde 2z par

rapport iy, Muais ces fanctions ne gont pns encore enlitrement déler
minges, enr nons avena introduit dang le ealeal du parngraphe 2 une
suite de constanles d'integrution @, €,, ..., &, que neus avons jusqu'ici
laissées nrbitraires. .
Supposons d'abord gue Yon ait donné & ¢, noe vajeud queleonque
> — ¢, tlors -
[I“I] + CI

.|‘___ - .
est une [onekion périmlique de g, qni reste cnnsl:l:nm(-:.'i_lﬂ:pnmlwo, el 7y
LTI
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esk Loujours réel.

Celn ne sullirnit pos toutefois pour déterminer compléte-
ek A car oon o :

= £\ (7] + C).

U fuul encore choisiv entre Jes deux signes du radical; donnons pur
exemple & ce eadical le signe 4. Alors =} sern wne fonction périodique
de ¥y, qui serta conslanument wéelle et positive.

Nous ponrrons choisir ensnile tontes les antres eonstuntes c,,C, vie,
d'une maniére fout & [uit arbitraire.

Te dis que les = qui sont déja périodiques de période 2 pat rapport
a g, sout également périodiques por rapport by,

Je suppose en clfet que rela soit démoniré pour:

R At
rLx, o,y
- —
L N M

Je dis que cela sera cneore veni pour o= et o4,

En elfet Téguation {11} du § 2 montre sinmédintement que celn cst
viigore vral pour T,

Liédpedion (02) du § 2 montre ensnife ue:

sl
dyz

vshune fonetion connue de g, eb rque cetle fonction est périodigne de
[rerinde o,

Cette Tanction pent se dévelnpper en sévie triganoinétrique procédant,
suivit Tes sinus et ensinng des mulliples de Yoo On pent démontrer que
eette sdeie e contient pas e lerme tout connu; car si elle en contenuit
un, nnoarriversit bodes résnltuts contrsires A In deoxitme extension 1
thioréme LU (07 partie, chapitre 1, § 4). Je n'insiste pas duvantage
s ve point qui wimporie pas 4 snon objet principnl.

Sioeete seric e eontienl pag de berme fout connu, w3 [157"] sern nne
fonction périndinue de g, et comme (nprés In fngon dont nons avons
choisi 00} o3 est une Tonetion périodigue réelle et positive de y, et que
eelle funclion ne swnnnde s, [#87'] sera une Lonction péviadique e g,
ol celte fonclion yeslera véelle ek finie. C Q N
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Mullicureusement en choisissaul ¢ eoimne pous venans die e fuire,
les séries nnxquelles nous parveuons me sont pas convergentus (U'est ce
qui [sit qne jinsiste pew sur ee 1*° éos).  Quoique divergenles eiles penvenl
cependant rendre des services an méme tilre que Jus séries de Bl Tasnp-
stEoT et dnns des cns ol les néthodes habituelles sont en défant,

Observona que dung les intégrations successives nqui donnent pur ré-
currence les «f, il ne sintyoduit pus de pelits divisenrs. S done nos
séries divergent, ce n'est pas pour In méme rison que les sévies andi-
maives de In méennique céleste.  Clest nn contraire parce que les diffé-
rentintions peavent introduire de grands mulfiplicaleirs. Celte viveonstanee
pent plutde dtee regardéc comme fucilitant Pemplai de ces séries; los
termies qui doivent détrnire In convergence sc présenteront en ellet mnins
vite que sils éthient dus i dr petits diviseurs. o

Supposons inpintennnt  gqi'on ait donnd & € wne vilenr & — e

Alora - .
4=VIwl+6) o

nesi pns tonjourz réel. Snppesons par exewnple que, poue da valenr
choisie de €4, o} reste réel quand g, vavie depnis 7. josq'ic g, v
vaiz ennsilérer nne valenr x, e p, comprise enlre g, oF 5o

Po < <

et je vaiz chercher a délinir les ap pour dontes Tes valenrs e g, com:
prises entre 7, ot 7. )

Jobserve dl'abord que 2 est suseeplible de denx valenvs dgales ef
ile signe contraive, & eause du donble signe da radieals donnnns Jaband
par exemple & ee rmlical 1o signe 4.

Imagiwins que Ton ait ealenlé suecessivement

Vo g
iy Py T G
. voga t—3
U SR, e
Co u .
Léquation (11} die § 2 nous premet alovs de ealenler sans diflieulg
at~ ot Péquation {12) lu méme parageaphe bous dome:

a4

ebits N e
T Ty et

L) s

Arfa mmibewmatten, 13, Tmprimd le 23 42ptrmhee 1983,
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Nons pouvons done éerire:

I‘:[ﬂ:;_‘] = a[.’h) + Cion

Aly,) ¢tamt nne [enction entitremenl connne de y, eh G, une constanle
Jintdgralion.

Nous dJdéterminerans ectte constante pur ln condition
8(5) + Ciy = o
Alors hien que x} shnnule pour g, = % le [onction

- [,L;—I] —_ #(y,) ;; ﬂ{"}_}
veste finic pour ¥, = 7,

Nous avons donc complétemnent déterming Yes fongtions a; pour
7y <Y, <7y oL NOUS appellerons o, lea fonctions de ¥, ninsi détcrminées.

Supposons (ue l'on recommence Je enleul en donnnnt au rodical le
Mgne —. Ou trouvern ponr les fonctions z* de nonvelles vnleurs que
Jappeile i, et qui seront d'nilleors In continuation analytique des pre:
nieres.

Imaginons cnsnile que I'on rempluce €] pur une constunie nouvclle
¢4 (ves voisine de . :

Morz le mulieal:

VEr + 6

s réel utes les foie que g, sera comypris entre %, et unc cerlaine
valeur x, lvés voisine de x,.

Celn posé, nous allons per le procédé exposé ci-dessus enlculer les
fanctions .} pomr les valeuvs de y, vomprises entre 3, et 7, d'nbard en

Lisunt:
7=+ 1/ F(F]+ &)

(nous appeilerons %, les fonctions ainsi enlenlées), puis en faisank

4R O

aona anpellevons oy, les foncliona ainsi ealenlées)
[l 1

7
u
1

Sur lo problove des trois vorpy et les dqunsious dy la dynawique. 130
Nous ullons ensuite construire les quotre branches de courhes;

1% Hh=9 T, = i’o.l-(!h]r %, = Foalth)

que nous prolongerons depuis 3, = 7, & Y3 =T

2% =" 7 = F1a{g) 2, = palds)
que nous prolongerons égulement depuis ¥, = % jusqu'h y, = 7,
3 H=>5 % = ¢aa(¥ah 2y = g1:{l)

que nous prolongerana depuis y, = 7 jusqu'a ¥, = %,

+- h =0 5, = oYz 2y = ¢as(¥:)

que wous prolongerons drplement dépuis y, = 7 jusqu gy = 7,
Duug ees forinules nous avons posé:

1}
rala) = LA o ot -t x:"'ﬂ:.'

La prcuﬁére et In seconde de ces courbes sc rancozderout cb sernnt
fangentes en un ndine point & In courbe y, = %,

Ta {roisidine ct la guatriéme courbes se¢ raccordernnt dgnlemnent et
sevront tungenles en un méme point & ln courbe g, = 7,

Cest ve quiindique Ta figure g oft les trois ares pointiliés repré-
sentent les trois courbes *

Y, =% T T
ob I'nre AB représente v '™ de nos gquunkre pranches e courhe, Tare
AD' lu seconde, T'are BC hn 3™ et l'are D Y quadeicune.

e el
. G iy
L e
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Nons regarderons ¢, conmne une donnée, nmis O] usb reslé jusgu'ici
wrbityaire. Nows déterminerons €] par I condition gque Ja ¥ el la 3o
comrbes se raceordent ¢b que les points B el I’ se cortfondent, ce qui
s'exprime nnalyliguenent pur lus conditions:

(3) Coalm) = Cra(mh Coalp;) = ?1-1(’?;)'

Ces deux énuations ne sent daillenrs pas distinctes eb se rnénent
aoune seule,

En nous appuyant encore sur I deuxiéine extension du thidoréie
LT (0 pavtie, chapitre 11, § 4) wous pourtivus démontrer que si O] ust
déterming pur les Gyuations (5) lus dqualions

(37 alm) = ra(n) caln) = vuls)
b1
seronb ansstosalistuites oux quanlités pres de Vordre de p 7 c'est b dive

fque ln 2™ el T g™ courbes se raecorderont sux quantiics nrés de cut
| ¥ 1 t

ordve, vu gne la distunee D2 est un infininent petit de méme ordre

141

e g7,

Mais je dois faire iei ln méine observalion yue plus baut; les séries
(1} anxquelles on parvient de 1a serle ne sont pns convergentes Dien
prelles puissent rendre edes services st on les nrnie wyvee précaution,

Ansst nlinsisterai-je pas davantage sue lous ees poiuts et ni-je hite
drivie aux cas ol les séries (1) convereent. ,

Dapres ce que nons avons v au § 5 (5 partie, chapitre 101) ot
rappele dins e pareeaphie procédent, i existe des sarfyees usy Inplotiques
ayant pour dguations:

. b= &4 A Gk,
() ]
mo= G A S

Nuns eonserverons & ces équations le méme numéro (4) que duns le
paragraphe précident, ,

Voyans dabord ruelles conséruunces nous pouvens iunmddiutemnt
Jdeulmire ddea privcipes prsés dins les [rrazrnphes citas,

1% Les fonctions Z sont péviodiques por rapport i y,.

2 Elles sont linjes et réelles,

Sur le preblime des treis corps o les Gpoations dy |2 dyvawique, 141

3% Les séries (4) sont convergentes pour les valewrs sulfisaunment
“petites de g Nous pouvons méine prendre g nssen petit pour yne ces
eérivs restent convergentes powr une valewr donnde gueleongue de y,.

Nous nllons chercher & définir nos fonclions & pour toutes les va-
leura de y, comprises entre ¢ ol 2.

Nous avons déjiv vu duns le parsgraphe précédent, gt

'::jl = :ullll E; = :U:l E} =0, I E-; =+ \/ir(”'ll}_ f"q)!

e admettunt gue ce soit ln surliee gy plotigue carvespondant b Ly=—,
que nous nous proposons de cobstruire.
Fig. o.

Duus la figure v jai représenté pnr un trait peoinlile o ooo o i

cowrbe g, =g, == 0, par un trait mixte —.._.._.._.. Ix courbe

— R R TTY EI TN,

=0 "u_“7+ & N([Ili £.)
qre uous avens nppris & construire duns le puragraphe prévédent.  Jhi
tiguré en O le poist double de cette conrbe; en O lu\[u-iut d'interses-
tion de lu surfuace g, = o ¢t de lu tenjuctoive T ceprésenlant Ja solulion
périodingue nstable nui correspord dapris ce que wous avons vu &
C = —y¢,. ILu distance 00 est comme je Mai dit do méme ondre de
grundeur gue g, "*'::-:-;-;f'
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Jui représenté ensuite en teajt plein en BOd et AOT
les interseetions de $) =0 nvec les deux nnppes de surfages nsywnpto-
tigues qui vont. passer pre lu Lrnjectoire fermée 75 Jui orrété ces deux
hranches de courbes nux points oA, B, 4", 17 porce que je conviens de
Faive vavier g, depuis o jusquin 2,

L vadicul:
\J ﬁ (['Fl] - Fl)

est tenjours véel, inais il est snseeptible d'un double signe.  Donnong-lui
par exemple le signe 4 quand #y vivie depuis o jusqu'iv 7, (valenr de
#; yut doune [IN] =) et le signe — quand g, varie depuis z, jusyu'h
2 Appelons £ le radieal ainst déﬁui.

La sirlace asywptotigue élant une surfoee trujectoire, les fonctivns
(4) devront satishiire aux dguntions (3) du § 2z; nous pourrons done eal-
ender les fouctions & par réeurrence pre le procédé de ce § 2,

Muis il nous reste & voir comment on peut détecminer les constantus
dintdgration €, ¢, ..., que ce procédé de enleul introduit,
Supposons que Von uit eulenlé successivement pur ce procede

= 1 L 2ot I N |
StrRyp-eay 87 15,

T
tinsi gue les constantes Winléwration:
Gt Cyren, G
Liéuation (12) du § 2 pous donne:

ale)

iy
wous b fweme d'une Touetion connue e Y- Nous pouvons donu durire:

b ﬂ H= + c.".r—l
[¢571) = ALt B

3

) etaut une Tonction ealiérement connue Jde Yy el Chy une constunte

Jur la probltme des irojs corpd et les énualivas de I drvaminue, 144

d'intégration.  Muis nous savons que [~ deit rester finf ot 'qnu &

s'nnnule PO ¥, = p,; nous déterminerons done I constinte ¢, par la
condition

0(:7:) + C -1 =0

Ainsi ce procédd peret de déterininer sung minbiguilé Jes constanles
C, et les fonctions 2} et nous fait sinsi connnilre Idquation de ln branche
dr. courbe RO

En opérant de la mdne figon, womis on changennt Ie simne du yu-
dienl, on awrit obitenny Féquntion de In branehe de caurbe IrorL,

Ainsiy si Von choisit convenabloment les constanies d'inlégration, les séries
{1) convergent pour les petites valours de a el uous fournissent alors los
dqunfions des siurfaces asym oligues.

Nous avens vit duns lo paragraplie précédent que I distance By
est un infiniment petit de méme ordre que p, de sorfe qne ln courbe
invarianle BOD' est quasi-lermée ot que lu distance des points de for-
tneture est de Jordre de p.

De plus, nous nvoss vu & lu fin du méme paragraphe yue la distance
dn point B i son conséquent est de Vordre de v elest i dive Snfiniment
grande par rappart i la distinee BB des denx points de fermeture,

Denc en vertu du eorollnire du théoréme 1T (¢ partie, chapiire
I, § 4} 1a courle BO'B’ est non seuloment quasi-fermée, mais rignurense.
ment fermde du telie sorte que les deux poirts B et I se confondent.

De maine la courbe invurvinnte AQ'A" cst rigoureuseinent lermic ot
los deux poinis A et 4’ se confondent.

Done les surfuces asjymplotiqies sont des surfuces fernides.

Mais nu début de ce teavail, nous avons montre mie pour dtablie
[n stubilitée, il suflit de démontrer lexistence e surfuces trujectaires
ferr ées.

Dong duns le ens particulier qui nous ocenpe, la sfubilité peutl itre
regardée comme rigonreusement Stabiie. L

Si nous étions pactis de In solution périndigue instable qui enlresporl
b G, =—¢,, uous aurions démontré par deg raisonmements tout seinblibles
que s surfuce aaymptotique correspendante ceb une surlvce formse ek
qvlle présente fa méme forma gendrale que la Rk, Gio= — ¢ 1jun

Pt
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Nous ‘vegardermus ¢!, covnme une donnée, umis €} est resté jusgu'ici
arhitraive.  Nous délerninerons Gy pur I condition que la 14 ot la 3™
sontrbes st raceurdent eb que des poinls B et I se conlondent, ce yui
sexprise aatytiquenment par les conditions:

(3) Fur(7:) = ea 7)), Cos() = #2a{m;)-

Ces duux dquations ne sont Tailleurs pus distinetes et se raménent
aoune seule,

Eu wons appuyant encore sue Ta deuxidine extension du théortie
(e partie, chapitee 1, § 4) nows pourrions démontrer que si C) st
déterming par les équations (3), les équittions

(3) FT-I(’}:) = Fi-l(rf:)l !—'r.:(%) = 'r’:.-.-(’j';)

w
saront ansst satisfhites aux quantités prés de Pordre de f£7 5 Cest i dire
gque L 2™ el Ta 4™ courbes s¢ ruceorderont wux quantités prés de gub

ordee, su yue la distunce DX est un indiniment pelit de mdine onlre

ikt

llllU /I-"-._ .

Mais je dois fuire ici la mdine observation gue plus haut; les séries
() auxguelles an parvient Jde la sorle ne sout pus convergeutes Lien
anelles puissent vrendre des serviees <1 on les inanie avec précantion.

Aussi wlinsfsternizje prs davantege sur tous ces points et uije hile
darviver wux eas i les siéries {1) convergent.

[Yupréz e que pons avons vu an § 5 (1" pnrtie, chapitre 1) ¢b
rappele dans le paragraphe préeddent, 31 existe des surfuces nsymptotigues
avunt pour éyialions:

=S AR ..,

(
.| =
= B R S

Nous conserverons i ces dqualions e méme nuwmdro {4} quue dans le
paragraphe prévident. . .

Vevons d'nbord «quulles conséguences neus Pouvors  Linmddiotement
daduire Jes principes posés aluns lea purngrnples cites,

Iﬂ

o Les fonctions & sont périoliques par rapport i y,.
2% Elles sout finies of réulles.

Sur lo prebleme des trois oorps b les équutivea dy T« dynawingue, 141

3% Los séries (4) sonl convérgentes pour les valeurs sullignmmnent

“petites de g Nona pouvons méine prendre pwssez pelit pour gue ces

sérivs restent couvergentes pour une valeur donnde guelesnque de y,.
Wous wllons chevcher & définic nos fouctions & pour towles les va-
leurs de g, eomprises eutre o et 27
Nous uvons déjiv vu duus le parngrphe précedent ue:

G @=ua d=o  &d==x\I0r—el
en udmettant «ue ce suit le surlace asymplotisque corvespondunt & O, = — ¢,
que nous nous propusens de construice,
Tig. 9.
af
- ‘.‘-{.-‘"
Dans W fgure 9 jui représenté pav un trait puintillé - .. ki
conrbe g =y == o, par un tedb neixte — oo .. cutirhe

H =0 :_:='¢_:;‘+%‘/ﬁ([1'l1l-_f‘-l)

ue nous nvons wppris o conslowire dans le paragraphe précédent.  Jai
Hguré en O le point donhle de ecette courle; en O lo Yoint dlintersee-
tion de lo surface g, =0 et e I tenjecloive P veprésentant [ salution
peviodique inslable rui  eorrespond dapres ce que nous avons v b

U, = — g, Tun distunce OO0 st comme Je Pui dit du oinéme ordre de
grumlear gue . ™,

&
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dui représenté ensuite en trajt plein en BOA ot O
les interscetions de g, == o avec les deuy muppes de surfuces nsympto-
ligues qui vont passer pur I trejectoire fermée 7% Jmi arrdté ces deux
branchies de courbes nux puints 4, B, 4", B parce gue je conviens de
faire varier g, depuis o jusqui 2s.

Le rudicul:
Vaaz) ~ ¢

esb Lowjones véel, s il est susceptible d'un double signe.  Donnons-lui
purexemple le signe 4+ guand ¥, viurie depuis o jusqu'h 7, (vuleur de
% oqui done (F] = ¢) et le signe — qunad y, varie depuis p, jusqu'a
2. Appelons & le radienl ains défini,

L snrluce tsymplolique étant nne surefuee trajectoire, les fonclions
(4) devront satisfaire nux équations (3) du § 2; nous peurrons done eal-
enley les fonctions & pur réeurrence pue le procédé de ce § 2.

Muis il nous reste 3 voir comment on peut déterminer les constuntes
lintéeration ¢, U, ..., que ce procédé de enleul introduir.

Supposons que T'on ait enleulé successivement piur ce procédd

= my a3 by
R I -~

at—
= om -1 W5y
=1 E3p -y by ,db"l.

wingd que les constantes Jd'intégralion:
G, G, .., O,
Léquation (12) du § 2 nous dome:

UGG

l‘y:
sous la foeme d'une fonctivn conuue e Y5 Nous pouvons done éevire:
Mu) 4+ Ciy
= —} N
(&)= ] 1
B

A} etunt wne fonclion enticrement connue de y, ot C,_, une constante

Sur lo probltwe des treis corps ot les dqualivas de ja dyeamiyue, 1i3

d'intégration. Muis nous snvons que [&7'] doit rester fini et que &
s'annule pour ¥y = 755 nons déterminerons douc lu conslante Con par I
candition

0(77:) + G =o.

Ainsi ce procéds pecinet de déterminer sans ambiguite les constantes
Cy et les fonciions 2 et nous fait winsi connritre Iéquation de In branehe
de courbe DOr.L,

En apeennt de In ndme I'mr-on,' mais en changennt. le signe i py-
dical, on anrit obtenu Pequation de Tn brnnche de caurbe ey,

Aiusiy si Low choisit convenablement les constunies d'intigration, les sévies
(1) convergent pour les pelites valonrs de p et nous fowrwissent lors les
équations des surfuces asymuloliques.

Nous avons vu dans lo parngraphe précédent que ta distance B
est un infiniment petit de méme ordre que g, de sorte que la conrbe
invarinnte BO'D est quosi-fermée ot que In distance des points de fer-
meture est de l'ordre de p.

De plus, nous avons vu & la fin du mdwne purageaphe ue lu distunce
du point B & son conséquent est de Cordre da vzer Cust i dive infiniment
grande par rapport i ki distance BB des deux puints de fermeture.

Donc en vertu du corolluire du théoréine IT (1™ purtie, chapitre
I, § 4) ln conrbe BO'S est non seuleinent fnuusi-fermeée, mais rigaurense-
ment fermée e telle sorte que les deux points B ¢t I’ se confnndent.

De méme le courbe invurinnte AO°A est rigoureusement {eriée ot
les deux points A et A' se conlondent.

Dene les sirfuces asymiplotiques soul des sirfuces fermdes.

Mnis ou début de ee travail, nous avons montré e ponr ¢lahlir
In gtabilits, il swlfit de Jdémontrer Texistence de surfaces trajectuires
ferindes.

Bonc dens e cns particulier qui nous oceupe, Iu stabilits pent iye

regardée comme vigowrensoment étublie. Y
Si nous ¢tiens partis de la solution périodigue instuble qui correspomd
# G, =—g,, nous atrions démontré par des ruisonneinents tout semblsbles
que In surlice asymptotique correspondante exl nune surluee Termee ol
quelie préseate b méme forme géndmle que nlu*l';'l(g‘-;g._igg; = — ¢, o
1
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hous avens constrnite dans le pasigraphe précédent er dont Uintersection
VEC g =0 est veprésentée sur la figure 7.

§ 5. Solutions bériadiques di ame genre.

La sneface asymptotique qQue nous venons ile construire est nne surface
feemie i eonrle double et posséde par conséqnent deusx nuppes.

Une parcille surfuce divisera dane Fespace en trois régions:

Soomne région R, indéricure i la foi nux deux nappes.
2% une région R emnprise entre les deux nnppes,
3% ume région £, extérienre wux deux nnppes,

St nons considérons nne eonrbe irajectoire, celte conrbe me pourra
conper lu sueface asymptotique sang quei pnr un point de T'espuce posse-
ruient <deux tenjectoires ee qui n'est pas possible.

Ainzi, si welre point représentatil vst oviginnirement dans une de ces
Lrois régions, il y restern teujours.

Lin stabilité est done, comme Jje Tai dit plus haut, rigoureusemend
démontrie, '

Appelons moyen anvement In guantité suivante: soit ¢, la quan-
tite alont My rmmenté pendank un temps trés lnna, I In quantite dont
My angmente dJdans le indme temps.  Le moyen monvement sorn la Ji-

nire die eapport ? quand Te Lonps tend vers I'infini,
1

Duvs tonle Ta région X, le moyen mouvement est vonstant; il y o
dAone libration.

Dans Ia région &, on pent faire passer wne infinité e courhos for-
mées représentant ddes soludions périodignes,  In clfet & clmgne valenr
comnensarable dn rappost —:? carrespond  ane équul.ion“%: o el i

1 T
vliague  racing Je cetln ¢quation carrespond  une  solniion périodique.
Parmt ces salnlions périmdiques une infinilé seront installes,

Chotstssonz nne de ces sulntions inslnbles; Ja sivfce asympitatique
correspamdante parturern Ja réiion B, en troia réginns purticlles:

I extivienre nox deax happes; Ii; région de lilwation fomprise
eutee Jes deny mappes; K intirionre anx dens nuppes, '

Sur lo problima Jos trojs sorpa ctb les dquations da o dyoarigue. 144

De méme en envisrgennt d'auires surfnces nsymptotiques ln région
B} et lo région R} se trouveront de nouvean subdivisées en Lrois régionk
pertic]les. .

Occupons-nous maintenant des régions de libration et en particulier
de X, ot voyons si cette région peut comme I, étre subdivisée o trals
régions partielles. 11 suflit pour cele de démontrer que dans Ja réuion
X, on peut fuire pnsser nne infinité de courbes fermées représentunt, des
solutions périodiques. .

On peut y arriver par les considérations suivnntes,

erivans les équations:

E = 9'1.' 'I' J’-u-'?!

(1) 7= Vi R+ G) +

Cea déqnalions sont & des quantités prés de l'ordre 4 celles de sirfaces
que mous nvons construites (voir fignre 8); elles sutisfont donc approxima.
tiveinent nux équations (3) du § z. Quont u3 c'est une fonction de
¥ ot de g, oqui no differe de 22 que par nne fonetion de y, ile telle

sorte que
ey, iy,
Cette fonction «d doit d'nillonrs rester toujours finie.

Ju me propese ‘de modifier Ia forme de lu Ionction 7 qui entre
lang nos équations diffeventiclles de fngon que ces équations (1) satis-
lussent eractement anx équntions (3) du § 2,

Je cherche done une fonction J™* telle e les équadions:

i, _ 17 dz, _ I
A A

I

{ ) l‘_u'l 17 nd lf_b', — L N
l'h- —E' i - :L":l !

admettent des surfaces trajecloires représenlées précisément par ces dena-
tions {1).

Voici cowment nons déterminerons celte lonctiof . x. .

Aete metkematira, 13, Umprind 1n 20 arplembra (FaD, oo m
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. Olbsm‘vons d'ubord que 2? et z soht déterminds par lea deux’ équa-
tions simultanées . ' : )

o . i#]
L) =¢, f=o.

On peut tirer de ces deux équutions 7 ct ©f en fanclions de C.
Nous regarderons done désormnis 7 et 2 comine des forcliona connues de (.,
DXanire part (F)) est une fonclion de ¥, e o) et de al, ce qui
nous permet de le regurder comme une fonction comnue de y, ¢t ie C.

Les équalions (1) nous denneront par conséquent ©, et =z, en [onc-
tious de y,, de ¥, de € et de a,.

Remarquons qne si % tb %, sont définis pur ces équations
@, ey, Hpddyy, = d8
est mne diltérentielle exacte, de sorte que:

el ednl

Résolvons mainlenant les. cqualions {1} par rapport & € et €, il
viendra :
U= I'..(-‘E, r gy :")"1 ] _’f,):

rJ'l = rj}"(;nl v ¥ Y .')':)'

La fonetion F* est ninsi définie ot on aura en employant In nota-
tion de Jacopr:

(¥, %] = o,
ce qui signifie qne

" = const.

est une inlégrale des équations (2).

Lu solution In plus wéndrale de ces équalions (2} s'éeril nlors:

s a8 ds 19
@ W e p=ots e,
L} .

C et € érant denx- nonvelles constantes inléxration,

e

Bur lo prolldma doa trois corps ot e dquaticas de In dyomisinue, 4%

Chevchons & fovmer cffectivement ™ ou du moins & nous rvendree
compte de l'ordre de grandeur de ln diflérence: )

r—
Or ] est défni pur lu condition suivante;
Flzy + o}, 5 4+ Jynzy) — ¢

doit étre une quantité de méme ovdre que gy, (CL U'équation (11) du § 2).

Donc comnme %f,:—‘ est nul, Ia fonction
r

() + pot o 4 Jpeeh + i) — C

sern encore de mdéme ordre que g, quelle que soit Tn fonction 7.
Duilleurs on n identiquement:

(=] + pzl, 3 + i 4+ ped) =

Dene In dilférence
r— e

regardée coinme fonution de g, de €, de €, de y, cb de y, cst de I'srdre
de pyi.
Posons maintenant:
E:Vﬁ= Ty — 2.

Des denx déquations (1) on tivern facilement €, et € en fonctions
de &, &, 4,4, ¢b g5 on voit wlors suns peine que ¢ et €, penvent élre
développés suivant les puissances positives de iz, les coillicients étant
des Jonctions finies de =z, de &, de y, et de g,

Nous venons de voir que JF— JF* est une fanction de g, de g de gy,
de C et de €, dont le développement suivant les puissunces de yz ¢on
menée par un terine en g sl nous y remplagons C-“‘el;,l C, pw leurs
valeurs en fonctions de g, de a,, de &, de y, et de y,, ndus vervons que
cette  diffévence F'— F7* et ume fonction dévcloppé&"suivmnt les puis-
sances de g, dont les coélficients dépendent de x,, £, y, et y, ct qui

colnnence par un lerme en gy .
-l'u,“(., ..':\?:.
f. ksl
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Pur.conséquent v fonction:

I‘I_-_ I,'. " I
_'u_\f?_-z F(#::UHE:'_I-VU.V:)
ne devient pas infinic pour a4 = o,

Tar le changement de vuriuble
Lions (2) devienneul:

que nous venons de fuire les équn-

doy @I dye ___aFe’ -
dat T dy,” T TR,
(=) . !
de, _ _dim dy, dim
i iy it ST
YLy, . \I'f-n‘f;'

De méme les équations Proposees:

dey i i
e iy ! o _tf_z_|
doivent se réduire i I
L V.
dt iy’ T
(5) ) [ 1
i;_‘ __danr thy, ap
o V".f-!'lb‘. ' T ;’;lf\_t‘ '

Neus formerons en outre les équutions suivintes:

'f_'cl [ € . - T l‘.'l;,lI o
) T = i, <) == (0 + <),
€
IL.", o . L
— = — e £ i il -
iy, A =m0 e,

(ui se réduisent i (2) pour £ == o et & (5) pour ¢ = uyi.

‘Duprcs Ge que mous avons vu plus heut, les équations (2} et par
vonsequent les équntions (2] peuvent s'intégrer exncleinent;
donné pu les équations (@) lu solution générule. '

Si I'on discute celte solutjon genérule ¢
straive e vonservant le wéime mede de repr

nous o nvons

t si on cherche i lu con-
ésentulion géoinétrique que

Bur lo probldwo des troia corpy ob les dquati du 1a dyaawinquo. 140

duns les purngraplies précédents, on vewrs qu'il existe unc jufinité Je
surfuces trajectoires [erinées. '
Ces surfaces qui ont pour équntion:

% + \/ﬁr.[t".l + €)) + e
L o o+ prl

(5)

-] I_R

diliérent pen des surfaces que nous wvons construites duns le § 3 et dont
T'équation s'écrivait:

SR AVENTIY

=

(6)

ALk

Eiles ont mwéme forme géudrale que les surfuces définies v I'éequation
(6). Si donc nous fuisons les mémes hypothiéses que dans le § 5 au
sujet des maxima et des minima de [, deux de nos surluees (5) seront
des surfuces Fermées & courbe double; ce seront celles qui correspondent
nux’ vileurs — ¢, ¢b — ¢, de lu constante €. Les sulves se composent
de une ou dewx mippes ferindes.

Le surfuce fermée & courbe double seru pour nus dymaiions (27)
une surfuce asymplotique ek elle partagera Vespuce en tois régions conme
nous I'nvons dib plus huut.

Purmi ces régious, je distingue le région R, comprise entre lus deux
nuppes qui est une région dite de libration et je me propuse de montrer
que dons ectle région, on peut bracer une infinité de trajectuivus lermdus
correspondant i des solutions périndirees,

Lievenons en clfet nux dpuntivns {z) qui mus font éonmaiten lu xo-
tution géudrale des équntions {2) et {27). Daprés o forme des Gyuationus
(1), nous pouvuons éerire:

S = Hyl + blyi + (}(-ql ! l"‘.'l') + V% f“"(l‘{'.ll + L’ljf(y'."
@ ek b b des fonctions de € et de O sewdement et 0(y, , »,) une foue.

tion véelle et péviodique de g, et de g,.
O en déduits

" d8 . 113 Wl it \/Ft_ ' i
C=gg =g tugt tae T Ves | e
et

s

L %Y
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Nous donnerons C, une valeur détermince qui devra dire plus
petite que — ¢, lruisque nous nous BUPPosons plucés duns li région k..

L surface fermée qui correspond & ccbte valeur de ¢, présentont
les mémes connexions fue l¢ tore, nous pouvens en fajre le tour de deux
manitres différentes: 1° en regardant . comnme constant; 2° en regurdant
¥, vemme constant,

Quand vn aurn fuit le tour de In surfnce en régardunt y, comine

. ds .
vonstunt, g, aura nugmente Jde 23 ¢t ff;? hurn sugmenté Jde
1
- el
“do)

Quand on aurn fait e lour de In surface cn regurdunt ¥, commae
constant, ¥, sera revenu & le méme valeur, mais Vintégeale

dy,

VIIET 403

ura augmente d'une cectaine période v définie commne il suit:
Supposons que les valeurs de Y, pour lesquelles le rudicul viET+¢)
est véet sotent les valeurs comprises entre », et Pyr ON unurn:

=1 f. “"y"
e \'{{[‘{'lll + U|:|

G 1.5
Quuit notee mlégrale nugmentera de v, :Fif', arrnientern de

|!'I
Vi

[our que In solution yni correspond h celle valene de ¢, soit- pé-
viodiue, il fut done et il sullit que ces deux quantités:

- dit H
25 d'(_',': ety V v

Folent connnensuribles citbre ¢lles,

Cetie vondition sern évidemmenl satisfnite pour ane infnité de yn-

Sur le problima dos troi corps at les équations dg Ja dypawigue. 131

leurs de C,; notre région B, contient donc une infinilé de lrzjectoires
fermées, veprésentant des solutions périodiguus.
Aingi s A est un nombre commensurable quelcongue, 'dquation:

. da . 1
(7) z:r‘-rE = vy o
. . dn . . .
(qui contient €, purce e o7 et v gont des fonctions de (4) nouz don.

nera upe volour JJe C, corvespondnnd & une solution périndigue.
Pour discuter cette &puntion, il we fuat chercher cn que e'eat rue

!lﬂ-
T
Il me suffit pour cela de rappeler que:
k= 3]+ 2]
et que:

-p;(x"l' + ‘u_}": ’ 9:: + V'?}m;) + J"-I"l(m'l‘r 2‘-: y Moa _5"-,-)

doit se réduire & C aux quantités prég de Tordre de py ;- On en conclut:

-—i'!l:l'-“: ""g{-';)’ + Fl(m‘lil :‘:' v !.'!f:) =0

d'olr
— (] — O — )+ [#H])=0
el:
Mo _ 2
al), ",
o

1% st <pnc une constunle, indépendunte de €, de sorte e T'éipuation
¢ ]

(7) peut séerire

{7}

n
—= = consl.
Vi
Pour discuter cette équntion nouvelle, il convient deéhercher coimn-
ment varvie v quand on faib varier C, depuis — ¢ jusqu'a —
Pour 0, = — ¢, v st infini; G, varinnt depuis —¢ msqu'h — ¢
v decralt d'nbord jusquiic un certnin minimuwm, powr crolice cnsuile Jo
nouveau jusin'i l'infing,

T -
g =
B S P
S T
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peut admettre deux valeyrg correspondnnt aux
ca.cb gque l'on peut envisnger séparéimient, {CrL.

fienre ;') e . L A
La premiére nappe de In surfice reste réelle qumnd €, est cowmpria
cnbre — e, et — ¢ s la valenr correspondante de v décralt depuis l'in-
(ini jusqu'a un certnin minpinem quand €, décrolt depuis — ¢, jusqu'h — ¢,
Ln seconde nappe de ln surfuce reste réclle quand ¢ est compris

enlre — ¢, et — 5 In valeur correzpondante de v décroit depuis J'infini.

Jiquie an eertnin minimuam quand € décralt de
Ainsi v admet trois minim
une certnine limite posilive.

Si done nous regardons I'équation (7)) ‘comme définissant C, en fone-
tion de n, ¢ sern fonelion continue de g

Puis — ¢, jusqu'i — [
 fU moins et reste loujours fupéricur a

» M0I8 nous peurrons prendre
v oassez petit pour que ectte éqnation pndmette nueyne rucine,

Ainsi H est cerluin il existe toujonrs nne infinité de solutions
pévioligues; majs quanid on fern déeraitre g1, toutes cog solutions dispa-
mitront Tvne sprés Pautre,

I résnlie de ee qui précéde que les ¢quations (4) ndmettent pour
I =0 une infinité de solutions périodigues; Tes principes du chapitre 1]1
(1% partic) nous permetient d'allitimer queil Y en a encore une jnfnits
pour fes vulears suflisminment petiter de 5. Comme 22 est trés petit, nous
vaulans conclure qu'il exislern nne infinité de solutions periodigues pour
g ==y, clest Aol ponr les dquations {3) qui sont diduites par un
chitngement (e varialile tros simple des dquntions proposces,

Par canséquent, s nous revenons A ces cruations |Propesées, nous
vayens que dang Ja végion de lbration Bl ya une infinité de trajer-
inives fermies reprisentant des salubians Pevindigues,

Mais =i [oisant déeralfre fo d'ane munidre continne, on suit wne dJe
ees trajectaives Termdes, on ln verpes se délormer aussi d'nae fugon con.
tinne ot disperaitre onsuite pour e certuing valear e 2. Ainst pour
=0 toutes les solntions periodiques de T régiom B, auront elisparn
Unne apeés Tautre.  Co n'est [ms ningi que e eomportuient los solutions
piriodinnes étrdides dans le chapitre 111 (1 partie) et qni subsistnient.
vhenre panr o= o,

On pent démonirer que dans le voisinnge d'npe trujectaive fermée
reprdsentant e solulion pirindique, s0ik stulile, soit, instuhle, i PHERe

AN St e s Sy

sitnak b et

R - R

Suc la problémo des trois corps et los Gqualions Jo In dynamiqne. 153

une iufinité d'nutres trnjecloives fermées. Celo ne Buﬂ-lf: pas, en t?ule
rigueur, pour conclure gue toute région dc 1.'cspnce, m' p?tllu qu c].:c
soit, est truversée por uee infinité de trajecloires Ifcrmecs, . 'mms‘ct.n.
suffit pour donaer A ceite hypothése un haut cntn?lurc de vrmsu:;rl'ﬂ.l.:?cc.

Je remrctic dgnlement de ne pouvoir mr)'n.ll-:er jci, co:l'nnenr. le tlwoll_u.:nlc
IV dn chupitre IU (a'* purtic) peat dtre ulilisé powr Pétnde de lo distri-
bution dea trajectoires fermées dnns 'espnce.

CHAPITRE 11

Reésumé général des resultats.

§ 1. Rdsultats positifs.

Nos résultats s'appliqirent nux équations de Ia d.ynnmiqnn tmlt'c:_: les
fois ni'il n'y a que deux degrés de liberié; ils .S'B.pplll'llll.'ntl done spu-cmlc-
ment i un eas particulier du probléme des trois eorps qui est celui

1° ol In mazse de ln planéte troublée étant nulle, le mouvenmeut

de ln plandte troublunte reste Képlerien.

2% olt lexcentricité de la plandte troublante est nulle, celle de la

Plnuéte troublée pouvant étre guelconnue.

3* ol Tinclinnison des orbites est nulle.

Lorsquiil n'y a gue deux degrés de ]il:erléf lun siLunlilun du sysl-l-mr-!
peut ¢lre représentée par la position d'un point duns-lcsl'r:t?c, ce i
permut d’énoncer les résultats obtenus sons unc forine géométriyue. ‘

Toute solution pent dfre représentéc par une cuurbc- g:ului.\cl :|§ml|wlr::1
trajuctoire; Jes brnjectoires [ermdes corres'pl)mlenb n’u.\' SI)IIELIUIIS llull.'l'ljllll.l]l}:.l:::.r‘.
Il ¥ « toujours une infinité de trajectoires fermées, muis cgs trajecloires
fermées peuvent dtre réparties en deux clnsses:

CTTY it . aaployer e
' Lea travonx rdcontn dle M, Caxmn pous onl appria en effel {youre em) ny
X i aand; % untinu.
lwgage do oo savand gdowktre) qu'un ensemble peut dero [lnrfa:!,lceal_!.lizglrc c ;
A (0
A¢ta mathrmafics, 13, Imprimd 1o 27 seplembre 1M 1)
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1°, '3 P . - " e .

. Lus llrajet.tlorea stubles.  8i la position initinle du point repré.
sentatif est Iréds voisine d'une trajectoire stable, ce point restern dter-
nellemeut trés prés de celie trajeetoire,

a 2 TP - . - . . .

2% Les trajecioires instables Tt ne jJouissent pns de Ja meine pro-
priés,

. 1l Vo lmclmh.mrc de tenjectaives fernées stables et une infinité de
trijectoires fermaes insinbles.

¥ Y - v - g Ty . o H H H

_ .])']"R h._ \Ol:jll'lllgclll e brujectvive ferinée instable, il ¥ o une in-
finitt de trajeetoires idites asymptotiques qui jonissent de Ia propriéts
suivante;

Le point, repl_'cs!:n_l:n.lf qui parcourt une trojectoire dsymptotique es
pour { = — oo infiniment repproché de ln tmjectoire fermge corres-
pondante; il s'en éloiyne asymptotiquement, finit pur en Clre trés éloignd,

. . . - » }
pns sen rapproche asymptotiquement de munidre & en étre de nonvenn
infiniment ])rf':: pour f = 4 oo

On volt sans peine quiil doit exister des trajectoires qui s'éloimment

- ) - ) . r . ™
Asymptotipnement atune teajectoive fermée instable of d'nutres qui s'en
ruppenchent asymptotiqnement, mais le résultnt difficile & éleblir ot veri-
tablement inatlauiu, eest Ylre ce sont Jos mémes trajuctoices nsympto-
thjuees, qui apres s'élee Cloignées  asymptoliquement  d'une trajectoire
fermée se rapprochent ensujte nymptoliquement de e méme Linjectobre
lermeo.

Lensemble les (vajecloires asymptotiques relafives & wne méme so-
Tution pévindiqne instalile, forme une surfuee Jile asymptoliyue.

Les suvlaces wsymplotioes sont des sinrfces lermées & courbe donble
presentant les mémes  eoniexinng que I surfuce quengendrernit In ré-
valution d'on Timagon & point. doulle on une temniseate nulour d'un
ARe ne rencenlvant pas o concle,

- . .

L'Ililf_'lll'lt! lIl.! ors .\ll'l'r:"'f's p:n‘hlgc f]l}l'lt'. ].('SPIICE en lrois 1'15g|0n.=.

Duns chacune e ces (rois regions, il y noeneorc une infinitd e
trajectaires ferméos nstables, et g constquent wne infinité de surfices
asymplolioies, 1 en vésulte e clmeune de ces Irois rémions peut i
sondtmee élee subdivisée en trois antres of ninsi ile suile,

Caotte sululivision pent éire contivnée 3 Iinfini ot on puenit I powssey
asez loin pour que le volume o chaque rdgion partictle soit aussi petit
yion le veud,

i e

ke

T

Bur do problkme dea Lrois corps el Ics iquations de Ja dynawique, 150

Cotine aucune {rnjecteire ne peut passer d'une région duns uulve,
on doit concluve que o stabilité cat rigourcusement démontrée; yu'it est
possible, étant dowuée In position initinle du point représenintif de In
situation du systéme, de trouver une végion d'olt ce point ne pourra
sortiv et d'nssigier b celte véuion, sinon ses limites précises, du moins des

lanites wussi rupprochées qu'on le veut de ces limiles précises,

Il y w done trois sorles de trajecloives:

1% Les tenjectoires fermées corresposdunt nux solutivns périodiques
et dont il esb aisé par Jes prineipes du chapitre 1T (1 parlic) de trowver
les équations sous forme d'émalités ol entrent des séries comversentes,

2. Les trajectoires nsymptotines dont nons veuons de purler cen
détoil. I ce qui les emcerne, nons avens denné duns le clupitre pd-
cédent lv moyen de former Uégquation dus surlnees asymolinues; quimd
on possédern celte dquation, on ponrra en déluire Péuation des trjee
loires asymiptotinues elles-memes pae une applicetion eonvenahie Jos prin-
cipes des Vorfesungen dher Dynamit.

3% Lus trajectoires les plns andriles i ne rentrent dans nucune
des deux premidres eatégaries..

Nous powvous wlfivier (théoréne: J, chapitre §, 1o [retied apuo st
Fon envisge une partion de espoee queleonyue, s pelite qecelle soit, il
¥ nura tonjours des trajectoives gni I traverseront une falinitd de bois,

I1 st méme hautement, vraisemblible e toute portiem elu Pespuice
ekt traversée paroune infinité de trmjectoires Jermdes. 8N en esk ainsi,
et si nous counsidérons une {rajecluire rqueleomque de In 3™ catiéynrie,
Tows pouvons toujours trunver une trjectoive du Fune des dunx premi-
éres catégorics qui pendaub un temps anssi long qu'om vent, Sen dearte
aussi pew quwon veut, ce gni permettrait de Leonver I'équation avee twlle
upproximation quon voudrmit.

§ 2. Nésultars négalifs.

Je voudmis terminer Pexposé des vésuliats sengranxtle ce mdimuire
en appelant particulibrement Vattention sur les conclusiops négatives qui
en ddeoulent.  Ces eonclusions sont pleines d'intéres, non seulement [riree
qnelles font mieux vessurtiv I'dtrangeté des résultats vbicnus, wnis [ree

quelles peivent; en vertn préviséient e Tenr ]l:llll;]:_[‘:bll:f!g_:lli\'t', selemlre
By e
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ilnmédiatement wux cos plus généroux, tandis que les conclusions Dositives
ne peuvenl se ménéraliser sans une démonstention spéciule.
La plus importante de ces conciusions négotives peut s'éuoncer avgsi:

In dehors de Vintégrale des  forces vives, les dguations de la dyna-

migue wadmetient en yénéral aucnne intégrale gui soit o la fois une fonction
analpliqee cf uniforme.

Si en effet une pureille mtégrole existait ¢b si 'on avait:

&z, z,, Y, s ¥g) == const,,

t étunt une fonction uniforme, Uéqualion # = const. devrait ébre Féqun-
tion générale des surfaces trnjeetoires ferindes et en downont i 1a constante
Jitléventes valeurs, on devinit retrouver les équntions des diverses sur-
laces asymptoliques.  Mais chague surface usymptotique n unc courbe
double el en tous les roinls de cette courbe double les quitre dérivécs
particltes de @ devraient s'wnnuler

Muis dans le voisinage d'une de ces courbes doubleg passe une in-
tivité dautres courbes doubles du sorte que l'on deveait
vnisinage d'un point downé une intinite de courbes le long desquelles les
fquatre dévivées de @ swmulent & lu foie, Cette fonction @ ne suurait
donc étre analytique. ! C.Q I D

trouver duns lu

Ce rézultnt ne cessoruit d'étre viai que 4
les deux nappes dune infinité de suck:
confondre en une seule.

ans le ens exceptionnel on
1ces usymptotiques viendraient fu se

neflet T raisvunement qui précéde est en délaut si I'on peut ad-
mettre que duns une végion déterminge
totique & conrbe double; ponr cel
cutre cerlwines limites, 1'éipuntion:

vib o'y a pns de surfice usynip-
w ik faut que quand Ia constunte vurie,

@ = const,

représente une série de surfices sang courbe doulbi
ment. Qu peat alors intéyrer compliteme
vt on recomnit sany puing (pue,

¢ g'enveloppant mutuelle-
ut les équntivus difrenticllus
Pariii ees surlices suns courbe doulle,

'Cr Nale €.

can-

wr

D e

H r
ur lo problima des lrais corps ol les dgualions de la Jypaminue. a7

il y cn o une infinitd qui sont si]lonnées-pnr une infinité de tf‘:nj‘ll:cl{:a]ires
fermées représentant des solutions périodiques.  Ces siurl':mcs wingi ‘51 on.-
nées par des trojectoires fermdes doivent étre regardées uou‘nuc des sur-
faces osymptotiques dont les deux nnppes se ﬁon.t 'COI‘.IF(?I'I(]HE!\. .

Il existe done certainement des équations dlffcrel:ltlc'lles de la lu'l me
des équations de la dynamique qui ntlmc‘ttcnt ung lnlegr:lllc :mu])rhq.u.c
et uniforme, mais celn n'nreivern qu'cxccpt:omlellcmcntl et l'en poeut .dm.:
que lon ne renconirern de pareilles équutions que st on lus fubrique
ot flxpt::tb.nisé de voir que ce cns cxceptionnel ne se _r?ncn‘nlt'm'u !JI:S
dans le probleme des trois eorps. Pour lll.l'il se produisit, il frudeait
en eflet que la condition suivante fat remplie;

it A Sy, + omy)
un terme queleonque de la fonetion perturbatrice (A étunt fonction de z,
et de w, cb m et our, dland des entiers). _ ' B

It foudrait que A Sannudil toules les fois quie Von vwrail:

[l i",
Id £,

4 m i, =D
Idx,

ou ‘du mwins que cela arrivit pour une infinité de ces termes, i suvoir
it i e certiines liniles,
{ 't — ser: entre certuings
peur tous cenx ol le rapport - seraib compris mes
Il faudenit que tous les terimes de I fonction perturbatrive disparus-
sent au tnoment ofy 115 devieament séeulaires. e g
H 7 N b nrealie = 03
Or il n'en est pns ninsi; deoe en dehors de lllli(.gl.l}L des u{rc 8
vives et duns le cas particulier qui nous occupe, ¢ probléme des {rois
eorps w'admed pas dintégrale analytigue o wniforme. .
3171 1 1 r -
Cela nontre en méme temps que les sérivs habitaellement vinployees
i ; liculic ries de ML Livisrent ne
en méeanique cileste, ¢b en porliculier les St..l'll.fi d-... e, e
sout pas convergentes, car leur convermence entruinerait l'exislence d’un
f = )
: . o
intégrale ' iforme, ‘
intégrale analytique ct un . ' AL B e
Ainsi se trouve conflirmé un résultat que AL Truss v
par une voic cnfiérement dilférenle,

d el
LR <O T
Ty Ferw
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CITAPITRE 11i.

Tentatives de genéralisation.

Est-il  permis d'espérer qion
AN ens oft les équtions de la
degrés du liberté ot v cunséeue

puisse étendre les résultuts précédents
dybmnique comporteut plus de Jdeuyx
nbau cas général du probléme dus » corps?
natis ce ne sern pas suns un nouvel effort,

Je erovuiz, en otmmengunt ce travail,
une fois trouvée pour le cus

C'est possible,

gue I golutivn du prebléme,
pitrticulier que j'ni truitd, se méndraliserait
imméddintenient sunsg qu'on it U vainere aueune difficulté wouvelle en
ait nembre plus grand des varinbles ot &
présentution géométrique.  Je me trompuie,
crais-je devoir insister un [ i sur
iai sopposent & celle aéndralisution.

dehors de celles rfut sont dues
Fimpossibilitd dane e
Auwssi lu nature des obstucles

Sil ¥ w p lerrds (e Liberts, I
presenl ey [TET P position iy Point

L

wWont & subir ageun clangement,

situntion du sysléme peat de re-
dans Tespuee b 2p — 1 dimensions.
premiére partic sonl encore Yrijus et
Il existe done une infinité de solulions
trujectowres fermées eb se clogsnnt en
meéme en cnlégories plus noinbreuses,
S exposanls cavaeléristiies,
de solntinns asymplotiyues.
Liensemble des trajecloires
Jectoive fermée instable forme
semble teés probable, fueigne
weltiplici

Lo pluparet des canclusions de Ta

priviodigues représentées  par des
stables et en instables, on d'oprés
I onatuve de Jew I1 existe nussi une infinite

tsymptotiques relutives & wne méme tra.
une mulbiplicitd & p dimensions; il e
je waie pas acheve e cilenl,
est fermge (comme le sont e
dans Jes chapitres quri
dimensions,

que cette

s sutfuces asymptotiques eon-

préciudent): mnis comme clle n'u que p

elle ne Irlnge pus en deux ou plusicurs régions I'espace a

2P — 1 dimensions, car dn Boment que p > a2, on Wp—a > p g,
Nanuz ne Pouvons dvhe conclure 4 Ia shuli[itg,

] e
\Th.lllol_t_:«.

. - 59
Bur lo probldwae des Leais corpn ot los dnuations r.!c In dyramigne. 15

T
Les difficultés que l'on rencontrait nu-h'efois en mécanique :ellzat:ﬂeru
qui gopposaient A le convergenee .des sc’r:.c':.sl Lcnmu'lllt,l lcc::x;m:l i:]c lour;w;
i in présence de certning pelits dmscurF; _|‘=u l.roul\c L-l ]cyc'ls e
e it ane uf o ‘l“:‘ “:l'n Purcm:::ninnill'}.I:'::tisp:l: ohciu'c]c anulogne
nux résultuts gue j'ui exposés dans c vail; 1 ;in“s e
se dresse devant nouws dés que p > 2, Si en efft -es 'ln: e o
vireurs oat disparu, mous rencontrons de nonvenux petits d ..‘a”]. v
< yni nppetés (5} dung e § 5 (l“"’lpnrl.lt.:,“cl'n_n[’uhl.' ) /
Eia'fcs‘;l:.\ étil,:th de EFf:mc nuture que celle qui a dnJ:]tl clc‘.::ill-nr:n_i:o::r
peut espérer que des moyens !mn.logucs pcrmeuron.r. d'eu )
nais inalgré mes efferts, je n'ul pu encore les trc':lutf:r]. e et S 2
J'oi cherché dgalement b dlendre nu ens gcm.lnn- e 1: . Iwm“u‘_:wc
(z™* partie, chapitre ) en luissnnt 'dc cité la "quchl.ln.:11"l-cu_d:c: m“iipu_
qui ne pent dire regurlée colmne résolue que dnna L du dé.ﬁni“ bl
citéa asymptotiques o p dimensinns qne nousﬁvenon:nc detinin T
séries qu'on oblient de ln sorte penvent en effet, 1‘n-..:t w"“-!trc s
vergent, dtre ntiles dunz CEl'hlirl.::.(::.ls' nux astronomes et | o
- giumétiﬂsrwt:i)igl tiq:r[-:::iol:lc:lcl‘i‘l;‘::?r:l‘. reprennna les dynations (1) du
§3 (htl"l’l:p;;::lll';, u'lmpil:rz T} en faisant les mdmes iypothéses que dans
2 paragraphe.
ol l(?l‘lr;:w:llmns ensitite trois fouctions dJde g, .4, , 4,

AU YA

Ty = W00 e )

.'l'-__‘ = ‘p:(yl ' -’-": 1 y:\]‘
gatisfnizant aux éruations:

ff-l:l Jf$M lLrl iy Jf.l'. 7 g

b — — oll
oy, d:_l 11'.:;;; dr, O odi el 7oy,
1 L
Dyl e A el A
Ty, doy 7 g dey g e, T dy, .

i, 2 e A1 JJ:,_ f_”': iL.f" -
dg, de, U ody de, T dyyde, T dy,




Hio . Poincaré.

ou, te qui revienb pn méme, nox équntions:

e ﬂ’-'_-\‘l — i:_' L’"‘ _ alr, dx, _ e,
' dy, — dy,’ dy,  dy,’ dy, ~ dy, "

_ Nous seppaserons que r ,®,, % peavent se développer suivant les
pissances de 4 ou de i et que pour p = o, ellos re réduisent i des
vonstantes =7, 27, 2],

Nous poserons ensuite comme plus haut:

lIF‘ 1 ¥
==, ! '_..-—--_“‘ dp'_—_--_ﬂ,
daiy iz} 3 dzy 1

Sioentre a, My 3l 'y o aueune relation linéaire & eotfficients
entiers, on  peut dévelepper 7, , ¥, et 2, suivant les puissances de I’
chaque lerme cst périodique & la fois pnr rapport &y, by, et & g,
Mas il s'introduit de pelits diviseurs.

Sioentee w0, et #y il y o une relution linénive ct une scule &
cotflicients entiers:

oy kg, 4 nLn, = o,

les ealenls peuvent se poursuivre absolument comme dans le § 2 du
chapitre I. Les trois fonctions o T, et o, se développent suivant les
pmissances de i et clles sont au 1moing doublement périndinues, je veux
dire qu'elles ne changent pns grand y, .y, et y, aummentent J'un nintltiplc

H veste nn Aroisicine eas, k¢ plus inldressant de lous, qui est cclui
ot il y a entre moo b,y deus relations linduires & collicients untiers:

ity -y, o, = 0,

- g, 4 g, == o,

On peul aloes développer 7, =, et %, suivant les puissances de v ot de
lagon  que ces fonctions soient peériodiques, je veux dire qu'elies ne
changent pas quand ¥oo ¥ by, augmentent d'un multiple de 25 et de
telle sorte me my dowy, 4 my, et my - gy 4+ miy, ne changent

pes. Tl o'y a plus de petits divisenrs, mniz le caleal de ces fonctions
n'est fas sans cerlaines difficultés,

Bur le probltma des trofa corps et len équations de la dyuaminue, 161

En premiére approximation, la déterminntion de cus fonetions dépend
de Fiutégration d'un systéme d’équntions difléventiclles mqui out Ja forme
cananigne des équations de la dynumique, mais avee dews degrés de tiherts
sefemen!, Dana presque tontes les applications, ces dyuations dapendront
d'un paramétre trés petit par yapport awruel en ponrra ditvelupper, de
maniére qu'on ‘pourra lenr upplinuer les conclusions des clapitres 1 et I
(1" partie).

Dans les approximations sitivantes, nn n'aurn plus i efleciner qua
des gundralitres.

Ce n'est pas tout; le probléne des corps présente des ditficultés
spécinles qn'on ne rencontre pas dans le cns géncrnl. Sans donle ces

- dillienltés ne ront pns uussi essenticlles que celles dont jai signalé plus

haut Vexistence, ef un pen d'uttenlion doit permettce d'en trivimplier.
Muis jen dois dire ici quelqiies mots,

Duns le probléme des n corps, Iy ne dipenl pus de Lloules les va-

vinbles linénives =) par conséquent, non seulement le hessicn de F, par

rpport aux varinhles 2, est nul, maiz le hessien ('nne funclion avbitenirve
de I, est encore nul. (Cf. In note au bas de la page 103.) Cela vient
dn fait snivani: 5 2 = 0, c'esl & dirve duns le mouvament Keplerien, les
périhdlies sont fixes,

Cette dilliculté wesistiit pas duns ke cas que nons avens traitd (1
exemple, § 1, chapitre T, deuxifne partie) pree que nons avions pris
prur variable, non pms g longitude du périhélie, mais v — 2. Elle
wexistersit pas nen plus avec 1ne loi (attraction autre e la newlo-
nienne,

Voici quelles en sont Jes dtrnnges conséuences:

Nons avons vi quiil y a denx sortes de soluljons periodinques: les
solutions du 1™ =enre, dont nous aveus parlé dans e chapitre H{ (1*r
partie) et qui subsistent quelque retit que soit g, ot les solutions du 2°
genre dont nons avons parlé dans le § 5 (chupitre T, 2™ partic) et qui
disparnissent I'une aprés lautre quand on fuit déeroitre /.

Dans le cns du problime des trois corps, si l'on* Fait p=0, ls
orbitea des denx petits corps sc réduisent 3 denx ellipses Képleriennes.
Que deviennent alors les solntions pérviodinues dn 1™ genre quand on
foit pe =07 BEn dnutres lermes quelles sont les solutinns périmligues
des équations di monvenent Keéplerien? les ||nu:§,_“;gg_r£;t:‘=punrh:nr. aucas

Aela mathrisatica. 13, leupriod |n 82 aclobre 10D, 21



167 H, Poiugeré.

o les deux moyens mouvements sont commensurables. Mnis it en est

dnutres qu'il est plus innlaisé d'npercevoir et sur Jesquelles je doia insister..

Si p=o0, cest que les mnsses des deus planétes sont infininent
petites ek qnelles ue peuvent ngir U'nme sur Fuotre d'une wanidre sen-
sihle, & wains d'éire &t une distance infitiment petite Pune de Tautrs, Muis
sioons plusetes passent infiniment prés Yune de I'nntre, Teurs orbites vont
étre brusquement anodifiées comme si clles g'étmient choquées, On peut
iivposer des conditions initiales de tetle fugon que ces chocs se produi-

seat périodiquement et on obtienl uinsi des solutions  disconlinues qui .

sont de veritables solutions périodiques du probléme di mouvement
Iéplerien et que nons wavons 2as le drait de laisser de cits,

Telies sont les raisons pour lesqnelles j'ni renoneé, na moins mome-
tanément, & élendre an cas gménéral bes résalints obtenus. Nou seuleinent
le temps e fuit défaut, mais Je erois qu'une parcille tentutive serait
prématurée,

En eflet, je n'i pu faire encore dn ens purticulier méme nuquel jo
me suis restreint une étinde suffisniminent npprofondic.  Ce n'vst qu'aprés
bien des recherches et des ellorts gue les gémniétees connuitront campléle-
meat ce domnine, olt ju nwi pu luire qu'une ni'mp'lc.- reeonnnisiance, et
quiils y ouveront un tevain solide d'ol ils puissent s¢luncer & de
nouvelles conqudies.

Mai (885.

EIENECR X Pl LY

Sur lo problbmo dez trois vorps at Jea dquationa da Ja dynaminue. 163

Note A.

Swer In divergence dey séries de M. Limdstedt.

J'ni snuancé plus haut sans démunstrution que les sérics Pvopustes
pie M. Lisnscent ne sont pus convergentes. Je crois nécessaire de re-
venit sur ce sujet wvec plus de détails, mmis jo veux aupsravant r:ll)p[:][!-l'
en quoi consiste In méthode de M. Luwnstenr. Je l'exposersi, il est vrai,
avee des notations différentes de celles quinvuit ndoptées ce savuntb astro-
nome, car je désive, pour plus de clarté, conserver celles dont J'ai fait
usage pius hout.

Mettons les équations de In dynrnmique sous lu mdme forine que
dans lu seconde purtie du présent wémoire ct derivons:

dx, A de, AP y, — dF dy, MR .
s lr_}l ' dr = ;-I_T;; ' L1 e, ' ot e,

 sern une fonction donnée des quutre varinbles 2,0y, 4, ekl g, cl pous
nurens:

F=1 4 ul.

Iy sern une fonglion de =, ¢t de z,, indépendante de moebde g o sera
un codffivient trés petit, do sorte que 42% seru lo forclion perturbatrice.
Cest en eifet sous cette forme que se présentent les problémes de
In dynamique ct en purticulier les problémes de lu néeaiique célesle.
St p étoit mul, = ct z, screient des constantes, Si g on'est pas nul
muis btrés petit, et qu'on appelle & ct & les valeurs initiales de 3, c
de m,, los diffévences 2, — &, vt £, — &, seront du méme ordre de mran-
deur ue g _,:-.tu;:::f'
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Si done wous appelons n, et #, les valeurs d 9% ot de --IF

pour 5, = &, = &, les dilférences:

1708 a5
_J.__u' ct _"ET:E: —n,
seronl du mdine ordre de arandeur que g, ¢ qui nous permeibra de
poscr: .
dar,
_‘T,',I' —H = FP1($| ) Taly
d
—m = e (s, ),

¢, et ¢, claut des fonclions de x, ot Je i, qui ne sont pus trés rrnndes,

Les Gquations du wouvement s'écrivent ulors:

-_E__ s de, I
I T e

oy . 3 (“7. Ly H
TR T

e, 3 i,

Supposons 11 ! ' ¥ i 3 ;
Suppesons  mandenant que x, e, g, 4, su lien détre vegurdes di

reclement comme ey ions de e rewardas i
e des fonctions de £ soient regardés comtne des fonctions

de deux vuariables:

;b oy

et que 'on pose:

w =L @, wy = 2t -+ i,

@, ¢t @, seront Jes c:c:nslunlcs d'intégration urbitruires; 2, b 2, suront
des constuntes que lu suite du celenl déteriminee complétement.

Les équutions du mouvement deviennent alors:

Iz e e
Rkl il I L
Vet + 4 e, # iy, S
e el 1.4
p Rt el NPT R
' die, + 4 di, ﬂdy, =0

dy, dy df
S A
L]

s aly, 20
hiw T hge— '—ﬂ(!-'= —‘(‘—') = o.
£l

S e B rrmenpeerrr

Sur lo problbme doa Lrois corps ot les dqualiens do la dypaminue, 165.
Posons muinlenant:
zo= 2] + pny Fopla + '+
T, = 2 o+ pxy b optg ot L,

h—w=pn ,

) h—twy =+ i :
A= 4 phd b '

P T SR

de suppose que les coéfficients A} sonk des constuntes ob que les
coglficients y ¢t zf sont des séries trigonométriques ordenuées suivunt
les sinus ot les cosinus des inultiples de w, ct do w,.

de supposerai d'uillenrs comine je Vol toujours fait jusqu'ici que I,
est unc série trigonométrique dépendunt des sinus et cosinus des multiples
de 7, et de y, et que les codlficients de celte série sout dvs Junclions
holommorphes de 3, ot de =,

Duns ces conditions, si dans lus premiers mnembres des cquations (1)
je substitue b ln pluce de 2, 2,5, , 4,2, cb =, leurs valeurs (2); Juurai
quutre fonctions développées suivunt les puissamies croissantes Je g et il
est ¢luiv que les codffivients des diverses puissances de g seront des sévies
ordommées suivant les lignes trigonomdétriques des multiples de w, et w,.

J'uppelle:

ey hy, et
ces quatre function:.
Celu posé, le théoréine de M. Lavpsrenr cobsisle en ceei:
Il est possible de déterminer les 2g 4+ 2 consluntes

I SR 1
TR FRERPR 4
et les 4g sérics trizonometrigues:
T, ..., o, s
Tyy ey T
U ERRRTY

1 T -1 .
Yas -0 iy gy o
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M. I'oincaré,

de fagon & nnouler dung

oy, W et o,

les termies fude
3 independunts  de
s et les cotficienls d i
sances du i ’ iy i "
de g, de fagon, en Tuutres termes, & sotisfaire f ’ squntions 1.
fuuvement stux quuntilés prés de Yordre de ! ux &
On Lrouve d'wbord: o

fuations du

).ﬂ=:’ , “= I
1 fy A3 Ha, 37=E|.+wn ’ I:=‘E:+W:J

vt e, élmt des conslanics d'inlé

’ e i
Cordre de . grution que nous supposerons de

Suppesons cue T'on it délerming par un culeul prénluble:

Avia
'I'I:lll ' "'er-_ll
Wiy oy,

et que L'on s propose de Jdéterminer

“':'A:-z'lnﬂ,'b“l.y;.

Pour eela, derd
iy eerivans que le eoellicient de 49 oy
o ¢ 2 estonal duns oy, @&, et o g
y ed el
Vil * e, = i
" kel Wl
1 dw, T % dw, Y
a Wyl

! ;hFI i |m: + )‘; = 1‘-“

i Y .
', T gt B =
. \\E' J\: |.l.l Y, élant des lunctions connues.
- Aty T 5 Eri s ‘ :
1':,.:,- . |'.LI\..1.’ ::unt des sérics trigonomcétriques on w, et
flue Vintégration Jes dquittions (3) soit Possible illl' ulw’.
= ¥ 1) H

Sur lo preblima ded Lrois corps ot les douatiens de la dypaminue. \GY
v
19 que le rapport :% goit incommensurnble, ee gu'il est toujours per-
L]

mis de snpposer.

29

que dons les séries trigonométriques- X, el X,y les termes tout
connus sojent nols. Il en est clfectivernent ainsi, mais T démonstratian
de cc fait hmportent cst délicate ct ne grarait tronver pluee iei; ju ome
borne & dire quelle doit étre fondée sur lemploi des invariants intégrayx.

3° que dnns les séries trigonomélriqm-a T, ut Y, lvs termes {out
connus se téduisent & X ct 23; vomume X eb A7 sont deux inconnues, Nois
déterninerons ces inconnnes par celle condition.

Lintéxration des équations (3} est alora possible.  Teur inlégration
introduirn quntre constunies arbitrnires. A cligne approximation nouvelle,
nous rurenz Winsl guntre eonatantes dintegration de pins; wous jear dun-
nerons des valenrs guelconqes b nons ne CONSENVErons dnntres constuutus
arbitruires que w,, w,, @, b &,

Alnsi les séries de M. Livnscemt sont des séries frigounmélvigues en
w, ot w,; clles sont développées suivant les pwissnees de g eb anssi
suivant les prigsunces des deux constunivs @, et w,.

Cus séries d'nprés le théoréme de 3. Taxnsreor, salisfont formelle
ment nux eéquations du mouvement. 5 dong clles élaient nniformdinent
convergenies, clles nous dnnnersient Tintégmle générale du ces dyualions,

Je dis que ccla w'est pas possible.

Tn effet supposons qu'il en soit ningl ct nue nos séries eonvergent
uniforinément pomr tontes lus valewrs dw tenps et poor les valenrs
cuffisanment pelites de g, de o, et de o,

N ezt cluir que 2, ct A, sont pussi des serivs nrdonnges suivanl les

puissances de g, @, ok o, T'our cerlaines vuluwrs du oo, ek o, lo vapport
p ot commensnrable.  Les solutions particulicres qni répondent i ces
1

enleurs des comstantes (Uintégration sont elors dea eolutions periotliques.

Nous nvons vu plus haut que toule solution perisdique admel un
certnin  nowmbre d'emposmms caracléristiqnes. Voyons comment on peut
calenler cos exposants qnand on posside Vintéugrale méntrale des dnuas
tione donnéed, : '

"t y
v L e
Ly T
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Al

Soir:
7 =0, Wy, D). &), Ty = 9"1(11 oy @, B, B,
I = "Er';(!l LTI PR A E:':)- Y = ';f"'l{zl ahy , w,, d, E':)

cette inféueale ménérnle, o

Supposons qu'en dannant i @, . wy, &y el @, des voleurs délerminges
ay, wl, @), &), les lonctions Poo a0 iy ¢y deviennent periodiques en £,
Pour avoir les cxposants carnetéristiques de In selulion périodique ninsi
oblenue, nous formerons les seize dérivées porticlles:

iy, e, dy, iy,
v, * ﬁ;; ' &:I E{;;]

dr, o, i, iy,

iz, * Tm. ! Eﬂ_; ! ffm;'
e, e,y i,

n'?: ! ll"t_—u, ' dw, ? ey, ?

e, dr, iy, r.’_r,f‘
WiE, ' (h?.-, ! dmﬁ, ' :r_m:

el nons v (erons ensuite

L] n — -— — —
0, = w, oty == ], iy = gy, W, = j.

f’.l' -
Alars —h:— pnr exemple prendrn ln forme suivinte:
4]}
1

.|f.l3|

o = ) 000 + 00,0y + e, (1),

dro,

les a étunt des conslantes et les # des fonctiona périndiques.
Les a sont nlars les exposants cariel¢ristiques cherchée.
Applignens celte rigle aw cns qui nons occupe,  Nous avans;

=, o, w5 10,),

¢, éant piriedique en w, et en @,
Il vient nlors:

Lo, _ ey e, g (JA" Ay, dd b, ¢
di, — dw,’ dw, e, do, e, ) '

Sur la probldmo den troin cerpa ol lex dquntinny da Ia dynaniinue, 160

Les trois {onctions:

R N
ihg, 7w, deo dwm, T der du,

sont périodiques cn 1w, et w, et pnr constquant on ¢,

On trouvernit pour %’: et ::‘iu" des expressions analognes,

Celn prouve que les exposants carnctéristiqnes sont nnls,

Done, si les séries ds M. Lindstedt dlaiomt converyentes, faus les ex-
Dasants earacldristiques serafent nufs,

Dans quel ens en eskeil uinsi?

Nous nvons vu plus haut ln maniére de ealenler los expasanls ca-
ractéristiques (1% pnrtie, chapitre Il, §§ = et 4%

Dana ¢ce dernier paragraphe nous nvons v que les exposanls ea-
raciéristiques relatife oux équutions:

de,  dPF, dF, iy AP, oS
o= e e

pouvnient se développer suivant les puissnnces de ui nous avons appris
b former Uéqguation gni denne le cocfficient a, de .

Rappelons comment se forme cette équntion:

Nous avions posé dans lc paragraphe cité

47 - d'
Cie = T nde ! e = dyedys

Duns ces dérivécs secondes an rappose 3 cb x, remplaecs par @) et o
peadunt que p et 4, font rvemplacés par b @yt 4@ O st
done une constnute o B nne fonction périndlique ale ¢, Juppelle 4, le
terme tont connue de cetre fonction périodique.

Pusons ensuile;

en = b, C 4 5,03, ey = I, O} L b, 0%,
e = I, Cly + 1,03, Cy = Iy O b"".:':‘:".""'

' Inulile da rappeler jei fue con valeurs de wf, 22, n,, », Janl cellea ui earrey-
pandont & Ta aotution pdriodique ¢élodide; ca ne aonl pat cellur donl nous avons Fait usaga

. n
plus haut dans U'esposé do la méthedo da M, Tasestinr.  Le rapport - oxt dene com-

T - n

d b 1

Tm L, R

weranrabla. T
Acfa mmthematien. 13, Tmprlmd 19 23 neleten IAAD, g
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L'équation yui nous donne e, g'écrira alors:

2
e — g Cia
= 0,
. 1
n Iy — aj

Pour que cette équution nit tontes ses rncines nulles, il faudrnit qne
l'on enit:

e, + Cig = 0O
ot

(4 by G+ 20,0 4 0,00 = 0.
Or on w comme je I'ni démontré dans le paragrophe cité
mb + b, =nl, + nb,. = o,
Il fant done pour ¢ne l'identilé {4) nit licu ou bien que:
(s) b, =0
ou bLien que:
)] mC, — 2n O + o = o,

Qcenpons-nous d'shord (e ln relntion (s). Si nous fuisons dans In
fanction perlurbutrice F

&y = I:p I = I:I o=l -+ Wy, =1t | iy

£ deviendea une Jonclion  périodique de 1. Supposons cette fonction
pévindigue developpie en série trigonométriqne, ct soit ¢ le terine tout
connu; ¢ sern une fonction périndique de @, ot @, cb il viendra:

d ’llb

@, ﬂ'ﬁh '

i,

Nous devrons «donc wvoir:

i
(7 T =

Nous pourrons toujoura supposer que lorigine du tenps n ¢é choisi

Gur lo probldme des trois carps ut Tey équations do la dynamicue, 171

de telle sorte que @, soit wul et que ¢ soit fonction périodique de &,
sculeinent.

De plos la relation (7) devruit dtre {si les séries de M. Livbsroor
convergesicnl) entisfuito identiquemont. Bt en effet si I'on udmettait s
convergence de ‘ces séries, il y ournit unc infinité de solutions périodiques

13 n
correspondont & chaque valeur commensuruble du rupport "—'
[ ]

Si lu relution (7) est une identité et s ¢ cst une lonclion périodigue,
cette fonclion devre se réduire b une constunle.

Voyons co que celn veut dire:

Lu fonction pertwrbmtrice 7 étant périodique pap rapport & oy, el o
#; pourrn g'éerire:

I = ):.4_,,', cos(my, + my,) + ZB.,.., sin (g, -+ oy,

les m, ot les m, étunt des entiers, pendant que Ay, vt B, sout des
fonctions données de », ot de T,
Ob oure olors

¢ = S;I:,._’ cos (m, @, 4+ m,a&,) 4 Sb':,‘_. sin(m @, 4+ m ),

In  samnnalion représentée par e signe S gétendunt i tous les termes
tels que
noe 4 ona, = o,

et AL et K roprésentunt we que devienuent Ay b B
Y remplnee & ol oy par af et oal.
Coune les terines peériodiques doivent digparaitre de @, o aurs

quand on

Are, =B =o.

bt S | Ll |
Afnsi les  codfficienls oy et B du développanent de 1 fonction
pertuchatrice doivent sannuler quond on y donne & =

vl i, dus va-
leurs telles que:

1
ay
muy - o, = o,
. . ; Ell
Ou bicn encore on doit pouveir domner aun rupport = des valeurs com.
’I

mensurables suus introduire duns Ju fonction perluvbatrice ' dus terines
eéculnires. e A

ar T
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I est cluir gu'il w'en est pus vinsi dans le cos purticulicy du probléine
dei trois corps que nous wvons exnming et qu“ou ny peut donner nu
rupport des neyens mouvemenls une valenr cormnensurably suns in-
treduire duns In fonetion perturbuteice des termes séculnires,

Passous innintenaat 3 Ja condition (6) qui peut s'éérire

= 0.

(.u-',) T, B, Al (di-',) AT

t_f'?' TE - (E' E: rf-ﬁltf;; . -IT:?' de
Elle exprime que ki courbe

¥z, , ) = consl.

« un point dinflexion au point w, = 22, T, = a1,

Cumme celle comdition deit étre rempliv pour toutes les valeurs de

) . N "

«7 vb de o} qui correspondent i rapport = commensuruble, lu courbe
n
3

Iy(y ) 2,) = const. devea se réduire & un systtme do droites.

Cest un ¢ns porticulier que nous luisserons de cdtd; car il st
évident que rien de pareil n'errive dans e probléme des trois Corps.

Ains, duns le eas pusticulier du probiéme des lrois corps que nous
wrons  dtueic b por o conséquent aussi duns e cas général, les séries e
M. Limdstedt we convergent pus  uniformément Yotr lvutes les weleurs des
woustunles wrbitvaires d'intégration qu'elles contiennent. '

On peut présenter cette démonstration sous nne aulre forme.

Soit:
{3) r= 0 (rs Wy 5wy, 8, i), z, = &{(x Wy Wy, Wy, 10,

o =pb (p, 0, 0,,w,,w,), Yy, =pth(p, 0, 0,0, w,)

les séries de M. Lavvsrene, Nous avons vy e les fonclions 2 et ¢
sont vrdonudes suivant Jes puissnnces de 2, e el oo,
périodifues en e, ct w,.

Des éyuntious:

et gu'elles sont

h— 1wy, = piy, W — wy = ully

nous pouvons par le formule de Laacnawge lirer h—uw ety —w,

il

A T
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développées suivant Jes puissinces de g et exprimées non plus en bnetions

de w, et de w, wmis en fonctions de M vl go; nous nnruns ulors;
(@ w—uw = ;:f;(.p. 'm, ven Sk g —w = pfp, w0, s )

A et ) sont des fonctions développées suivunt les puissanees eroissintes
de g, 0, ot w,; ve sont en outre des fonctiong périvdigues de g, ot ..
Duns les dyuntions (B) rubstituons it lu e de w, et ow, leurs
vuleurs tirges de (g). .
Il viendra:

(IO) T =74’l(f‘lw1!wsly1’y:)! 1:1=F:(f‘lwllw:l-"fl'yw)l

7 tb gy étant des fonctions développées suivant les puissunces croissautes
de g, de @, ¢t de ayct svivant les sinus eb cosinus des multiples de g, et y,.
Des équutions (10) nous pouvous tirer @, el w, cb nous trouverons:

w, = ;(."J g Byl Iy:)l
w, =L{p, 2, 3, VAN

4 vt 5 étunt des fouctions développées suivant les puissauces croissantes
de g, oy— 27 &y~ 0 et les sinng el cosings des multiples ey, et y,.

Comune @, ¢t @, sont des constantes dintégration, 2 et 7 sevent
des intégrales des équations (1); elles seront analytiques ¢t uniforines uu
woins pour les valeurs suffisnmment petites de w, ot w,.

Or nous uvons vn que les équations {1} ne pouvaicnt admettre
qu'unc seule intégrale unnlytique et uniforme, Vindarale des Lorees vives,
Pone les séries de AL Livosrenr ne peuvent dtre convergentes.

Je doix, avant de terminer, faice quelques reinarques,

Ln premier licu, Jo méthode dunt je me suis servi pour trouver les
séries de M. Lavnsrznr différe beavcoup de celle gu'a exposte ce suvant,
mais les séries finnlement obtenues sont les ndmes ef*d'ailleurs les de.
monstrations prévédentes s'uppliquent o toutes les séries de méme forme.

Ce mest pas tout. Jui démoniré que les séries qui nous occupent
nec sont pas convergentes pour toutes les vn]eurs‘ des constantes arhitraires
qui y entrent. TI reste possible, quoique peubtrgSpen veuisemblable,
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que cus séries deviennent convergentes pour certuing systémes particalicrs
de valeurs de ces constuntes." :

En terminant, je deis déclurer que les considérations qui précddent
wenlevent rien au miérite protique des développeinents de M. Lixvarent.
Lis ne convergent pos; donc ils ne Pedvent donner une approximation
indélinic; mais ils peuvent donner ussez rnpidement une approximuation
twés grande et (rés suflisante pour lea besoins de In pratigue.

Je serais <lésolé d'nvoir jeté quelque discrédit sur cos sdrics; si je
les wi choisies comme exemple pour développer des considéintions qui
suppliquent égulement bien & tous les wutres développements proposés,
c'est préciséinent  puree que je vegarde la méthode de M. Lixnsreoe
comine Lune des meilleures qui soit connue,

Note B.

Nouvel exposd dey 1ésultoes.

1 ne sern peut-étre pas inutile e vepremdre P'énonce des privezipunx
resultints obloims dans ee mémoire, tn Jug exprimant dung leg lungage lia.
bituel de l'ustrosomie.

Nous nous sommes plucés duns un eas pirticalier et nous avens
SUpese:

1% que lu musse de o plmcte troublée dtunt nulle, lu plancte
troublunte suit exuctement Jos lois de Képler;

2% gue l'exceniricité de lu planéte troublunte &tunt nulle, cette
planéle déerit une circonférence d'un ruouvement uniforue;

“ Co gulil canvioudrait surtoul dexnwiver, o'cst ai loa sdrics no convergent pas

A f
quand on donne & Wy et w, des valoura lclles qua L= Tt
rny

i
‘

s

=

P
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3% que Pinclinnison des deux orbites étant nulle, les deux pla.

nétes restent constamment daps un méime plan.

Le position de la plantic troublante sera entiérement définie par sa
longitudz moyenne 1.

Pour définic In situntion de In planéte troublée, il faut se donner
sa longitude moyenne ! ot sos ¢léments osculalenrs & suvoir:

le grand axe g,

lexcentricité e,

la longitude du périhélic .

Novs prendrons:

pour unité¢ de longueur le rayon constunt de lorbite de la planére
troublnnte;

pour unité de musse lo mnsse du Soleil ougmentée de la masse de
la planéte troublonte.

Nous choisirons Yorigine du temps ot lunité de temps de teile
sorte que

=1

Nous uppellerons 4 la masse de la planéte troublante ¢t 4% la fone-
tion perturbatrice.

£ sera wne fonction uniforme de e, 0 ot F— g5,
par rapport i ces deux dernidres variubles,

Cos diverses mmantités soné liges prr une relalion conane depuis
longtemps sens le nom d'intézrale de Jaconr

Cette retation s'éerit:

périndique

(1) L-}- Yul(t —a + el = const,

2
Je regarderni 1a constante qui entre dans le second membre de la
relation (1) commne wnc donnde de lao question. Nans Supposerons qne
celte constante soit motnblement pins grande que g, S¢ qui arnivern

toujours dans les applications. .
Intraduisons mnintennnt wne variable aoxtlivire en posant:
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£ est donc une [onction de ¢ seulement e on voit snus peine que quand
¢varie de o ho1, e {que nous regarderons comme cssenticllement positif)
variern de o A4 1, le mouvement stant direct; et que quand € varie de
t & 4 0o lexcentricité ¢ varieen de 1 & o, le mouvement étnnt rétro-
aeade. Il réeulte de th que e est fonetion nniforme de &,

Lo relation (1) wonlre ensuite que a est fonction nniforme de ¢,
de I—1 et de &' — & et quelle est périodique par rapport a4 ces deux
dernibrez variables, '

Cela pose, Je probléme ndmettra une infinilé de solnliona pnrticuliéres

que nens appellerans solitlinng périndignes et qui jouiront des Propridtés
suivantes. '

On nnrn:

e=et) e=g(t), l—F=nt4 Falth P =@ =gt

Wt on, élant des constantes ilont e rapport est. commensurable; £y
vy, et ¢ élant des fonelions péviadinues du temps dont Is périnde est
le plus petit commun multiple de :—I— et de ‘L:-:_ (Il vésnlte de Ih que
cos(l— 1), sin(! — 1), cos {t' — @) et sin( — &) eont nussi des fonclions
périndiques du temps.)

Parmi les solntinns périodinues, nons distingnerons celles du 1 genrr,
pour lesquelies ¢, ¢, , ¢, Farty b w sont développables snivant les
puissances croissanles o 78

Il exisle wnssi des solutions périndiques dn 2" genrg, pour Tesquelles
re f.iéveluppcment‘n'est pns possible et qini disparnissent pour les petites
valeurs de p.

Ocecupons-nous specinlement des solutions du 1 genre,

1
A chaque valeur comnmensurable du rapport -t correspondent. nu
' 1

mains deux solutions periodiquer du 1+ genre,
Nous distinguerons les solutions du 1" genre en stnbles et inrtalles,
Supposons que les valowrs de o v €, 1 =0, — 5 soient L Vorigine
i Lemps infiniinent voisines des valeurs qui corresponident i nne solution
péviodique; st elles en restent infiniment. voisines pendank nn temps in-

finiment long, Tn salurion sern stable; elle sern instable dung le ans co-
fraire.

T
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On démontre qu'h toute valeur commensurable du rnpport ::L cor
]
respondent nu moins une selation périodique slable et au moins une so-
lution inslable.
Considérons en particulier les solutions instables.  Soit done:

n= ?I(t)I €= f"s(t)! b—17 = nt -t P:('{)J V'—a = Hyt -1 ‘:"4(‘)

une solution périodique instable. ,
Il existera une infinité de solutions particuliéres qni pour ¢ négutif
et trés grand prendront In forme suivante:

(2) 8= F'l + 5!’1! €= 9-‘1 + fbal I_"l’ = ”:£ + £ + '/':n
I—a =nt 4 ¢ + i"'u‘

ooy iy ot & dtant des Tonctions développables saivant les puissances

. - 2rt « 2ad "
crolesantes de u, de Ao, de cosT“ et sm-;-. 4 désigne une constante

arbitraire Qintégration; 2 est In périvde de ln solution périodigue con-
sidérée; enfin « est un nombre positif développuble sclon les puissances
de \Ji.

Il existera dgalement wne infinits de solutions parliculi¢res qui pour
{ positif et trés grand prendront lo fovme suivente:

("). &= -+ ¢, e = p; + ¢, l_"z'="ld+§‘.l+£-'r';l
U'— 8=t P

$is b1y 5 et @) Stant des fonctions développobles snivant Tes puissances

. - 2t -+ . -
croissantes de f;, de Ba~*, de cos— ot ﬁm-:l—. B désigne une nouvelle

constante d'intégration.

Muis ce que rien ne permettait de prévoir, ce sont les ntfmes soly-
tions paritigulicres qui prendront ln forme (2) pour ¢ négatif et trés grand
et lo forme (2%} pour ¢ positif et trds grand. .

Entre les quaire relations {7) éliminons le temps ¢ et ln constante
d'intégration A, il viendra:

(3) (@= 0 —p(0) =0,  (e—0,)" Tu(g)? = o,
Acra mf.hma.‘m.. 1. Imprlmd e 2 octabes M09, .

21
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&,0,8 et # étunt des fonctions périodiques de ' — p et 1 — 7 or-
données suivant les puissances de g,

Observons que les relations (2} me sont vroies que pour ¢ négatif
et tres grand et qu'ou contraire Jes relations (3) qu'on en déduit, sont
encare vrnies pour toutes les vnleurs du temps pourvu que g soit nssez
petit.

Des relations (3) nous tirerons

a=0% 0fz, ¢=0, + O

el par conséquent

A et & étant des fonetions de méme forme que 4,4, 8, ot 4.
Il résulte de 1 que si Yon a & une époque quelconque:

(3 _ E— 8 —u{#)Y =0

cette relation subsistern pour toutes les vnlenrs du ternps.
Snpposons gue V'on ait a l'origine des temps

(4) §< 8 —|8]yr

Je dis que cette inégalité scea satisfaite pour toutes les valeurs du
temps; ct en cffet elle ne ponrrait cosser de 1'étre sans que (§— 8)"—— u(#)?
devint nnl; or nous venons de voir que cette quantité ne pouvnit dtre
nulle & une époque quelconque & moins d'étre toujours nulle.

Pour des conditions initinles convennbles, on voit done que & sera
assnjetti a rester toujours plus petit que 8 —| &)y Si, comme celn
srrivera toujours dans les applications, & cst trds petit, e sera wne fone-
tion creissante de &,

Linégalité
$<8—]8 )y
entraine la suivante: o

e<d, _Iail\/;‘

Ca a ainsi nne Timite supérieare de excentricité et ln relntion (1)

permetirnit d'en déduive nne limite supéricure {au inférienre suivant les
cug) ponr le grand axe .

; 1:5‘-

IR P
it =

LR

—_———pm

. libretion.

..i..f \-_ =

-]
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- Pour lu mémec ruisou si on o a lorigine des temps
) §— 181 < <8 +[¥|;

ces inégulités subsisteront toujours; ¢est le -cus oit jl ¥ & ce qu'on appelle

Enfin si on u & l'origine des temps

4" E> 8 +16)vi

celte inégalité subsistera toujours.

A chugue valeur commensurable du ruppart % correspond wu woins

.

unc solution instable et par conséquent au moins une inémulité anulogue
b (4), (¢) ou (2”). Nous eurons done ung infinité d'inégalités de cetle
mature et chucune d'elles nous donmers pour & et pour ¢ une limite
supérieure ou inférieure. En cheisissant convenublement parmi ces ing-
golités, on peut resserrer nutant qu'on le veut les lhnites entre lesquelles
6 ob ¢ restent comprises.

Dans le cms partieulier qui nous aceupe, la stabilité est done eno-
tiérement démontrée,

Mais il inc resto une remurque & faire.

Précisément duus ce cus particulier, M. Hisz, dans ses vecherches sur
In lune (American Journal, tome 1), v donné une démunsteation de
In stabilité en se servant sculement de Vintegmule de Jacoor,

Clest ce qu'a refiit depuis M, Bourwy uvee plus de détails (Acta
mathematica, tome 10). .

Muis il ¥ n une tris grunde ditférence entre les résultals qu'ent

-obtenus ces deux wéométres et ceuy que j'énonce ici.

MM. Hizn et Bourry démontrent seulement que la distance de la

. plancte troubléde au Solei! ne peut croitre indéfiniment; ils ne démon-

]

trent pas qu'elle ne peut pas s'wnnuler; d'willours Ju limite superieure
quils Ini assignent est extrdinement gloigade de lo himite preévise.

J'sjouterni que le roisonnement de MM, Hirz ot Hinriy ne prouve
Pas que l'excentricité ne peut pas devenir trés voisiue de't ¢t méme que
Ie mouvement ne peat pas devenir rétrograde.

Au contruire, la néthodo que je propose permnct d'obtenir pour Iu
grand exe a et pour ['excentricité g, des ]imil‘.es"saépéﬁy:ufe‘a et inférieures
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qui sont, sinen les limites précises clles-mémes,. du moing aussi rRp-
prochées qu'on e veat des Eimiites Précises. '

Je démontre ninsi que le grand nxe restera constamment compris
entre <eux Jimites trés Teaserrées, que l'excentricité restern toujours tres
petite et que le mouverhent restera toujours direct,

Addition a ta Note B,

Dans la plupurt dus applications lo valeur initivle de & sern trés
petite; en eflet & sunnule avee Pexcentricité et Lexcentricitd des orbites
des corps célestes est toujours une trés pelite qunntité.

Soit domne & cette valeur initinle de §. Nous aurons:

o< <.
Soit ensuite 7, un nombre commensurnble, Posons

na) =1,

e T (Ers B P L T,

c|=—.._

2n, I I — ¢

i

Nous pourrons choisir It nombre cominensuruble s, de telle fugon
que 3, quoique trés petit, soit supéricure & &+ On aure ulors:

C<E, < <.

A velte vuleur comnnensurable %, correspondra wu moins une solu-
tion périodique instable; & cette solution instable correspondront ume in-
finité de selutions de lu forme (2) que j'uppelle solutions nsymptoliques,

4 e nombre comnuensuruble %, correspondry done une dquntion de In
forme (37

G — 8" —n#) =o.

Drailleurs pour g = o, § se réduit A €, ¢t & reste fini.
Si done g st assex petit, Uexpression

&—|&lvu.

Sur [e prebltme dos Lrois corpe at fas" équations de la dypamique, 1581

{qui différern trés peu de £} sern constamuent supéricure & & et constam-
ment inférieure & un nombre fixe 2 plus petit que 1 {et méme tras
petit). On eurn ainei '

<8 —||fr<ic .
Muiz nous avons vu que si une inégalité de lu fursue
£< 88|y

est satisluite & un instunt donng, elle le sera toujours; on aura donc &

. unc cépoque quelcongue:

<8~ |Flducdc,

Alinsi l'excentricité resteru toujours trés petite, puisque £ sern tou-
Jours inférieure & A qui cst un noinbre frés petit.

Celu exelut la possibilité d'une rencontre entre la Plunéte troublée
et le Soleil. Cette rencontre ne pourrait en cRet se produire yue si
l'excentricité (et pur conséquent &) devenuit érale & o1,

Mois il y o plus; nous pouvons assigner une limite inférleure & la
distance de lu planéte troublée ct du Soleil,

En effet ee rayon veeteur ost toujours plus grand que a{s — e); il
ne pourrait donc devenir trés petit que si & Jevenuit trés petit ou e tris
voisin de 1. Nous venons de voir que, € restant inférieur & 4, ¢ qui
est lie & & pur une relution trés simple, restern aussi trés petit et ne
pourra se mpprocher de 1.

Le ruyon vecteur ne pourruit done devenir trés petit gue si @ de-
venuit trés petit; mais eels est impossible & enuse de l'éyuation de Javon

=+ Valt — &9 + 18 = const.

Le second membre étant une coenstante, le premier enlre doit

. !

resler limité; or si l'on fuit tendre le rayon vecteur et ¢ vers 0, —
crolt indéfiniment ct les deux nutres termes tendent “vers des limites fi-
nies; le prewmier inembre tendrait done vers Iinfini, ce qui st impossible.
D'uutre purt ln distance des deux planctes troubléc ct troublante

ne peut déeroitre non plus au dels de toute limtlg,. d8F ¢ devruit alors
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croitre indéfniinent et cormue le premice membre de I'equation de Jacon;
doit rester fini, il faudrnis que l'un des deux autres termes de ce pre-

mier membre devint oussi infini, Ce pe pourrait’ dtre 3. barce que si

la distance des deux Plunétes ct trds petite, le rayon vecteur doit dtre
trés voisin de 1 et que cc rayon veeteur devant étre compris entre
a(t —e) et a(1 4+ ¢, on aura:

a(l —e) < 1 < afc + &} < 2q.
Ce ne pourrait étre non plus ya{v =% purce que I'inegalité
a(l — N < a(t —e) < 1 .
s'oppose & ce que @ devienne infini.
U est done ubsurde de supposer que lu distunce de In plancte trou-
Llée, tunt uu Soleil qui lu plungte troublunte, puissu dovenic teés petite.

On peut présenter le résultat sous une forme plus précise encore.
Nous pouvens choisic deux surfaces asymptotiques

§=60—[8vx ¢t &¢=8 48]
de telle favon que Ta valeur initiule &, de & sutislusse & lu double indgalité:
R LA R 8~ |7z
On wura alors & une époque queleonque:
b+ (8 e < & < b —18 |y
Suient #° et 87 les volewrs que prennent & et 8, quund on y fait

o= 0; ves vuleurs sont des consluntes o Jj¢ puis choisir les deux surfuces
asymptotiques de telle fagon que fn différence

&' — &
soit wussi petite que 'on veut.

Cels posé & va varier entre denx limites ¢t lo diftérence entee In
limite supéricure ¢t 1o limice inféricure sern du méme ovdre de grundeur
qUC:

10— 8" — 16 |\al +16" — 61 + 19, — &1 + | & | 7|

c'est & dire du méme ordre de grundear quu V-

PN

N N T
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On peut raisonner de la méime maniére sur @ eb ¢ et par consé.
quent, on peut dire:

Le grand azs {et il en est de méme de I'excentricité) varie entre
fleuz Mmites ef la différence entre la Hmite suptrieure et In Mwmile infirieure
est du méme ordre de grandeur que J.

Note C.

Sur e inverinnts ntégraua:,

Soit:
du, dx dz, -
(1) =X F=%, ..., F=x

un systéine d'équations différentielics ni X, X, ..., X, sont des fonc-
Hons de =, 2,,..., 2, telles que:

dX, | dX, dX,
(2) I, Yo b e

Soit une solution de ce systéme d'éqnations dépendant e n constantes
urbitroirves:
SN "R -

Cette solution s'éecrirn

x =F|(£'al!‘z=""'“-)!

x“=g,(£,ql,q,,...,a_).

S

Ty =t a0, ..., a)

Tl s'ngit de démontrer que intdzraln

S = dz dr, .. dr, =fﬁrhl.«lgu:».c. ta,
PR
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ou ' Supposons maintenaznt qu'au licn de la relation {2) nous ayons:
dz, dz, dz, .

de, du, da dMX, = AdMX dMX,
» —_ —_—=0
o o () T+ =,
=[da, da, du,
a G S “ M étant une fonction quelconque de Ty Tyyaany Lo
""""" de dis que
dz,  dx, dx,
da, da, da. J = [ Miz,dz, ... dz, = [MAdude, .. . da,

est une constante,

On a en effet: est une conslonte.

On a en effet:

= uf &(Z.ﬂ[ + .?ffd&)(faln'a’ . da,.

et

di
‘“ & + A' + ’ + ﬁu
Il feut wontrer que:

A, étant le déterminant A dans la %* colonne duquel on » remplacé: aM . . dA
A+ M=o

d:; d:} n’.z‘
Frll AR i
ho S e On o en effet {en vertu des équations (1))
par
L e A aM 1AL 1{
depdt ' dapdt? " \Jy il G d.! + X f__J'_ +.. .+ x =
Maiz nn a
ﬂﬂ =X, et (daprés ce que nows venons de voir):
d'at: iA (r!x. + :lx. + dI,)
Qe dXpdn, | dXds, Xy dzy T N de )
dagdl = rh- du; o, aluy t+ o dr. deg Il vient dome:
On déduit de i
25, M (za (thX, )X, dUXN
Ay = AE +M = A += h +- dx, o
Lol ¥ C. Q F D
e fA + 8, + ... + A)dsday ... d -
_— o M lil- - {ay |-
it ' ! 1% Prasons meintenant aux équntions de lo dynulmque
4y, | dx, ax ’ o Soient les équntions
=f(-——' +- .-k -l) Adada, ... dz2, = 0. X
i d': . N . .
! ;;. : d= _ dF di L el m
C- Q- F. D. . (l ) a7 d‘l" m— = (L-r Ty h '__'\3’ -
.m.-um-.r'm. 13. Imprimd Ir & ocrobra 1nes, 2
i !
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Soit nne solution .contenant deqx constuntes oy

s'écrivant;

Je dis que:

fmr
J=f(rf2!.d_’}, +dody, 4+, 4 dz,dy.) =f — (ﬂﬁﬂ‘&_____

est une canstante.
il vient en effut:

F d%y dy, d’yy oz, .
dr ‘*IZ(.J::M@' + ddida da

Il vient ensuite:

d"-q
dide

si‘.:; o
dedig =

'1,','11

dife

1y

Tedd T T a7

H. Poincaré,

S;“—jﬁ(ﬂ,a,ﬂ),
yr=¢l(‘:“rm-

i W e,
Z,dy.dz,d_a_ +

Z ' dz,
.dynf{gl—l‘F

z A'F lx,
¥ ﬂ'-ri {I':n l-f: —

DF  dz,

Ou conclnt de 14 que:

i'F iy oy,
- z Z(dy‘du:, HEE +
Le seeomd membre ne chunge pns quand on permute « ct g,

> (L

ey

z_ AT dy,
vdy dyy da *

a'F [Zy.
—adydy 7

P dy,

Ay dhiydye deg

WUy,
—_— rf.l‘-[dy} E !

aF iy oy,
dyidyy de &3

didfde

(J't. iy iy dry
dided dhfadﬁ)

A0 dxy doy

:I.r,c IJE} l!'_c{' h’?

dr; iy, d'y; dx,

bitrires asetfet

2y dz,
dida dg )’

qLedf o

ST

AT

I T

Bur la problanio dea trofs corps ot {ea dquntions da o dynaminue. 187
Cette épalité cxprime que la quontité sons le signe f daug l'ex.
. iy .
pression de :ﬁ' est nulle et pnr comsequent que

aF
-—=0Q

&
C.Q F D

N me reste & envisuger le dersier des invariants intégraux qui se
présente duns Je ens du prebléme des n corps,
Leprenons les équilions e Ia dynamigue, mais cn posint:

=174 u,
T ne dependant que des y ot U des = sculement.  De plus 7' est hiomogine

de demré 2 of ¥ homogine de degré — 1.
Prenons une snlution

T, = g, =), Yo=¢y(¢, a)

ne dépendant que d'une seule constunte wrbitiire .
Considérons 'intégrule sitnple;

iy dz, ) .
J=f2(zs'-d7: -+ y,‘a’)r{a + 3, — )¢,
€, et O, étunt Tos vulenrs constuntes de lu fonction F' aux uxtrémitds

de Vure le long duquel on intérre,
Il vient:

WwF JWEdy |y day T l!'.r;) . o
ﬁifZmefﬁwrFﬂmm+%Ea@+ﬂq Gl

Il vient: .
CL’:; ait 1% I‘:{l i I'»‘- -
T=HTG  m T

Ty da"l' i Wy Y Liatis r_{;_,
dhfe — L, dirpdyy e ida Sk de !
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d'on .
E _ T iy, &'T dy, LE X d*0 dx, .
= “f >y (2 Trite H Tyt e — -—Ez.dz‘—dza)da+3(0, —0).
Mais en vertu du thédorémne des fonctions homogtnes on a:
T ar QU aU
zcy' didys — dp' Zix' doidz, 2(1_31'
d’ofl
df d 1 iy, dfd=, .
Ef“fz(%?.ﬂ STt + 50, — 6)
ou '

" :
ar = 3/ET + aU) + 5(0, — @)

Or d'aprés la définition de C, et C, onu

C,—C, =fd1?=f@r+ dG}.

Il vient dong
s

a= o

C. QT D

Neote D.-

Swr tes équatlions Lindalres & colfficients pérlodiques.
On sait qu'une fonction de = périodique ¢t de période 2z peut se
développer en une série de lo forme suivante '
flz)= 4, + A cosx 4 4, cosaz ., + 4, cosnz & ..,
+ B, sinzx + B, sinz2z 4+ .., 4 B sinna + ...

Jai monteé duns le Bulletin astronomigue (nlovemb:'c 1336) que

Sor lo prabliwoe des trois corps et Jes Cquatiova de la dyaawinue, 139

8i la fonction f{z) est finie cb continue ainei que ses p— 2 premidres
dérivées ¢f sl .6n p— 1° dérivée est finie, muis peut devenir discontinue
en un nombre limité de points, on peut trouver un npombre positif J te]
que l'on alt, quelque grand que soit =,

|nrd} < K, [w"D.}< K.

Si f{x) est une fouetion analytique, elle sera finie ct conlinue nins
que toutes ses dérivées, On powrra done trouver un nombre JU wel ques

|n°d,| <K, |#°B,[<K.
Il résulte de 12 que lu série
Lo [+ [ + [, o || + ..
B+ 1B+ -+ B+

converge et par conséquent que lu séric (1) est absolwineut ol uniforiné.
ment convergente.
Celu posé, considérens un systéme d'équutions difiérenticlles lindaires:

i
% = uf + fom e gL,
duo, )

T =t et L+ e,

(=)

Lz,
:!T = P.,\zl + F..:zz + = + Fn.l:"l.'

Les n? codfficients ¢, sont des fonctions de ¢ périndiques et de
période 2m.
' Les équations (2) wve chungent donc pus quand on clange ¢ en
¢+ 2. Cels posé soient:
I, = i!':.i("')s &Ly = ?bl.w(‘!) P s = il'l..(‘)r
By
(3) Ty = ’tbl.lct)! = ib:.z(i) o, B, = ‘;"Jz.n(‘)r

T = ibn'l(g)! Ty — 'pbl.i(‘) Py By = fbn-n(‘:)
n solutions, lindaircinent indépenduntes, des é:luﬁ'ﬁgqé,j'.(z).

-
o
-
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Les équutions ne changent pas quund: on change ¢ en ¢ 4 25 of Jes
% solutions deviendront: ' o

R S T
Bo=dn{t+27), ..., To = ¢yt + 27),

il G B A S (I

Eiles devront done étre des combinuisons linévires des » solutions
(3) de sorte quon num: '

diafe + 2"-') = A, ‘,—’f’:.|(t) -+ A|.1¢’:‘.l(£) 4+ ...+ 441..5-”..1(‘):
(4) dos{t + 25} = "’:A'z{’l.l(‘) + d.. (G + A‘h..f""..:(f)l

{z'n.lit -+ 2“) = 4:.! ib”(f) + Ar.:l!ﬁ:.l(t) + ... -+ A-.-E{’-.I(‘)J
les A étant des codfficients constants.
On aura doilleurs de méing {uvee les mdmes codificiants)

Pralt + 27) = 4, () + Aiahea(t) + ..+ Aradhas(2)

etc.
Cela posé forimons Uéquation en §:

Ay, — 8 Aiq

lim
(s) I Ay 8 L. A, =0
fln.l ;"-.: L ""l.u — 3

Sait S, U'une des rcings de getle i ution. Diaprés lu théorie des
substitutions Tinduires, i1 existera toujiurs u codfficients- constunts

-B| i B,: Teey B-

tels yue s Fou [ose: -

gl,l(t) = L‘libu ("-) + Bﬂbm(‘) + ... + B-Ebn.l(‘)

Sor lo problime des trofs corps ob fes équations do la dynamigne, 191
et de rdme:
‘ al.l(t) = 5, }(’:.n(:J +'B:S{':.r(") +. B-?"-.i(‘)
on nit: ' :
& (zl -+ 27} = Slal.l(")
et de mdme: .
Bt -+ 23) = §,0,,(0).
Posons:

8, = ¢,
il viendra:
‘ ‘ a"'"”"""ﬂ,.,(t + ‘z:.-) = S,c"‘“c"“"ﬂ,,,(f) ="', (1)
Cette équation exprime que:
e, ,(¢)

et une fenction périodiqne que nous pourrons développer en une série
trigonométrique:

A, (2)

8t les fonctions périediques ¢, (£} sont analytiques, il en sera de
méme des solutions des équations différenticlles (2) et e halt). La
séric 4, (f) scra done absolument et uniforméinent convergunte,

Ile indine

e~ g, (t)

sern une fonetion périodique qu'on paurr teprésenter par nne série tri.
genometrigne:

A{e)

Nous avons donc nne solution partienditre des équatians (2) qui s'derit:

6)  me=can(l, = Al 0 o w1y

A chaque racine de I'éguation (s) eovrespond une solntion de ja
forme {6). et S

Eon Tier
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Si Téquution (5) 2 toutes ses racines distinctes, nous nurons 1 solu-
tivns de cette forme linéniremnent indépendantes ot In solution générale
s'éerira:

I, = Gle'"ﬂl_l(f.) + C!cl:“ln(i) + e + 0_8"‘;1._1(5),
o) Ty = Cievd,(8) + Coe™a(e) + ... F Cuch,(2),

Tp== Cre™A L (8) o+ Coe™' () + ... + Coo™ 4, (1)

Les € sont des constantes d'intégration, les o sont des constantes et Jes

A sont des eéries trigonoméiriques absolument et uniformément con-
vergentes,

Voyons maintenant ce qui arrive quand Uéguation (5) o une racine
double, pur exemple quand @ =a,. Reprenone la formule (7), faisons-y
G=C=...=0 =0

et faisons-y tendre a, vers a. Il vient: .
T = ¢"[C A, () + Che )y (1))

ou en posant

G, —_"O;_‘Cn
y G
(11 ‘:rx’—-ql ’

il viendm:

T = 3‘”[0;)-:.!.(!'} + C;‘e"‘_"'"j,_,(t) — A (8) .

I’ll'—n’ll

1l est clair que In différence

-J-:.l(":) - 'l-l.l(t)
sannulera pour a, = .. Nous pourrens denc poser:

A:.I(l) = "‘I.I(!) + ("1 - I:.)A'(f)-
11 vieut ninsi:

ay—a K

» ¢!
™= c“l'[(’;“‘l.l + €24,

I + c-; ll(t]g(q—lﬂr:l

&y = a,

Sur le probléme dea Iroia corpy cl les dqualinny de la dynaminue. g
et'n 1o limite (poir a, = ay T
2, = Cie*' 2,y + Cie{th, + lim 2 (£)).

On verrnit que In limite de X{¢) pour o, = e, est encore une série
trigonométrique ubsolumént et uniformément convérgente,

Ainsi Teflet de la présence d'une racine donble danz Véqualion {s)
a ¢té d'introduire dans la solution des termes de la forine snivante:

" IA(£),

A(t) ctant une série trigonométrique.

On verrait sans peine qu'nne racine triple introdnirait des termes (e

lo forme: - - ' .
e ei(t)
et pinsi de saife.

Je nlingiste pas sur tous ces points de délail. Ces résultats sont
bien connus par les teavanx de MM, Froquer, ‘Cantaxnieay, DBruxs,
STenTIEs et s J'oi donné ici lo démenstration in extenso poar le cos
générnl, -c'est que son extréme simplicité me permettait de Ia faire en
quelques mots,

‘Note E.

Sur le calcwed des Limites.

L'unc des plus lelles déconvertes de Caveny (Comptes Rendus,
tome 14, page 1oz20), quoiqu'elle nit été peut-ilre pen remarquée de son
temps, est celle qu'il o nppeldc Te caleul des Himites et & luquelle nons
conserverons ce nom, quelgue mal justifié quil puisse otre. )

Considérons un systéine d'équations différenticlles

dy
= hE 1)
(1) ;
%='r:(5‘r3f:")' o S

g, S
Cu T

Adlo moibeaipiics. 12, Tmprimé le 7 oclobre |AA7, a3

vy
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St £, et /, peuvent aire développés snivant lea puiksances croigsantes de
Z,y eb z, ces équations ndmettront une solution de la forme suivante:

Yy=y¢(s), 5=¢(),

#, ek ¢, dtant des séries développées snivant las puissnnces croissunles
de z et S'annulnnt avee .

Pour le démontrer, Caveny reniplace les deux fonetions hoet f,
par uwve expression de la forme:

M

f‘(ﬂ':: I, Z} ={1 — ux){1 — 81 — %) )

en cholsissant M, « A1 ile fagon que chogue terme de £ ait uo plos
grand cocificient {en valour absoluc) que le terme correspontant de f,
et d¢' /.. LEn remplagant ainsi £ et £, por £, on nugmente les cnaffi-
cients de ¢ ct de ¢y et comme ces deux séiies sont convergentes nprés
¢ce changement, elles devaient 1'dtre ¢mnlement avant co changement,

Tel est le principe fondamental dy. enfeul des Jimites dont Cavcny
a fuit d'uillenrs beaucoup dnutres applicatinns ct que plusicurs géometres
ont notabiement perfectionnd dopuis, :

Le plus mrand de ces perfectionnements ost di & A WEIRRSTIIASS
i & remplaceé ln fonetion [z,y,4) de Careny par ume nntre plus
simple qui pent joner le méine rolo,

Ferivons les dquations (1} sons In forme:

Wy
3;-',=ﬁ(-'5:.5'-2).

LE

(I') m:"fg(miyl:)! .

a
§;=f(5,y:5)= I.

.P..emplnqnns-y ensnite £, f; et f, par In fonetion de M, WRIERSTR ASS

7 ) ﬂ( .
f(xa.’h z) =1 —._-_-——rx{n: fria’
elles deviendront: -

, !Im_iiy_lr:_ ar
(=) N TR A ey e &

n EEaE B " ¥ e _' 37

Ly

gl

Cloal e
COR & O R, )

ks

Sur le probldma des Lrois corps ot les dguotiooa de |z dynawique. 19

e

Les équutions (1*) sont sutisfaites formellement par des séries:
T = p(t) =& ¥ =g, =g

développées suivant les puissnnces eroissantes de ¢ et sunnulunt ave ¢,
De wéme les équations (27) seront sutisfuites pur des séries

T=¢(t),  y=gjt), 8 = gy(t)

développées suivant les puissances croissantes de ¢ ot gwunulunt uvee £,
(On voit fucilement duilleurs que ¢'(4) = gi(¢) = ¢(e))

Si M ot x sont convenablement choisis, les cotfficients des séries o
sont plus grands que ceux does séries £i or les sérics o convergent; done
les sérics  converment égslement.

C.Q F. D

Je Winsiste pas sur cos déwonstrutions ui sout duvenues tout 3 juit
classiques et qui se trouvent développées dums thus les trujtés un peu
complets d'Annlyse, par exemple dans le Coursg dAnulyse de M. Jowoax
(tomne 3, pege 87).

Mais on peut aller plus- loin.

linaginons que les fouctions fi et £, dépendent, non seulement de
Toy ¢t 2y nais d'un certuin purmngteo arbiteaire 4 et qucles puissent
s développer suivant les puissunces croissuntes de Z, 4y eetp Berivons
ulors les équations (1) sous lu forme:

1 .
:,—f=)'(5:3!,5:.u)= T,

(r") e e fim 50 ),

IIJ
T &y, m

On peut trouver trois séries A

I=‘F’(‘:#r‘3.-3!,:5.)=f+5.a y=¢](‘lf“‘l mg!ﬂql‘"ﬂ)]
N == F':(‘l'r/-‘r 53!%!’0)

qui sutisfussent formellenunt aux équations (l-’-’,'[,‘g,;l!.ﬁ,'.:-suicnt Jévuluppécs
Loy 77

Yt
'\
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suivant les puissances croissantes de ¢, de # cb de trois constuntes d'inté-
guation g, 5, , 2, et qui cnfin se réduisent respectivement & 3, ¥, cb 3,
pour ! = o,

Je dis que ces séries convergent pourvu que t, g, #,, y, ol g, soient
suffisimment pelits.

En cffet remplagons £, f, et f, por ln fonclion:

H -
G— A0t —aG + 7+

f'(z VL L, F-) =

Cette fonction /* peut étre développée suivant les puissunces de z,

¥y2 et p. On peut prendre M, a ct # wesez grands pour que chaque

terme de /7 poit plus grund que le ferme correspondant de 7, de fi
et de £,

Nous obticndrons ainsi les équations

" d= _ dy _ iz M .
(=) E?_ET__EH[:—ﬂ;x][l—a(n:+y+:)]'

On peut trouver trois sérics

z = pt, My Ky Yoy Zoly ¥= ?:(tnﬂ-: Ty r Yoy Fph
3= Pi(*:#.ruyuf-o)

développées suivant les puissnnces de ¢ 1 ity By Yy 5, satisluisunt aux
Gijustions (2") et se réduisant respectivement b z,,%,, 5 pour £ = o.

Ln vaisonnant comine le faisait Cavcny, on dénontreruit que chaque
terine des séries ¢’ est plus grand que le terme correspondunt des séries
0. Or les séries #" convergent, i t.p,xy,y, ot oz, sont dsscz petlits.
Done les séries ¢ convergent également.

G QF D

On peut tiver de la diverses censéquences.

Nous venons de voir que z,y ¢t » peuvent dtre développés suivant
les puissances de Lipy%y,y, ¢b 2, pourvu que ces cing variables, y
cowpris ¢, sotent suffisamiment petites. '

Je dis que %,y et # pourront cncore ébre développées swivant lea
puissances des guatre variubles 4, Ty Yy ot gy, quelque grund quo eoit: 2

Ser lo probléwe des Lrois corps ¢t les Cnuotiops do lu dynamiqua, 157

pourvu que les quatro .varjables Mo %y Yy ot 2, solent wssez petites. ]I
Y o toutefois. un cas d'exception sur Iequel je reviendrai.
En cifet nous trouvons d'abord trujs séries

5=P("f‘lznlyo!"n)ll y’=p,(d,;1.:c.,,y.,.zn},
Pl n:T,,y,,5,)

qui débvissent , 5 ot s pour Jes voleurs suffisnminent petites de g, =,
Yo, &, ct quund
["l <&

£ cunt le royon de convergence de ces sérivs.  Si done £, est un point
intérieur nu cercle de convergence et si T,y et s sont les valeurs de
Z,¥ ¢t 5 pour £ =1, on voit que &, Y, et £ sont des fooctions lolo.
morphes de 4, x,,y, ot g, cest & dirc développubies suivant les puis-
sances de ces vuripbles si elles sont assez pelites.

Soient ensuite &7, 47 ct 2 les valeurs de %,y el 2 pour

B=8, =y, =35=o

Celu posé, on awrn dans le voisingge du point ¢ = ¢,

”’=5"&‘_31:}1:-'cl“w:;.%'—yf,z‘—z',').

(3) : .’)'=‘F’;(‘_llrﬂrzl_‘m?r.‘y:‘—Ia"lll|51—“-'7:|)_-

L

= i-';(r‘_“'{l r By Ty -—ﬂ;y. '_y?n--"';‘—-*:}-

Les sérivs ¢, ¢{ cb ¢, tout i fuit unalogues aux séries @, ¢, ct ¢, sont
détivies comme il suit,

IElles sutisfont wux équu._tions différentielles; clles sont développéus
suivant les puissunces de & — bk, & —a), 5 — i et g —zj; cllus se
réduisent & z,, 5, ct 2, pour ¢ = l

Elles convergerant si z, Ty~ 5y Yr— g}, 5 — 2 sont usses petits et si

1

5
I E—1, ] < P
£, ctant le rayon du nouvenu cercle de convergence C,.
Si ¢ est un point intéricur & ce nouveou eercle de convergenee C,
on voit que z, ¥ ot 5 serout fonctions lmlmnor}ﬂfé'gqup,z,——mf,y,-—-—-y',‘
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eb 5 —a Mais 7, —a, W— 9 r 3 —'a) sont déji fonctions ‘hole-
morphes de n,.3,7,, 3, Done, pour tout point ¢ intéricur au cercle
C\, les trois quantités z, 5 et 3 sont deg fonctions holomorphes de i, Ty,
Y.+ 2, développables selon les puissances de ces vurisbles si clles sont
assez petiles. - :

Suppasons nsintenant que le poiot ¢ soit extéricur au cercle Cpe le
théoréine sers encore vruij il est clair en offet qu'il suffit pour Ic dé-
mentrer pour une vuleur quelconque de ¢, de répéter le ruisonuement
precédent un nonbre suffisant de fois, .

Cette convergence sern d'nillenrs uniforme pour toute vuleur de ¢
infericure & {sr quelque grand que soit [

On ne serait arcélé que duns un cus, :

Le théoréme de Caycity cesse d'étre vrui i fes fonctivns 7, ¢t £ ne
sont plus holomorphes en Z, Y, % pur excmnple sioelles devieouent in-
finies, ou cessent d'atre uniformes, T

Si on ne peut pas développer tes fonctions 1, 1, ¢t £, suivunt ey
puissances croissantes «le #, de € —z,y—uf, 2—7, il n'exisleru pus
e géudral teois séries ¢, ¢f ot ¢2 de lu forme (3) satisfuisant qux équu-
tious difterenticlles. -

Ou dit alors que le point

p=al,  y=yl, =2

et un point singulier.

Si done, en falsunt vurier £y on voyuit lu point nobile CI )
pussee pur un point siogulier, notry théoréime seruit en défuut. i ¢
variant depuis £ = o jusqu'h £ = by le point mobile (z,y, 5) ne passe
par sucun point singulicr, les trois fonctions T, Y, 3 scront développubles
suivant les puissances de B Toy Yy, 7, pour teute valeur de ¢ inféricure
& 4. Muis st pour £ =g, e point {z, ¥, 5) se confond avee un point
singulier, le théoréme cessere d'dtre vrni pour les vuleurs de ¢ supé.
ricures i £, . ’

Notre théoréine comporte donc un cus d'exception. Muis ce cos ne
se présentern pus duns le probléine des trois corps ¢t nous-uuvens pus
& nous ¢n inquiéter. - Soient co effet:

(5“5'-11zl)l(xaly,lal)l(za'y:"s:)

Sur o problawmn des troia corpa of les dqualions da o dyaamigue. 199

les coovdenndes des trois COTPS, 7ypy 7y, 7, leurs distances mutnelles, n,,

M, eb m, leurs mosses. Les équations du. probléme seront de ln forme
suivante:

e -t T

dlal _ 1"1{=| - zlJ m:('v: =]
T + )

Le second membre de cette ¢quation ne pourrait cosser d'étre holo-
morphe en z,, y, , B e Yys By Ty Uy, 4, QuE s Uune des trois distunces
P21 7125 Ty Venuit b sannuler, clest i dive si deux corps venaient A ge
choquer. Or nous n'appliquerons jumnis notre théoréme que quund on
sera certain qu'un pareil choe ne pent se produire, "

Ce théoréme joue un grond réle duns le présent mémoire.

Dans le § 5 (1t partie, chnpitre 1IN nous démontrans qne certaines
solutions particuliéres du probléme, que nons appelons solutions asymp.
totiques, sont de a forme suivante.

Les quantités inconnues Tys Zys oo o0 T, peovent pour des valenrs de
¢ négntives ot trés grandes dtre développées suivant les puissances dun
certain paramétre ; et d’une certnine exponenticlle ¢, les coclficients
étant des fonetions périodiques de £, -

Nous en concluons que si f, est une quantité négative snffispinment
gtande en valeur aheolue, les quantités «,, z,, ..., penvent ére dé-
veloppées suivant les puissances de f— ¢ ct de r.

Si mous appliquons maintenant 1o théoréme que nous venons de de-
mentrer, nous verrons que, dans une solution asymptotique, les quantités

Tis Fyav -, T, sont développnbles suivant log Puissanees de i, ponr fontes
les waleurs de ¢, '

Ce mnime théoréme pent servir également pour 1'étle de ce que
Nons uvons mommé le eonséguent d'un point donné.
Soit.: '

s=ple,)
I'équation d'une aurface § que nous supposcrons passer.ipar Vorigine 0.

Pur Torigine O passe wne trajoctoire; imaginons que quand x4 = o reite

trnjectoire vienne an temps ¢ = t recouper In surface S on un point P
dont les coordannées seront: '

Ed]

el F
R 3

T =gz, Y=, g =

L]

LAY
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D'nprés Ja terminologie que mows nvons adopté, le point I’ sern’
qrand ow Suppose p = o lo conséquent du point O. . o

Supposons de plus que dnns le voisinage du_point O, ¢z, y) soit
développable suivant les puissnuces de m et ¥, eb duns le voisinage du
print P suivant les puissances de z — g ot y—bd.

Soit maintenant To1 Y25 un point A trés voisin de O ot apparte-
nant & o surfnce 8. Si I'on fuit pusser par ce point 4 wune trajectoire,
st on sappose que gz cesse d’Otre nul, mnais reste teds petit, on verra que
cette trujectoire viendrn, & une époque £ tris peu différente de r couper
la surface 8 en un point B tréz voisin de P '

Ce point B dont Joappellerni les courdonnéu; v % sera d'aprés
notre terminologie le conséquent du point 4, :

‘Ce que je me propose de démontrer, c'est gue %11 ¥,, 8 peuvent
se développer suivant Jes puissances croissantes de TorYor %, et p.

En effet, d'aprés le théortme que mnous venona d'établic, 6 2, y, 2
sont les' coordonndes aou lemps £ dn point nobile qui déerit la krnjectoire
issne du point A, si de plus ZorYsr %yt et £ — 7 ont snﬂ'is:\mmunt.l
petits, on aura;:

z=: ‘._!ll("'_' ‘_IF'T ﬂ?' !yal‘.'n):
(4) Y=l — 1,05, 4, 5,),
P Gty Ty vy Eo)r
oy et Gtant ek Réries oi‘dnnnéu'av‘sni'\mni les pnissanecs de t=—r,

My Ty Wy 5 ,
Ces séries se rédniront rvespectivement b @, b, ¢ pour

g_...-|—+_—‘u=.'gen=y¢==n=-o_ '

Comme ¢(z, y} cst développable suivnnt les puissances de z — & of,
y—&, si m—a et y— b sont assez petity, nons aurens égaleincnt;

- 5-'(-7 3 y).= ‘,-"'4(‘ VIR T gn)r »

¢h, étant nne série de méme forme que d,, ¢, ot ¢, .
Eerivons que le point. %, 4,4 se trouve sur ln surfuce S, nous anvons:

(3) = ¢,
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&

Ln relation (5) peut étre regardée comme une équation entre #— 1,

H:% 8, b 2, et on peut chercher & Jo résondre pnr Tpport A ¢ — -,
- Ponr: '

t-—r=‘u_=_—.zn=yo=gn=o

cette relation est sotisfnile, car on o

#y = = o,
D'nprés un théoréme de Caveny, sur leguel nous allons d'ailleurs

Tevenit dans un instant, on pourra tirer de la relation {(5) t— 7 sous Ia
forme suivaate;

(6) ' t—‘_‘:a(l"!xo!yn!se)!

4 étant une série ordonnée suivant Jes pltissances de 4,

Ty ¥y el =,
Il v’y curait d'exception que si pour

z—.—=‘u=z‘,=y° =gz =0
on. avait
: deh, _ dp,
WE T oA

Or cette équntion exprimne que la trajectoire issee dn point @ panr
# =20 ¥n louaker la surface § oy point P,

Muis il n'en sern pas ainel, parce que nous shpposerans tonjours que
S est une surface on upc portion de snrface sang eontact,

Dans les équntions (4) remplagons ¢ — ¢ pr 8ot oo,

¥isopar g,
M8 il viendra:

T, = 91({1 v T Ny .nn)I
y:i = 9:(# ¥ x’n ' yn ] zn)!
8, = 9:(!") Tor Yas 3»}:

8,38, et 8, étanl des séries déveleppées selon Jes puissances e 7
&, et z,.

C. QT D

Cest *de ce i-ésnl'f_ut' ({l“in malgré Ia longueyp
que nous venons d'tn donner, est preaque évident)
Asre mathematica,, 1. Toprims Ir 8 pelogra 1882,

“dedla démonstration
“ue nous avons fajt
ac
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nsage dans le demme qui précéde le théordme IIL (§ 4, 1** partie, cha-
pitre II). '

Nous avens encore fait usage du mdéme théordme, pour démentrer
Uexistence des solntions périodignes dans le § 1 {1'™ partie, chapitre 1,
A ln fin de ce paragraphe, par exemple, nons considérons le eng ou les
eénqnations différentielles ne contjennent, P& explicitement, le temps ¢,

Pour x = o, nous uvons supposé qu'il existe une solution pértodique
de période 7%

z, = ¢,(L), L=¢t), ..., 5= 2.(£).

Nous avons appelé ensuite (en suppososnnt que g reste trés petit,
mais cesse d'étre nul) #.{0) + B In valeur initiole de % pour £ =0 et
eloy + 4+ ¢ In valeur de T pour ¢=T 4

D'aprés le théoréme que nous venons de démontrer, ¢ wst une fone-
ton développable suivant les pussances eroissantes de #, de r et deg B

st ces quantilés sont pssez petites et il cst évident d'nillenrs que cette
fonction s'unnule peur

H=T=f =f=...=f=o
('est sur ce rdsultat qUe nons nons sommes appnyés dans le para-
graphe que je viens de eiter.

Maiz dans ce inéme paragraphe, nons avons encare appligué un antre
thénréme de Cavcnr.

Voici quel est ee théoréme:

Si on a # 4+ p quantités Dolaree Ve Ty Zyy ..., T, nntre lesqnelles
ont lieu n relations: '

ﬂ@!ll“!!"‘!?)’n!zl!zl!"-lﬂ:r}-:ol

(_) f;@h:?}':r---:.’f-:mlrm?l-'-II;-)=‘°!

fn@/l:."}':r-'-:.ff-rf-'nzan -_--er)."=°;
si les f sont développables snivant les puissances des .z of es y et
s'annulent avec ces n 4. # vorinbles;

si_enfin le déterminant fonctinnnel des / par rapport aux y n'est
pas nul quand les = et les 4 snnnnlent & In fois;
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on pourrs tirer des’ équutions (7) Ies m inconnues Y sous In forine
de séries développées sujvant les puissubces croissantes de Zyy Ty, o, T,

Considérons en cffet z, coinme lo senle voriuble indépendunty, z.,
Tys-0+1 T tomme des puramétres arbitruires, nous pourrons rempluger
les équations (7) par les » equations différenticllus:

df. dy, | dfi dy, df dy | dfi ]
(3) ‘FJ,II?. EE.F +@:‘E:+d_¢|-_-o =17 )

Nous sommes uinsi ruinenés uu cug dont aous venons de nous orcuper,
En particulier si fly, Zoa %y 5 st oune fonction développable
suivaut les puissunees de VaZy o &y oo, %y 6l guand les g oot Y sun-
nulunt & lu fois on a:
df .,

f= o, @ <9
si enfin y est Jdélini pur Pérulité
f=o,

4 sern développable suivunt les puissunees des =,
C'est uinst que duns le paragruphe cité (§ 1, chapitre [, (=~ Jurtic)
flous uvens établi que Ton peut résoudve les » éuautions

(9) fo=f=. = gimo
pur Tupport & # queleonques des o + t inconnucs:

ProaBovean, L, T
L'existence des solutions Periodiques une fois démantrie, il reste i
fuire voir que ces solutions peuvent se développer svivant lus puissuirces
de g et g'éerive:
T = af.u(‘) + ."10!.1(‘) + 4’ r_:”) +..., =20
EROF #ia(¢)y cte, étant des fouctions périodigues de ¢ développubles selun
les sinus ct cosinug des multiples de:

2 I,
_——= M. e £33
T+ e

f‘ '
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Diaprés le théoréme que nous uvons déji uppliqué bien des fois,
TOUs aurons ' )

Z, = Hl[t_t:l ) [1,3?—-59,(0), 5:_?7:(0) ' .__,z:—-p_[O)]

sioaf, 53, ..., 2% sont les valeurs juilinles de %, ,%,,..., %, pour { = o.
H, sera développuble suivant les [uissances de :

b=t et 2 — g o)

sl est assez potit eb si £ est assez voisin de { et 3} de ¢, {o).
Nous prendrons '

‘=‘1+£_'%-

De plus nous preadrons:

2 — (o) = 4.

Nous choisirons les g, et rde fagon & obtenir uue solution périodique,
cest @ dire de fagon i satisfuire aux équations (). Nous venons de voir
yne si roet les g satisfont o ces éguations (g}, on pourru développer =,
B fByren,y B. suivaut les Puissonces croissantes de g et que r ct Jes A
s'annuleront nvee g,

Oo wura done .
[} '
%, = I:{r(:Turrﬂ:ﬁ“ﬂ:; re rﬂ-) = Ifi(#)r

I étant une fonetion développée suivunt les puissunces de .
I, ve dépend pus sculement de #, 1 dépend encore de ¢, ; nous
écrirons done: ‘
z = K, p)

en rappelunt toutcfois que &; est développé suivunt les puissances de i,
Inwis non pus suivent celles de f.

Cela posé, quand on augmente £ de T, ou wuginente £ de T ¢
ct comine on s'est arrangé de nuniére b ovoir une solution periodigue
de période £+ 1, 2, ne doit pas chenger, on a done:

{10) e + 1, ) = I, , w).

Sur §= problime des Lrojs corps ek Ies dqualiors de In dyaamique. 205,

E, élaut développable suivant les puissances de gz, on peut derire

Kl(tn ) P‘) = 0o + Frapt + af.:.ﬂ.’ + ...,

o3 8ua; Ois ele. ne dépendant que de ¢ L'identité {10) montre alors
que &, ne change pus quand on change foent + T Done 8, est
une fonction périedique ct peut se développer suivant les sinus et cosinus
des multiples de

2al, 2wl
el el

C Q& Db

Cavcry avuit déje appliqué le procédé du culeul des limites nox
¢quations nux dérivies purticllee Muduime Kowarevssr o considérable-
ment ginplifié 1o démonstrution de Cauveny eb w donné uu théordme sz
forine défnitive.

Voici en quei consiste le théoréne de Mudume Kowarevsi (Jour.
nul de Crelle, towe 8o). )

Considérons un systéme d'équutions wux dérivées particlles définis
sunt % inconnues 2, £,, ..., 5, en fonctions de 2 vuriubles indépendunies,

Supposons que ce systéwme §'écrive:

dr ds  deg s
d?l.=fl(5”5””-'x’;;ﬁz’ﬁz""'d:,)’
da, L ala,
(11) ‘iT,Ef’(I“z""“IP'EE?,"E"'"E)‘
dry . duy e iz,
d:l_f:!("ﬂ;lls‘gl"'ispl;j_‘lld_‘,l"'ld__:;)‘

Holey oo, £ dlant développés suivent les pttissunces de

. sy
TyyByy e, %, et dus I )
W
(¢ prend les valews 1,2, ... %5 & les valewrs 2,3, ..., py enfin les
ay gont des constantes quelconques).
Seit mointenont

RN .}
5!’1("-"1’?:""’sr)'sb:(z:lx:!"'!xr ! _...:v'::\sb'_{&‘,:c',...,er
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n fonctions données guelcongues, développées suivant les puissances ¢roie-
sautes de x,, x,, ..., z, et telles que:

[ !
cﬁ':-_'_'an
pour
z==$,= ..=5’=0.

A existera n fonctions
a=efz,2,,..,1), 5= a2, ,8), ., 20= EalZ, T ey 2,)
développalies suivant les puissances do z,, Tyy ooy &, qui sulisferont auxr

équations (135) ! qui se réduiront respectivement & ¢, 31+ ¢ POUr 7, = o.

J'ai mot-mdine cherché a étendre les résultuts obtenus par Mudumne
Kowarevsir (These inqugurale, Puris, Gruthier-Villars 1879) ct j'ni étudié
en détzil les cas que la savante mithémuticicnne avauit luissds do cots.

Je e suis uttaché en purticalier & I'équation:

da ifz dx
(IZ) X|E+X,‘E+...+X_E.=ﬂl:,
ot X, X,,...; X sont développeés suivant Jus puissances de B, T
Je suppose de plus que duns le développement du X, X,...,Xx, il
Wy ait pas de terme toub conpu ut que les termes du 1°* degré se vé-
duisent vespectivement 3 Az, Az, ..., Lz, de telle socte que
X = Az — ¥,

¥, désignunt une suite de termes dy 2 degré wu wmoing por mpport &
By Byyenn, Ty

Jui déinenird qu'i eertaines conditions cette equation adiet une
Intégrule holemorphe développulile suivant les puissunees de =, , 3 ,..., z,.

Pour que cette intégrule existe, il suffit:

1* que le polyzone convexe qui coutient les n points A, 2
ne contienne pus T'origine,

2® que T'on n'aib aucune relution de 1z formo

;r---:f‘;

mh 4wl = A,

Sor le problama des trois corpa al los dquations do In dyramique. 207

o les m sont des entiers positifa dont le somme est plus grande
que 1.!
Je vais chercher & généraliser le résultat obtenit dans 1o thése,
Au lieu de l'équntion (12) envisageons l'équation suivante:
i dr _ in ds
(13) . d—:-}-xll-z;l l,d—%-l-...-[-xlﬁ-;":.llz.

Nous avons epcore
X = Az — i

T, désignant une fonction développée snivant les puissances de T Ty, ..,
ek nme comprenont que des termes du 2t degrd au moins pnr rapport
ees n vurishles. Mnis ¥, ne dépend pos seulement des =z, il dépend aussi
de ¢, dc sorte que les codfficients du développement de ¥, suivant Jes
puissances des = sont des fonetions de {. Noug supposerons que ce sont
des fonctions périodiques de ¢ do périede 27 développées suivant les sinus
et cosinug des multiples de £

Je me propose de chercher duns quel cas 'équation (13) admettra
une intégrale holomorphe développée suivant leg puissances de =z, ,z,, ..., 1,
et telle que les codfficients du développement soient dos fonctions perio-
dinues de ¢.

Voyons d'ahord quelle va étre Ia forme de Y. Nous allons dé-
velopper ¥, suivanb lea puissances eroissnntes i W ..., Z,; COn.
sidérons le terme en

T .. 2,

Le coafficient de ce terme étant une fonction périedique de ¢ pourra

' Dapn ma thise, jo n'énonco pas colte reatriction ot je me srppase pay que la
femmg des m anit plus grando quo 1. | somblerait dens que Io thesreme eat en défaut
quacd on a par oxomple &, = 2, Il n'ep e rien, i U'on avajt

m|1,+...+m,.2,=4| ("Fll+ms+"'+m'>|_lj

. . . A0 Lo,
cerlainy collficicots du diveloppement prendeaiont |z forme o o deriendraicnt infinim.
O'est pour cotle raison Tdo nous avona Jid muppaser qu'une pareille relation pa pas lzew.

© g . f . ' o o
Si U'es avait au contraira 4, = ) cortaios codfficicots prandsjlont Jaforme 5
. . el

L e



208 ' ’ H. Poiueard. a

se développer suivant les sinus ot cosinug des multiples de /, on ce qui
vevient an mdme soivant les puisnances positives et némtives de &7,
Nous pourrans done écrire” ' ' Co

Y= ECpu .. 0t chan . o

Les C sont des codfficients canstonts; ﬂ. est un entier positif ou né-

gotify @, ,a,,...,m sont des entiers positifs tels que -
a -]-a,-l-..-._—I-a.,gz. |
Jéerieai anssi quelquefois en supprimant les indices:.
Y, = Q™ gnpe 1 g
Posons maintenant: | :
=2 |Cle" T zpag .,z
et envisngeons l'éguotion suivante:
(14)  Wim— T + iz — T3) e e o = THI L
Dans cette écjnutio'n ;i—: n'entre plis; nous p011v$ns done regnrder

comme un pnramdéire arlitraire et Ty Tyy ooy &, comme les seules vao-
rinbles indépendnntes, Si.done Jos ‘gquantitéa AL, 4, ..., X satisfont anx
conditions que nous avons énoncécs pins hnut, I'équation (14) {qni est

de méme forme que l'équation {12)) admettra une intégrnle holomarphe,
Nous supposerons . T,

.Nous supposerons de plur 4] récl est positif,

Cela posé soit

(15) t=2A

,!:a. By []

Mg | g
une séric satisfaisant formellement i I'dquation (13)." Comment pourra-t-
on caleuler Jes codfficients 4 par réeurrence.

En éerivant 'équation (13) sous. In forme

= dz . ot d:’_ r oz . ils ._.dll' .
E+".‘I’J_L.‘;-:+"'+A'I'Fﬂi-,_)"s=lld_:‘l+ l,d-T‘,+“.+J‘E-

Sur le probldme des trois corps el les équationy de Ia dypawinue,

L
=
L]

et en identifiant les deux membres on trouve:

'Aﬂ.n,!....u.[ﬁ\‘— 1 + Aia] + 2:“1 + . + lna- - ‘1]] = P[Cl‘ ‘d')l'
P[C, 4] étant un polynéme entier & cocHicients positifs par rapport aux

C et aux coafficients .4 déja calculds,
Soit wmnintenant

(16) £ = LA TN g

une série satisfnisant & I'éguation (14). Pour caleuler les codtficients 4’
nous écrirons I'équation (r4) sous la forme:

. @ . da o d ) o d i .d
315|E:?I+A:$:E+'--+Anmnr;—llz=}l%"‘y:'a.':—""---"‘ Yna';—--

En identifinnt les denx membres, nouws trouverons:
A:T.q:,...n.["; al. + '1';“1 + e + J.;ﬂ‘— A;] = P[' C‘l ] ‘4'}'

P[[C|, 4] ne differe de P[C, 4] que parce que les C sont remplacés
par leurs modules et lus A par les 4’

Les &' étant réels positifs aingi que les coaflicients du pelynéme P,
les A’ seront pussi rdels et positifs,
Pour que Yon nit ensuite:

I A;..,.,,__,u_ | < A-"-H.ﬂ:---- 1

il suffit que l'on ait toujours:

eyt Mt N — K < AVTT + A, o+ day o dgy — 1, |

au

. Bv—1 4 L(a, — 1) + ha, + oo+ L
(17) h< P :

Si l'on n choisi 4! de fagon & satisfuire & Tinégalité {£), on aura done

[4]| < 4.

Or ln eérie {16) converge, donc il ¢n sern de meme de 1a série {13).
L

Ainst done pour que In série (15) econvergl dl-5iHlit qu'on puisse
defp watbematie 13, Trprind |n 23 gctsbro 1829, a7
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trouver une quantité positive A} entisfnisant p V'inégalité (1) pour toutes
les valeurs entitres et positives des z, et pour toutes les vuleurs entidres
pesitives et négatives de f.

Commencons par rtemarguer que le second membre de I'inégalite
(17) est toujours plus grand que:

(15) BY—= 1 4 dle, — U) # Ly + ..+ dom, '
' [Bl+ —~ 1) F e+ ... +

Il suffira done que % soit plun petit que l'expression (18).  Or cette
expression (18) est le module dunc certaine quantité imaginaire repré-
sentée par un cerfnin point @. Ot il est nisé de voir que ce point &
nest autre chose que lo centre de grovité des # - 2 masses snivantes:

1° u mosses égales respectivement f @) 8y ..., &, et situées respec-
tivement qux points b R

2® une masse égnle & |#| et située soit am point -+ /=7 soit ou
point — y—7;

3° une masse égale & — 1 situde nu point 4,.

Toutes ces musses sont positives & Vexception de ln derniére.

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours
supérieute & une certaine limite 2. ) '

Composons d'abord les n + 1 premiéres mnsses; nous obtiendrons
nune masse: i

.M==a.]+a,+...+a,+[‘8|

située en un certain point G* et connme cog n -1 premitres masses sont
positives, le point G sera située i lintériear de 1'un on de I'nutre des
deus polygones convexes qui enveloppent, le premier les n 4 1 points

Modyrood et 4y,
et e second les n - 1 points
Ayvdyy oo et — T

Si auenn de ces polygones convexes ne contient I'origine, on pourra
assigner b la distance OG' une limite inférienre #£ et cerire:

06 > u.

Il reste & eompaser ln masse M situde cn G ot ln Tosse —— I'situde

Sur la probléme des trois corps ot les dquations de lo dynaminue. 211

en.). On obtiendra oinsi une masse M — 1 située en &  On aura

évidentinent:
C oF > 0G' — G&,

. og 03,
Ge =M-—1{M—:+M—r’
d'ol
Moz 04 M—2_ 0}
08> 06 T~ > Py — T
St done:
M>3"+20"
P
I'inégalité
.ﬂ
{19) OG);

sera sitisfnite,
1 o'y u dune qu'un nownbre fini de combinuisons des nombres entiers:

alra]"",allﬂ

pouc lesquelles l'inégalité (19) pourrnit ne pus éire satisfnite. .
5i pour aucune de ces combinnisons OG mest nul, nous serons certeing
de pouvoir assigner i OG une limite inférieure 4,
Nous sommes donc conduits & la régle suivonte:

Pottr que Véquation (13) admnelle une intégrale développable suivant les
puissances des % et périsdique par rapport & ¢, # suffit:

1" quaucun des dewz polygones convexes circonscrils, le prewicr (045
points ,i, 1haeii A €8 4y, lo second anz points P R A
— y—1, ne contienne l'ovigine, o

2° qu'il 8y aif entre les quantités A aucune relution de lu forme

e R N P N

les a élunt entiers positifs et § emtier posiif ou. négaly fi 55
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Gest li une générulisntion du théordine démontré..duns mn thése
Or de cc théoréme découlnient un certnin nombre de conséquences.
Yoyons si on pourra en tirer de semblnbles du théoréme généralisé.

Nous allons pour cela saivre wbselument lo 1néme marche que dans
la thése citde.

Considérons I'équation:
dx . dr d dx
(_O) ‘-_z—‘+l,d—zl+x,rt—:‘='+...+x_3;.=o,

obtenue en supprimant le second membre de 'équation (13).
Cousidérons en outre 1'équation;

dz dz dx ilx
(13} m+x:g;‘+x,E+---+X.;;“=lﬁ
et 1'équation:

da iz Wz dz
(21) a+x:E+X,E+---+X.E=&a-

Si les  sntisfont aux conditions que nous venons d'énoncer, I'éguan-
tion (13) admettra une intégrale

r= T

H

ot 7, est ordonné suivant les puissances des 7 cb périodigue pnr rap-
port a L.

De ncine T'équation {21) wdinettra une intégrale

— 1
&= 1,

ot 7 est de méme forme que T,

On en conclut que I'équation (20) ndmet comzme intégrale porliculiére:

1
ThT, b,

Comme on peut dans le second inembre de (13) remplacer successive-
ment Aoz, pav Az, Az, ..., A el quion obtient ninsi ne— 3 égquations

:-"._ i €

- a7

=
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unalogues n l'équation (21), on peul conclure que l'équation (20) adinet
#— 1 intégrnles porticulicres

1 1 LN

1 1 1
T, 'L',' Thah, ey TFT. -

ou T, T,y ..., T, sont de méme forme que T,.
Pour avoir lintégrale ménérale de (20), il faudrait posséder encore
une u* intégrale particuliére. Pour cela considérons 1'équetion:

dz2
(22) ZFSE+ RS,

Lilz,

Cette équation udmettra comme intégrnle porticuliére z — ¢!,
Nous en conclurons que l'éguntion (20) admet comme intégroles

particuliéres
Toemd, Tye™™, ..., T,

de sarte que l'intégrale générale de cette équation (20} sera:
5 = fonction arbitraire de (T,e~™', T,o=, ..., T.e=™).

En d'nutres termes les équations différentielles:

Iz dz Iz,
' €2f=rf—' —‘!=---=T
(20") X i X,

sdmettront vormine intégrale générale
I, = K, T, =Ke*, ..., I'= I e,

X, K,,..., K, étavt n constantes d'intégratinn. .

Ce théordine pent dtre regardé commne Ia weéndralisulion de celui que
jui démontré & ln page 70 de wa thése

Supposans maintenant que nous cherchions & déterminey lus P pre-
miéres vuriubles = b savoir .

N
Ly Ty s Ty

en fonetivns des » — p autres & savoir

Tpy1r Tpyay=«-; Ty

.
e Ly =t
B T



2l H, Poigeare.

et de ¢, i "wide des I'dquations suivantes:

dz, dz, dz,
a T XH‘E;%' + Xp+:&=:+= + ...+ X.iﬂ =X

dx, 12
dz, dic dz _ dx
(23) ET+X’+II=;_L1_+X"+:E‘zP_:_;+-" +-Ku£:==x:!
dz, dx, dz, x
ozt x}!+ld_z:'l' + XP*’dz,,., +...4+ X..gz—:-—-' X,
Il est aisé de voir que Fintégrule générale deos équations (2 3) s'écrirn:
(24) Pr=fy=...=¢ =q,

Y110 ¥21 ..., o, Teprésentant p fonctions urbitraires de
T, Teiv, . y Te~l,
Prenons en purticulier:
¢, = Tje~™, R v fFa = Te™,
Les équations (24) s'écriront:
(24 =T, =...=1 -,

Des équations (z4'} on pourre tirer Ty %y, .., 2, en fonetions de
Tty Tppas oo, B, 6L £ ob on verr que ce sont des functions holornorphes
par rupport & z,,,, Tppay v, T, of périodiques per rapport & ¢,

lmec les équntions (23) ndinettent une solution dévelappable suivant
les puissunees erofssantes de =, Zp423 0o, 5, el suivant les sinus ot
cosinus des multiples de ¢.

Ce rthéoréme est démontré quand les ) sutisfont oux econditions
enoncées plus haut; voyons comment on pourra I'étendre nux cns oli ces
conditions ne sont pes remplies. Je suivrai pour celn u méine nurche
que dung la 4= partie de mes recherches sur les conrbes définies var les
équations  diffirenticlics (Journal de Liouville, 4= série, 1. 2, poges
156—157). '

Proposons-nous de colculer les cooRicients de I'intdgrnle belownorphe

st
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des équations (23) (& supposer gne cette intégrale existe) et i cet efet
éerivons ces équations (23) sous la -forme suivante:

y dzy dz dx dx
(23) ar + Ap‘i-lxp-i-l dz’l] + A;-u 5,4-1‘{“_"; +...4 41-5-5:— 4x,

- d=; dz, dz;
= }’“I':’:-!_ I’r“ﬁ-}-...-[- I’_&:_"—_I’t. =129

Soit:
Yi’ = Zof,ﬂawﬁ..ﬂ-eul:z:‘x;’ .- ﬂ:'

une quielconque des fonctions ¥, ¥,..., ¥, ninsi que naus lavons
supposé plus haut, et proposons-nous de caleuler Jos 7 fonctinns

sous In forme

{25) 9:1 = ZAI.J ﬂﬁ|nﬂ:...n.stﬂmz;':; ﬂ;;':; e g:-'

Pour calculer les ecoifficients A par réeurrence, enhstituons les séries
{25) dans les équotions {23) et identifions les denx nembres. Nous
rurons pour coleuler 4,,, .. . T'éguniion suivante: ’

A'J-ﬂlﬂm--t-(ﬂv’: + ':‘r+l‘l:-+1 + “4-4-:"-”: + ... + a,).,, - ,l,)
= PG, (—¢), 4),
P[C,{— ), 4] étant un polyndme entier & cocfficients positifs par
rapport oux codfficients C de
I,I‘i'-l ] Irp+‘.‘ [ Jru

nux coefficients ¢ de ¥, changés de signc et aux cozfficients 4 dézn
calenlés,

Pour qu'sucun des coefficients 4 ne devienne infini nous devons denc
d'sbord supposer qu'il 'y oit entre les A aucune relation de I forine:

(26J ﬂv‘.:_l + ad"i"i‘lr-l-l + a}-l-'l‘api-:l 4+ ...+ u,,)._—_ X,‘= =]

00 les a sont entiers positifs et B entier positif on négatif.
Celo posd soit A une quantité positive que nous Jéterminerans plus

complétement dnns Tn snite, e 3,
Lo o
= ’
-

—
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Soit ensujle:

= Z]Cf.,a..........]f‘maf'z?' SERE =
pour
i=p yp+2,...,n

et -

¥ = — Z[C’,_,_,M._q efTghga T
pour i = I,2,...,p.

Formens les équutiong
oy r l‘zt; ., dz[ ' d:; -
(-_) ) Aw"+1dt’+| +}'I’+’d_ap_+;+ ”-+A$'Z—Az'
I 7 dx e dz, '
’+':l_a',.:+ ’,+,E-=’:-+ ..-+ }’_‘—E‘——I’,. (i=3,2,..,5) e

Cherchons i satisfnire nux équations (23”) & I'nide de séries de la
forme suivante

(2 5') x‘ = EB‘-.J-"-HF'+l...nchf:$;::]‘z;’.|f; =1 27".

Les cocHicients B nous seront donnés par les équations sutvanips:
'Bn’.,'f.nr,“n,u..,n. [)-‘ (ﬁ;w-: -+ Ty + .. + a, — I)] = I’{l C; ' ic', H B]

ou PI[C],|C], B] différe de P[C, (— ), 4] en ce que les coifficients
Cet —C y sont remplacés por leurs modules, et Jes codflicients 4 par
les correspondnnts. :
On en conclut que tous les B'sont positifs ot que chaque B st
plus grand que le wmodule dy A correspondant.
Il suffit pour celn d'une seule condition, c'est que:

TS S NS @) < |FY—T + Bpirdpyr F Bpyalegy o G =2

Si cette condition ost remplie chacun des termes de In sérje (a5)
sera plus petit que le terinc correspondant de la série {25) et comme
celte derniére converge, la série {25) convergera égnlement,

1 suffit pour cela que Pon puiese trouver wune quontité positive X
assez petite pour que T'on ajt toujours:

Jy —
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:-I.+flr+|¢!’|.'| + - + fq‘..)..—)‘.';
¥ <|E
H;+1+.-. oy —

¢'est i dire, d'nprés ce que mons nvons vu plus hl:l.t-‘.lt, qu'nucun des den:t
polygones convezes cireconscrits, le preinier aux points A,H._A,:,, e A,
et 4 ¢, le second nux points Aoy degasee., A ot — J—1, me con-
lienne origire.

Si done aucun de ces deux polygones convezes me confient Porigine, 5t
wy e eatre les X aucune relation de ln forme (26), les équations (23) ad-
meltront tine inldgrale particuliére de la forme suivante:

T, = 7’1’(3!“ V Tppar e ey Tuy fh

Ty = ¢5(Fsr 5 Topar s 5, 0,
Ty = Fr(zpﬂ v Fagag - oy B
les ¢ étant divaloppables suivant les puissances de X,y Tppry ..., T of les
sinus el cosinns des multiples de ¢.
Celn posé enyisageons les équations:
ke, dx, . E: )
{20™) = X =3 =

T

Ces cquations sont de méme forme que les équations (20'}; 1n seule

e 1A (o In seile
différenre, cest que les 2 n'ont pas des valeurs qui satisfont anx eondi
tions snffisantes énoncées plus haut pour que V'équntion (13) ait une inté
grale holomorphe, ' cead
Noua wllons nous proposer de tronver non pas la solution générale

des équntions (20"), mais une solution confensnt ft — 3 “eonstantes arhi-
traires, o = y .
Parmi les équations (20"), Jje considére en particulier les suivantes:

Ly, _
dz s,y _ . - '_'_ =X .
(27) (’““ = Xy1rr a Koy o :;.,_1(‘,_9;!,,:- "
Acin sethemetirn. 13, Imprimé [« 31 cetabre 0B 25
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Jécris on outre les équations:

(QS) I = pl'(xp+l J :r:p-l-'l rerey Ty t)l E=N%r)

les {.ei étant lus 1ntégrales holomorphes des égnutions (23) definies plus hnnt.
. l est 'L‘\'I{Il?nt fue st x,, @, ..., 5, sont n fonctions do ¢ qui satis-
ont aux dqu 7 {2 3 satis ; .
! - & mtons (27) et {z8), clles satisferont fgnlement nux équa-
tons (207,

Dans les équations (27) suhstituons & la plece de =, , x,, z

-] - a k3 H H ’ T

tears valeurs (28), ces équations daeviendront: '

da, dx o n
i T ATt 2oy ) _f;it="1r+=’:r+='|‘ Zpas 4
iz,
TR Az, + Zsl

gt v Zoyy ooy Z, Gtant des séries développées suivant les pnissances de
Tear e Tagao o oop Ty Gonb tous les termes ront du g dearé an moins e
dont. les coctticients sant des fonctions périodiques de f. )

F}c:‘. éuations (29) sont de la méme forme que les équations (20);
lenr intégrale ménérale sern dong de la forine suivante: ,

T = K. g . g . .
prt = Ky e, Topr = K et v To= I, e,
oit Ao LuL K ront des eonstantes dintégration, ot T%,,,..., 7" sont
T

eles féries t]l:\'(‘.'ﬂl)[u_'l’.‘ﬁ sautvant les puissunecs des z o les sinug et cosinns
rles multiples de ¢.

Les éqnatinns
(30)

T, =0,
T, = KoM,

=12 m

[LET.E TR T

nous dnnnenl‘.. done une intéarale des ¢quations (10”) dépendant des n—p
constantes arlitraime 1e - -
onstantes arbitraires I, PN

‘[om- obtenir relte intégrale sons forme explicite, il fant résondre
£es equations {30) par rapport & o, Tyro oy By 00 trouve uinsi;
T,o= (L Koy, K.

Ey =P K-, (3

T, o= i{'-(( ’ )-\-H-I LIER '-l -TL.-)r

A A LT i fe

PR T

e auwr
Sy

. T
iy

b g e b 3
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[es & élunt des séries developpées suivant les puissances de
. 1 s Lt
K e K e, L, Ke

eb suivunt ley sinus et cosinus des multiples de 2.

Cus wdries soub convergentes, pourvu guaucun des deux polygones
convexes circonserits, le prewicr nux points A, Ao, .. 4 vl o J20,
et |¢ sccond aux points Ay, Ayayeeny ke b — o1, nu conticnne Voris
gine ot quil n'y uit entre les A aucune relution de lu forine (26).

C'est doue li unc nouvelle démonstration du théoréme fondwnental
du § 5 (1*" porlie, chapitce III).

Cette dénonstration fait ressortic l'unalogie de ce théoréine uvee coux
yue jui énoneds duns ma thése et en particulier avee celui-ci:

Duns le voisinuge d'un point singulier, les solutions d'une équation
dittérenticlle sont développubles suivunt les puissunves de ¢, ¢, ¢4, ... ¢,

Juvais d'abord démontré ce théoréme (yne i ensuite rattaché aux
idées géudrales qui ont inspiré mn thése) par une voie assex Jdiffércnte
dung le ¢5° Cnhier du Journul de 1'Ecole Polytechnique vt M. Pr.
CARL Y avait 8té conduit indépendamment par J'uutres cousidérations
(Comptes Kendus 1378).

Note F.

Feer les swrfaces wsyneptotiqnes.

Jul donué duns les § 2z, 3 et 4 {2" purtie, chapibee [} la maaiére
de trouver I'équation des surluees nsymptotiques ot de- démontrer que cos
strfuees sont ferinéoy,

On peut apporter quelques simplifientions dans les ealeuls par Iusqqu‘s
vn arrive i U'égquation des surfuees us}"llll_;l:otiilllc_a_?i-.hl'{'_.:’!.tI.rl.‘. part, pour deé-

Lo Tfr
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mentrer que ces surluces sont fermées, ju me suis appuyé sur les théo-
rémes du § 4 (t¥° puclie, chapitre IT). Ces théorémes ont té présentés
sous uue forme géomélrique qui avoit & mes yeux Fnvantome de inieux
fuire comprendre o genése de mes idées ct de se préter plus facileinent
2 une généralisation ultérieure. Tl ne sere pus inutile toutefois, ny point
de vue de certnines applicutions possibles, de donner jui une démonsiru-
tion analylique.

Judopterni les mdmes nolations que duns les paragraphes cités;
Jeericnd dene les équations différenticlles sous Iy forme suivante:

[t‘:tl _ 135 l'f.c' _ i
(1) « T @ gy
1

tf_l,'l _ W :!_u.;. O

e

F étant wue fonetion de Lir Ty Yy ek Y., périndique de période 27 pnr
rapport & g, et g,
Ces équations admeltent I'imiégrale des forees vives
(=) Pz, x,0,,9) =C.
Nous regarderons la constunie C-eomme une donnée de la yucstion,
Nous snpposerons en oulre siue I dépend d'un punmétre trés pelit

/et peut se o développer suivant des puissances de ce puramétre de lo
miére suivapte:

1"=Fo +1":#+1;|:i“,+""

Evfin Iy ue dépandra que de 2 et x, et seru indépendunt de s
et de y,.
Ecrivons:
F= G+ He o apga 4.
Bz = 03w b @ A i 4
Twnginons que les codficients de cog deux développements soient dus forc.
tions du y, et de 4, et cherchons & déterminer cos codfficients de fapon

fue ces Squations soicnd compatibles ovee les équutions diftérenticlles (1),
vest 4 dire que T'on ait;

[ 3]
[3=]
—_

Sur l= problime des (rois corps ol fey équstiona de la dymamique.

dF dr, | d¥Fde, AP _
dz dy, " de,dy, T dy, ’
dif de, APz, dr
do, &y, Tz, dy, T 35,

(3)

= Q,

Cest T le probléme lilll.' nous nous sownines propusé duns le § 2 (2%
purtic, chapitee ).

Ce probléme peut étre présenté sous une aulre forsue {en se plugant
2U point de vue des Vorlesungen aber Dynumif). o ‘

Si 7, et 7, sont deux fouctions de g, ot do ¥, sutisfuisant aux équa-
tivns (3), l'expressions

5y, +
devea étre wne différenticlle exacte. Si done nous posois:
dS = z,dy, 4 wdy,,
S werw une fonction de g, et de g, qui sera définic par Péguation anx
dérivées purtielles:

-(d»S' o

;“E,E.y,:!;':)=(~

(4}

H H Tous e LR I " f e
S pourra se développer suivant les puissunces de ¥it vt Ton stura

(5) 8= 8 + S: Wi+ Sn + S:f‘%’f] ..
&8, .. 0 5, ... seront des fonctions de et de g, ocboon nura:
iy, d3y +

= = Az
G
Je mppelle inaintenant quelles conditions nous avons taprosges duns
a ',
le puragraple citd, unx fonctions 2 eb 255 nous avons supposé d'abord
que 7 ct 75 devuient étre des constuntes. On a alorsy™

S = 2 + 25y,
J, 4,
Si wous nppelous ensuite #, ot #, les vulews de — 4 ct. ~ i
" [L -
y LOS itds ' ] e nstentes,
pout W =3, & =43, ves quantitds u, ctn, sebgjit epcore des co
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' - . - . m
[nnalyse qQut vu sutvre sapplique wu ey of e rapport = est conminen-
T
T

surable. Duwies ce cus on beut toujours, cunnine nous luvons Y, supposcr
1, = 0; v'est ce que nous ferons déserinnis, comine nous Iavong fuit dans
le pargraplie cité.

Nous avons supposé en outre dung ce paragraphe gue =% oob 2 sont
des fungtions périodiques iy qui ne changent pus de valeuwr quund ou
change », et y, en 5+ ozmoet g,

. . th H - . w .
[ résulte de di yue GBr op 95 sont des fouctions périodisues pur
dy, ty,

rpport A& gt gu'on Peut éerire;
’ g 1 ' ’
(6) S =f.’]| + S
1
& Cut une constunte ot Si une tonction périvdinue de ¥
Supporons que dans le premivr membre de Péyustion (4)

F Wy S
(@:,E-b’um)
o rempliee § par son développement (5); on verra que I deviendea

développuble suivint ey puissunees de i et quon aury, ajnsi quon a
vu dans e purugraphe eité: )

¥F=F 4+ Hoypm 4+ I + fopia ...,

les J1 ctunt des Fonctions de Fode g, et dus dérivées rartictles du 8yr 8,9, et
On vuit dhilleurs que I dépendre seulement de 8y Hy de 8, ut
Sy i, e 8, 8, et 8, I, de §,, S, 5, 8 ete

On trouve J'uilleurs: ¥
I, = Pz, 2 = ¢,
'rl"ll
H = — n, i)
AN - -
I, = — " ry + A8 + A,
1 -
.NJ = —-fl‘ -l-.;—: EQS: + 11.,.
[ ‘I

tf-'?',
H o= —y «I_yl_+ &8, + I,
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olt 'on u posé pour abréger:

T d’:ﬂ. d’F. 1,.p Ll’fr’. 1r
A8, = i + el + Al + ey I’T’]

¢t ot K ne dépend que de S,, 5,, ..., jusqua & s .
Celn posé, pour déterminer par réeurrence les fonctinns S,, nous
aurens lea éqnations suivontes:

I =ge, A = o, =0, ..., A =0

T

§i l'on supposait que les fonctions Sey 84 -.y Sy Tussent entiére-
ment connues, l'équation

H =0
ou
rIS -
(7 n, #-—_- 248, + £,

déterminerait la fonction S, & nne fonction achitraire pres de y,.
Mniz ce v'est pas tout 4 fait ainsi que la qQuestion s présente.
Supposans que len connnigse complétement

SQ:SHI"'JSr-‘I

et que l'on connnisse §,_, i une fonction arhitruire pres die g,

Pur hypothése les dérivées de AN A S snnt_ des ff)r_m-
tiong périodiques de z,; done K, ot AS_, seront des fonciions péria-
diques de z,. ' o N

Désignons par [[7] comme nons Pavons finit ll:nrs le parngraphe cité,
I valenr moyenne de I7, si I/ vst une fonction perimdinue de y,.

8, doit étre de Ja forme (6); nous en roncliuons e

rZS,]
llyl, O

doit. étre nne epnstante :T" indépendante de g,, de sorte que Uégnation
1 .

(7) nous ilonne:

(8) 2[ASL) + (5] = Arinron oS
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tt cette ¢quation déterminern complétement S,—; (si Y'on suppose que l'on
se donne, &oit arbitrairement, soil suivant une loi quelcongue, in con-
stante A,).

Nous trouvons d'abord l'équation:

18,

H =0 on
wy,

1 =0

gni neus montre que §, est une fonction arbitraire de Yy
Nous en déduirons:

_ riS, dS, d§, 48,
A XN &, dy,

(nous posons pour ubrc'ger:

_ d'F, __4d'F,
M = s '“N_GT-"":P

comme nons 'avons fait duns le pnragraphe eitg).

L'éguation que nons frouvens ensnite en égalant 4 o la valeur
moyenne de I, est In snivante:
A8 + 15, = 2,
Or
N pisae ,
Al = —?(ﬁ) =[a8).

D'antre part:
By =TI oy, ).

4, est une constante qui, ainsi qn'il est nisé de le voir, est priciséinent
celle que nans avons wppelée — ¢ dans le paragraphe rité,
11 vient done:

a8,

=V 2(r] + 0

8, est ninsi entiérernent déterminé i une conslante prée; mais nous pon-
vons laisser celle conslante de ed1é, clle ne jowe en rellet naenn rile
puisyue les fonetions & n'entrent que por lenrs dérivées,

[Véquation (8) devient ensnite:

25, I8y _ JSI 8 -
() (V& 5] = — = = 4 1,

Y

iy P
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Dnns le second membre tout est connu; X, ne dépend que de 8,

S yeiny S df;l" est connu puirque §,_, est supposde déterminge i

une fonction arbitraire prés de y,.

Diantre port -’i—?' est indépendnnt de z,; le premicr wnembre pent
1y,

done s'écrire:

8, dS,._|:|.
NE[ dy,

id8,_)
i,

connnitrons dome [§,;] o une eonsinnte prés et cetic ronstante qui ne
joue nueon rdle pent dtre lnissée de cite.

Nons connnissons d'une prrt 8, it une fonction arbitraire pris de
Y+ Qoutre part nous connaissons [§,,| en fonclion de z,; Jdone §,_, est
entierement déterminée

Ja comstante G, jone un role préponidérant.  Suppnsons dabord
qu'elle soit supérienre i la voleur que nons avons appelée — ¢, dans
les parngraphes cités et par conséquent que [F,] 4- €, soit tonjours po-

de sorte que l'égnation {g) nous donnera [ ] en fanclion de g,. Nnoug

gitif ot ‘:—v-'- toujours réel et je pourrai pjonler toujonrs pesitif paree que
t Al

je snis libre de prendre le signe + devant le radicnl.
Je dis que dans ce eas, on peut choisic arbirraivement les consianies

i et que ?’ eh (:i' sont des fonctions périodiques non senlement de y,,
y, dhir,

mnir encore de y,. (S, est nlors de In forme
Sp = hy, + gy, + S

A, et pi, dtant des comstantes pendant que §' est périndique de périnde
2 tant par rapport 4 y, que par rapport i ¥,
En cffet, snpposons que cela soit vroi pour:

fISI !ISI GIS' :I.';" il —1 4-1“.‘.',_, -t‘S;_'_-. .
E ] d'_'y'l' ' ;E"I ' E ey "H, ] ",'f, I"‘H.'h u
e di 1 . " [1.5. i S,
Je ¢ha qne eeln sera vrai eancore pour W uh o= .
Aria walbauatico, 13, Tmprid In 5 norersbre 1030, e Loy o

29
1Y)
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En effet, nons avons pnr hypothése: ’ :

ASp_;

ddy, = EA...-, cos ('-’"13/: +._m=y’. + )

les A et les o étant des constantes, m, et m, éant des entiers.
On aura ensuite par définition

ds,.

- L
’_T‘f._] = -'Z_GA,._. cos (in.y, 4+ a).
Muis on doit avoir

?[ﬁsp—a] + tK —|]‘ = ‘la—l

et por conséquent:

l’ds,..l] Ay

£} 1
. 0y, ",
., étant une constunte; nn en conclut que:
Ay =0 2 . =
v, = pour m, Zo, Ay = el
1

Il vient ainsi

Sy =22y + FoA,,,, Bl kv k) g

L,

ty et at, prenant toujours sons le signe 3 toutes les valeurs entitres
telles que m, Z o

Ainsl, pour que §,_, soit de ln forme voulue, il suffit .que:

i':IS,._. t]
. diy
U5,

soit une fonction périedique dey,. Or [Th_}'_] est définie par I'équation:

Vo[t = —h— i (=] +

K, ne dépendant que de §,, S,, ..., S,z sera périodigne ¢n y,.

Sur le problbwe des troiy corps et les dynativea de fa dynowmigue, a27
3 - 15, . .
4%-1] o5 une constante %Y do plus == cst une fonction pério-
dy, L st )
dique de y, gui ne s'annule jamais.

Il en résulte que [df#"’] peut étre dévuldppé suivaut les sinus et

les coginus des multiples de z,.
On u ensuite:
L5,
7y :;,T: = z(;‘.\.S‘,_,) + K,,,

: Sy .
¢e qui montra que &, cst périedique en 7, ot y,.

Ainsi en choisissant pour €, une vulewr supéricure i — ¢, et en
choisissunt ensuite les nutres constuntes &, 2., ... d'une fagon urbitraire,
on frouve pour :i—: et jT: des séries ordonndes suivant les sinvs et les

L 1
cosinus des multiples de gy ¢t de y,. Ces séries, quoique diverzentes,
peuvent rendre des services duns cerlains cus, uinsi que je lai dit oy
§ 4 (2" partie, chapitre J).
Pussons muintenent uu cas de

G, = —¢,.

L'expression

)+ ¢

west jumois pégntive, muis elle devient nulle pour une cectaine vuleur
de 7, quo nous avons appulée 7, duns le paragruphe cité. Je supposerai
duns ce qui ve suivre gue cette vuleur est unulle; jui le droit de le
fuive, Uorigine des y, dtuut restée jusqu'ici- arbitruire.

Ecrivons done [F,] + €, sous forme de séric (rigonoméirique:

[Fl14+C =21, sinury, + L5, cos my,.

Pour y, = 0, cette fonction swnnule ninsi que su dérivéc, puisque
lo fouction dtant toujours positive, zéro est pour elle o winimawin. Il
en résulte que l'expression suivante:

[F]+ €
gintZe
[
.r.._c&' _—'-):a
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st developpable suivant les sinus ot costinus des multiples de 3.7 ¢est
une  fonction périedique de #; qui ne s'wonule junwis et ne devient
Jamais iufinie. : Co
Il suit de 1o que I'on peut écrire:
sin 22

\"'_[E_Iwi'TrT. = 2 d_cosmy, + LB, sin "y,

S, f% Hill%!
]

&y,

et par conséquent:

T vos my, + ZH_ win my, ’

Nuus pourrons éerire maintenunt I'équution (g} gous T forme sui-
vunie:

v’msiuh B
= W

A |
I, cos wy, + LI, aiu uwy, I. oy, ] - Ap + r}'},.(:‘f,),

(97

#, etunt une fonclion connue de y,.
Cela posé, je me proposc de démontrer yue:
oy, W,
o
sont des fonctions périodiques de y, et de Yoo dont In périade est 2 pur
Fappart i oyoet gz par rapport oy,
Suppusons en eflet que cela soit démontre pour:
‘_!'.?l_' '_Zl '.I:\T..! i Wz dfpey A
ey, Tl Taby Ty YT dy oy, dy,

'I'\.r—l . . .. .
T est une lonction périvdique de g, ot de Yy5 d'nutre part sn vaoleur

Mmoyenne
rlb',,_l] I
s - -I )'f_'-

est une constante indépendante de 7, Nous pourrons done éerive:

P
Sr—' = n_l‘)';—r.’.f: + 0l ) + Cj,-.(z,e),

Sur lu probliing dea trois corps et lvs €nuatiopa de la dynamique. o8y

O._\(y., #) étmnt une fonction périodique de g, et g, b 2_, une fonction
urbitraire de g, seulewent. Il vient ensuite:

(ZS,._] = du,._.'| (k',._|

dy, dy, dy,
d'ol:
il[8.—1] — d i 1
oy, iy, iy,
el

ASpoy _ A[Sp) __dbo 4t
iy, dy, dy, dy,

8 _ L[S, 1)

ce gui nentre que 7, 7,

est une fonction periodique de y,
et de 7.
' a ' . . dS.
L'équation (9°) montre que cela est vrui dmulement de [ :’; ’] et par
¢ 1
4y,

==L (guclle que soit dwilleurs I constante i) et I'équa-
i q q N L

constquent de o

1 T 01 . dj

tion (7) moutre que celu est vrai de T
Culu seru done vrui des functions:

iy, Tey
Rf ot ‘E:
yuel que seoit lindice p.
Il jwporte toutefuis de remarquer que si ces Tonctions sont pério-
difues, ce n'est pus une ruison suflisante pour yu'elles puissent étre dé

veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, ot de "E‘-. LEn

cffet ces fonctions ne sonot pas loujours finies, sauf pour un choix purti-
culier des econstuntes 4; il est aisé de s'en rendre vompte, cur l'équation
{97) d'ult l'on doit tirer la valeur de

[] .

LR

o en fucteur duns sou premier membie sin2, Done Yexpression de

| £ . L , .
%t pontiendre sin2: wu dénominateur. -
dys 2 ""'-nﬂv ‘:?f
s
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Les dérivées des - foretions S, pourront done devenir infivies, muis
seulement pour '

Lo
sinT =10 on y =zkx,

Si oy, n oune vuleur différente de 2z, ces dérivies ne deviennent
infinies pour nueene valear de fuioelles peuvent done se développer sui-
vunt les sinus ob cosinus ey muldiples de y,. )

Nous pouvens done écrire pur excmple:

[ -
' "{;‘ L ':T. Aomi + A, ens my, + L[ sin my,,

.oet I dtunt des fonctions peéciodiques de y, qui peuvent devenie in-
firties.
Dinaginons wmintenant que les constantes i, @imdice impuir soient
toutes wulles; ju dis que
d, dy,
dy,

ne cliamgevont pas quaml on changers g, en y, 4+ 22 toutes les fois ue
Uindice posert pair et aWag contrice ves deux Fonctions changeront Jde
signe, suns changer de valeur ubsolue yuaad o clisogern g en g + a2,
toutes les fois que Uindice p sera b’

Je suppose que le théndme soit via [rour:

L A T S As AN, AN,

by ety iy T Ty, Ty, T,

et je me propuse de démonteer qu'il est vrai cmulemeut pour

AN,y N
dy! ¢ ddy | ’

oI

i 1:"‘ est multiplié par {— 1! quand gy se chsnge en 4 + 2=,
b w1

il ¢n osern de méme de:

Ao, ’_'l:.»-,_.]
it dyy 4

e

Sur lo probldmoe dea trois vorps ot les équationd de la dynawique. 231

Nouns uvons trouvé en sfet

Wt L) o TA, cosmy, + T, sinmy,,
Iy yl “l

A, et B, étant des fonetions périudiqpes de y..

Si fI-“I‘,-]

dy, . . ]

gern e médme de 4, ot B, et des dérivées de ces {onctions par rapport
& p. Ib en sern donc encove de méme de:

est multiplié par (— 1) quand g, nuginente de =5, it en

{15 _ [lfS,-.] _ z |I/I_S'in iy, _T -‘_{]_3:. £os vy,

dy, Uy, iy m L iy, n

Nous avons wnnintenont & montrer que cele est.veni de

[u'..‘:*',._!:l

Pour cela il est néeessuire d'étndier de quelle inaniére &, dépend
des fonctions Sy, 8,, &, ..., S,i. Je me propose 'étubliv qne Vordre
de tous les terines de Ji, par rapport nux dérivées des [onetions d'indice
impnir .

S5,8,8,,...

sern de mdéme parité que p.

En cftet, en fnisant duans

- ('.:I.';«‘ S

T, " @,

1 .’J‘l ? y:)'
S= 8 + Svi+Sut ...,
nous avons fronve:
FaH +Hyp+ Fpt....

Si je change iz en —— i b qu'en méme temps ji change S‘_. S, §,,
ote, vn — 8, —8,,— 8, el sans toucher anx fonetions d'iwdice pair,
l'expression de I ne devrn pus chunger.

Done JI, devrn se changer en (— 1)°H,.

Celn montre quue Toedre de tous les termes e If, pav rappart anx
dérvivéns de 8, 8,, 8, are, devre étre e "Idl!l_tzgl,‘_:—l‘!;i!": e p. Tldevrn

N N
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done, comme je l'ai annoncs, en étre de méme des termes de I, Puisqu'on

obtient X, en supprimant dang IT, tes termes qui dépendent de Sy ande 8.
Cela posg, chnngeons ¥y en - 27 les dérivées de S, ne changeront

PA8 si g est pair et ng plus égal & p— 3; clles changeront. de signe si

g est impair ¢t nu plus égal & »—z2. Done I, re changern en (— 1)k,
Reprenons maintenont T'équasion (9)

S, dS..._|:|_ 08, [8,. -
(©) Vo ) = — v — a2+ )

Qnand on change ¥oenoy, o a2,

(/) se change en  (— O,

-z'qr-l] LN -
— re chanre en  (— )f S0t 1‘
l_ n"._q' o ( l)[ "t!.",
ct

ds i

—  se change en — 5

A ' fy,

Nauvs ponvons méne dire qne
4 8o change en  (— 1y,

fin effer eela est vpai pane p pair parce que 4, est nne constunte
indépendante de z.: rela pst vral enenre penr p hupair paree que nens
avans sapposé que les 2, d'indice impaie sonk fous nule,

1l résulte de la que

‘i'qr—I] W idde
,VT';:_ se change en (— 1)~ [TI

et pur conséquent

J.‘_\',_| e (-.._ l)"" o —1
y, iy,

C. Q. I D.

Je dis muintenant que %5:" ﬁ? chiangera en {(— ;)rj_"

L

Sur lo probldmo des trois carps et lea doalioos Je la dynaminue, 233

Scrivons en effet 1'éguation (7
ds, -
(7) . ”Ey_f'= 2A8,, + I

X, et AS, | et pnr consc’quént le second membre de 1'équation {(7) seront

multipliées par (— 1) quand y, augmentern de 2z Il devra done en
. . 15
¢tre de mdine du premier membre ¢t de o)
y,

C.Q. F D

Je vais mainlenaat démantrer que Lon peut choisiv les eonstantes 2,
de fagon que les dérivées des fonctinns 8 nealeviennent pus infinies pour
Y, = 2hm
Supposons fque l'om ait choisi les constuntes VRN TP SR
faron que '
48, ds t’Sp_g [ ln’.‘:'P_‘
dy, "y, Ty Ty, Ty,

restent finies et que les constantes ), d'indice impair soicnut nulles; je

me propose de choisir J, de fagon que eh % one deviennent pas

|.f_|.-‘
non plus infinies. Nous vervons en néme temps que ip deven dure nulle
sip est impuir.

rf."_\"__-l RES
dy,

. L. S .
Il est clair d'abord jue si - - reste finie, il en sern (e néme des

'-"-S,u—\ [‘I -"'p-- 1 ]
iy, du,

ct de
. lt'Sl n'S,_.
wr(ys) = [Il."] - R{E[ dy, :I
Reprenons maintenant I'équation (99. Lo cocfficient de Ia guaniing
. W
inconnte [E‘-;:;'J shanoule pour ¥, = 2kw; pour que, celie quantité in-
r - o~
eonmiute demeure finie, il ft que fe seeond membre sannnle czulentent
et que Von ait:
(&F(zk;‘.’) = ;.Jl- )
Al wiathematien, 13. Impriwd 1o 5 navemlirn (82, &

Lo ""'\":'
hranlcp¥et

uit
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Comme #, ne change pas quond ¥, nugmente de 4r, il suffirn de
prendre =0 ot k= [ gt d'crire .
(10) By0) = 9,(2) = 1,
SUp est pair, il oy 2 pus de difficultd, on a:
;) = &0y, + 2)

¢t par conséquent:
Py (0) = #,(27),

de sarte qu'il suffit de prendre:
4= @, (0).
Si au eontraire p est impair, on a:

‘ﬂp(y:) = wp(.']:l + 2T)
ct

B,(0) = — B (27),
de sarte que les ¢quationg (0} ne penvent étre sntisfaites que s Ton n:
Bp(0) = Bp(27) = =0,
Nonz uenns done b démontrer qne pour 2 impnir, #,(0) est nul,
Suit en chet;
W(0) = 2
oL par conzénuent
i) = — q,
Je dis que 2 est nnd.

Nous allons nans appuyer suroun lemme qni est presque évident,

Yoiei T'inoncé de ee lomme;

Svient ¢, et ¢, deux fanctions périodinues et de période a2z par
eapport & yoet A oy, Qn st que si ¢ est une fonetion périnlique de

des
Moo T exemple, 1a vrlenr mayenne e :.-“L est nulle. On anre done
' rl!l .

1 '-Jt.'l - ¥ 5

SN FRPEETRS S THL R S o RN )

Sur Ta proldame des trojy corpr et lea dquations da Ja dynamique,

s
ou
- (de.  dg, —
U &~ 52) anar, =,
les intégrales Gtunt étendues & toutes les valeurs de g, ot de i, depuis

© jusqu'a zs.
Tl est nécessnire pour que le lemme soit vrni que les fonctions e,
¢t ¢, soient continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ceg
dérivées doivent seulement rester finies.
Celn poss, nous nchéverons de déterininer. la fonetion Seoy mon plus
prr l'équation (9%), mais par l'équation suivante:
A8,

e PR
v FAY i el
va iy sin 2 €,

]
(11 = —aensit 4oy
{ ) EJ. cos my, + EB-siumy' =2 + ’( J
Eile ne différe de I'équation {9 que Par ce que 2 i Gté remplace

; My
PAr a cos 7

. . LN, . .-
Cutte dquation montre dihord que —ﬁl] est une fimction périn-
! ar,

dingue de y, et de Plrinde 2z, (ju rppelle e poest supposé fnpnird,

De plrs cetre fonction ne devient s infinie pour y_ = aiz, paree que le

seeom] maembre de Pépuntion (1) sunnule PoUr 4, =0 vt puur y, =27.
Posons ensuite

. . . LB - "
- IES '.lif!l‘:l_ Iltl\‘ f 5 [LE - ks
T Ty gy A T iy,
.o HN, L oL, i,
W T, T, R e R T

7 seri e fonction de y,, de #, et de p définie par ['équation:
(12) G Smp)=c.

Il est nisé de voir que ¢ ozt entiérement déterriving puisnue nous
eonnaissons maintenunt compléternent S, , Sy 8 On Ponrra donc
tirer 7 de Véquation (r2) sous In forme suivante:

7=z + F%"u + ey e

L ]
A
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les 3, étant des fonetions périodiques de y, et de y,, dr période 27 por
rapport & p, et 47 par rapport & Yy
De plus on wura:
d g Ry
dy, g, dy,
Nous n'wvens besoin que de Tei OF on voil tout de suite que 7, cst
donnée pur l'équation suivante:

(13} my, = 248, - X,

qui ne différe de I'équation {7) que par ce que Yinconnue y est désignée
JELE I .

Cette équntion montre que 7, est uue fonction périodique de g, il
fuut chercher lu vuleur moyenne de cetre fonction. Si Ton se ruporte n
la signifieation du I'équation (11), on verru gu'elle exprime que la partic

.
tnoyenne du second membre de (13) est nuos'i—'- On u donc:

[’20] = ;E:: COS;;—'-

o wsb susceptible de deux valeurs Jiférentes Nt se permutent lune
duus Taatve, soit quand on change 2 en — 7, soit quand on change
Yool g+ am

Jappelleri ¢, lu plus grande des deux valeurs de & et dr Ta plus
l“.'“l(.‘..

De méine ¢ est suseeptible de deux vileurs; Juppellerni ¢, celle
yui correspond b ¢, et ¢ celle gui correspond & &,

Enfin 5 eat susceptible de deunx valeurs; juppellerai 7' celle qui
vorrespend A ¢, et p* celie qui correspond & o sy, cat suseeplible de
deux valeurs que’jappellerai de néme 7 et g :

La fonction ¢, est Jériodique de périod: 2z par mpport i y,; en
effet, quand on nugmente ¥, de 2z, les deux vnleurs de ¢, se permutent
entre ¢lles; done ¢, qui est toujours égale & la plus grande de cos deux
vuleurs ne change pas.

Pour In meéme raison, Far o da0 9 9" i, 71 seront des fonetions
de période 2z par rapport i Yo .

Des définitions précédentes, il résulic que g, gy, ¢ ot o, sont des

Sur lo probléwy dex Lrois corpa et les dnuntions da la dyrawinue. 237

fonclions vontinues, quoigue les dérivées de ces foncticns, de e fuo
7 et %" puissent étre discontinues,

.Nous sommee done dans les conditions ot notre letmine ost upplicable
¢l nous pourrons écrire:

4 tE I ] if. E
w ff 'r? y dy, = .,[f (ﬁ-—ﬁ)dyldyj = 0,
Ly I T
{1'[/‘&;({%(}5’ =ﬂ‘(m—-a>dyldy= = Q,

"y —
dy,
ou cufin:
‘ul{r: — ) Wiy — ) Ay — gy _
ﬂ Tdy' dy, + If [ T T |y =

Gutte relatiun devru uvoir licu quel que seit g
Muis quand g tend vers o, ¥ —gi 1t g — o tudenl vers o
Done von aura:

! lim ﬂ:‘?—:-)dy dy, = o (pour u = o),
4 iy, !

Translurmons le promier imembre de Pégulité (145 Je remurque
dubord fue p st Smpair, y, est une fonction qui doit s¢ changer en
— o quund g ose change en g, F 2m I osuffic peur sen convainere
de e veporter i 'équation (13). Nous avons done:

ou ¢ncore

z }tfy,t?y_., = g,

7= —u =13,

U5 — o s WE )

Il reste & voir pour quelles valeurs des ¥ nous devons fhire Ze=+7
et pour quelles valenrs des y nous devors faindngs = — 7,
[ vk

d'ull
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Stonous avous:

. - - A=t ) CUE

r s, A5 g0 T IS

(r5) T+ il AR o 2y > O
L.

nous devrons prendre d’uprés notre convention:

A, | dy, . ds _ds 2=,
o m {3 —21 — . pa | Elpdlal} I
fo =g, g+ Mgy, T+ &y, :
vt
oy, - o, 5, -~ A5, et 1 5
h—E'—\/ﬂ;ﬁz+ﬂ‘,!—h“ﬂ\ffE+---+ﬂ I

Si nu contraire le premier membre de Uinégalité (15) cst néuntif,
nous devrons prendre:

fTES - N "ﬂfib' 1
S s SN il § Rl
<, dy‘ vit “{y' + e + # l‘_’f‘
et
T -3y 2lds,
QI Frp —t v =1
= Iy, Tt t dy,
Tout dépend done dy signe du pressier memire (e Finggalite (13). R 1
Egalons ce premier membre & o, ious obtiendvons une équntinn: -
6 TS " + :
(1) dy, Tt =0
Cuette dipuetion pent étre regardde comme définissant Y, en Yongkion

de gy, oat de g,
On pourra résoudre vette équation et éerire:
¥ =00, ).

Observons seulemnent que ¢ est une fonction périodique de période 27
1 P q 1

par vapport Loy oet que cette fonction # stanmile identiquement quind

on y fuit g = o,

Par conséquent quaiul dp vociern ale @ b8 + 23, on wurn:

7=+

Al

Sur lo problbme des Lreain corpa ot les dquationn da 2 dynamimee, 239

‘et quond g, variern de 8 4 25 b 2 + 4+, on nur

T = —12u

Nos intégrales doivent dtre dtendues & toutes les valeurs de y,
comprises entre o ¢t 27, Mais comme 70 est une fonctinn de périnde

2%, ON nuro:
= He2m

1= 1=

L] L] l [ " * tI ;
jdyl‘/dy,‘iﬁ: =j il [rly,‘rl
o v o g

ou
ir ¢tz

iy, ” T .,
ﬂ d_:fr, dy,dy, = j iy, j dy, :Fj. .
L] L

Quaml g tendra vers o, le premier membre devrn tendre vers o et
duillenrs @ tenden vers o, on aura dong:

r Ic
. e ) I
hm‘/fadyldy,‘, =rj :?yljrn’yia =0
u o

d'nit
= =
u "
On a idone
T = Q.

CQrF D

Tl réenlte de 1a qhe si ton annale Jes canstantes 2n d'imlice impair
et si Unn donne des valeurs convannbles aux constantes 2p Lindice pair,

] s, s )
lez fonetions —# o 220 Testeront finigs,

oy,
On ponren done les développer swivant les sinns at cosinus des mul-
1{1

tiples de w, et de i les  multiples pairs deo "_-i‘- enberant seuls dans le

lévelnppement, si 2 est pair; s onu conbraire p esb smpair, les nltiples

. . #
mpnirs de =2 entrernnk sonls, e, A
oy Ly v

i
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Nous nurons alors pour les équations de lu surface asymptotique

Ll B ez Pas
{(17) 2’:=XP'T: z, =) p Foa
p=0 v p=8 1

Je n'wi pas @ revenic sur lo convergence de ces séries; en offet ou
§ 5 (1% partie, chapitre IIT) on a démontré l'exislence de cus surfuces

asymptoliques et on a montré que leur équution peut se nettre sous lo
forine suivante:

(18) T =f|(ylly:l.u)r z, =f,@/.:y,rﬂ),

fi et f, étant des séries développées snivant les puissances de ve. Cnuo
¥ que cts séries convergent pour des valeurs quelconques de y, et de g,
pourvu que g soit agsez petit.

De plus ces séries £, et f, doivent satisfaire aux conditions snivantes:

I. Les divers termes de ces séries sont finis.

I Ces divers termes sont des fonctions périodiques de y,.

IIT. 8i "on pose:

A=K+, h=F+ ity
{1 5" ne contenant plus que des puissances paires de /) les deux

¢quations:
f=o, =0

seront équivalentes et les trois Géguations:
= n=1, H'=o0
définiront une solntion périodique da 1 genre, qui pour g == o devrn

se réduire i
ln — o —
o, == 2}, %y = T, I, = o.

Or lanalyse qni précéde démontre que les séries (17) sont les seules
gni savsfussent aux dquutions différentielles et wux cenditions T, 10 el T11.

Les séries (17) doivent danc étre identiques aux séries (18) et pur
canzéquent convergent,

D'antre part la forine des équntions {t7) montre immédiatement que
les surfaces nsymptotiques sont des surfaces fermdes pnisque ez seconds
membres sont des fonctions périodigues.

1
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Nous avons wvu que la quontité appeléc plus hout « est tonjonrs
nulle. On peut donner de ce fuit essentiel une autre démonstration.
Pospns:

i »
T8 +p8 + 48, 4+ 4 p7 8,
S=n +mmp + 'y + ...

Je dis d'abord que T est ume fonction périedique de g ct de y,.

s -, Al J7 . .
En cffet ses dérivées . et a7, sont des fonctiong périndifues; on

& done:

T=fy, + m, + 1,

£ et p étant des constantes et T” étant une fonction périodique de y, et y,.
On en conclut que

T ™ £ 27
m=PtEe Ee=rdg

ir i, - . .
o eh T ¢tant des séries Lrigonométriques dont le terme tout connu
est nul.

Mais les fonctions 8,8, ..., 8, dtant d'indice iinpair, leurs dé-

ivées i ¥y
rivées changent de signe quand on change y, en 4, + zz. Dane :I_y ct

¥y I

. changent de signe quand ¥, nogmente de 2:,. Done les termes tout
coming et r sont nnls. Done 2'= 1 est une fonetion périodinue qui
ne change pus quand y, augmente de ax ot qui change de sizne qnand
Y, augments de ax.

Cela posé, nons savons qie & et ¢ sont lids par 1'équation:
PG Gomom) = ¢

Il en résulte que, si les deux valeurs de % se conlondent, les deax
valears de & se confondent égnlement,

Terivons que les deux valenrs de = e cenfondent, i} vient:

A
1 - = 0, . -
{19) d, et S

dria wlhm-.:im. 13, Tmpeinh In 11 notemhre JRE3,
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H. Poinoars.
Cette équation (19) est d'milleurs identique a 1'équation (16). Eeri-
vOns naintennnt que les deux valeurs de ¢, se confondent, 3l viendra:,

(20) L

Les équations {1g) et (20) devront itre équivalentes. De plus clles
devront étre équivalentes & la suivante: ’

yf = a&h r ﬂ)'

0 wayont le néme sens que plus laut. Supposons qu'on dévelnpp'e g
sunivant les puissances croissantes de A, il viendra:

(2 [) Yo =pf + /I‘,ﬁa + -a’a: +-..,
# . 8,8, ,... éant des fonctions périodiques de .

Supposons y, lié & y, par I'équation (21); quand ¥, nugmentern e
*%, Y, ne changera pos et T qui cst périndigue ne chungero pas non plus;
on aorn done:

L , ~ 2 &7

o dl' = (ﬁ; dy, + Erly,) = b,
u

AT ar

i en remplagant o T, par lenrs valeurs tirées des équations (1g)
Rl aiy
et (za)
nr—=l 2
—n &y, = o.
v

S duna

S=5 g 4oty
on remplace y, par so valewr (21) il viendra:
S=& dopd +p%,

w0 S0 aee ete. dtant des Tonctions périodiques de z,.
On devin wvoir quel que soib y:

1y

St + o + 6%+ )= 0
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et par conséquent:

=
_fE,rIy. = 2z[§] = o.

Il est clair que pour obtenir &, il suffit de fajce ¥ =0 dans 5,
ar on g ’

a
[’?u] = ’T| EDS% -

Il vient done

ou

C.Q F D

Note G

Sur la Hoh-ewxistenee dex btégrales uniformes.

Je crois devoir revenir avee plus de détails sur la déinonstration
pur laguelle jétablis que les équutions que Je traite n'adinettent aucune
intégrule anulytique et uniforme, en dehors de Iintégrale des forces vives.

Ces équutions sont:

()  m= ke _ar g g Uy
[1{} dyl i f.iy' 1] |Lr:| ' e (IJ:’

avec lintégrale
Ir'(_-;l ) £, /A 5":) = C',

oy
F étunt une fonetion unitorine et anelytique de Iy i et g, pério.
dique de période 27 pn y, cby,.

Je dis qu'il ne peut pas exister une sceonde intérmle

Lt
e 3
e

#(5,, T ety = G
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¢ étant une fonction analylique ct uniforme et de plus peériedique de
péricde 23 en ¥, et y..

Je ne veux pos e contenter de démontrer que cette fonction ¢ ne
peul pas étre uniforme pour toutes les vuleurs réelles des 5 et des y.

D'un sutre cété, il est clair gue l'on peut toujours trouver um do-
maine asiez pelit pour qu'une intégrale ¢ du systéme (1) reste uniforme
a lintérieur de ce domaine. , ,

Voici donc d'une fagon plus précise ce que je me propose d'étoblir.

Je dis qu'une intégrole ¢ ne peut pas tester analytique, uniforme
et périodique dons l'intérieur d'un domaine, si ce domaine est ussez grand
pour que le point mobile dent lus coordonnées s, , T3+ ¥ 1 Yy Yuricot con-
tormément aux équntions (1) ne puisse jomais en sortir.

Celn posé, soit

o= 0,{, Yz Ty = a:(,.’/l ’ .?f:)

Péquation d'unc surfuce asymptotique queleongue. Nous savons que 8,
et @, sont des fonctions perviodiques de période 2z en ce qui voncerne y,
et 4T en ci gui concerné y,.

Considérons nintenant les trois équations:

(2) F('ﬂ VB Yy i) = O, £ = 01@/: s Yo z, = Oy, _-')'-,)-

Si ces trois &quations sont distinetes et comnputibles, clles défnissent
une trajectoive, el cette trajectoice vst une eourbe fornide. En effet nous
pouvons partager ln surface asymptotique en deux régions, celle ot lu
fonction uniforme ¢ est plus grande que C,, et celle ot elle est plus petite
yue G, Ces deux régions seront sépurées pur In vourbe définic por les
équations (2} et eette courbe partageant Ju surfuce en deux régions sero
une courbe feringe.

Comme Ia constante ¢, est arbitruice, il résulteruit de lp qu'on
pourrait trocer sur In surfuee usymptotique unc infinité de trajectoires
[ermées et nous savons qu'il v'en est pns uinsi,

Nous devons donc conclure que les équutions {z) ne peuvent dtre
distinctes ct compatibles, ou en ('untres termes que lu fonction ¢ doit
avoir méme valeur en tous les points de ln surfuce usymptotijue.

Ln d'autres termes, si les équutions

F:C, F’=C;|

Babelys e e, o

L

O
ot

b

i L-!‘

'rn

R

iy

i

LR

P PO,
AR
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L
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sont considérées comme représentant une famille de surfuces, les
usymptotiques devront fuire parlie de cotte Famille.
On o vu de plus que les équations:

surfoces

5' = ﬂj(]}, t _'j,), I, = ﬁl’(yl H b",); 5,(y| ,_"I, + 2:) = ﬂl(ﬂl ! y:)

(dont la derniére est équivalente n

8,0, 19, + 27) = 0,(z,, 1))

représentent lu courbe double de la surface asymplotigue.
D'upris ce que nous venmons de voir, on doit avoir identiquement:

F6,(,, 1)) 8. )y v m] = 0,
elab . v, 6,0, 1) v, ¥]=C,
d'olt en différentinnt pur rapport i\ ¥, ety

dP 4y, | dF 39, 4 dFd | dRde R

doydy, V& dy, Ty, T % Ly, Ty, Y=o

dp dly | dg |y s, dod, gy
de dy, 7 odedy, T ody, ! de, dy, e dy, Ty, T

De ces équations on peut tirer en fonctions de I, . L, 4, el oy, les
quutre dérivées purticlles

- a,
dy "y oyt dy,”

Or si 'on a uffaire & un point upparicnant i lu courbe double d'une
surluce asymplotique, on o

&0, u + 33) = &, (y, . ff—.):
i

"z 1
dy, 0.0y + 27) =+ In, &y v 4.

-

, - di . .
Pur conséquent en ce point T, doit pouvair prendre deux valeurs
1 .
distinctes ce qui exiye que

dF dF  dF  dF

dy Az, oy, _dy,
(@) Tl T & .,
dz, dz, dy, dy, L T
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Il existe dans un domuine qucleonque une infinité de surfaces asymp-
totiques et de courbes doubles de ces surfaces. Duns un domuine quel-
ceaque il existera donc une infinits de points ol les relations {4) somt
renplies; si la fonetion ¢ est anulytique, ces relutions (4) devront done
étre satisfuites identiqueinent.

St les équutions (4) sont identiques, on en déduit:

v = fonction de I
c'est & dire que les deux inlégrales F=C, p ~ C, ne sont pas distineles,

C QT D

Ou peut démnontrer ce résultat d'une nutre maniére, en sappuyant
sur les priecipes des Vorlesungen de Jacour.
Résolvons les (denx ¢quations:

'F(:El v Ey o ,y,) =,
#r, T ¥y 8) = €,
pav rapport & 3 cb & x,. Je SUppose que F et ¢ sont développés sui-
vunb les puissnnces eroissantes de u de telle sorte fue:
= 4+ nl S ol S
=8t +oaty, £
Nuns savons que F, ne dipend que de » et (e €1 je dis que ¢,
ne dépendri non plus que de 7, et de 2. Jn effet dans le cos de n=o0,
dest i dive quand P se réduit & F,, lintégrale géncérale des ¢quations
(1) s'derit:

" fli".
My o= const, ., = conat,, ¥ = — E:E | const., iy, = — tIr_-I- -+ const.

et il n'y n d'nutre intégrale analytique et uniforme que celles qui sont
de la furme suivante:
fonetivn urbitraire de £, et de z, = const.
Cela posé, ne supposons Plus que g soit nul et cherchons & résoudre

les Gyimtions
I=q ¢ =G,

Sur la probliwmn des trois gorpa ot Jes équaliaos de Ja fyoamigua, 247

PAT rapport & z, ot p %, en développant T, el z, suivant Jeg Puissnnces
croiszantes de p,

Cele sera toujours passible, Par lo formule de Lacraxcr, sauf pour
les valeurs de Z, et de =, pour lesquelles on auraie:

dF, dp,  dF, dp,
(5} 4z, de, Tz, de, = ©

Si cette relation (5) n'est pos satisfaite wentiquement, npus pourrens
SUPpPeser que nous wvons chojg; les valeurs de 7 of (o ¢, et par congs.
quent celles de 2, ot e T, de fagon que cetle relation n'ait pas liew,

Nous ne serions donc  emburrossds Tue si la relatinn (5} éwit une
identité, mais alors on wurajt

fa = ‘:”(Fn)!

¢ désignant une fonction uelconque deo Iy On pourrait, alors consi-
dérer lintégrale suivante: '

) —¢ =0,
PO 42 = 0 le premier membre se réduit &

[}
¢(F,) —¢,
o A zére, Done

M) — ¢
est divisible par # et 'on pent Geripe:
) — ¢ = pi e 4 wer + .
On anr alers une autre intégrale de la forme suivante:

€=l et = const,

qui pourra remplacer l'intéyrale

¢ = const, o

En général Fa M€ sera pas une fonction de F: s'it¥en dwit aing on
OPETeILIY sut ¢ comme on g operé sir € bt on finipnig Par arriver 4
ime Intégrale pour lnquelle In relution (5) ne sernit pas satisfuite jden.
tiquement, =

-
‘B B

.\.“
Ay

i
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Supposans donc que cette relation (5) ne soit pus identique et qu'on
ait choisi des valeurs de z, et de =z, pour lesguelles cette reletion n'uit
pas lieu.

Nous pourrons nlors nppliquer la Jormule de LAGRANGE et £crire:

o= b opx) 4 o' b,
Ty ==a; b puxy b 2’8 4oL

les x} ¢tnnt des fonctions périodiques de ¥, et de y, dépendant en ovtre
de { et de (.

Alors
T, dy, + =,4dy,

sert une différentielle exaefy, et nous pourrons poser:

S =f(2’1"':')'1 + x,4dy,)
d'an
&= ¥+ ey, - 0&/: r.’h}:

0(vy, ¥;) étant une fonclion périodique de y, et de 7, dépendant en outre
de ¢ et de €, pendant que a, et z, sont des fonctions dépendant seule-
ment de C et de G,
Cela pos¢, la solution la plus générale e nos énuations différentielles
s'eerira:
:r,=tz|-|-:_—:-$—‘, :l'=,=:z,-|-rm

e du dif da et i
"y L e AL » =4 T LTI L
C=ug g tag Ut i=sggtnggt
et contiendra quatre constantes athilraires C. C,, ¢ et Gr.

Comment devra-t-on choisir ces constanles pour que ectte solution
soit périndique? '

Pour que la solution soit périodique, il faut et il suffit que le rap-

ta, . e .
ort da SH g —— poit commensurable et que 1'on ait:
P a, "t a, q ,

dn, du, _
(6} '-"JE:'*"“:[TLII‘"O!_
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#, et 5, élant deax eniiers premiers entre enx.  Alors guand 1y, aug-

mentera de 2,7 et y, de 2,7, le terme non périodique

noe+ o
me changers pos, Ln durée de In période sera d'nilleurs
s i,
2:.'(11, b -+ iy ;&—:)
Comme 1a condition de périodicité est exprimée par I'unique équa-
tion (6), on voit qu'on peut, sans que In solntion cesso d'étre périodique,
fuire varier arbitrairement trois des quntre constantes ,C,0 .
Cela 1montre que trois des exposants caractéristiques doivent étve
nuls, et comme ces exposants sont teujours égnux deux
signe contraire, il devra en étre de meéme dg quntridme.
Ainsi, s'il existait une intégrale analytique et wniforme, tous los ex.
posants curactéristiques devraient détre wuls. Or nous avens vu dans la
note A qu'il n'en est pos sinsi duns le cng
qne nons avons traité.
Done, i #'y aure pas @intégrale uniforme.

a deux ep de

du probléme des trois corps

C. Q. F D

Note H,

Sur les cxpogoinis et éristigies,

Dans le § 4 (1% partic, chapitre 1M1} jai donné lu maniire de Je-
velopper les exposants caraetéristiques euivant les puissaiees croissantos
de fu et de caleuler les cocfficients du développement. . On pourrait se
demander si le développement nainsi abtenu est eonvergent; ot bien que
celte convergence soit une conséquence immédiate des prineipes Tes plus
connus du renleul des limiitese, il ne sora peut-étre, paz Snntile d'enteer b

jet dans lgnes détail Thelang
ce sujet dans quelgues détnils.

L e
Atfa watbrmatlea. 13, Imprimé v 13 uetcbre TRES, g0
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Te donne poge 63, ligne =, Téquation qui donne les exposants carne-
téristiques, Le déterminant qui sert de premier menbre f cotte dquation
est manifestement une fonetion holomorphe en z; ce sern nussi nne fone-
tion holamarphe en s- En effet lea divers dldments de ce déterminant

il
A7,

sont des fonctions halomarphes en w1l vésulte de 1 qne les exposants
2 nous sunt donnds en fanctions de /£ par onne équation:

(v Gla,rp)=o

dant le promier membre est développé ruivant ks puissunees de a ek de g
Siopour a = £ =0, an aviit

@

-— = 0
g

on en canclurait que a est dsveloppuble selan fes puissanges de p.

Mais il w'en est pos ainsi dunz lo ens tenité an § 4. Dans ce s
en cler tous les exposants sunictéristiques zont nnls PRUT 2 = © ot par
canséruent. 'égquatinn

flz,0) =0

ayant nue racine nultiple émle i o, tnlraing

1
=
Nous aneinns toutefois le droit e conclare, (en appliquant ¢ misenne.
ment quipermit de développer 4 suivant les Puissanees fractipmunires du
# dans le voisinage d'un puint sinzulier d'une conrbe algdhrique} qne =
est développable suivant les puissinces fractionnaires (e 2 oetoque tout
déveluppement de eette forme qui sotistait formellement 3 Uéruntian
(i = o est par cela méme convergent,
Cel nons sulbrait pour notre objet.
Mnis voyons In vhose d'un I'eu plus pris.
Posnns:
a = £y,

oy

ol g

T e TRy

oy
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Gle it, 1) devient divisiblo par une certrine puissince de g, Divisons
par cette puissunce, nous obtiendrons une certaine fonetion

Gz, vi)
développée suivant les puissances de = et de i, L'équation (1} peat
¢tre remplacée par
G (=, i) =0,
8i dnns catte équation, on fuit 4 = o, on obtient une éyuwition
Gfs,0) =0

qui n'est nutre que l'éyuntion (11} de lo page Se (Vinconnue =, étant
remplacée pay g}, Or certe dquution ndmet deux racines nuiles; iy en
dehors de ces racines nulles, elle n'a pas en général de rucines nultiples,
Si doie on fit p=o0, & = %, ON [ura:

. 28,

&, =0, o
Le théuvréme fonduiental du seadeal des limitesy pous pernet done Jde
conclure que = et Par conséquent a est eveloppable suivaue les [ruis-
sunees de \f.

Note I

Neer Tey solntions Ny ptotiqgies.

Dans le § 5 (1 partie, chapitre 111 nous avons érudié les Gyt
tiuns dex solutions asymptotinues et & la PUZC 03 nous avons 6ré eonuduits
i exminer ce qui arrive quatid les cucficients de cos dipustions dépendent
d'un paramétre urbitraire /. -

Nous uvons vu que deux cas peuvent se présenter:
1° ou bien les Bxposants curaetévistiqnes =z, ne sunnulent [us aves
#; tHoareive olars en ‘général qu'ils sout dé\'c!oppublcs suivant les uis
siees positives de 2 et quil en est de indme dg,{-‘ sét:_i_r:'s {47 qui donnent
les solutivns nsymptotiques, P

T
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2* ou Vien les o sannulent avee g et daprés ‘le § 3 (1™ purtie,

chapitre 111) ils sont développables suivant les puissances positives de x.

On duit en conelure que les séries (4') sont développobles éxalement sui-

vant les puissances de i, mnis que le développeinent peut contenir non

seulement les pnissances positives, iais encore les puissances négutives de .
Nous avons trouvé en cflet (page 91) la formule suivante:

w =Zr\f:+ Ea,‘?—-a;-

Dans la fraction qui entre dans le second memnbre le nuinéruteur, de
méme que Je dénominateur sont développés suivant les puissunces de \f.
Mais le développement du dénowminateur peut conmencer pur un ferme
¢n yu {si r oest nul) de sarte quion ne peut pus éire nssuré que le dé-
veleppement du quotient ne contiendra pas de puissances uématives de .

Deux cus sont donc encore & distingucr.

1°. Ou bien les puissances négnlives de (f ne se détruisent pas ct
subsistent duns les sérivs (¢7).

Dans ce cus il est cloir que ves séries (47 ¢t lea solutions osymp-
totirues ellesincines cessend d'exister pour g = o.

2°. Qu bien les puissances négatives de vfu s¢ détruisent et les séries
{4) ne conticunent que des puissances positives de Vi

Houevive ulors que Tes solutions usyinplotiques ne cessent pus d'exister
pour j=o,

AT " TN

Clest Je sevond ens qui se présente duns In plupurt des npplicutions
¢t en particulier daps 1'étude des £quations de lu dynainique. Eerivons
en eflet ces équutions sous leur forme canonique:

dey di dn di e T L g
(|) l-'{":‘='£_j,f|l = =, .Z—I., ,ﬂ.I”
ol Iy ust wne fonction dépendunt des < seulement, pendunt que F|
depend i lu fois des = et des y et est une fonction périadique de périade
ax par rapport nux i
Une solution asymptotique est pur définition de lu forime suivunte:
T=g,ft, die™, ™, 4,09,
o=t i!'l("":l Ay, Ay, L, A.g'-'}l

ali les ¢, et les &, doivent dtre des séries développees suivant les puis-

{2)

P T
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sanees eraissantes de e, de%, .., e et suivant Tes sinus et co-

. . =
sinus des multiples de 5 Quant aux n,, ¢'est un nombre 1cl gue #,7T

soit un multiple de 2z, Nous désignons d'uilleurs pur 1 Ja période de
ln solution périedique i luquelle se rupportent les selutions usymplotiques
considérées,
Telle est ku définition des solutions asyimplotiques. Voyons si pour p=o,
il existe encore des solutions Jes dquations (1) satisfuisant & cette définition.
On trouve pour la solution géndrule de ees équutions quand g = o;

I = IT! ho=nd 4 —'!n

les r} et les A, étant des eonstantes dintégration et n, étunt lu valeur
d ..

de — I beur T, = Z;.  Nous pouvons choisir les constantes z; de fugoen

que les n, aient de valeurs données ot par conséquent de fugon que les

n T soient des wultiples e 2z, Les A; restent encore urbitraires. Nous

pourrans derive ces solutions sous In forme:

T, = I, o=l 4+ Ae™
en convenant de [nire
o=

On voit uinsi que ces solutions sont encore de Iu forme {2} ¢t rentrent
pur conséquent dubs Jn définition qui précade.

Ainsi duns le cas des équations de In dypmunique, les séries (47 et
les solations asymptotiques qu'elles représentent ne dispuraissent pas pour
/=29, ¢ qui prouve qu'elles ne conticnnent pas de puissance néyative de yu.

Yoyons par quel mécanisme cos puissunees négulives dv \Jz disporaise
sent Posons:

e =,

el considérons les = ot Jes Y comme des fonctions des variables ¢ et w.

Il importe uvant d'aller plus loin de fuire In reyiarque suivunte:
parint les zu exposunis caractéristiques a, deux sont Buls ct les nutres
sont deux b deux épaux et de signe contraire.  Nous ne conserverons
que #— 1 de cos exposonts en convenont de remarder comme nuls Jes
cofllicients 4, ct les varinbles 1, qui correspondent nux » 4 1 exposants
rejetés.  Nous rejetterons d'ubord les deux exptigi\r.nts';ﬁuls et dans chagoe
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-]
viendrons encore de uw'en conseryvar qu'un,

Cela posé, les squations (1) deviennent:

enuple d'uxpusnuts-éguux ct de signe contruire qui resterent, nous con-

. 157 b, T Yo

{(3) E'T-+Z,ﬂ*w*fﬁu_,_" T
ll_r,.r; r!‘_\‘,"; o i

(4} JE_-I-ZJQ‘MR_—_E'

Cherchonz, cn purtant dc ces dquations & développer les =z, et Jos hi— i
suivant les puissances eroissantes do. v ot des w o de telle fugon que les
cotllicients soient des fonetions periodiques de ¢.

Nous pouvons éerire:

L
L=y +oalp . = ot

CUF MoUs avons vu s § 4 (1* partie, chapitre 111} comnent un peut dé-
velopper les exposunts eurnetéristiques suivunt leg Puissunces du /.
Lerivons d'autre purt:

L
r=g+rlmt... = P2 ER

-
h—nd=g Fylop 4 ... = Zynt,

fos af ot les g2 étant des Fonctions de t ¢t des w, périodinjues Iy rapport
ifoet développubles suivant les puissunces des g,

Stoduns les énuations (3) ¢t (4) nous substituons ces vitleurs & Iu
Place des a,, des E et des y: les denx wembres de ces dyuntions =eront
développés snivant los puissinces de Vre-

kol

Lgalons duns les deux membres des équations (3) les codRicients de e,

n
et duns les deux membres des ¢quations {g) les codfficients du /% nous
obticndrons les équations suivantes:

lfA‘;" I ] ‘Fd' A
Nt = 24 L
-+ ..5_.‘ el U sagtap
(5) - D r Y.
" 12— o 1=
2+ Y g e = s AT — T
. — ey T dglilz}

"ot
a i g

TN

Sur Ie prablome des trais enrpy ot lea Cqualionn de [a dyuawinng, a:
o Zf ot 7% ne dépendent que e
n 1 1 o
5,,9:,,...,‘.1:’:",
1 -
!/I’I L .’irl' L ,J’i' .
Convenons, comme nous Vavons fait plus hant, de représenter par (7]

to valeur moyenne de U 'U est une fonction périodique Je ¢, '
Des équntions (5) nous pourrens alors diduire les sujvantes:

i zf ' "PFI -1
z}ahﬂ.%ﬂ-k—]= () + 3, [ 25 |
®) R
TRl B O
& +a lfWr '—'hz.!:rh?.r; ! ) .'

Supposons nnintenant qu'un ecafeul préalable nons ait fait connaitye:
z?;%';---s‘-"f"'.”-f"—[-'-'f].
F e T T — [

Les équutions (6} vont nous permetire de enleulor L ek [~ et par
eonséquent af ¢t 3'. Lag équations (5) nmous permcttront ensnite <o
déteriminer :
T =) wt gt [y,

de sorte que ce proeédé nous fonrnim par réenrreuce tons les cocfticients
dvs développements e 7. ek de gz,

La senle difficultd ost Ja détermination e (] vt (57='] par les
éqnations (6). S .

Les fonctions [] ot [#77'] sont développées snivant les puissances
eroissantes des w ot nous ullons crlealer Tes diverses termes de od da.
veloppements en caimmengant par les termes du degré le moins dleve.

Pour celn nous allans reprendre les notatinns (l § 4 (1" partic,
chapitee 1), c'est & dire que nous allons peser: '

AT dW
—_——t . ! = fj_. '
dxjdzy — Ci et [r!y',’ d:\:}.] to.

(ponr les valeurs nulles de ).
Sioulors nous nppelons & et o, los eoelficients 1o

-
Y
I

L =L T

ey
a=l L

LY



G IT. Poiucard,

dans [#] o, [#~'. nous aurens pour déterniiner ces coaflicients Jos égna-

tions suivantes:

( ) zabu’h — 8 = ey

4
Z, C'mtct"—S’?I = -

Dans ces fquntions (5) 2, «t #; sont des guantitds cannues, parce gu'elles
ne dépendent que de

m:"Jz:J ---;Ir_l;xf—"[xf]:
Wy .. -r!f’r’":y':'_'—*[!f.-'""]

on des termez de (=) <t [47'] dont e degré par rapport aux w est plus
petit que:
M R+ m_,.

Y2 plus nons avous pesé pour abrégcr

S = ma + ma, o L T

Nous avons donc pour le ealeul des cocfficients & et 3, un systeme d'équa-
tions lindnires. I me pourrait y aveir de difliculis quo &i le déterminant
de ces équations était nul; or ce déterminnnt ast égal a:

S8 — (@IS — {a2)]...[8" — {(7-0)’]:
Il ne pourrait sannuler nne pour;

8= o, 5= -+ al
e'est i dire pour

mo+om 4.5 MW, =0 an I.

On ne ponrrait donc rencontrer de difficults qu2 dans Ie ealeul des terines
da degré o ou 1 par FAPPOTE AUN .

Mais nous n'avons pas & revenir sur Jo calenl de cos termes; en cffet
nani avens appris i oealenler les terines inlépendnnts des 1w dans le $3
(17 purtie, ehapitre 1T1) ot Tes coltlicients e

Wt

duns le § 4 (1% pavtie, chapitre TIT).
On ne sera done Jamais arrété en cherchans 4 développer les 7, et
les g, suivant les puissanees de Vit ot des 1.

'1;-..":_,._, =L
eo .



