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INTRODUCCIO

Desitjo felicitar la Facultat de Matematiques i Estadistica de la Uni-
versitat Politecnica de Catalunya per la iniciativa de commemorar el
150¢ aniversari del naixement d’Henri Poicaré, i agrair la invitaci
del professor Sebastia Xambd per participar en la jornada en honor
d’aquest cientific, permanentment vinculat a la universitat i a I’escola
politécnica.

0.1. Perfil biografic de Poincaré. Jules Henri Poincaré (1854-1912)
naixé a Nancy en el si d'una familia benestant. El seu pare, Léon
Poincaré, era metge i professor de la Facultat de Medicina. Fins a l’e-
dat de 8 anys, Poincaré fou educat per la seva mare, Eugénie Launois.
La seva escolaritzacié s’inicia al Lycée Impérial de Nancy. L’any 1873
ingressa I’ Ecole Polytechnique; I'any 1875 ho feu a I’Ecole National
Supérieure des Mines, on hi cursa els seus estudis d’enginyer. FEn
finalitzar-los, viatja per Austria—Hongria, Suecia i Noruega.

El mes de marg de 1879 Poincaré fou nomenat enginyer de mines a
la ciutat de Vesoul; el mes d’agost assoli el grau de Doctor en Ciencies
Matematiques per la Universitat de Paris, sota la direccié de Charles
Hermite (1822-1901); el mes de desembre del mateix any obtingué el
carrec de professor Chargé du Cours d’Analyse a la Facultat de Ciencies
de la Universitat de Caen.

Quan comptava 27 anys, Poincaré es casa amb Louise Poulain d’An-
decy. La familia fixa la seva residencia a Paris, i del matrimoni naixeren
tres filles i un fill.

L’any 1881 Poincaré obtingué la plaga de Maitre de Conférences
d’Analyse a la Facultat de Ciencies de la Universitat de Paris. Més
endavant compaginaria la docencia a la Sorbonne amb la docencia a
I Ecole Polytechnique. L’any 1887 ingressa a 1’ Académie de Sciences; i
I’any 1908 ho feu a I’ Académie francaise.

En el decurs de la seva vida academica, Poincaré fou nomenat pro-
fessor de fisica i mecanica experimental, fisica matematica i teoria de la
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probabilitat, astronomia i mecanica celest, i electricitat teorica. L’am-
plitud del seu coneixement es reflecteix en la diversitat de temes que
componen la seva recerca. L’obra matematica de Poincaré fou editada
entre 1916 i 1956 per Gauthier-Villars, i ocupa un total d’onze volums
(cf. [Poincaré, Oeuvres)).

A més de les publicacions matematiques, Poincaré també ens llega
una part significativa de les seves reflexions sobre filosofia de la ciéncia.
Els opuscles La Science et I’Hypothese (1902), Science et Méthode
(1905), La Valeur de la Science (1908) i Derniéres pensées (1913)
(aquest en edicié postuma) gaudiren d’una popularitat que ultrapassa
I’ambit estrictament matematic per esdevenir obres de referéncia en
I’estudi del pensament cientific. Poincaré fou alhora un matematic, un
enginyer i un filosof.

0.2. Els treballs aritmetics. El caracter poliedric de I'obra de Poin-
caré permet el seu estudi des de vessants diferents. El nostre proposit
és posar de manifest la seva influéncia en I'aritmetica.

Poincaré opinava que la seva aportacié a l'aritmetica es reduia gai-
rebé en exclusiva a la teoria de formes:

Mes recherches arithmétiques ont presque exclusivement
porté sur la théorie des formes.

Poincaré [Oeuvres, t. V, p. 6].

Els treballs de Poincaré especificament aritmetics s’aplegaren en el
volum V de les Oeuvres. En una vintena d’articles, Poincaré estu-
dia les formes quadratiques binaries, ternaries i quaternaries; precisa
la nocié de genere; defineix grups fuchsians associats a formes qua-
dratiques ternaries; tracta les fraccions continues; i inicia un estudi de
formes cubiques, ternaries i quaternaries. El volum V conté també un
important treball sobre ’aritmetica de corbes algebraiques.

Altres contribucions de Poincaré, recopilades majoritariament en
els volums d’analisi, formen part de les arrels de I'aritmetica d’avui.
Destaquem en aquest sentit les segiients:

(EUVRES, Tome II: Analyse pure. Conté 'estudi de funcions fuch-
sianes, grups fuchsians, grups kleinians i funcions thetafuchsianes.

(EUVRES, Tome III: Analyse pure. Conté la integracié algebraica
d’equacions diferencials, integrals abelianes, i grups continus de trans-
formacions.
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(EUVRES, Tome IV: Analyse pure. Théorie des fonctions. Conté la
uniformitzacié de funcions analitiques, la teoria del potencial i funcions
abelianes, i funcions theta.

(EUVRES, Tome V: Algébre et Arithmétique. Conté I'estudi d’in-
variants aritmetics, grups fuchsians, substitucions automorfes de formes
quadratiques, funcions fuchsianes associades, el teorema d’addicid, i
I’aritmetica de corbes algebraiques.

(EUVRES, Tome XI: Mémoires divers. Conté part de la corres-
pondeéncia matematica de Poincaré.

El procés de lectura dels classics és ple d’entrebancs. Per facilitar-
lo, és bo proveir-se d'un petit diccionari de butxaca que n’actualitzi la
terminologia. Esmentem, a tall d’exemple, que 'equivalent del terme
faisceau de Poincaré és el nostre grup abelia. Quan Poincaré parla
de nombres quelconques es refereix a nombres complexos. Un groupe
de substitutions linéaires és un subgrup del grup lineal GL(n,C). Un
groupe continu de substitutions linéaires és un subgrup de GL(n,R).
Quan Poincaré esmenta els invariants algébriques es refereix a ob-
jectes invariants per 'accié de subgrups de GL(n,C); els invariants
arithmétiques ho son respecte de subgrups discrets de GL(n,R). Un
groupe de substitutions semblables des formes quadratiques és un grup
d’isotropia de formes quadratiques. Un systéeme de nombres complexos
és una algebra finitament generada. Sovint, Poincaré designa les ma-
trius com quadres de coeficients. Les fonctions fuchsiennes de Poincaré
corresponen a les avui anomenades funcions automorfes; les fonctions
thétafuchsiennes han esdevingut les formes automorfes.

Per tal de no perdre el referent historic, en aquest escrit emprarem
la terminologia de Poincaré, pero en facilitarem la seva traduccié quan
ho creguem necessari.

1. FORMES QUADRATIQUES I GRUPS FUCHSIANS

1.1. Formes quadratiques binaries. L’estudi de la representacié
dels enters per formes quadratiques fou empres per Gauss (1777-1855)
en les Disquisitiones arithmeticae [Gal801]. En aquesta obra de joven-
tut, Gauss se centra especialment en el cas binari. Prosseguint una
recerca iniciada per Fermat (1601-1665), Euler (1707-1783) i Legendre
(1752-1833), Gauss s’ocupa de 'estudi de les solucions enteres de les
equacions aX? + 2bXY + ¢cY? = m, on a,b,c,m € Z. La forma
binaria f(X,Y) = aX? + 2bXY + ¢Y? és denotada per (a,b,c); quan
mcd(a, b, c) = 1, la forma rep el nom de primitiva.



4 PILAR BAYER

v1

1b 1b

{%/w:c\\w

v0

FicurA 1. El domini fonamental F(SL(2,Z))

Per delimitar i resoldre el problema, Gauss utilitza de manera impli-
cita grups, accions de grups en conjunts, relacions d’equivalencia, es-
tructures quocient, grups ciclics, grups abelians finits, caracters de grau
1, etc., anticipant-se uns quants anys a la formalitzacié del calcul ma-
tricial i de la teoria de grups.

Gauss classifica les formes i les representacions dels enters per formes
mitjangant canvis de coordenades

X' =aX+8Y
Y =~X +4Y,

en els quals o, 3,7, 0 pertanyen a Z i ad — By = 1. Per tant, els canvis

son donats per matrius (;é ? del grup modular SL(2,7Z).

En definir una llei de composicié de classes de formes binaries, en-
teres, primitives, de discriminant D = b®—ac donat, i definides positives
(0 bé indefinides), Gauss obté un grup, H(D), que és abelia i finit. El
seu ordre, h(D), és 'anomenat nombre de classes.

Gauss distribueix les classes de formes en generes, que defineix per
mitja de caracters. Els generes proporcionen una particiéo del grup
H(D) equivalent a la consideracié del grup quocient H(D)/H (D).
El nombre de generes és determinat per Gauss i facilita una primera
informacié sobre h(D), quantitat molt més inassequible a mesura que
D creix.
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El grup especial lineal SL(2,R) opera transitivament per mitja de
az +b
cz +

transformacions lineals fraccionaries z — en el semipla superior

complex
H={z€C:Im(z) > 0}.

L’accié factoritza a través del grup PSL(2,R) = SL(2,R)/{%1,}. El
grup de les rotacions SO(2) és el grup d’isotropia de la unitat ima-
ginaria, ¢, per la qual cosa

SO(2)\SL(2, R) = H.

El grup SL(2,Z) és un subgrup discret de SL(2,R) i, com a tal, opera
en ‘H. La figura 1 mostra un domini fonamental F = F(SL(2,7Z)) per
a aquesta accio. Es format a partir de la unio del triangle hiperbolic
de vertexs vy = 00, v = exp(27i/3), vs = i, i el seu simetric respecte
leix imaginari. A fi que cada punt de H tingui un representant tnic
en F, cal identificar dos a dos els costats dels triangles: [vg, v;] ~
[vg, 1], [va,v3] ~ [v4,v3], tal com s’indica a la figura. La identificacid
d’aquests costats es realitza per mitja de la translacié T' i de la simetria
S, definides per
1

T:zw— z+1, Sz ——.
z

Observem que S i T proporcionen un sistema de generadors del grup
PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{£1.}.

Donat un discriminant D < 0, cada forma f = (a,b,c) definida
positiva (a > 0) determina un punt z(f) de H, igual al zero de part
imaginaria positiva del polinomi f(X,1),

_ —b+VD

a

z(f)

Gauss representa les classes de H(D) per mitja de formes reduides,
en les quals el zero z(f) és un punt de F. Quan z(f) és un punt de
I'interior de F, la classe de f conté una tnica forma reduida. Quan
z(f) és un punt de la frontera de F, la classe de f conté dues formes
reduides, els zeros de les quals s’identifiquen d’acord amb la figura 1.
Per tant, cada discriminant D ailla un total de h(D) punts de F, no
equivalents sota ’accié de SL(2,Z).

Les recerques de Gauss sobre les formes foren continuades de manera
immediata per Dirichlet (1805-1859), Eisenstein (1823-1852), Dedekind
(1831-1916) i Hermite (1822-1901). Més tard, ho serien per Poincaré.
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1.2. Grups fuchsians aritmetics. Per la seva propia complexitat,
les recerques de Poincaré sobre les formes no constitueixen una teo-
ria autocontinguda, com fou la de Gauss en el seu moment, pero sén
un referent per comprendre treballs posteriors, deguts basicament a
Minkowski (1864-1909), Brandt (1886-1954), Hecke (1887-1947) i Siegel
(1896-1981).

En reflexionar sobre la definicié escaient de genere, Poincaré con-
clou que dues formes quadratiques de coeficients enters pertanyen al
mateix genere si, i només si, son equivalents modul n, per a tot n.
Aquest punt de vista resulta del tot encertat. Els anys 1920, la teoria
del genere quedaria clarificada amb la introduccié per part de Hensel
(1861-1941) dels nombres p-adics i amb la nocié d’equivaléncia en tots
els anells d’enters p-adics com a definidora del genere. Una celebre
férmula obtinguda per Siegel expressa el nombre de representacions
d’un enter per un genere de formes en termes de densitats p-adiques.
La férmula de Siegel clarifica el paper dels generes en l'estudi de les
formes quadratiques de coeficients enters i d'un nombre de variables
qualsevol.

Tal com hem dit més amunt, Poincaré emprengué ’estudi de formes
de grau superior. Procedi a una classificacié de formes cubiques ter-
naries i cerca les formes ctubiques ternaries i les formes ctibiques qua-
ternaries invariants ja per una transformacio lineal donada ja per un
grup abelia de transformacions. L’estudi d’aquestes formes el condui
a la consideracié de grups de transformacions del pla continguts en el
grup multiplicatiu d’algebres no commutatives:

[...] Parmi les groupes continus dont je vient de parler,
les plus intéressants sont ceux qui donnent naissance a
un systeme de mombres complexes a multiplication non
commutative (comme sont, par exemple les quaternions).

Poincaré [Oeuvres, t.V, p.2].

Tota forma quadratica ternaria, real i indefinida,
F(X,Y,Z) = aX?+bY?*+cZ%+dY Z4+eXZ+fXY, a,b,c,d,e, fER,

és equivalent sota l'accié de SL(3,R) a la forma Y2 — XZ, o bé a la
seva oposada. Poincaré prova que el grup d’isotropia d’aquesta forma
consta de les transformacions

a? —2a0 3?

S=| —ay ad+py —po |,
2 —2v0 52
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on «, f3,v,6 pertanyen a R i ad — By = 1. Quan els coeficients de la
forma F' sén nombres enters, Poincaré s’interessa per les matrius de
coeficients enters del grup d’isotropia. En considerar les matrius s =
[ 3 g } que en resulten, obté un subgrup discret T'(F) de SL(2,R),
associat a un objecte aritmetic.

En molts treballs de Poincaré s’aprecia la seva gran competencia en
geometria hiperbolica, tot just desenvolupada arran de les investiga-
cions de Gauss (1744-1855), Bolyai (1775-1856) i Lobatxevski (1793-
1856).

Recordem que la distancia hiperbolica p(z1, z2) entre dos punts 21, 2o
de 'H es defineix per

21 — 2|
2Tm(z1) Im(29)

cosh p(z1,20) =1+

En termes de la mesura de Lebesgue, la mesura hiperbolica de H és
donada per

dx dy

y?

duz =

El semipla superior dotat de la distancia hiperbolica és un model del
pla hiperbolic. El grup projectiu especial PSL(2,R) en proporciona el
grup de tots els moviments hiperbolics directes. En molts textos, H
rep el nom de semipla de Poincaré.

Poincaré elaborara una teoria general de grups discrets de transfor-
macions, anomenant fuchsians els subgrups discrets I' de SL(2, R). Els
subgrups discrets de SL(2,R) coincideixen amb els subgrups disconti-
nus d’aquest grup, els quals es caracteritzen pel fet que cap orbita I'z,
z € 'H, no conté punts d’acumulacié en H.

L’acci6 de qualsevol grup fuchsia I' en ‘'H determina dominis fona-
mentals F = F(I'). Com en el cas del grup modular, els costats dels
dominis sén semirectes perpendiculars a l'eix real o arcs de circum-
ferencia de centre en R. Es tracta, doncs, de poligons hiperbolics. El
calcul d’'un domini fonamental és equivalent al calcul d’un sistema de
generadors de I, els elements del qual identificaran dos a dos els costats
del poligon. En desplacar F segons tots els moviments de I', s’obté un
mosaic de ‘H. De manera equivalent, el mosaic pot visualitzar-se a 'in-
terior del disc unitat, en fixar previament un isomorfisme analitic de
Iinterior del disc en H.
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En certa manera, els grups fuchsians sén al pla hiperbolic el que
els grups cristal-lografics sén al pla euclidia. La diferencia, pero, és no-
table: la finitud del nombre de classes d’isomorfia de mosaics euclidians
es contraposa a l'infinitud del nombre de classes d’isomorfia de mosaics
hiperbolics.

Poincaré expressa el seu convenciment que les formes quadratiques,
incloses les binaries, s’haurien de classificar per altres grups discrets, a
més dels lineals habituals.

1.3. Invariants aritmetics. En un article escrit en memoria de Dirich-
let, que titula Sur les invariants arithmétiques [Oeuvres,t.V, p.203],
Poincaré associa a una forma quadratica binaria (a, b, ¢), definida posi-
tiva, I'invariant aritmetic

F(q) — Z qax2+2bmy+cy2’ on q(t) — ot
T, YEL

En escriure

2(aX? +2bXY 4+ cY?) = (aX +9Y)? + (BX +6Y)?, ad — By = E,

1
obté que b? — ac = _ZEQ' Quan la forma és de coeficients enters, la

funcié .
O(u) = F(e*™), t = 2miu,
satisfa les igualtats

Bu+1) = du), (u) = ——— (_L> |

Les férmules anteriors posen de manifest que ®*(u) és una funcié
quasiperiodica respecte del grup generat per les transformacions

1
u—u+1l, u———=,
E2u
(cf. Secci6 2.5). En un fragment de larticle esmentat, Poincaré creu
que els grups fuchsians haurien de proporcionar informacio aritmetica

sobre les formes quadratiques:

L’étude de ce groupe fuchsien jetterait sans doute quelque
lumiere sur les propriétés arithmétiques des formes qua-
dratiques.

Poincaré [Oeuvres, t. V, p. 238|.

L’estudi de la representacié d’enters per formes condui Poincaré vers
la representacié geometrica dels nombres enters algebraics. Per com-
prendre la divisibilitat d’aquests nombres, utilitza xarxes de R"™. En
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contribucions diferents, Poincaré deixa constancia dels seus intents per
familiaritzar-se amb ’aritmetica dels anells d’enters dels cossos de nom-
bres, d’acord amb la teoria desenvolupada per Dedekind a partir del
1871.

En un altre ordre d’idees, Poincaré també es preocupa d’estendre
el teorema de Txebixev (1821-1894) sobre la densitat dels nombres
primers en el conjunt de tots els nombres naturals. L’any 1891 de-
mostra un teorema similar, perd formulat en l'anell Z[i] dels enters
de Gauss (cf. [Poil891]). El resultat obtingut li permeté comparar la
densitat dels nombres primers congrus amb 1 modul 4 amb la dels con-
grus amb 3 modul 4, en el conjunt de tots els nombres primers. A
banda del teorema dels nombre primers, la llei que regeix la distribucié
dels ideals primers en un cos de nombres galoisia qualsevol havia estat
conjecturada ’any 1880 per Frobenius (1849-1917), en un article que
no es publica fins 'any 1896. El teorema de densitat corresponent se-
ria demostrat per Txebotarev (1894-1947) 'any 1922 i, amb el temps,
esdevindria una de les eines més potents proporcionada per la teoria
global de cossos de classes.

2. FUNCIONS FUCHSIANES

2.1. Les funcions circulars. Com és ben sabut, les funcions circu-
lars sinus i cosinus sén funcions enteres que satisfan les relacions de
periodicitat

sin(z + 27) = sin(z), cos(z + 2m) = cos(z), per a tot z € C.

Les funcions circulars poden definir-se per mitja de la inversié d’inte-
grals:
sin(z) dt

Els seus periodes, A = 277, sén un Z-modul lliure de rang 1. En
considerar els zeros d’aquestes funcions, Euler (1707-1783) n’obtingué
el seu desenvolupament en forma de producte infinit:

sin(2) = 2 [ (1 - 7;:12) ,eos(z) =[] (1 . 7r2(24n722—1)2) .

n>1 n>1

z =

Si ara tenim en compte que
cos?(2) +sin®(z) = 1,

veiem que entre el sinus i el cosinus se satisfa una relacié algebraica.
Notem que el cosinus és un traslladat del sinus per una fraccié del
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periode:

) ™
cos(z) =sin(z+ = ).
2
La relacio algebraica anterior posa de manifest que les funcions si-
nus i cosinus proporcionen un sistema de funcions coordenades de la
circumferencia unitat:

X2 +Y?=1.

Veurem més endavant que altres corbes algebraiques i altres va-
rietats algebraiques admeten uniformitzacions per funcions especials.
Quan aixo és aixi, la recerca en aquestes varietats de punts amb propie-
tats diofantines especifiques pot beneficiar-se de 'estudi de valors espe-
cials de les seves funcions coordenades. En aquest sentit, fixem-nos que
els vertexs dels poligons regulars sén nombres algebraics que s’obtenen
en avaluar les funcions sinus i cosinus en els punts de divisié del periode.

2.2. Funcions el liptiques. S’anomenen el-liptiques les funcions com-
plexes d’una variable meromorfes i doblement periodiques. El seu es-
tudi es remunta a Fagnano (1682-1766), Euler (1707-1783), Legendre
(1752-1833), Gauss (1777-1855), Abel (1802-1829), Jacobi (1804-1851),
Weierstrass (1815-1897) i Klein (1849-1925).

Les funcions el-liptiques san, can, dan s’obtenen per inversié d’inte-
grals el-liptiques:

sn(z,k) dt
xr = )
/0 V-1 kB

~—

. /1 dt
cn(z,k) \/(1 —t? (le — k2t2)’
1

U

Tr =

t
/dnw) V(=8 —k?)

Foren estudiades per Jacobi (cf. [Jal829]). Els parametres k i k" desig-
nen el modul i el modul complementari, respectivament. Se satisfa que
k> +k? =1

La funcié theta basica es defineix per

Wz, 1) = Zexp(%rinz +7in’t), 2€C, T €H.

neL

—

Es tracta d’una funcié analitica en les dues variables que és quasi-
periodica en la primera variable:

Iz+1,7)=9(z,7), z+7,7)=e "2 (2, 7).
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La funcié ¥ admet el desenvolupament en producte infinit:

9(z) = [ =)@ = 'p*) (1= ¢ 'p ),

onp:=e* qg:=e"".

Un precedent de la funcié ¢ es troba en I'estudi que realitza Fourier
de l'equacié de la calor (cf. [Foul822]). Notem que la lletra o és la ini-
cial de Yepporng, substantiu grec que significa calor; 'adjectiu Yepuog
significa calent. L’arrel grega thermo és present en paraules com ter-
modinamica, termometre, etc.

Les funcions theta de Jacobi, ¥;(z,7), sén funcions analitiques en
les dues variables que es defineixen a partir de la funcié theta basica.
En particular es té que 95 = 1.

En tenir en compte els zeros i els pols de les funcions san, can,
dan, Jacobi n’obtingué expressions en forma de quocients de productes
infinits, donats per funcions theta:

P50 e N T 00 ey

W@, k) =550 i)’
__Z 2 _ 05(0) _
2= oy = 910)" Ui(2) = di(z, 1),

per a 7 =iK'/K, essent 4K, 21K’ els periodes de la funcié sn(z, k).

FIGURA 2. Una funcié |p| de Weierstrass, doblement periodica
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Sigui A = ZA{ ®ZAs un Z-modul lliure de rang 2, \; € C. El conjunt
de totes les funcions el-liptiques de xarxa de periodes A constitueix un
cos, que denotem per C(A).

Les funcions de Weierstrass:

ple,A) = 5+ <ﬁ—%) P =2

proporcionen un sistema de generadors del cos C(A); és a dir, tota
funcié A-periodica s’expressa racionalment en funcié de g, g’

C(A) = C(p, ¢).

Entre una funcié g i la seva derivada ¢’ se satisfa una relacié alge-
braica:

02(2) =49°(2) — g2 0(2) — g3, A =g —27g2 #0,

que posa de manifest que el grau de transcendencia del cos C(A) és
igual a 1. Les funcions de Weierstrass uniformitzen doncs una corba
el-liptica, d’equacio

Y? =4X3 — g, X — gs.

Aqui A denota el discriminant del polinomi de tercer grau 4X? — g, X —
g3. Els coeficients gs, g3 s’obtenen a partir de les series d’Eisenstein de
pesos 4 i 6, respectivament, avaluades en la xarxa de periodes:

g2(A) =60 > A' gg(A) =140 Y AC

AEA\{0} AEA\{0}

El problema de la uniformitzacié euclidiana de les corbes el-liptiques
consisteix en saber si tota corba el-liptica complexa

Y2 =4X? - AX — B, A3—-27TB*+#0,

admet una uniformitzacié per funcions de Weierstrass. La resposta és
afirmativa. La demostracié d’aquest fet s’obté a partir de propietats
de la funcié modular el-liptica, que veurem a continuacio.

2.3. Funcions modulars. S’anomenen modulars les funcions mero-
mofes de H* := H U P(Q) que sén peridodiques respecte d’un subgrup
discret I' de SL(2,Z). Sén molt diferents de les funcions el-liptiques
que acabem de considerar en la mesura que les funcions el-liptiques sén
periodiques respecte de subgrups discrets de moviments euclidans i les
funcions modulars ho sén respecte de subgrups discrets de moviments
hiperbolics.
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La funci6 j és la funcié modular basica. Els seus origens es remunten
a Dedekind i a Klein. Es tracta d’una funcié meromorfa en H amb un
unic pol, simple i de residu igual a 1, situat a 'infinit. A I’entorn de
Iinfinit, la funcié j és desenvolupable en serie de Fourier:

1
j(z) = =+ 744 + 196884¢ + 2149376042 + 864299970¢°
q

+20245856256¢" + 333202640600¢° + O(q°),

2miz

on q(z) := e“™* z € ‘H. Notem que els coeficients de Fourier de j sén

nombres enters.

Les relacions satisfetes per aquesta funcio,

Jz+1)=4), J(=1/2) =j(2),

posen de manifest la seva periodicitat respecte de tot el grup modular:

Jj(v(2)) = j(z), per atotye SL(2,Z).

En particular, la funcié j queda determinada pels seus valors en el
domini fonamental F(SL(2,Z)) que hem trobat en I’estudi de les formes
quadratiques binaries, enteres i definides positives (cf.figura 1). La
funcié j proporciona un isomorfisme analitic

§ :SL(2,Z)\H* = P'(C).
A més, aquesta funcié és un generador del cos de totes les funcions
invariants per SL(2,7Z):

C(SL(2,Z)) = C(j).

Per la seva relacié amb les integrals el-liptiques, la funcié j es coneix
amb el nom de funcié modular el-liptica. La relacié s’obté en assignar
a cada punt z € H la classe d’isomorfia de la corba el-liptica E, de
xarxa de perfodes (1, z). Aleshores,

~

C/(1,z) — E.(C)
u = (p(u),9'(u), 1),
0 = (0,1

0
i el valor j(z) és I'invariant de la classe d’isomorfia de F, donat per

La igualtat anterior, unida a les propietats de la funcié j, permet
demostrar que tota corba el-liptica complexa E és uniformitzable per
mitja de funcions el-liptiques. La xarxa A s’obté a partir dels periodes
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de les integrals el-liptiques associades a I’'equacié algebraica de la corba.
L’isomorfisme que en resulta

(p,¢) : C/A — E(C)

és un isomorfisme de grups abelians: els arguments el-liptics se sumen
per la llei d’addicié quocient i els punts de la corba se sumen mitjancant
el metode de la tangent i de la secant, familiar a Euler i a Fermat.

Considerem el subgrup de congruencia de nivell N:

To(N) = HZ Z} €SL(2,Z) : ¢ =0 (modN)}.

La funcié jy(z) := j(Nz) és invariant per I'g(/V). Entre les funcions j
i Jn se satisfa una relacié algebraica:

P (4,jn) =0,
coneguda pels classics amb el nom d’equacié modular. FEl polinomi
DN (X,Y) és de coeficients enters. Les funcions j, jy constitueixen un
sistema de generadors del cos de totes les funcions modulars per a
Lo(N):
C(T'o(N)) = C(j,jn)-

El grup I'g(N) conté transformacions paraboliques (translacions), la
qual cosa comporta que les funcions de C(I'y(N)) siguin desenvolu-

pables en serie de Fourier a 'entorn de les puntes d'un domini fona-
mental F(Iy(N)).

A poc a poc, l'estudi del grup modular i dels seus subgrups de
congruencia deriva cap a l'estudi de les anomenades corbes modulars.
Sobresurten les corbes modulars Xo(V), X;(NV), X(N), definides per
diferents subgrups de congruencia de nivell N. En particular, I’equacié
modular classica

Oy(X,Y)=0
proporciona un model afi de la corba modular X,(NN), de nivell N. El
lligam de I'invariant j amb les corbes el-liptiques permet interpretar les
corbes modulars com a espais de moduli de corbes el-liptiques dotades
d’estructures de nivell. Aquesta interpretacié és especialment util a
I’hora d’estudiar propietats diofantines d’aquestes corbes.

Des del punt de vista aritmetic, la funcié j gaudeix de propietats
remarcables. Els valors j(z(f)), obtinguts en avaluar-la en els zeros de
les formes quadratiques binaries, enteres i definides positives, son enters
algebraics. Les corbes el-liptiques E ;) posseeixen més endomorfismes
que els habituals, degut a multiplicacions complexes que operen en les
xarxes (1,z(f)). Les classes d’isomorfia de les corbes el-liptiques amb
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multiplicacié complexa contenen models de Weierstrass de coeficients
algebraics.

Les funcions modulars havien estat estudiades per Kronecker (1823-
1891), Weber (1842-1913), Klein (1849-1925) i Fricke (1861-1930). Con-
vé fer notar que Hermite havia aconseguit la resolucié de 'equacié de
grau 5 mitjancant funcions modulars.

Les funcions modulars constitueixen un precedent de les funcions
fuchsianes estudiades per Poincaré.

2.4. Equacions diferencials fuchsianes. En els treballs [Ful866] i
[Ful876], Fuchs (1833-1902) estudia equacions diferencials ordinaries,
lineals, homogenies i de coeficients variables
d"w d"tw dw
o + p1(2) T +"'p"_1(Z)E
Suposa que les funcions p;(z) sén meromorfes en una regié 7' simple-
ment connexa del pla complex. D’acord amb Weierstrass, el seu mestre,

Fuchs anomena punts singulars de I'equacié diferencial els pols dels co-
eficients:

+ pn(2)w = 0.

Diejenigen Punkte innerhalb T, fur welche eine oder meh-
rere der Functionen p unstetig sind, werden wir im Fol-
genden, nach dem Vorgange von Weierstrass, singuldre
Punkte nennen.

Fuchs [Ful866].

Per simplificar I'exposicié, centrem-nos en les equacions diferencials
de segon ordre:
d*w dw
a2 +p(2) e
Suposem que z = 0 és un punt singular de ’equacié diferencial. Fuchs
considera un cami tancat amb base en un punt no singular zg € T',

70,1 =T, 7(0) =~(1) = 2,

i que encercla 'origen, z = 0, exactament una vegada. Seguint un
procediment habitual en Riemann, estudia el comportament d’un sis-
tema fonamental de solucions de 1'equacié diferencial, {w1,ws}, en ser
perllongat analiticament al llarg de . La transformacio, dita de mono-
dromia,

+q(z)w = 0.

v1(2) = anwy(2) + apws(z)
V2(2) = agiwy(2) + agnws(z),
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té cura d’aquest comportament. A partir de la matriu de monodromia
A associada al sistema, obté ’equaci6 caracteristica

det(A — O'IQ) = 0.

Anomena nombres caracteristics les arrels o1, 0o de 'equacio anterior.
Fuchs considera els nombres p;, po definits per les igualtats e*™i = ¢,
per ai = 1,2. Per obtenir la forma general de les solucions de 'equacié
diferencial, distingeix dos casos:

Cas 1: 01 # 03. Aleshores, p; — po ¢ Z, i existeix un sistema
fonamental de solucions tal que:

wi(2) = 2p1(2),  wa(2) = 27pa(2).

Cas 2: 07 = 0y. Aleshores existeix un sistema fonamental de solu-
cions tal que:

wi(z) = 2Pp1(2), wa(z) = 2°p1(2)log z + 2P pa(2),
ono =o;, e =o.

Suposem que, com a molt, p té un pol simple i ¢ té un pol doble en

z=0:
oo oo
p(z) =D pa?" qlz2) = ) am2"
n>—1 n>—2
Aleshores les funcions ¢; del sistema fonamental no presenten cap sin-
gularitat essencial a l'origen. En aquest cas, el punt z = 0 s’anomena
un punt singular regular de ’equaci6 diferencial.

Es diu que una equacio diferencial lineal és de tipus fuchsia quan
totes les seves singularitats sén punts singulars regulars.

La paraula monodromia deriva del substantiu grec dpopos, que sig-
nifica volta de passeig o cursa (recordi’s hipodrom, canodrom, etc.).
Fixem-nos que la monodromia proporciona una representacio lineal del
grup fonamental de I'espai que s’obté en llevar de T els punts singulars
de I'equacio diferencial.

A Tarticle [Ful880], Fuchs introdueix una nova classe de funcions
mitjancant la resolucié d’un problema d’inversié similar al de Jacobi,
pero que parteix de les integrals de les solucions d’equacions diferen-
cials lineals de coeficients funcions racionals. Fuchs, limitant-se al cas
d’ordre 2, considera la funcié z({) que resulta en invertir el quocient

(1)
o(2)
de dues solucions de ’equacié diferencial donada.
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Arran dels treballs d’Hermite sobre la resolucié de la quintica, Fuchs
i Hermite es posaren en contacte. Els treballs de Fuchs influirien en
Jordan (1838-1921), Frobenius (1849-1917) i, tal com veurem, en el
propi Poincaré.

2.5. Funcions fuchsianes. El 29 de maig de 'any 1880, Poincaré
inicia una correspondencia amb Fuchs, qliestionant-li alguns dels seus
resultats. Poincaré desitjava caracteritzar quan el quocient

_ w ()
wa()

de dues solucions independents d’'una equacié diferencial de segon ordre
d*w
dax?
definia, per inversi, una funcié meromorfa x(z). Per aquest cami,

Poincaré arribaria a la seva descoberta particular de les funcions fuch-
sianes.

—Quw=0

Considerant que les funcions periodiques en el pla euclidia s’es-
goten amb les funcions el-liptiques —d’acord amb un teorema degut a
Kronecker—, Poincaré cercara funcions periodiques en el pla hiperbolic,
entenent aquest com a un mitja molt més idoni per a la formulacié dels
seus resultats. Poincaré designa amb el nom de fuchsianes les fun-
cions meromorfes en un disc (equivalentment en H) amb periodicitats
donades pels elements d'un grup fuchsia:

f(v(2)) = f(2), peratotyel.

Per a Poincaré, les funcions fuchsianes sén a la geometria de Lobatx-
evski allo que les funcions doblement periodiques sén a la geometria
d’Euclides.

En una carta adrecada a Fuchs, escrita a Caen el 20 de marg del
1881, Poincaré li anuncia que ben aviat publicara els seus resultats
sobre les funcions fuchsianes, que apleguen com a casos particulars les
funcions el-liptiques i la funcié modular el-liptica:

J’ai continué a m’occuper des fonctions auxquelles j7’ai
donné votre nom et j’espére publier prochainement mes
résultats. Ces fonctions comprennent comme cas parti-
culier les fonctions elliptiques d’une part, et d’autre part
la fonction modulaire.

Poincaré [Oeuvres, t. X1, p. 25].
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La primera contribucié de Poincaré a l’estudi de les funcions fuch-
sianes és una nota enviada al Comptes rendus de I’Académie des Sci-
ences ([Poil881]). En ella llegim:

Le but que je me propose dans le travail que j’ai [’honneur
de présenter a I’Académie, est de rechercher s’il n’existe
pas des fonctions analytiques analogues aux fonctions el-
liptiques et permettant d’intégrer diverses équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients algébriques. Je suis ar-
rivé a démontrer qu’il existe une classe tres étendue de
fonctions qui satisfont a ces conditions et auzxquelles 7’ai
donné le nom de fonctions fuchsiennes, en honneur de M.
Fuchs, dont les travaux m’ont servi tres utilement dans
ces recherches.

Poincaré [Oeuvres, t.11, p. 1].

En el decurs d'un any, Poincaré publicaria en la mateixa revista
tretze notes més sobre aquest tema, aplegant finalment els resultats
obtinguts en dues memories que publica a Acta mathematica (cf. [Oeu-
vres, t.11]).

A Poincaré 1i cal resoldre el problema de 'existéncia de funcions
fuchsianes no constants respecte d’'un grup fuchsia I arbitrari. Per fer-
ho, repren ’antiga idea de Jacobi de representar les funcions el-liptiques
com a quocient de funcions theta i cerca les funcions fuchsianes en els
quocients de series especifiques, que anomena thetafuchsianes. Segons
Poincaré, I'expressio general d'una serie thetafuchsiana és

o) = X a6 () ke,

vyel’

on h(z) denota una funcié racional arbitraria. Les seéries thetafuch-
sianes defineixen funcions quasiperiodiques; més concretament, satisfan
que

O(v(z)) =O(z2) (dZi—(zZ)> , peratotyel.

Per tant, el quocient de dues funcions thetafuchsianes del mateix pes
k i respecte del mateix grup fuchsia és una funcié fuchsiana respecte
d’aquest grup.

En analogia amb el cas de ’equacié modular, Poincaré investiga les
possibles relacions algebraiques entre dues funcions fuchsianes:

[...] quand F(z) se réduit a la fonction modulaire J, |...]
nous savons qu’il y a une relation algébrique entre F(z)
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z
et F (—) ; c’est cette relation algébrique qui est bien con-
n

nue sous le nom d’équation modulaire dans la théorie de
la transformation des fonctions elliptiques.
Poincaré [Oeuvres, t.11, p.509].

En un salt qualitatiu impressionant, ailla el motiu que possibilita
Iexistencia d’una relacié algebraica entre una funcié fuchsiana i una
transformada seva: cal que els grups de periodes respectius comparteixin
un subgrup d’index finit:

Pour qu’il y ait une relation algébrique entre une fonction
fuchsienne F(z) de groupe G et sa transformée F(z - S)
par la substitution S, il faut et il suffit que les deux
groupes G et ST1GS soient commensurables.

Poincaré [Oeuvres, t.11, p. 508].

Poincaré demostra que tota funcié fuchsiana = = x(z) permet inte-
grar una equacio diferencial de coeficients algebraics. Si

t '_“d_x t '—z\/d—x
1-— dZ’ 2 dZ’

aleshores %1, t5 satisfan una equaci6 diferencial

d’t
2 o(z,y)t,

en la qual ¢(x,y) és una funcié racional.

Aquest teorema de Poincaré resultara molt important a I’hora de
realitzar calculs efectius. Suposem donat un grup fuchsia I' del qual en
coneixem un domini fonamental F(I"). Si F(I') ens permet el calcul de
la funcié p(z,y), i integrem 1'equacié diferencial anterior, el quocient
de dues integrals de la mateixa proporcionara, per inversié, una funcié
[-fuchsiana (cf. Seccid 5).

En el treball [Poil887], Poincaré, tenint present segurament els resul-
tats d’Hermite, intueix que els nous transcendents aritmetics (és a dir,
les funcions fuchsianes o thetafuchsianes associades a grups fuchsians
aritmetics) proporcionaran en U'estudi de certes classes d’equacions al-
gebraiques serveis analegs als de la funcié modular en 'estudi de la
quintica:

Cela peut faire concevoir l’espoir que ces transcendantes
arithmétiques rendront, dans la théorie de certaines clas-
ses d’équations algébriques, des services analogues a ceux
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qu’a rendus la fonction modulaire dans l’étude de [’équa-
tion du cinquieme degré.
Poincaré [Oeuvres, t. V, p.290].

Tenint en compte que els treballs de Riemann, Schwarz, Dedekind i
Klein sobre funcions periodiques eren previs a ’estudi de les funcions
fuchsianes per part de Poincaré, i que Fuchs no tenia cap publicacié
especifica sobre aquest tema, Klein proposa a Poincaré en repetides
ocasions la substitucié del nom funcions fuchsianes pel nom funcions
automorfes, a fi de treure’n tota referencia personal. Pero la reco-
manacio de Klein no fou presa en consideracié per Poincaré, qui ar-
gumenta que els treballs de Fuchs li havien proporcionat la inspiracié
necessaria. Recordem el celebre episodi de Science et méthode [Poil908|
on Poincaré, molts anys després, explica la genesi del procés creatiu a
través de la seva descoberta de les funcions fuchsianes!

No obstant 'obstinacié de Poincaré, el temps ha donat la radé a
Klein: avui anomenem funcions automorfes les funcions fuchsianes, i
anomenem formes automorfes les series thetafuchsianes. Pero seguim
designant amb l’adjectiu fuchsians els grups discrets de moviments
hiperbolics.

2.6. Corbes de Shimura. L’estudi dels grups fuchsians aritmetics
(modulars o no) i de les funcions automorfes associades (modulars o
no) condui cap a 'estudi de les corbes de Shimura (modulars o no). En
un dels seus primers treballs sobre aquest tema, Shimura dedica una
linia als classics:

[...] part of the paper is devoted to the theory of a certain
type of automorphic functions of one variable known in
the literature as functions belonging to indefinite ternary
quadratic forms [cf. Poincaré 1887], [cf. Fricke-Klein, 1897].
They occur as moduli of abelian varieties of dimension 2
whose endomorphism rings are isomorphic to an order
of an indefinite quaternion algebra.

Shimura [Shi1975].

a,b
de centre un

En general, una algebra de quaternions H =

cos F' és un F-espai vectorial de dimensié 4, de base {1,1,J,K}, amb
un producte definit per les regles

P=q, =0 1J=-JI=K, abeF*



21

Els grups fuchsians I' que defineixen les corbes de Shimura sén grups
fuchsians aritmetics, que generalitzen el grup modular i els seus sub-
grups de congruencia. Considerem una algebra de quaternions H de
centre un cos de nombres K. Els subanells de H de rang quatre sobre
I’anell d’enters de K se solen designar, encara avui, amb el nom antic
d’ordres. Suposem que el cos K és totalment real i que I'algebra H és
no ramificada exactament en una placa real de K. Els grups fuchsians
I' s6n subgrups d’index finit del grup d’unitats de norma 1, d’ordres O
de H.

L’algebra de quaternions indefinida més senzilla de centre Q és
l'algebra de matrius H = M(2,Q). El seu discriminant és D = 1.
Les matrius de coeficients enters O = M(2,7Z) en constitueixen un or-
dre maximal. El grup multiplicatiu de les unitats de norma 1 d’aquest
ordre és, exactament, el grup modular: OF = SL(2,7Z).

Donat un grup fuchsia aritmetic I', el cos C(I") de totes les funcions
[-automorfes és el cos de funcions d’una corba algebraica, X (I'), dita
de Shimura. Les corbes modulars sén doncs un cas particular de les
corbes de Shimura, pero entre les corbes de modulars (definides pels
grups fuchsians estudiats per Klein) i les corbes de Shimura no mo-
dulars (definides pels grups fuchsians estudiats per Poincaré) hi ha
diferencies notables. Per apreciar-les, comencarem per fixar-nos en els
mosaics hiperbolics de les figures 3 i 4.

Una tessel-la fonamental del mosaic 3 s’obté per la unié de dos
. . <1 T mT . RV .
triangles hiperbolics: el d’angles (5, —,—) i el seu simetric; i equival,
00
doncs, al domini fonamental de la figura 1. Una tessel-la fonamental

del mosaic 4 s’obté per la unioé de dos triangles hiperbolics, el d’angles
(g, g, ;) i el seu simetric.

En el primer cas, tots els triangles tenen un vertex en la circum-
ferencia unitat; en el segon, no. Paral-lelament, el grup fuchsia del
primer mosaic conté translacions, pero el del segon, no. Com a con-
seqiiencia, les funcions automorfes associades a cadascun d’aquests mo-
saics son desenvolupables en serie de Fourier iinicament en el primer

cas.

Shimura interpreta les corbes X (I') com a espais de moduli de su-
perficies abelianes dotades de multiplicacié quaternionica, i dotades
d’estructures de nivell (cf. Seccié 3), generalitzant d’aquesta manera la
interpretaci6 classica de les corbes modulars com a espais de moduli
de corbes el-liptiques amb estructures de nivell. Aquesta interpretacio
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F1GURrRA 3. Mosaic hiperbolic T(2, 3, c0)

FI1GURA 4. Mosaic hiperbolic T(2,3,7)

és especialment escaient a ’hora d’estudiar els models enters de les
corbes.

Les corbes modulars han donat lloc a una extensa literatura. Tant
les corbes modulars com la seva generalitzacié, les corbes de Shimura,
han esdevingut objectes imprescindibles en el tractament actual de
problemes aritmetics (cf. Seccié 4). Els treballs de Shimura publicats
fins a avui han estat recopilats en quatre volums per I'editorial Springer
(cf. [Shimura, CP]).
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3. FUNCIONS ABELIANES

3.1. Funcions abelianes. Les integrals hiperel-liptiques generalitzen
les integrals el-liptiques. Son de la forma

/ R(z) iz,
vV P(z)
on R € C(z) denota una funcié racional i P € C[z], un polinomi de

grau menor o igual que 6.

Amb analogia amb el problema estudiat per Jacobi de la inversi6 de
les integrals el-liptiques, Gopel (1812-1847), Weierstrass (1815-1897)
i Rosenhain (1816-1887), entre d’altres, estudiaren el problema de la
inversio de les integrals hiperel-liptiques. Les integrals hiperel-liptiques

21 Z2 z21 z2
U1E/ w1+/ Wi, U2E/ w2+/ w2
p1 p2 p1 p2

estan definides modul una xarxa de periodes

El problema de la inversié planteja expressar les funcions 21, z5 en funcio
de les funcions (multivaluades) wuy,us. En fer-ho, s’obtenen dues fun-
cions analitiques en dues variables i de quatre periodes independents:

zi = zi(up,ug) ;.  C*/A — CU{oo}, i=1,2.

Les integrals hiperel-liptiques sén casos particulars de les integrals
abelianes. La forma general d'una integral abeliana és

/ f(r.y)dz, f(X,Y)€C(X,Y),

on les funcions x, y satisfan una relacié algebraica. Es a dir, se suposa
que existeix un polinomi irreductible i no constant F'(X,Y) € C[X,Y]
tal que F(z,y) = 0.

La teoria de Riemann permet associar al polinomi F(X,Y) una
superficie analitica compacta i g diferencials holomorfes independents:

w=(wi,...,wy),

essent ¢ el genere de la superficie topologica subjacent. Podem ara
considerar les integrals abelianes,

9 9
(ul,...,ug)E(Z/ wl,...,Z/ Wy),
k=1 Y Pk k=1 Y Pk
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definides modul una xarxa de perfodes A ~ Z?9 de C9.

Les funcions abelianes s’obtenen en resoldre el problema de la in-
versié de les integrals abelianes. En fer-ho, s’obtenen ¢ funcions de g
arguments, A-periodiques:

zi=2zu): CI/A—-CU{o}, 1<i<y.

Sigui C la corba projectiva, no singular, de model afi F(X,Y) = 0. El
tor complex C9/A és algebraic; és a dir, podem interpretar-lo com el
conjunt de punts d’una varietat algebraica, J(C), anomenada la varietat
jacobiana de la corba:

CI/A 5 J(C)(C).

En particular, i per transport d’estructura, el conjunt J(C)(C) esdevé
un grup abelia.

Riemann demostra que les funcions abelianes {21, ..., 2,} anterior-
ment obtingudes sén les solucions de I'equacio

@@):ﬁ(/p:uj_u_ﬁ,z):o,

on A = (1,,Z) denota la normalitzacié de la xarxa de perfodes de la
corba, obtinguda previa eleccié6 d’'una base simplectica de ’homologia
respecte de I'aparellament d’interseccié (cf. [Riel857]). La matriu Z és
una matriu g X g, simetrica, de part imaginaria definida positiva; i
és I’'anomenat vector de Riemann.

3.2. El teorema de Poincaré-Picard. Si ara partim d’una xarxa
arbitraria A de C", n > 1, el més probable és que les tniques funcions
A-periodiques siguin constants. Recordem que aquest fet no es presenta
quan n = 1 (cf. Seccié 2.2).

Una aportacié remarcable en aquest context és l’anomenat teo-
rema de Poincaré-Picard, procedent d’una publicacié conjunta d’a-
quests dos autors (cf. [Poi-Pic1883]). El teorema precisa resultats fami-
liars a Weierstrass, Riemann i Hermite. Poincaré i Picard demostren
que, donada una xarxa A de C", existeixen funcions de n variables, no
constants, i periodiques de xarxa de periodes A si, i només si, A satisfa
les anomenades relacions de Riemann respecte d’'una forma hermitica
H positiva. En aquest cas, E' = ImH és una forma alternada que pren
valors enters sobre la xarxa. Si H és definida positiva, aleshores el
nombre de funcions és maxim.

Suposem que la forma de Riemann és no degenerada. L’obtencio
d’una base simpléectica de la xarxa permet la substitucié de la xarxa
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original per una xarxa normalitzada:
A~ {(1,,7).

Les funcions periodiques en qiiestio s’obtenen com a quocient de fun-
cions theta de dues variables amb caracteristiques:

9 [ Z ](u, 7) = Z exp(mi(*'mZm + 2'm(u + b))),

mea+7"

ta,'b € RY, v € C". La variable u, que s’anomena 'argument, és un
vector de C". La variable Z, que s’anomena el modul, és una matriu
n X n, simetrica, de part imaginaria definida positiva (que cal substituir
pel valor que déna la xarxa). Les caracteristiques a, b proporcionen una
amplia generalitzacio de les diferents funcions theta que, en el seu dia,
havia considerat Jacobi en dimensiéo n = 1.

Poincaré i Picard demostren que tota funcié periodica de xarxa de
periodes (A, H) és quocient de funcions theta abelianes; és a dir, de
funcions theta construides a partir de xarxes de periodes d’integrals
abelianes:

Nous avons démontré [...] M. Picard et moi, qu’un sys-
teme quelconque de fonctions abéliennes peut étre déduit
par réduction d’un systeme analogue, engendré par une
courbe algébrique.

Poincaré [Oeuvres, t.1V, p. 315].

No menys important és l'estudi portat a terme per Poincaré so-
bre reduccié d’integrals abelianes, que conduiria també al concepte
d’isogenia entre varietats abelianes i a I’anomenat teorema de Poincaré
de reductibilitat completa. Vegem part d’aquests resultats en les seves
propies paraules:

J’ai donné moi-méme, a ce sujet, un théoreme, d’apres
lequel, quand il y a réduction, on peut, par une trans-
formation d’ordre k, changer la fonction © a reduire en
un produit de fonctions ©, d’un moindre nombre de vari-
ables. L’entier k est alors le nombre caractéristique de
la réduction.

Poincaré [Oeuvres, t.1V, p. 314].

3.3. Varietats abelianes. Els treballs de Poincaré sobre les integrals
abelianes es compten entre la llarga serie de treballs classics que tingue-
ren una repercussié directa en el naixement i posterior desenvolupament
de la teoria de les varietats abelianes.
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Les varietats abelianes complexes sén tors complexos que soén, a més,
varietats algebraiques projectives. Estan dotades d'una llei d’addicié
algebraica, commutativa, que reflecteix 'existeéncia d'un isomorfisme

C"/A = A(C),

on A és la varietat en qiiestio. Les corbes el-liptiques son les varietats
abelianes de dimensio 1. Altres exemples son les varietats jacobianes de
les corbes, que sén varietats abelianes de dimensio igual al genere g de
la corba. L’any 1921 Lefschetz donava la definicié segiient d’aquestes
varietats:

An Abelian variety of genus p, V,, is a variety whose
non-homogeneous point coordinates are equal to 2p-ply
periodic meromorphic functions of p arguments uy, ..., up,
or whose homogeneous point coordinates are proportional
to theta’s of the same order and continuous characteris-
tic. The variety is algebraic (Weierstrass) and of dimen-
sionality p. When the periods are those of an algebraic
curve of genus p, V), is called a Jacobi variety.

Lefschetz [Lef1921].

A poc a poc, el punt de vista analitic cedi pas al llenguatge algebraic.
Es precisaren les definicions de varietat abeliana sobre un cos qualsevol
i de jacobiana d’una corba; s’introdui el concepte de polaritzacié d’una
varietat abeliana; es crea una teoria ad hoc de funcions theta, divisors,
fibrats, etc. L’estudi de les varietats abelianes des d’aquest punt de
vista seria posat a punt per Weil (1906-1998) (cf. [Wel948], [Wel958]).

En l'estudi aritmetic de les varietats abelianes definides sobre cossos
de nombres, o sobre cossos p-adics, es consideren, a més, els models en-
ters d’aquestes varietats. Es tracta d’esquemes sobre I’anell d’enters del
cos corresponent. Les seves fibres proporcionen informacié aritmetica
important. Aquests models enters i les seves reduccions han estat es-
pecialment estudiats en les jacobianes J(X (I')) de les corbes modulars
i, més generalment, de les corbes de Shimura.

4. PUNTS RACIONALS DE CUBIQUES

4.1. Corbes el-liptiques racionals. En el treball [Poi1901], Poincaré
s’ocupa de 'estructura del subgrup dels punts de coordenades racionals
d’una corba el-liptica definida sobre el cos dels nombres racionals. El
treball conté la que fou anomenada conjectura de Poincaré per a corbes
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el-liptiques, segons la qual, donada una corba el-liptica sobre Q,
I Y2:X3+CL4X+CL6, CLZ'GQ,

el grup abelia E(Q) dels seus punts de coordenades racionals és finita-
ment generat.

De fet, en el treball esmentat, Poincaré no formula explicitament
cap conjectura. Es limita a constatar un fet:

Si les points d’arguments elliptiques a, oy, g, . . ., 0y SONE
rationnels, il en est de méme de tous les points dont les
arguments elliptiques sont compris dans la formule

(1) a+3na+pi(ag —a)+pag —a)+ -+ p,la, — @)

oun et les p sont entieres. On peut se proposer de choisir
les arguments (2) «,aq, s, ..., o, de telle fagon que la
formule (1) comprenne tous les points rationnels de la
cubique. Les q+1 points rationnels qui ont les arguments
(2) forment alors ce que nous appellerons un systéme de
points rationnels fondamentaux.

Poincaré [Oeuvres, t.V, p.492].

Fixem-nos amb que un “sistema de punts racionals fonamentals” es
tradueix en un sistema de generadors del grup abelia E(Q).

La conjectura de Poincaré fou demostrada per Mordell I'any 1922
[Mo01922]. En ser el grup abelia E(Q) finitament generat, té, pel teo-
rema d’estructura, una part lliure i una part de torsio:

E(Q) =~ Z" & E(Q)tor-

Per definicig, l'enter r = rg E(Q) > 0 és el rang de la corba el-liptica.

El teorema de Mordell fou generalitzat per Weil els anys 1928 i
1929. D’una banda, Weil estengué el resultat de Mordell a totes les
corbes el-liptiques definides sobre cossos de nombres. D’altra banda,
Weil estengué el resultat anterior a les varietats abelianes de dimensié
qualsevol definides sobre cossos de nombres.

L’any 1977, Mazur [Mal977] obtingué un resultat fonamental so-
bre la torsié de les corbes el-liptiques definides sobre @, que comple-
tava resultats parcials d’altres autors. Mazur demostra que tota corba
el-liptica E/Q té, com a maxim, 16 punts de torsi6 racionals, i precisa
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les possibles estructures del grup de torsio:
Z/NZ, 1 < N <10, N =12,

E(Q)tor =~
7.)27 x 7J2NZ, 1 < N < 4.

El problema resolt per Mazur es tradueix en un problema diofanti re-
latiu a corbes modulars Xo(/V). Degut a la interpretacié de les corbes
modulars com a espais de moduli de corbes el-liptiques amb estructures
de nivell, els valors de N que se citen més amunt provenen de valors
M per als quals la corba modular Xy(M) té punts racionals, diferents
de les puntes.

4.2. La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer. Seguint el model
proporcionat per la funcié zeta de Riemann en l'estudi dels nombres
primers, 'any 1933 Hasse associa a tota corba el-liptica £/Q una funcid

> a, 1
L E = —_— =
( /Q7 5) ; ns ];[ 1 — app—s +p1—28’

on B
a,=p+1—4E(F,).

La funcié L de E conté informacié aritmetica de la corba el-liptica, en
tant que té en compte el nombre de punts de la seves reduccions F
en els diferents primers. Se satisfa que |a,| < 2p'/2, amb la qual cosa
el producte infinit convergeix absolutament i uniformement sobre els
compactes situats en el semipla Re(s) > 3/2. Per tant, L(F,s) és una
funcié holomorfa i sense zeros en el semipla esmentat.

Com en el cas de la funcio zeta de Riemann, cal completar la funcio
L amb factors proporcionats per la funcié I' d’Euler:

AE/Q,s) :== N*?(21)*I'(s)L(E/Q, s). Re(s) > 3/2.

La constant N = Ng es determina per mitja de I'estudi de les fibres de
reduccio dolenta de la corba, i s’anomena el conductor de E.

Recordem que la funcié zeta de Riemann s’estén en una funcid
meromorfa del pla amb un tnic pol, simple, en s = 1. Per analo-
gia amb aquest fet, I’any 1967 Hasse i Weil conjecturaren que la funcié
A(E/Q, s) admetria una prolongacié analitica en una funcié entera i
satisfaria una equacié funcional:

AE/Q,2 - s) = w(E)A(E/Q,s), s€C, w(E)==+l

La conjectura de Hasse-Weil fou provada per Deuring en el cas de les
corbes el-liptiques amb multiplicacié complexa. Més endavant, es veié
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que la conjectura era certa per a totes les corbes el-liptiques unifor-
mitzables per funcions modulars.

En els anys 1963 i 1965, Birch i Swinnerton-Dyer posaren de mani-
fest mitjancant experiencies numeriques realitzades en corbes amb mul-
tiplicacié complexa, que el rang r de E/Q anava coincidint amb 'ordre
en el punt s = 1 del zero de la funcié6 L(E/Q, s). Conjecturaren que
aquest podria molt bé ser un fet general:

r= ords—1 L(E/Q, s).

En el moment de la seva formulacid, la conjectura de Birch i Swinnerton-
Dyer semblava excessivament agosarada, ates que comparava una quan-
titat desconeguda amb una quantitat que ni tan sols estava definida (car
1<3/2).

Els resultats parcials coneguts en favor de la conjectura de Birch
i Swinnerton-Dyer inclouen dos teoremes esplendids: el teorema de
Coates-Wiles, de I'any 1977, i el teorema de Gross-Zagier, de 'any
1983.

Coates i Wiles demostraren que si £'/Q és una corba el-liptica dotada
de multiplicacié complexa per un cos quadratic de nombre de classes
1, aleshores

L(E/Q,1) # 0 = 1gE(Q) = 0.
Gross i Zagier demostraren que
ord,1 L(E/Q,s) =1=1gE(Q) > 1

per a totes les corbes el-liptiques F/Q uniformitzables mitjangant fun-
cions modulars.

La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer segueix essent avui un
problema obert i, com a tal, figura proposat en la llista de 'Institut
Clay dels Set Problemes del Mil-leni.

4.3. Uniformitzacié modular de corbes el-liptiques. La conjec-
tura de Shimura-Taniyama-Weil (STW), formulada en els anys 1960,
proporciona un cami per provar la conjectura de Hasse-Weil. La con-
jectura STW afirma que tota corba el-liptica E/Q és uniformitzable
per funcions modulars. Més concretament, si el conductor de E/Q és
igual a N, la corba E ha de ser isogena sobre Q@ a un factor de la
jacobiana Jy(N) de la corba modular Xo(N). En particular, les inte-
grals el-liptiques associades a corbes el-liptiques definides sobre Q s’han
de poder obtenir per reduccié d’integrals abelianes associades a corbes



30 PILAR BAYER

modulars. Si aixo és aixi, aleshores la funcié L admet una representacié
integral de nucli integral donat per una funcié thetafuchsiana de pes 2:

L(E/Q.) = 2ryT() " [ T i) Z,

0 z

on f(z)dz € H°(Xo(N),Q'). Aquesta representacié integral permet la
prolongacié analitica de la funcié L i la prova de l'equacié funcional
(com en el cas de la funcié zeta de Riemann).

La conjectura STW adquiri una rellevancia inesperada quan, gracies
a teoremes de Frey [1986], de Serre [1987] i de Ribet [1990], es posa de
manifest que no solament implicava la conjectura de Hasse-Weil siné
que, a més, implicava el Teorema de Fermat. Com és ben sabut, STW
esdevingué un teorema, degut a Wiles [1993], Taylor-Wiles [1993], Dia-
mond [1996], Conrad-Diamond-Taylor [1998] i Breuil-Conrad-Diamond-
Taylor [1999].

En una primera apreciacié hom pot pensar que els grups fuchsians
que intervenen en STW soén unicament els subgrups de congruencia
del grup modular i les corbes modulars. Pero el fet és que la resta de
subgrups fuchsians aritmetics, tal com els entenia Poincaré, i les corbes
de Shimura associades intervenen per partida doble en la demostracié
del Teorema de Fermat. D’una banda, s’utilitzen per demostrar que
STW implica Fermat. D’altra banda, s’utilitzen en la prova mateixa
de STW. Els punts essencials (i més dificils) provenen de comparar les
fibres de models enters de jacobianes de corbes modulars amb les fibres
de models enters de jacobianes de corbes de Shimura.

5. EXEMPLES

En aquesta darrera seccié mostrem alguns exemples numerics que
il-lustren conceptes considerats en les seccions anteriors. Apleguen una
part de resultats obtinguts conjuntament amb Alsina, Guardia i Trave-
sa en el context de les corbes de Shimura i de la seva interpretacié com
a espais de moduli (cf. [A12000], [Al-Ba2004], [Ba-Gu2004] i [Ba-Tr]).
En la realitzacié d’aquests treballs, la lectura de Poincaré resulta espe-
cialment reveladora.

3,—1
L’algebra Hg = (@), de discriminant D = 6, és la Q-algebra

de quaternions ramificada de discriminant més petit que és isomorfa a
una subalgebra de M(2,R). En el que segueix considerarem fixada la
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immersio
d : Hg o M(2,R)

z+yVv3  z+tV3
I tK .

La tracga reduida i la norma reduida d’un quaternié es definiexen per
tr(z +yl+ 2] +tK) = 22, n(z+yl+ 2] +tK) = 2% — 3y* + 22 — 3t%,
i coincideixen amb la traca i el determinant de la matriu imatge per ®.

Tots els ordres maximals de Hg son conjugats. Fixem el representant
en aquesta classe de conjugacio:

I+I+J+K

Os =7 [1,1,J, .

Sigui (Og); = {7y € Og : n(y) = 1} el grup de les unitats de norma
reduida igual a 1.

El grup I's := ®((Og)7) és un grup fuchsia aritmetic, que admet la
descripcid segiient:

I'g = {72 % [_aﬁ, 5,} : a,ﬂEZ[\/g], dety =1, a = (mod 2)},

on o denota la conjugacié de Galois no trivial d’un element « del cos
quadratic Q(v/3).

La figura 5 mostra un domini fonamental F(I'g) per I'accié de I'g en
H. El grup I'g és un grup fuchsia sense transformacions paraboliques.
La corba completa i no singular X4 := X (I'g) és de genere zero i definida
sobre Q.

Sigui R un ordre quadratic de discriminant dg contingut de manera
optima en 'ordre Z +20g de Hg. Associat a R tenim la familia segiient
de formes quadratiques binaries i primitives de discriminant dgr i de
coeficients enters algebraics:

{(a—i—b\/g,ZC\/g,a—b\/g): a,b,c € Z, a=b=c(mod?2),

b b
disc(f) = dgr, med (C;_ ’a—2|— ,b) :1}.

En classificar aquestes formes per 'accié de I'g, obtindrem per a cada
R un conjunt finit de classes. Els seus zeros proporcionaran punts de
multiplicacié complexa en el domini fonamental F(I'g). En particular,
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FIGURA 5. Domini fonamental F(I'g)

I'ordre maxim del cos quadratic Q(v/—6) proporciona el dos punts de
multiplicacié complexa especials:

i(vV6 —v2) V3 +iv6
bh=——F—"7 DI=—F—
2 3
La teoria de la multiplicacié complexa garanteix que les funcions fuch-

sianes del model de Shimura prenen valors algebraics en aquests punts.

NPS.

La figura 5 mostra els punts de multiplicacié complexa especials
en el domini de la corba X4 i una particié del domini en triangles i
quadrilaters hiperbolics obtinguda gracies a aquests punts. La consi-
deracié d’aquests poligons hiperbolics permet interpretar la corba Xg
com a una corba recobridora de quatre corbes més, també de genere
ZEro.

La funcié fuchsiana tg que uniformitza la corba Xg fou obtinguda
a partir del teorema de Poincaré per integracié d’una equaci6 diferen-
cial fuchsiana. L’equacié en qiiestid, escrita mitjancant la informacié
proporcionada pel domini fonamental, conté d’entrada 8 constants que
cal determinar. La consideracié conjunta dels recobriments subordi-
nats a la corba porta a un conjunt de cinc equacions diferencials, que
s’obtenen a partir de plegaments escaients del domini. Entre totes
proporcionen dades suficients per determinar les constants cercades de
I’equacié diferencial de partida i de les equacions auxiliars. L’equacid
diferencial fuchsiana satisfeta per tg és donada per

27t + TAt? + 27
36t2(t2 — 1)2

D,(t,z) =
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on D,(t, z) denota la derivada automorfa.

La funcié fuchsiana tg és determinada pel seu valor en tres punts del
domini fonamental. Pot ésser desenvolupada a l’entorn de qualsevol
punt del domini, pero no admet desenvolupaments en serie de Fourier
perque I's no conté transformacions paraboliques. Qiiestions diofan-
tines condueixen cap a normalitzacions convenients, tant de la funcié
te com dels parametres d'uniformitzacié locals.

Situem-nos al voltant del punt Fs i fixem tg de manera que tingui
un pol en aquest punt (amb analogia a la funcié j de Klein, del cas
D =1). Al'entorn del vertex P = Pg, la funcié fuchsiana normalitzada

. 1
Je(Pqp; z) i= @tﬁ

admet el desenvolupament en serie

. S p(2)" 1 [, z—P\*
j(P7QP7Z): zchM7 on QP(Z):; (kPZ_?> 5
p =2 kp— V3(1—i) T(1/3)0(2/3)I(1/4) )

42 T(3/4)T(7/12)(11/12)’
Els coeficients ¢, (—1 < n < 10) del desenvolupament sén

1

0

18480

0

12803590800

0

—817993722627081000

0
—156078929845326558019950000
0
122859953407720110679241179380345000
0

L’eleccié del parametre d’uniformitzacié local ¢p obeeix a raons pro-
porcionades per la isotropia local. Cal un parametre escaient a fi que
els coeficients siguin enters, i cal que aquest parametre estigui conve-
nientment escalat a fi que la funcié prengui valors algebraics en els
punts de multiplicacié complexa.

La corba Xg és I'espai groller de moduli de les superficies abelianes
amb multiplicacié quaternionica per Og. Aquestes superficies abelianes
son jacobianes de corbes de genere 2. L’eleccié d’'una polaritzacio,
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d’estructures de nivell convenients i la utilitzacié de funcions ¢ permet
el calcul efectiu d’aquestes corbes.

Considerem, com abans, els punts de multiplicacié complexa espe-

cials
i(v6 —V/2) V3 +iv6
POZ 9 ) P7: 3 .

Calculant els periodes normalitzats de les integrals abelianes associades
s’obtenen les xarxes (19, Z;), on

—143ivV6 —2+iV6 —142ivV6 —2—iV6

5 5 Zy = 5 5
—24ivV6  6+2iV6 |’ —2—4v6 6+ 3ivV6
5 5 5 5

Aquests periodes determinen sengles varietats jacobianes, Jj, els punts
complexos de les quals sén donats per

C*/(1a, Z) ~ Ju(C), k=1,2.

La recuperacio de les corbes algebraiques que tenen per jacobianes les
varietats abelianes anteriors es porta a terme mitjancant funcions theta
amb caracteristiques. En I’exemple concret que ens ocupa s’obtenen les
corbes hiperel-liptiques:

Z) =

11
Y2 =X°—2ivV2Xx*— < X34+ 2ivVoX?+ X,

10
Y2 = X% 424/ -5+ 2V6X* — giﬂXg +2i\/—5— 2v6X% + X.

Adonem-nos que les classes d’isomorfia d’aquestes corbes posseeixen
models algebraics perque els periodes Z; han estat obtinguts a partir
de punts de multiplicacié complexa del domini; és a dir, en ultima
instancia, mitjancant zeros de classes de formes quadratiques binaries
construides d’acord amb Poincaré.
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