EMMY NOETHER I I’ALGEBRA COMMUTATIVA

SANTIAGO ZARZUELA ARMENGOU

REsUM. Emmy Noether representa un punt d’inflexié fonamental
en el desenvolupament de ’Algebra Commutativa. En ella conflu-
eixen, per una banda, algunes de les linies evolutives prévies més
importants d’aquesta branca de les Matematiques. Per altra, a
partir del seu treball i, sobretot, de la influéncia de la seva manera,
de pensar i treballar les Matematiques, I’Algebra, Commutativa va
prendre la volada necessaria per convertir-se en una area de recerca
amb gran vitalitat.

En aquest treball revisarem aquesta evolucié centrant-nos en el
paper exercit per Emmy Noether en tot aquest procés, explicant
alguns dels resultats per ella obtinguts.

1. INTRODUCIO

Emmy Noether
22 de marg de 1882 (Erlangen)

14 d’abril de 1935 (Bryn Mawr)
89
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El treball d’Emmy Noether en Algebra Commutativa constitueix un
punt d’inflexié fonamental en Pevoluci6 de I’Algebra Commutativa, fins
al punt que sovint és esmentada com a una de les creadores de ’Al-
gebra Commutativa moderna. Els motius per aquest reconeixement
son diversos: la seva recerca en aquest camp és en part el resultat de
la confluéncia d’algunes de les linies d’investigaci6 prévies més impor-
tants al voltant dels problemes que finalment haurien de configurar el
camp de recerca de ’Algebra Commutativa moderna. També va ob-
tenir alguns resultats que formen part dels fonaments de la mateéria,
d’aquells que s’expliquen als primers capitols de qualsevol introduccio
a I’Algebra Commutativa i que apareixen a la majoria dels manuals
generals d’Algebra avancada. No obstant, la seva dedicacié a aques-
ta matéria va ser relativament curta en el temps, amb un nombre de
treballs limitat. En efecte, Hubert Flenner |7] cita, d’entre totes les
publicacions d’Emmy Noether, exactament nou com els treballs que
es poden considerar contribucions a I’Algebra Commutativa, concreta-
ment [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20|, amb un primer treball publicat
I’any 1920 i un darrer 'any 1927; i d’aquestes nou publicacions, les
fonamentals son en realitat els dos treballs [14, 18], publicats respecti-
vament els anys 1921 i1 1924. A més, en certa manera també es podria
afirmar que els resultats que va obtenir ja eren d’alguna forma coneguts
per casos particulars, i també que molts dels conceptes que va utilitzar
havien ja estat introduits en versions restringides per autors anteriors.
Val a dir que possiblement ella mateixa ho reconeix aixi, quan afirma
sovint que Das steht alles schon by Dedekind: Richard Dedekind (1831-
1916) va ser el matematic per qui va tenir una admiracié més gran i de
qui va publicar conjuntament amb Robert Fricke i Oystein Ore I'obra
completa comentada [4] entre els anys 1930 i 1932.
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Richard Dedekind

Aixi doncs, qué fa que la figura d’Emmy Noether i ’Algebra Commuta-
tiva siguin considerades gairebé com a inseparables? Al meu parer, és
la manera de pensar i treballar les Matematiques d’Emmy Noether el
qué ha impregnat profundament aquesta area de recerca, possiblement
com a cap altra dels camps en queé ella es va interessar. Tot aquell
que en algun moment s’hagi apropat a ’Algebra Commutativa, pot
reconéixer en el seu conegut comentari

Alle Beziehungen zwischen Zahlen, Funktionen und Operationen wer-
den erst dann durchsichtig, verallgemeinerungsfihig und wirklich frucht-
bar, wenn sie von thren besonderen Objecten losgeldst und auf allge-
meine begriffliche Zusammenhdnge zurickgefihrt sind*

un dels trets distintius de la metodologia de treball d’aquesta branca
de les Matematiques. A banda, els estudiants i collaboradors d’Emmy
Noether van contribuir de forma decisiva a que el seu pensament fos
rapidament reconegut i assimilat arreu. Aixi, el text Moderne Algebra
de Bartel L. Van der Waerden (1903-1996), que va revolucionar I'apre-
nentatge de I’Algebra des del moment de la seva primera publicacié en
alemany l'any 1930, conté en el seu segon volum i gairebé de forma
literal el treball ’Emmy Noether en Algebra Commutativa. Val a dir
que del llibre s’han anat publicant noves edicions i traduccions de for-
ma successiva, la darrera ’any 1991 [25], i que la seva lectura avui en

ITotes les relacions entre nombres, funcions i operacions esdevenen clares, ge-
neralitzables i veritablement fructiferes només quan sén aillades dels seus objectes
particulars i reduides a conceptes generals.
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dia és encara ben fresca i aconsellable. A més, d’altres collaboradors,
com ara i especialment Wolfgang Krull (1899-1971), varen portar en-
davant un programa de recerca profund i ambiciés essencialment basat
en 'enfocament. donat per Emmy Noether a 1’Algebra Commutativa,
de gran repercussio en altres arees com la Geometria Algebraica o la

Teoria Algebraica de Nombres.

Wolfgang Krull i Bartel L. Van der Waerden

% |
g

[-4

En aquest treball revisarem el paper fonamental que Emmy Noether
va tenir en el desenvolupament de I’Algebra Commutativa, descrivint
en primer lloc alguns dels antecedents directament relacionats amb el
seu treball, concretament de la Teoria Algebraica de Nombres, la Geo-
metria Algebraica i la Teoria d’'Invariants. Posteriorment, explicarem
amb un cert detall alguns dels resultats fonamentals que ella va pro-
var en aquest camp, en particular el conegut Teorema de descomposicié
primaria d’ideals. Finalment, veurem com alguns conceptes relacionats
amb les idees que ella va introduir han estat objecte de recerca fins el
moment actual. Concretament, veurem com les anomenades poténcies
simboliques d’un ideal tenen un paper fonamental en problemes com
ara el 14 de Hilbert o el darrer Teorema de Fermat.

La revisi6 que fem en aquest treball de les contribucions d’Emmy
Noether a 1'’Algebra Commutativa no pretén ser exhaustiva i es ba-
sa en un punt de vista personal. Tampoc busca descriure la influéncia
que els seus treballs en aquest camp han tingut en altres arees de les
Matematiques, com ara especialment la Geometria Algebraica, a la que
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esta dedicat el treball de Raquel Mallavibarrena en aquest mateix vo-
lum. Val a dir que la bibliografia al voltant de la vida i obra d’Emmy
Noether és extensa i sébn nombrosos els treballs que analitzen la seva
influéncia en el desenvolupament de les Matematiques, i en concret de
I'Algebra Commutativa. Aixi, d’entre altres, he tret un bon profit de
llegir el treball ja esmentat de Hubert Flenner |7] o el de Pilar Carras-
co [3]. També del capitol dedicat a I’Algebra Commutativa i la Teoria
Algebraica de Nombres de Nicolas Bourbaki [1] i dels diferents articles
continguts als llibres editats respectivament per Mina Teicher [24] i
Bhama Srinivisan i Judith Sally [22]. La primera biografia completa
d’Emmy Noether va ser publicada en alemany I'any 1970 per Auguste
Dick i traduida a l’anglés Pany 1981 |5]: té la virtut de que I'autora
encara va poder entrevistar-se i obtenir testimoni directe de diversos
collaboradors i collegues de la propia Emmy Noether. La recent bio-
grafia de David Blanco [2] és una aproximacié completa i rigorosa, al
mateix temps que literaria, a la vida d’Emmy Noether i les seves cir-
cumstancies. Per ultim, i com passa sovint amb els grans matematics,
la lectura directa dels treballs d’Emmy Noether és potser la millor for-
ma d’aproximar-se a la seva obra. L’edicié completa dels seus treballs
va ser feta per Nathan Jacobson I'any 1983 [11].

El present treball és la versid escrita de la xerrada que l'autor va im-
partir el 18 de febrer de 2009 a la Jornada Noether que va tenir lloc a
la Facultat de Matematiques i Estadistica de la Universitat Politécnica
de Catalunya. I’autor agraeix a la Comissi6 Noether per haver-lo con-
vidat a donar a aquesta xerrada. També a la Dra. Teresa Cortadellas
per les diverses lectures realitzades, tant de la xerrada con del treball,
i pels seus comentaris, sempre valuosos i interessants.

2. ALGEBRA COMMUTATIVA ABANS D’EMMY NOETHER

En aquesta secci6 descriurem a grans trets alguns dels resultats pre-
cedents directament relacionats amb el treball d’Emmy Noether en
Algebra Commutativa, especialment els relacionats amb la Teoria Al-
gebraica de Nombres, la Geometria Algebraica i la Teoria d’Invariants.
La nostra pretensi6 és tan sols emmarcar adequadament el seu treball
en aquesta area.
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2.1. Nombres algebraics. El teorema fonamental de I’Aritmeética,
demostrat per Euclides, afirma que donat qualsevol nombre natural
n # 0,1 es pot descompondre de forma tinica com a producte de nom-
bres primers (o irreductibles), és a dir, de nombres que no es poden
descompondre de forma no trivial com a producte d’altres nombres
naturals:

n:pl-..pT

Aquesta propietat s’estén a tots el nombres enters diferents d’1 i —1,
encara que ara haurem d’entendre que la descomposici6 és tinica excep-
te producte per qualsevol de les dues unitats. Aixo és el que enunciem
com que ’anell dels nombres enters és factorial.

Karl F. Gauss (1777-1855), en el seu estudi al 1832 dels residus bi-
quadratics, va observar que aquesta propietat també es verifica per
altres conjunts de nombres. Concretament, va considerar el conjunt de
nombres complexos de la forma

a+bv—1,a,beZ,

els enters de Gauss, i va comprovar que tant la suma com el producte
de nombres d’aquest tipus tornava a ser de la mateixa forma, i que
verifiquen propietats similars a les del conjunt de nombres enters. A
més, va provar que admeten una descomposicio unica (excepte producte
per unitats: 1,—1,4, —i en aquest cas) com a producte d’altres enters
de Gauss irreductibles. Per exemple, 2 + 7,2 — ¢ s6n irreductibles i
5= (2+1)(2—1i); també, 1 — 1 és irreductible i 2 = i(1 —7)? (observem
que 5 i 2 deixen de ser irreductibles en aquest conjunt). En definitiva,
I’anell dels enters de Gauss és factorial. La teoria de divisibilitat en
aquest conjunt de nombres és aleshores 1’eina fonamental que Gauss
utilitza en el seu estudi dels residus biquadratics.
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Leonhardt Euler i Karl F. Gauss

L’interés per saber quan conjunts de nombres complexos similars als
enters de Gauss tenen les mateixes propietats que els nombres enters
esta estretament relacionada amb el darrer Teorema de Fermat. El cas
és que Leonhard Euler (1707-1783) va donar una primera demostracio
erronia de la no existéncia de solucions enteres no trivials per a I’equacio
cubica

23 4B = 28
basant-se (sense dir-ho explicitament) en el fet (erroni) de que el con-
junt de nombres de la forma a +bv/3, amb a i b enters, es comporta de
forma similar al conjunt dels nombres enters. Pero encara hi tenen un
paper més important els conjunts d’enters ciclotomics. Per a n > 2,
sigui £ una arrel primitiva n-ésima de la unitat, és a dir, una arrel tal
que totes les altres arrels n-ésimes de la unitat son poténcies de £ (per

27

exemple, £ = e™n ). Podem aleshores considerar el conjunt de nombres
de la forma

ag+ ar€ + -4 a1 Lag,a1,. . a1 €Z

Aquest conjunt de nombres, anomenats enters ciclotomics (d’odre n),
té algunes propietas similars a les del conjunt dels enters: per exemple,
si sumem o multipliquem dos enters ciclotomics d’ordre n obtenim un
enter ciclotomic d’ordre n. Es podria pensar aleshores que també veri-
fiquen la propietat de factorialitat. Si aixo fos cert per a tot primer n
més gran que 2, aleshores s’en podria deduir el darrer Teorema de Fer-
mat. De fet, aixo és el que Gabriel Lamé (1795-1870) va donar per bo
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en la demostracio que va presentar a la Académia de Paris el 1847. Jo-
seph Liouville (1809-1882), que hi era present, va posar en dubte el fet
de que els conjunts de nombres ciclotomics verifiquessin la factorialitat,
encara que no va poder donar un contraexemple. No obstant, tant La-
mé com altres matematics francesos (Augustin L. Cauchy (1789-1857)
entre ells) es van esforcar en provar- ho fins que, poc temps després,
el mateix Liouville va anunciar que Ernst Kummer (1810-1893) havia
trobat que per n = 37 no es verificava la factorialitat (de fet, Kummer
ja ho havia provat alguns anys enrere).

Gabriel Lamé i Joseph Liouville

Kummer va portar endavant un llarg programa d’estudi dels enters
ciclotomics. Un dels objectius era desenvolupar una teoria de la divisi-
bilitat en aquests conjunts que fos similar a la dels enters naturals. Per
altra banda, la manca de la factorialitat estava lligada a una propietat
fonamental dels nombres enters: la principalitat. Donats dos nombres
enters a,b, el conjunt d’enters que podem obtenir com a combinacio
lineal d’a i b, és a dir, els enters de la forma Aa + ub, amb A i p enters
arbitraris, coincideix amb el conjunt dels multiples del maxim comu
divisor d’a i b. Pero en aquells conjunts d’enters ciclotomics on no es
verificava la factorialitat aixo resultava no ser veritat, és a dir, donats
dos enters ciclotomics d’ordre n, en general les seves combinacions line-
als a coeficients altres enters ciclotomics d’ordre n no sén els miltiples
d’un cert enter ciclotomic d’ordre n. La idea de Kummer va ser alesho-
res definir uns nous nombres, als que anomenaria ideals. Es tractaria
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de desenvolupar una teoria de nombres ideals similar a la dels nombres
enters, amb un teorema de factoritzacio tnica en producte de primers.

Ernst Kummer

Les definicions que va introduir Kummer no eren del tot satisfactori-
es 1 no es varen apreciar en tot el seu sentit fins ’esdeveniment de la
teoria de valoracions. Aleshores, i sense entrar en detalls de les con-
tribucions del mateix Kummer a la teoria de nombres ideals i d’altres
matematics del moment (Leopold Kronecker (1823-1891), per exem-
ple), va ser Dedekind qui d’alguna forma va completar el programa
iniciat per Kummer. En primer lloc, Dedekind considera els conjunts
d’enters algebraics. Recordem que d’un nombre complex « es diu que
és un enter algebraic si és arrel d’un polinomi monic a coeficients enters.
Aleshores, donat un cos de nombres, és a dir una extensio finita £’ de
Q en C, el conjunt d’enters algebraics de F' és tancat per les operacions
suma i producte. Per exemple, el conjunt dels enters ciclotomics d’or-
dre n és el conjunt dels enters algebraics del cos ciclotomic C,, = Q(&).
Al contrari, el conjunt dels elements de la forma a + bv/—3,a,b € Z,
no és el conjunt dels enters algebraics del cos de nombres Q(v/—3), ja
—1+V=3
2

que el nombre és arrel del polinomi monic 22 + x + 1.

En un tal conjunt d’enters algebraics A, Dedekind defineix els ideals
d’A com aquells conjunts que es poden obtenir com a combinacions
lineals d’una familia finita a4, ..., a, d’elements del conjunt A:

I:{/\1a1+---+)\nan,/\1,...,)\nGA}
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Aquest és I'ideal generat per la familia aq, . .., a, (A és també un ideal,
generat per 1, i {0} és l'ideal generat per 0). Tot definint aleshores
un producte d’ideals i la noci6é d’ideal primer, demostra que tot ideal
diferent d’A i {0} és pot escriure de forma unica com a producte d’ideals
primers (no necessariament diferents):

I:pl...pr

En el cas que el conjunt d’enters algebraics és factorial, aquesta des-
composicio recupera la donada per la mateixa factorialitat.

El Teorema de factoritzacié de Dedekind

Tot aixo ho va desenvolupar Dedekind en la que es considera la seva
obra més important, el Suplement XI al llibre de Dirichlet sobre la
Teoria de Nombres. Emmy Noether coneixia molt be aquest resultats,
doncs com ja hem comentat a la introducci6 va ser una de les editores
de la obra completa Dedekind.

2.2. Teoria d’invariants algebraics. La teoria d’invariants algebraics
va ser un camp de recerca molt actiu a la segona meitat del segle XIX.
Un dels problemes fonamentals d’aquesta teoria era la determinacio
dels invariants de les formes (polinomis homogenis) n-aries (en n va-
riables) de grau k a coeficients complexos. Aixi, les formes binaries
d’ordre 2 son les formes quadratiques en dues variables:

F = apx® + a1y + asy? , ag, a1, ay € C
Donat un grup G que actua linealment sobre les variables, es trac-

ta de trobar expressions polinomiques en els coeficients de la forma
que so6n invariants per ’accié del grup sobre la forma. Per exemple,
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si G = SL(2,C) (matrius invertibles amb determinat 1 a coeficients
complexos), el discriminant de F’

A(F) = a? — 4apay

es invariant per l'accié de G sobre F'. Per la seva importancia en la
geometria projectiva, accié dels grups SL(n,C) sobre les formes n-
aries era la que es considerava més basica.

Una de les fites més importants de la teoria d’invariants a finals del
segle XIX va ser la obtinguda per Paul Gordan (1837-1912) en des-
criure mitjancant un algorisme explicit tots els invariants algebraics de
las formes binaries de qualsevol grau. En particular, va provar que
un nombre finit d’invariants era suficient per generar polindmicament
tots els altres, en definitiva, va trobar una base finita dels invariants.
Gordan era sovint esmentat com el rei dels invariants.

Paul Gordan

Emmy Noether va ser alumna de Gordan, el qual li va dirigir la tesi
doctoral defensada a Erlangen el 1907. En ella, Noether estudia el
problema dels invariants de les formes ternaries de grau 4 i n’obté una
base a la manera computacional d’en Gordan, descrivint explicitament
els 331 invariants de la base.

No obstant, alguns anys enrera, la teoria d’invariants algebraics ha-
via estat completament capgirada per David Hilbert (1862-1943). En
un treball publicat el 1890, considerat per molts com un dels més im-
portants de la historia de 1’Algebra, Hilbert va provar el caracter finit
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dels sistemes d’invariants algebraics per a qualsevol forma de qualsevol
grau. Els métodes utilitzats per Hilbert eren tant diferents dels algo-
rismics i computacionals de Gordan que es diu que aquest va comentar
sobre el treball que allo era Teologia, no Matematiques. La demostracio
donada per Hilbert era existencial i els métodes purament conceptuals.
No obstant, el propi Hilbert, davant les critiques d’alguns col-leges, va
mostrar en un segon treball el 1893 com aplicar els seus métodes per
trobar explicitament tots els invariants.

Només cal llistar alguns dels resultats enunciats per Hilbert en aquest
dos treballs per donar una idea de la seva importancia: Teorema de
la base, Teorema de les sizigies, Funci6 de Hilbert i la seva racionali-
tat, Teorema del zeros. Recordem l’enunciat de Hilbert del Teorema
de la base, per la seva importancia en el treball posterior d’Emmy
Noether: sigui Fi, Fo, F3,... un successio6 infinita de formes en n vari-
ables x1, xs, ..., x,. Aleshores existeix sempre un enter m tal que cada
forma de la successio es pot expressar com

f:Alfl—i-Ang—i-"'—F.Amfm,

on Ay, As, ..., A, son formes adequades en les mateixes n variables.

* République) :
Démogratique |
= du CONGO

David Hilbert

Per demostrar el caracter finit dels sistemes d’invariants algebraics,
Hilbert resol per SL(n,C) un problema de caire una mica diferent i que
es pot formular en general de la manera segiient: quan els polinomis en
n variables a coeficients complexos (o també amb coeficients a altres
cossos) invariants sota 1’accio lineal d’un grup donat que opera sobre les
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variables es poden generar finitament? Recordem un exemple classic:
el polinomis simétrics.

El grup simétric S,, actua de forma natural sobre els polinomis en n
variables a coeficients complexos permutant les variables. Un polino-
mi f(x1,...,2,) € Clzy,...2,] es diu que és invariant per accio del
grup simeétric si el resultat de fer actuar qualsevol permutacio sobre les
variables és el mateix polinomi; és a dir, si per a tot o € S,

f@r, o an) = f(@eq), -+ Tom))

Per exemple, els polinomis de la forma

eo(T1, Ty ..., xy) = 1,

er(T1, 2, Tn) = Y1 cicp T

62(371) Ty ,.’Ifn) = Zl§j<k§n zjxka
63(x1a Lo, ... axn) = Zl§j<k<l§n TRy,
€n($1, Lo, . .. 7$n) =T1T2 - Ty

So6n els anomenats polinomis simétrics elementals. Aixi, el que sovint
es coneix com a Teorema de Newton assegura que tots els polinomis
simeétrics es poden expressar de forma tinica com a polinomis a coefi-
cients complexos en els polinomis simétrics elementals. En definitiva,

€1, ...,e, 86n C algebraicament independents i

Clzy, ..., 2n)°" = Cley, ..., €]
A més, el conjunt del polinomis de Clzy,...,z,| es pot generar finita-
ment a partir Cley, ..., e,].

Emmy Noether s’introdueix en els metodes de Hilbert de la ma d’Ernst
Fischer (1875-1954), successor de Gordan a Erlangen. Fischer va influir
notablement en l'evoluci6 de la manera de treballar les Matematiques
d’Emmy Noether i la seva relacio cientifica va durar molts anys. A ban-
da, malgrat que la mateixa Emmy Noether no tenia gaire bona opinio
de la seva propia tesi doctoral sobre teoria d’invariants, posteriorment
va obtenir alguns resultats importants a la manera de Hilbert, parti-
cularment en el cas de grups finits. Va demostrar concretament que el
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conjunt de polinomis en n variables a coeficients a k, un cos qualsevol,
que soOn invariants per ’accio lineal d’un grup finit, admet generacio
finita i va trobar una fita superior del nombre de generadors i els seus
graus en termes del cardinal de G (fita de Noether). A més, va provar
que k[z1,...,z,] admet generaci6 finita sobre els polinomis invariants
per G. Es en el decurs d’aquest treball on Emmy Noether enuncia i
demostra el seus famos Lema de Normalitzacié. En el cas dels nombres
complexos, aquests resultats ja havien estat provats per Hilbert.

Ernst Fischer

2.3. Geometria algebraica. Max Noether (1844-1921), el pare d’Em-
my, és considerat com un dels fundadors de la Geometria algebraica.
De forma molt general, la Geometria algebraica estudia les propietats
de les solucions dels sistemes d’equacions polinomiques en qualsevol
nombre de variables i qualsevol grau. Per exemple, el conjunt de punts
de l'espai aff AZ que son solucié d’un sistema d’equacions de la forma

F1<LU1,.§CQ, C ,In) =0
0

Fg(l‘l,xg, e ,I’n) =
Fr<l‘1,x2, Ce ,CL'n) =0

amb Fy, ..., F, polinomis de C[z1, ..., z,]. Siels polinomis son tots ho-
mogenis, també podem pensar les solucions com un conjunt de punts
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de I'espai projectiu Pg_l. S’anomenen genéricament varietats algebrai-
ques (afins o projectives).

Max Noether

Un dels resultats més coneguts de Max Noether és I'anomenat “Teore-
ma a + b”. Sigui H = {h = 0} una corba algebraica del pla projectiu
(h sera un polinomi homogeni en tres variables) que conté I'intersec-
ci6 de dues corbes algebraiques FF = {f =0} 1 G ={g =0} (fig
son també polinomis homogenis en tres variables) sense components
comuns (per tant, la intersecci6 és un nombre finit de punts). El teo-
rema dona aleshores condicions suficients i necessaries per tal de que
h = af + bg, amb a,b polinomis homogenis en tres variables. Son les
anomenades condicions de Noether. (Observem que pel Teorema dels
zeros de Hilbert, una poténcia de h si és d’aquesta forma.)

La generalitzaci6 d’aquest resultat a dimensions superiors no és imme-
diata. Per trobar una resposta final cal esperar al 1905, quan Emanuel
Lasker (1868-1941) publica el seu resultat sobre descomposici6 prima-
ria d’ideals a ’anell de polinomis. Lasker, alumne de Hilbert i un dels
jugadors d’escacs més importants de la historia (en va ser campio del
mon del 1894 al 1921) va provar un resultat que de fet acabaria donant
nom al corresponent d’Emmy Noether sobre descomposicié primaria.
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Emanuel Lasker

Al conjunt de polinomis a coeficients en un cos no es pot esperar un
resultat de descomposicié com el provat per Dedekind pels conjunts
d’enters algebraics. Per exemple, és senzill raonar que a Clz, y|, 'ideal
(22, y) generat per 2% i zy, és a dir, el conjunt de les combinacions
lineals de la forma fz? + gxy, amb f i g polinomis de C[z,y], no és
producte de dos ideals. En canvi, es té que

(2%, xy) = (z) N (z,y)”

Lasker va provar aleshores que tot ideal I del conjunt de polinomis a
coeficients en un cos (és a dir, el conjunt de combinacions lineals finites
d’una familia de polinomis) es pot obtenir com l'intersecci6 finita d’una
certa familia d’ideals qq, ... q,:

I:qlﬂﬂqT

Aquests ideals sén d’un tipus especial i s’anomenen components pri-
maries de Iideal: per exemple, (z) i (z,%)? son components primaries
de (z?,zy). En aquest cas, (z) és un ideal primer i (z,y)? és poténcia
de 'ideal primer (z,y). No obstant, també es té que

(2%, 2y) = (x) N (2%, y)

i en aquest cas (72, y) és una component primaria que no és potencia
d’un ideal primer.



EMMY NOETHER 105

Francis S. Macaulay

Aixi doncs, Lasker va trobar una descomposicio a la que va anomenar
primaria, perod que no és unica. El métode de demostracio6 utilitzat per
Lasker era forca complicat, essencialment basat en métodes de Geome-
tria Algebraica (descomposici6 de varietats algebraiques com a reunio
de subvarietats algebraiques irreductibles) i de la Teoria de Resultants
i d’Eliminaci6é. Va provar també altres resultats, com per exemple d’u-
nicitat de certes components primaries, que varen ser millor entesos i
completats posteriorment per Panglés Francis S. Macaulay (1862-1937).
El treball de Macaulay, de gran influéncia a ’Algebra Commutativa
contemporania i gairebé ignorat a I’Anglaterra del seu temps, va ser
molt apreciat i reconegut per Emmy Noether i la seva escola.

3. EL TREBALL D’EMMY NOETHER EN ALGEBRA COMMUTATIVA

No volem fer una descripcio sistematica de tots els treballs i resul-
tats d’Emmy Noether en Algebra Commutativa. Donat que l'article
[14] publicat 'any 1921 és considerat com el més important i el que
ha tingut una major influéncia, la millor manera d’entendre la seva
aportacio fonamental és simplement explicant breument el contingut
d’aquest treball. Si ho fem amb el llenguatge i a la manera actual, no
hi ha de fet gaire diferéncia amb el que ella mateixa va escriure, potser
estalviem una mica de notaci6 i temps.

Basicament, el que fa és donar les bases per a un tractament axiomatic
i conceptual de la teoria dels anells commutatius i els seus ideals. Intro-
dueix no tan sols les definicions i noms que fem servir avui en dia, sind
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també els métodes i procediments. L’objectiu era basicament obtenir
un resultat que fos la generalitzacié natural, per una banda, del treball
de Dedekind sobre descomposicié en producte de primers dels ideals
d’un conjunt d’enters algebraics, i per altra del resultat de Lasker so-
bre descomposici6é primaria d’ideals a I’anell de polinomis. Per fer-ho,
es basa en I'anomenada condici6 de cadena ascendent dels ideals, que és
equivalent a la condicié de generacio finita demostrada per Hilbert pels
ideals d’un anell de polinomis. Es per aixd que els anells que verifiquen
aquesta condicié (o en general, els objectes que verifiquen una condicid
d’aquesta mena) s’anomenen Noetherians. La condicio es tant senzilla
i a I’hora productiva, que serveix com indicador de la profunditat del
pensament d’Emmy Noether.

Tots els treballs previs de Dedekind, Hilbert, Lasker i Macaulay son
citats a l'article. També alguns treballs d’Adolf Fraenkel (1891-1965)
publicats del 1914 al 1920 on es déna una primera definici6 d’anell, aixi
com el seu propi treball previ conjunt amb Werner Schmeidler [12], on
es dona la definicié d’ideal i modul en un context d’algebres d’operadors
diferencials. D’alguna forma, aquest treball conjunt amb Schmeidler es
pot considerar a manera de preludi del que molt més tard sera la Teoria
algebraica de D-moduls.

Emmy Noether a la seva maduresa com a matematica

3.1. Un conjunt A (sistema d’elements a,b,c,...,f,g,h,...) es diu
que és un anell commutatiu si té dues operacions internes, suma (+)
i producte (-), tals que tant la suma com el producte compleixen les
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propietats associativa i commutativa, es compleix la propietat distri-
butiva, i existeix la resta, és a dir, donats elements a i b existeix un
element x tal que a+x = b (aleshores escrivim x = b—a). De 'existén-
cia de la resta s’en dedueix 'existéncia d'un element nul per la suma,
que denotem per 0. Si a més existeix un element nul per al producte,
diemque A és un anell unitari,

i 'element nul per al producte el denotem per 1. Per a nosaltres, els
anells seran sempre unitaris. A més, direm que 'anell A és un domini
d’integritat si quan el producte de dos element és 0, aleshores un dels
dos elements és zero.

Per exemple, el conjunt del polinomis en n variables a coeficients en un
cos o bé el conjunt d’enters algebraics d’un cos de nombres s6n dominis
d’integritat.

3.2. Donat un anell A i un subconjunt I d’elements d’A direm que és
un ideal si (1) per a qualsevol element a d’A i per a qualsevol element
f de I, el producte a-f és de I, i (2) per a qualsevol elements f i g de I,
la resta f — g és de I. Donada una familia d’ideals Iy, I>,...,I.,... es
defineix la seva suma com el conjunt I d’elements de la forma d = a;, +
iy *+ -+ ag,, on a;; és un element d’J;,. Es un ideal que denotem per I =
(I1,I5,...,1,,...). Donats elements fi,..., f. de Ianell A, denotem
per (fi,...,fr) el conjunt d’elements de la forma a;f; + --- + a,f;,
on ai,...,a, son elements qualsevol d’A. Es un ideal, que s’anomena
Iideal generat per fi,..., f.. Si un ideal I és d’aquesta forma direm
que és finitament generat i que fi,..., f, és una base del ideal.

La segiient condicié caracteritza la generaci6 finita de tot ideal d’'un
anell A.

Teorema 1 (de la condicié de cadena ascendent). Suposem que
per a tota familia d’ideals de la forma Iy C Iy C --- C I, C ---
existeiz un n tal que I, = I,41 = --- (condicid de cadena ascendent).
Aleshores, tot ideal és finit generat. Inversament, si tot ideal €s finit
generat, A verifica la condicid de cadena ascendent.

Aixi, els anells que verifiquen aquesta condici6 s’anomenen Noetheri-
ans. Per exemple, tot anell de polinomis en n variables a coeficients en
un cos o bé 'anell d’enters d’un cos de nombres son Noetherians.
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Una forma equivalent d’enunciar aquesta condicié és mitjancant I’ano-
menada condicié maximal: tota familia no buida d’ideals d’A té un
element maximal.?

3.3. Donada una familia d’ideals [;,...,I., podem denotar per I =
[I1,...,I,] el més petit ideal contingut a tot ells. Resulta que [I1, ..., I,]
és de fet igual a I'intersecci6 I1N- - -NI,. dels ideals. Direm que un ideal I
és reductible si es pot obtenir com intersecci6 de dos ideals estrictament
més grans. En cas contrari, diem que l'ideal és irreductible. El segiient
resultat afirma que tot ideal en un anell Noetheria es pot obtenir com
a intersecci6 finita d’ideals irreductibles.

Teorema 2 (descomposicié com a interseccid finita d’irreductibles).
En un anell Noetheria A, tot ideal es pot obtemir com a interseccio
d’un nombre finit d’ideals irreductibles.

Potser val la pena de fer la demostracié d’aquest resultat, per mostrar
I'as de la condicié de cadena ascendent:

Suposem que no és aixi i sigui Q # ) la familia d’ideals que no verifiquen
la condici6. Aleshores, existeix un ideal I que és maximal en aquesta
familia. Sera doncs intersecci6 de dos ideals estrictament més grans.
Com I és maximal a €2, aquest dos ideals no pertanyen a {2 i es poden
obtenir cadascun d’ells com a intersecci6 d’un nombre finit d’ideals
irreductibles. Ajuntant les dos interseccions resulta que I també es pot
obtenir com a interseccié d’un nombre finit d’irreductibles, la qual cosa
és contradictoria amb ’hipotesi.

3.4. Unideal g d’un anell A es diu que és primari si donats dos elements
aibd’A tals que a-b pertany a q i a no pertany a ¢, aleshores existeix
un enter positiu n tal que b" pertany a q. Si a més n ha de ser sempre 1,
en diem que g és un ideal primer. Donat un ideal primari q, el conjunt
d’elements d’A tals que un potencia seva pertany a g és un ideal primer
p. Es diu que p és I'ideal primer associat a q i que q és un ideal primari
que pertany a p.

2Aquesta condicié no la va fer servir directament Emmy Noether, encara que és
latent en el seu treball. L’avantatge d’aquesta formulacié equivalent de la condicié
de cadena ascendent és que simplifica alguns dels seus arguments.
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Teorema 3 (els irreductibles son primaris). En un anell Noetheria tot
tdeal irreductible és primari.

La demostracié d’aquest resultat és una nova mostra de 1'us de la con-
dici6 de cadena ascendent:

Sigui A un anell Noetheria i I un ideal irreductible d’A. Suposem que
I no és primari: aleshores existeixen elements a i b tals que a-b pertany
a I, a no pertany a I i cap potencia positiva de b no pertany a /. Per
a qualsevol element ¢ d’A, el conjunt d’elements x d’A tals que x-c
pertany a I és un ideal que denotem per [ : c. Aixi, tenim una cadena
creixent d’ideals de la forma I :bC I : 0> C--- CI1:b" C---,1per
la condici6 de cadena ascendent ha d’existir un k tal I : b¥ = I : b**1.
Aleshores, I = (I, (a))N(Z, (b*)). En efecte, un element de la interseccio
ha de ser, per una banda, de la forma ¢ = f + g-b*, amb f un element
de I. Pero verifica també que c-b pertany a I, ja que per hipotesi a-b
pertany a I. Per tant, f-b+ g-b**! pertany a I i també g-b**! pertany
a I. Aixi, g-b* pertany a I i ¢ pertany I. Com tots dos ideals contenen
estrictament a I, obtenim que [ no és irreductible, la qual cosa és una
contradiccio.

Teorema 4 (primer teorema de descomposicié primaria). En un anell
Noetheria tot ideal és interseccio d’un nombre finit d’ideals primaris.

Ara podem ajuntar en un sol ideal la interseccié de tots els ideals
primaris que tenen el mateix ideal primer associat. Resulta ser un nou
ideal primari, amb aquest mateix primer com associat. Aixi, obtenim
una descomposicié de qualsevol ideal com a intersecci6 d’un nombre
finit d’ideals primaris, tots ells amb primers associats diferents. Ara,
aquesta descomposici6 té una propietat especial: cap dels ideal primaris
que apareixen a la intersecci6 conté la interseccio dels altres. S’en diu
aleshores que la descomposicio és iredundant. Aixi, tot ideal té un
descomposici6é iredundant com a intersecci6é d’ideals primaris.

Teorema 5 (Teorema de descomposicié primaria en anells No-
etherians). Sigui A un anell Noetheria. Aleshores, tot ideal és inter-
seccio irredundant d’un nombre finit d’ideals primaris: son les compo-
nents primaries de l’ideal. Aquestes components primaries tenen totes
ideals primers associats diferents.
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3.5. Considerem l’exemple tractat a la secci6 anterior: l'ideal I =
(22, zy) C C[z,y| admet com a descomposicié primaria irredundant

(2%, 2y) = (2) N (2*, 2y, %)
En aquest cas, les components primaries son (), (22, 2y, y?) = (x,y)?
i els ideals primers associats son (x), (x,y). Perd també

(2%, 2y) = (x) N (2%, y)
és una descomposicio primaria irredundant, amb components primaries
(z), (2%, y) amb ideals primers associats (z), (z,y).

Aixi doncs, la descomposicié priméaria irredundant no és tnica. No
obstant, si que es verifica el segiient:

Teorema 6 (primer teorema d’unicitat). Sigui A un anell Noetheria.
Aleshores, dues descomposicions primaries irredundants d’un mateix
tdeal tenen el mateix nombre de components primaries i els mateizos
tdeals primers associats a les components primaries.

Aquest conjunt tnic d’ideals primers s’anomena conjunt de primers
associats. Obviament, fan el paper dels divisors primers en un anell
factorial i té una gran importancia a la teoria d’ideals.

L’exemple anterior també mostra un fet que no es déona en el cas dels
anells factorials. Observem que els dos primers associats son compa-
rables: (x) C (x,y). Aquest fet és precisament el que d’alguna forma
ocasiona la no unicitat de la descomposicié primaria irredundant. Di-
rem que un primer associat a un ideal és immers si conté estrictament
un altre primer associat. En cas contrari, direm que el primer associat
és aillat. Les components primaries que els tenen com associats reben
el mateix nom. Aixi, (z,y) és un primer immers de (2% xy) i I'ideal
(2, zy,y?) una component primaria immersa, mentre que () és un
primer associat aillat i (%) una component primaria aillada.

Teorema 7 (segon teorema d’unicitat). Sigui A un anell Noetheria.
Aleshores, les interseccions de components primaries que pertanyen a
primers associats aillats son uniques. En particular, les components
primaries que pertanyen als ideals primers associats aillats son uniques.

Val a dir, que aquests dos teoremes d’unicitat son valids sense la condi-
ci6 Noetheriana, un cop es tingui un ideal que admet una descomposicio
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primaria irredundant. Els anells tals que tot ideal admet una descom-
posici6é primaria s’en diuen de Lasker i han estat objecte d’una recerca
continuada de cert interés.

3.6. Essencialment, tot l’anterior és el que Emmy Noether prova a
[14]. Prova també que la teoria es pot aplicar als anells de polinomis i
anells d’enters algebraics, i que es recupera aixi la teoria ja coneguda
respectivament per Lasker i Dedekind. També dona indicacions de com
estendre la teoria al marc més general dels moduls.

Es dificil imaginar com aquest treball va canviar la manera de pensar
I’Algebra en aquells moments, tant acostumats com estem actualment a
fer-ho aixi. Possiblement, I'tinica forma és llegir directament els treballs
de Lasker o de Dedekind i comparar. Una revolucié més recent del
mateix estil que ens pot donar una idea és la produida pel treball
d’Alexander Grothendieck i la teoria d’esquemes. No obstant, també
és cert que molts dels métodes computacionals i algorismes de finals dels
segle XIX i principis del XX han estat revisats i parcialment recuperats
gracies al desenvolupament recent de la Computaci6 algebraica.

3.7. Dels altres treballs d’Emmy Noether en ’ambit de I’Algebra Com-
mutativa, [18] és possiblement el més citat. En ell, Noether completa
d’alguna forma el programa sobre descomposicié primaria d’ideals al
caracteritzar els anells on aquesta descomposici6 primaria esdevé en
realitat un producte d’ideals primers. Son els que seran posteriorment
coneguts (per raons Obvies) com dominis de Dedekind. En el treball,
es desenvolupa de forma sistematica la noci6 de dependéncia entera,
completant el treball de Dedekind. També fa servir, entre d’altres, la
condicié de cadena descendent sobre els ideals (condicié dual de la de
cadena ascendent).

Si A és un domini d’integritat i K és el seu cos de fraccions, un element
a de K es diu que és enter (sobre A) si és arrel d’un polinomi monic a
coeficients a A. El conjunt d’elements enters de K és un subanell de K,
que s’anomena la clausura entera d’A (aixo no és un fet trivial). S’en
diu que A és integrament tancat si la seva clausura entera és ell mateix,
és a dir, si els tnics elements enters de K son els d’A. Per exemple,
Z (i en general qualsevol domini d’integritat que sigui factorial) és
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integrament tancat. La clausura entera funciona com una clausura, és
dir, la clausura entera de la clausura entera és ella mateixa. El teorema
provat per Emmy Noether és el segiient:

Teorema 8. Sigui A un anell (no necessariament unitari). Aleshores,
tot ideal és producte de forma tnica d’ideals primers si, © només si, es
verifiquen les segiients condicions:

(I) A wverifica la condicid de cadena ascendent.
(II) Modul qualsevol ideal no nul l’anell verifica la condicié de cadena
descendent.
(III) A és unitari.
(IV) A és un domini d’integritat.
(V) A és integrament tancat.

El anells de Dedekind tenen moltes altres caracteritzacions i una rica
teoria, en un cert sentit com la primera classe d’anells després dels do-
minis d’ideals principals. Localment sén dominis de valoraci6 discreta,
com els dominis d’ideals principals, perd globalment no sén necessa-
riament factorials. De fet, un anell de Dedekind és domini d’ideals
principals si, i només si, és factorial. Ometent alguna de les condicions
que els caracteritzen s’obtenen d’altres classes d’anells. Potser els més
coneguts siguin els de Priifer, que no verifiquen la condici6 Noetheria-
na. Val a dir que, en general, la clausura entera d’'una domini Noetheria
no és Noetheriana, i que aquesta és una condicio dificil de verificar que
ha proporcionat algunes de les pagines més interessants de I’historia de
I’ Algebra Commutativa, en particular famosos i dificils contraexemples.

4. POTENCIES SIMBOLIQUES

El calcul de la descomposicié primaria d’un ideal és dificil. Afortuna-
dament, no és freqiient en Algebra Commutativa haver de determinar
completament les components primaries, sind més bé el conjunt d’ide-
als primers associats, que en general és un calcul una mica més senzill.
En termes de Geometria Algebraica, aquesta és en certa manera la
diferéncia entre determinar l'interseccié de varietats conjuntisticament
o be amb multiplicitats, tal com s’explica a la contribucié en aquest
mateix volum de Raquel Mallavibarrena.
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Una de les alumnes d’Emmy Noether, Grete Hermann (1901-1984), va
desenvolupar diversos algorismes en Algebra Commutativa, en particu-
lar pel calcul de la descomposicié primaria [8]. Com a conseqiiéncia va
trobar que existeix una funcié que depén de n, ki d tal que si I és un
ideal d’un anell de polinomis en n variables a coeficients a C, generat
per k elements de grau com a molt d, aleshores existeix una descompo-
sici¢ primaria tal que els generadors de les seves components primaries
tenen graus acotats superiorment per aquesta funcio. La funci6 troba-
da per Hermann és doble exponencial en n i no es coneix avui en dia si
aquesta fita és pot millorar. Els paquets més coneguts de computacio
en Algebra Commutativa, CoCoA, Macaulay?2 i Singular, poden calcu-
lar descomposicions primaries basant-se en diferents algorismes més o
menys eficients, depenen del tipus d’ideal.

4.1. Voldria comentar ara un dels aspectes possiblement més interes-
sants de la descomposici6 primaria. Es dona el cas que, en general, les
poténcies d’un ideal primer no sén ideals primaris. El segiient n’es un
exemple. Sigui p I'ideal primer

p= (y2 — Tz, Yz — ZL‘37 ZQ - mQy) - C[l’,y,l’]
(és I'ideal de definici6 de la corba (¢3,¢4, %) de I'espai aff A%). Aleshores,

z(z® — 32%yz + 1y® + 2°) € p?

perd en canvi x no pertany a p (i cap poténcia seva tampoc) i x® —

sz?yz + xy® + 22 no pertany a p?. Per tant, p? no és un ideal primari.

Aix0 no passa si l'ideal primer és maximal, és a dir, si no hi cap altre
ideal propi que el contingui (tot ideal maximal és primer): si m és un
ideal maximal, aleshores tot ideal de la forma m”™ és primari amb primer
associat m (encara que no tot ideal m-primari és una poténcia de m).

El que si passa és que per a tot ideal primer p, tota poténcia p” te a p
com a primer associat aillat (de fet n’és 'inic). Per tant, a qualsevol
descomposicié primaria irredundant de p™ hi una component primaria
ben determinada amb ideal primer associat p. Es ’anomenada n-ésima
poténcia simbolica de p, que denotem per
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Els problemes relacionats amb el comportament d’aquestes poténcies
simboliques son en general molt dificils i profunds.

Si k és un cos algebraicament tancat i p és un ideal primer de I'anell
de polinomis k[z1, ..., x,], tenim com a conseqiiéncia del Teorema dels
zeros de Hilbert que

p=[)m

meX

on X és el conjunt d’ideals maximals de k[z1,...,x,] que contenen a
p. El segiient teorema ens dona una descripci6 similar de les poténcies
simboliques.

Teorema 9 (O. Zariski (1949), M. Nagata (1962)). Sigui k un cos al-
gebraicament tancat de caracteristica zero ©p un ideal primer de l’anell

de polinomis klxy, ..., x,|. Aleshores, per a tot r > 1 es verifica que
p(r) — ﬂ mr
meX

Dit en altres paraules, la r-ésima potencia simbolica de p és 'ideal de
totes les funcions que s’anul-len amb ordre com a minim r per a tot
punt de la varietat definida per p.

En un anell Noetheria la nocié de poténcia simbolica és pot estendre
a qualsevol ideal no necessariament primer. La notaci6 és la mateixa:
per un ideal I, la n-ésima potencia simbolica de I és denota per 1.
No en donem els detalls, pero.

4.2. El Problema 14 de Hilbert es por formular de la forma segiient.

Siguin F un cos de caracteristica zero, R = Flxq,...,x,] Uanell de
polinomis en n variables a coeficients a F 1 K un subcds del cos de
fraccions de R. Es K N R una algebra de generacio finita sobre F'?

Masayoshi Nagata (1927-2008) en va donar un contraexemple al 1958
[10]. Per construir-lo, Nagata va utilitzar algebra de Rees de les po-
téncies simboliques d’un cert ideal.
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Donat un anell Ai I C A un ideal, podem considerar el subanell de
I'anell de polinomis en una variable A[t] donat per

R(I):= P 1" c Al

t>0

Es el que s’anomena anell de Rees de I, ja que David Rees [21] el
va utilitzar per primera vegada en la construccié d’un contraexemple
a una versi6 més general del Problema 14 de Hilbert formulada per
Oscar Zariski (1899-1986). Si I’anell A és Noetheria, I’anell de Rees de
qualsevol ideal és també Noetheria o, equivalentment, és una A-algebra
de generacio6 finita.

La construccié de I'anell de Rees es pot estendre de forma obvia a qual-
sevol filtracié d’ideals: entenem per filtracié d’ideals d’ A una successio
decreixent d’ideals

IT=1)=A>L>L>---D1I,D...

tal que I"I¥ C I"™* per a tot r i s. Aleshores, I’anell de Rees de la
filtracio Z és el subanell graduat de A[t] definit per

R(T) := P It" C A[t]

n>0

Les poténcies simboliques d’un ideal I son una filtracié d’ideals, és a
dir, I™*D c I™ peratot n > 0i M1 C I+ per a tot r i s (no és
dificil de provar, pero tampoc és obvi). L’algebra de Rees de la filtracio
de les poténcies simboliques d’un ideal / s’anomena sovint 1’algebra de
Rees simbolica d’I. Ara bé: el que ja no és cert en general és que
I'anell de Rees R(Z) d’una filtraci6 qualsevol d’A sigui una A-algebra
de generacio6 finita.

Justament, el contraexemple donat per Nagata al Problema 14 de Hil-
bert es pot realitzar com 1’algebra de Rees simbolica d’un cert ideal de
I’anell de polinomis en tres variables que no és finitament generada.

4.3. Un dels punts crucials de la demostracio d’Andrew Wiles [26] del
Darrer Teorema de Fermat consisteix en provar que un cert epimor-
fisme entre dues algebres sobre ’anell dels enters d’una extensio finita
d’un cos p-adic (P’algebra universal de les deformacions i una algebra de
Hecke generalitzada) és un isomorfisme. L’estratégia és provar primer
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que l'algebra de Hecke generalitzada és intersecci6 completa i deduir a
partir d’aquest fet que I’epimorfisme és, en efecte, un isomorfisme. Per
provar la propietat interseccié completa de I'algebra de Hecke genera-
litzada cal aplicar un criteri numéric, provat per Richard Taylor i el
propi Wiles a [23].

En realitat, la situacié anterior és una cas particular de la segiient: sigui
k un anell i 7" una k-algebra local essencialment de tipus finit sobre k.
Una evoluci6é de T sobre k és una k-algebra local R essencialment de
tipus finit i un epimorfisme de k-algebras

p:R—-T
que indueix un isomorfisme entre els moduls dels diferencials
Qpr/k = Qi

Es diu que Ievolucié és trivial si ¢ és un isomorfisme i que 1" és evo-
lucionalment estable si totes les seves evolucions sobre k son trivials.
De fet, en el cas de Wiles es té que 1’algebra de Hecke generalitzada és
evolucionalment estable perqué és intersecci6 completa.

David Eisenbud i Barry Mazur estudien a [6] el problema segiient: do-
nat un cos k£ o bé un anell de valoraci6 discreta de caracteristica mixta,
caracteritzar quan una k-algebra local T', plana, reduida i essencial-
ment de tipus finit sobre k és evolucionalment estable. Proven que si
T es pot presentar com un quocient P/I d’un anell local (P, m) que és
la localitzaci6 d’un anell de polinomis en un nombre finit de variables
sobre k, T' és evolucionalment estable si, i només, si

I® cmI

Més en general, un es pot plantejar la segiient pregunta [6]: donat un
ideal primer p en un anell local (P, m), quan es verifica que p® C pm?
La resposta és en general negativa en el cas equicaracteristic positiu,
de fet hi ha contraexemples per a tota caracteristica positiva, perd no
es coneix en caracteristica zero o mixta.

4.4. L’estudi asimptotic de les propietats d’un ideal és molt important
en Algebra Commutativa. La funcié de Hilbert n’és un cas, també el
Lema d’Artin-Rees. En general, volem saber si per alguna propietat
les poténcies d’un ideal és comporten de manera uniforme, o almenys
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asimptoticament uniforme. Per exemple, donat un ideal I d’un anell
Noetheria A, els conjunts d’ideals primers associats a les poténcies de
I poden anar variant. No obstant, es pot provar que existeix un enter
positiu n tal que per a tot m > n, els conjunts de ideals primers
associats a I™ son estables.

El fet de que l'algebra de Rees simbolica d’un ideal no sigui en general
finitament generada ens indica que el comportament de les poténcies
simboliques és poc uniforme. Es en part per aixo que el segiient re-
sultat provat per Melvin Hochster i Craig Huneke el 2002 [9] és molt
remarcable.

Teorema 10. Sigui A un anell Noetheria regular que conté un cos
(per exemple, lanell de polinomis en un nombre finit de variables a
coeficients en un cos). Sigui I un ideal qualsevol d’A i h U'algada més
gran dels ideals primers associats a I. Aleshores,

[(hn) c I

per a tot enter positiu n.

La demostracié d’aquest resultat s’obté per reducci6é a caracteristica
positiva i aplicant aleshores la teoria de “tight closure”. Aquesta teoria
desenvolupada per Hochster i Huneke i la seva escola des de ’any 1986,
constitueix un dels avencos més importants i profunds de 1’Algebra
Commutativa els darrers anys.
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