EMMY NOETHER I I’ALGEBRAITZACIO DE LA
TOPOLOGIA

PERE PASCUAL GAINZA

RESUM. Aquestes notes son la versio escrita de la conferéncia pro-
nunciada el 18 de febrer de 2009 a la Jornada Noether de la Fa-
cultat de Matematiques i Estadistica de la UPC. S’hi descriuen
alguns dels canvis de la Topologia Algebraica i més concretament
de I’homologia, al voltant dels anys 20 sota la influéncia de Emmy
Noether. S’ha procurat mantenir el caracter expositiu de la confe-
réncia.

1. INTRODUCCIO

La Comissié de I’Any Noether de la Facultat de Matematiques Estadis-
tica de la UPC em va demanar que fes una presentacio de la contribucio
d’Emmy Noether a la Topologia. Es un fet ben assumit que Emmy Noe-
ther va tenir un paper molt important en la formulaci6 de la Topologia,
i en particular de la Topologia Algebraica, tal i com ’entenem avui en
dia, perd quin va ser aquest rol?

Emmy Noether és una figura fonamental de les matematiques de la pri-
mera meitat del segle XX; i és en aquest periode que la Topologia es-
devé una branca propia, alliberant-se de les seves servituds respecte de
I’analisi i la geometria, alhora que col-laborant al seu desenvolupament
conjunt. Es logic preguntar-se doncs si Emmy Noether va intervenir en
el desenvolupament de la Topologia i en quina forma.

El llibre de Jean Dieudonné History of Algebraic and Differential To-
pology és segurament el lloc més adient per a comencgar el nostre re-
corregut. Hi trobem tres cites a Emmy Noether, totes elles menors
(pp. 38, 54 i 68), i en cap d’elles es fa referéncia a cap treball cien-
tific de Noether ni a cap resultat concret. Les cites son referéncies a

la influéncia d’Emmy Noether en el treball de dos joves topolegs del
133
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moment que crearien una escola de primer ordre, Pavel Alexandroff i
Heinz Hopf. Com es va produir aquesta influéncia? Emmy Noether es
trobava als anys 20 immersa en |’alliberament de 1’algebra del garbuix
de matrius i determinants que la dominaven, substituint-los per moduls
1 morfismes, i va ser aquesta visi6 conceptual la que va transmetre als
seus col-laboradors.

Cap els anys 1930, Alexandroff i Hopf van imaginar un tractat complet
que descrivis els nombrosos avencos de la Topologia, del qual van es-
criure el primer volum Topologie, iniciant un procés que ha esdevingut
usual en matematiques i que consisteix en preveure diversos volums so-
bre un tema per quedar-se només amb el primer, desbordats pels nous
punts de vista que s’anaven produint. Al final de la introduccio del
Topologie, Alexandroff i Hopf fan un elogi d’Emmy Noether i la seva
influéncia en la forma i en la presentacié de la matéria tal i com apareix
en aquell volum:

La fonamentacié de la topologia en la teoria de grups que segueix la
nostra exposicio es deu enterament a E. Noether [...] Va ser necessa-
ria tota ’energia i el temperament d’E. Noether per tal que aquesta
algebraltzacio fos acceptada pels topolegs, i per tal que esdevingués la
bastida basica en la qual s’estructuren les qliestions i els métodes de
la topologia.

Aquesta cita reflecteix resumidament la intervencié d’Emmy Noether
en el desenvolupament de la Topologia. Hi ha un abans i un després
d’Emmy Noether, un pas de la Topologia Combinatoria inicada per
Poincaré a la Topologia propiament Algebraica. Aquesta transicié va
ser implementada per Alexandroff, Hopf i molts altres matematics so-
ta la seva influencia, i també per altres investigadors que treballaven
independentment, com ara Vietoris.

En les notes que segueiexen farem un esbo¢ de com estava la Topologia,
i més precisament I'Homologia, abans de Noether i com va canviar sota
la seva influéncia, seguint el corrent d’algebraitzacié de la matematica
dels inicis del segle XX. Estem interessats en mostrar el pas de la intui-
ci6 de Riemann a 'aritmetitzacié de Poincaré i la formulaci6 algebraica
propiciada per Noether.
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Hem estructurat 'exposicié a partir de tres fites que hem considerat
rellevants per a ’evolucié de la Topologia Algebraica que volem analit-
zar:

e El treball pioner de Riemann (1851, 1857) i Betti (1871), en el
qual introdueixen els ordres de connexi6é d’una varietat.

e La publicacié, a partir de 'any 1895, de I'’Analysis situs de
Poincaré i els seus complements, on introdueix I'homologia i
demostra alguns resultats fonamentals, com ara el teorema de
dualitat.

e La coincidéncia, el curs 1926/27, de Noether, Alexandroff i Hopf
a Holanda, on visiten Brouwer i estudien els seus métodes i re-
sultats, i 'assisténcia regular d’Alexandroff i Hopf als seminaris
de Noether a Gottingen (amb una estada a Princeton, 27/28).

Tractant-se d’una exposicié informativa, proposem un recorregut des-
criptiu de la situaci6. Aixi, aquestes notes no tenen altre objectiu que
incentivar el lector interessat a aprofundir en la historia de la topologia
a partir de la bibliografia ressenyada al final del text.

Vull agrair a I’Abdé Roig el seu ajut per la lectura d’alguns dels textos
en alemany. Les traduccions dels diversos paragrafs que incloem en
aquestes notes son aproximades i pretenen, sobretot, reflectir 'esperit
d’allo que s’hi diu. Agraeixo al professor Sebastia Xambo els comentaris
i observacions sobre una primera redaccié d’aquest article.

2. EL TREBALL DE RIEMANN I BETTI

El nostre recorregut s’inicia amb Bernhard Riemann i els seus estudis de
les funcions de variable complexa i de les funcions abelianes, publicats
els anys 1851 i 1857, [R1, R2|. Es en aquests escrits on Riemann
introdueix i analitza 1’ordre de connerio d’una regié. El paper emergent
dels conceptes topologics com a suport de 1’analisi queda palés en les
paraules segiients (cf. [R2]):

en ’estudi de les funcions que provenen de la integraci6 de les diferen-
cials totals, alguns teoremes de ’analysis situs sén gairebé imprescin-
dibles. [...] on s’estudien tnicament les relacions de situacié dels llocs
i les regions, fent abstracci6 de les relacions métriques.
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En la Inauguraldissertation de 1851, Riemann considera una funcié
holomorfa f(z) definida en un domini D del pla, fixa un punt zo de D
i analitza la dependéncia de la integral

/Z f(2)dz,

respecte del cami utilitzat en la integracid. Pel teorema de Cauchy, que
Riemann també demostra, es té

/yf(z)dz =0, (1)

si v és un cami tancat que envolta una superficie de D.

Si el cami 7 envolta una singularitat de la funci6 f(z), Riemann ai-
lla aquesta singularitat mitjancant una circumferéncia al seu voltant.
La formula (1) segueix sent valida integrant sobre la corba resultant
d’adjuntar una nova linia (una secci6 transversa ¢) entre aquesta cir-
cumferéncia i .

Aixi, a partir de la teoria de funcions, Riemann entreveu una classifi-
cacid de les superficies: anomena simplement connexes aquelles super-
ficies per a les quals no cal afegir cap seccié trasversa per tal que se
satisfaci (1) per a les corbes tancades, mentre que les altres les classifica
segons el nombre de seccions transverses independents que cal afegir
perqueé esdevinguin simplement connexes.

Els comentaristes posteriors del treball de Riemann assenyalen dues
deficiéncies de la noci6 d’ordre de connexi6 anterior: d’'una banda, tot
i que permet distingir (llevat d’homeomorfisme) entre superficies com-
pactes sense vora (remarquem que, a I’época, aquestes superficies eren
sempre orientables), aquest no és un invariant complet de les superfici-
es amb vora; i de I'altra, la demostracié de Riemann de la invariancia
topologica de I'ordre de connexi6 és obscura i es basa en fets assumits
com a intuitivament evidents que resultarien parcialment falsos.

Enrico Betti va completar el treball de Riemann en un article publicat
I'any 1871, |B], en el qual estén la nocié d’ordre de connexié per a
varietats de dimensié qualsevol. Anotem, de passada, que 'article de
Betti marca l'inici de la topologia de les varietats en dimensi6é superior.
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Seguint una definicié alterntiva donada pel propi Riemann de 'ordre de
connexi6 per a les superficies, Betti defineix 'ordre de connexié d’una
varietat com segueix:

Si, en un espai R de dimensié n, podem imaginar un nombre p,,
d’espais tancats de dimensié m, que no formin el contorn d’una part
connexa d’un subespai de dimensié m + 1 i tal que tot altre espai
de dimensi6 m formi, ell mateix o amb la totalitat dels p,, espais,
el contorn d’una porcié connexa de dimensié m + 1, direm que R té
connexioé py, pel génere m.

Betti contrasta aquests conceptes sobre uns quants exemples, que avui
considerariem elementals (un el-lipsoide, ’espai entre dues esferes con-
céntriques, I’espai interor d’un un tor, o ’espai entre dos tors), i enuncia
el segiient teorema d’invariancia:

Teorema. Sit espais tancats de dimensid m, Aq,...,A; no formen
el contorn d’un subespai connexr de dimensio m + 1 de R, pero si que
ho fan si afegim un altre espai tancat de dimensio m qualsevol, i si un
altre sistema By, ..., By d’espais tancats de dimensio m té les mateizes
propietats, aleshorest =1t'.

La prova d’aquest resultat proposada per Betti segueix de prop la prova
de Riemann per a superficies i, una vegada més, es basa en alguns lemes
acceptats sense demostracié que no resistiran les analisis efectuades pels
seus contemporanis.

En definitiva, Riemann i Betti introdueixen els ordres de connexié d’u-
na varietat, pero el concepte estd mancat de precisi6 i els resultats que
enuncien es basen en una intuicié que resulta parcial, i fins i tot er-
ronia. No disposen d’una metodologia adequada per analitzar aquest
nou concepte. Aquest és l'estat de I’Analysis Situs abans de I'arribada
de Poincaré.

3. L’ Analysis Situs DE POINCARE

Henri Poincaré publica I'any 1895 el transcendental article Analysis
Situs, [P1]. Al llarg de les més de cent pagines d’aquest article, i
dels complements que el seguiran pocs anys després (|[P2]), Poincaré
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estableix les nocions fonamentals de la Topologia Algebraica sobre les
que s’edificara aquesta nova area de la matematica.

Poincaré, com Riemann el 1857, justifica el seu interés pels conceptes
basics de la Topologia per la necessitat de desenvolupar aquesta nova
disciplina com a eina fonamental de les seva recerca en diferents camps.
Aquesta punt de vista es resumeix en el paragraf segiient ([P1]):

Tots els diferents camins en els quals m’he interessat darrerament em
conduixen a 1’ Analysis Situs. Tenia necessitat dels resultats d’aquesta
Ciéncia pel meu estudi de les corbes definides per les equacions dife-
rencials i per estendre’l a les equacions diferencials d’ordre superior,
i, en particular, a les del problema dels tres cossos. En tenia neces-
sitat per estudi de les funcions no uniformes de dues variables. En
tenia necessitat per 'estudi de les integrals multiples i per a I’aplicaci6
d’aquest estudi al desenvolupament de la funcié de pertorbacio. |...|

La Topologia, que apareix com una disciplina auxiliar de les matema-
tiques, esdevé mitjancant el treball de Poincaré una teoria amb contin-
guts i problemes propis. En els segiients anys, seran altres autors els
qui resoldran alguns dels problemes plantejats per les idees de Poincaré.

No pretenem analiztar aqui les multiples contribucions de Poincaré en
I’ Analysis Situs (per a un estudi més aprofundit, consulteu [D2], [Ja],
especialment Particle de Sakarian, i [N]), siné centrar-nos en aquells
aspectes de 'homologia que ens seran ttils en la nostra historia. Asse-
nyalem pero, a tall d’exemple dels temes que no analitzarem, que és en
aquest article en el qual Poincaré introdueix el grup fonamental d’un
espai topologic.

Poincaré inicia I’ Analysis Situs fixant el concepte de varietat, que Betti
havia utilitzat en un sentit un tant imprecis. Per a Poincaré, una
varietat M és un subconjunt de RY donat per equacions i desigualtats

Fo(xy,...,2n) =0, 1<a<p,
q)ﬂ(x17"'7$N)>07 1§ﬁ§q>

essent les funcions que apareixen derivables amb continuitat.

Per tal de formalitzar la definici6 d’ordre de connexi6é de Riemann-
Betti, on es parlava de contorn d’un espai, Poincaré defineix la frontera
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de la varietat M com el conjunt donat per

{Fa=0,1<a<p ®3=0, & >0, 1<f#7y<q}

Per a Poincaré les varietats son el que avui anomenariem subvarietats
orientades d’R"™ definides implicitament. Sovint, al llarg de I'article de
Poincaré, les hipotesis soén implicites, donades pel context.

iwvg,...,vy s6n subvari m imensi6 q¢ —

S son subvarietats compactes de M de dimensio 1 tals
que la seva unié constitueix la wvora completa d’una subvarietat ¢-
dimensional de M, Poincaré escriu

vl 4oy~ 0,

i diu que és una homologia entre les v;, i afageix una frase que representa
un gir fonamental en la definicié de ’homologia:

les homologies es poden combinar com equacions ordinaries.

Es a dir, Poincaré considera les subvarietats de M com elements d’una
nova estructura en la qual es poden realitzar les operacions aritmétiques
basiques, la suma i la resta. Es potser el primer lloc en la historia de
les matematiques on es considera el grup abelia lliure generat per un
conjunt; tot i que, formalment, Poincaré no considera el grup abelia,
sino 'aritmética subjacent.

Aquesta formalitzacié és una mostra d’un procés que Poincaré aplica
al llarg de I’ Analysis Situs, el de substituir la intuicié espacial, vaga i
poc concreta, per consideracions aritmétiques, més adaptades als ra-
onaments i calculs matematics. Una situacié similar s’estava donant
en l'ananalisi matematica, sobretot amb el treball de K. Weierstrass,
conformant allo que F. Klein va anomenar I aritmetitacio de les mate-
matiques.

Per a Poincaré, aquesta aritmetitzacié de les subvarietats de dimensi6 ¢
respon a la geometria de la varietat M. Aixi, el sentit de nv no és altre
que el d'una suma d’n-subvarietats nv ~ vy + - -+ + v, lleugerament
diferents de v, terme imprecis, perd que responia a la intuicio; mentre
que el sentit de —v correspon al canvi d’orientaci6 de la subvarietat.
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Un cop establerta la nocié d’homologia i de depéncia lineal associada,
Poincaré defineix els nombres de Betti de M, b;, 0 < ¢ < dim M, segons

b; := nombre maxim de subvarietats compactes i connexes

de dimensi6 7 que sén independents,

on hem utilitzat la notaci6 moderna (originalment Poincaré defineix
uns nombres de Betti P; tals que b, = P, — 1), i accepta implicita-
ment que aquesta definicié coincideix amb la d’ordre de connexié de
Riemann-Betti, basant-se en part en els calculs que efectua per als
exemples analitzats per Betti, on troba aquesta coincidéncia. Per la
propia definicid, els nombres de Betti son invariants diferencials de les
varietats, per la qual cosa no li cal plantejar el problema de la seva
invariancia.

Els dos resultats fonamentals referents als nombres de Betti de I’ Analysis
Situs son:

Teorema de dualitat. Si M és una varietat compacta, connezxa,
orientable i de dimensio n, aleshores

bn—i = bz

Caracteristica d’Euler-Poincaré. Si a; és el nombre de simplexs de
dimesid i d’una triangulacié de M, aleshores > (—1)'a; és independent
de la tiangulacio.

Tot i I'esfor¢ de fonamentacié de Poincaré, el seu treball té algunes lla-
cunes, com assenyala I'any 1898 el matematic holandés Poul Heegaard.
En la seva tesi, Heegaard prova que si M és la varietat de dimensi6 3
interseccio del con z2 = xy amb el cilindre |z|?+|y|*> = 1 a C3, aleshores

b1:17 b2:07

contradient el teorema de dualitat establert per Poincaré. Analitzant
aquest exemple, Poincaré observa dos fets importants. D’una banda,
que Heegaard utilitza la definici6 d’ordre de connexi6 de Riemann-
Betti, cosa que mostra que és diferent de la definici6 de nombre de
Betti de Poincaré, i de l'altra, que la prova del teorema de dualitat va
bé indistintament de la definici6 que es prengui. Es fa palesa un cop
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més la necessitat d’'una bona fonamentacié de la Topologia que permeti
un tractament més rigurds dels conceptes involucrats.

Quina és la diferéncia entre la definicié de Riemann-Betti i la de Poinca-
ré? L’ordre de connexi6 ¢g-¢sim de Riemann-Betti és el maxim nombre
de subvarietats compactes, connexes i diferents v; tals que la uni6é no
és vora d’una subvarietat de dimensi6 ¢ + 1.

Aix0 no impedeix que existeixin enters n; tals que
nmur + - -+ nyuy ~ 0,

possibilitat que si contempla Poincaré. Dit altrament, amb Poincaré
es tenen en compte per primera vegada els fenomens de torsi6. Un
exemple elemental d’aquesta situacid, que s’imparteix en qualsevol curs
de Topologia Algebraica, el déna I'espai projectiu real: a P? hi ha un
P! que no és vora, perd si que ho és 2PL.

En el primer dels complements a I’Analysis Situs, [P2|, Poincaré fa un
pas endavant en el cami d’aritmetitzacié de la topologia: reformula la
definicié d’homologia, introduint els complexos simplicials mitjancant
una triangulacio T de la varietat M (que Poincaré suposa que vé donada
d’antuvi), el que donara lloc a 'anomenada Topologia Combinatoria.

Aixi, Poincaré parteix d’una triangulacié T amb cel-les g-dimensionals
. . 1 .

orientades a;, 1 <4 < a;. Donades cel-les af, af ", defineix el nombre

d’incidéncia

q __

.9
¢ =la?:al"] = £1,0.

(2

€

-1 . . .
segons que aj ~ formi part o no de la vora de af, i en cas afirmatiu, +1

. e, . —1 . . T
o —1 segons que 'orientacié induida sobre aj- coincideixi o0 no amb
’original.

Seguidament considera les cadenes (el terme cadenes es deu a Alexan-

der)

i defineix la vora d’una cadena com

E : q q-1
q
E )\iai ~ 0,

establint la relacid
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quan la cadena és una vora. Demostra, a més, que la vora d’una
cadena que és vora, és zero; és a dir, el que ara escrivim com la relacié
fonamental 9% = 0.

Poincaré organitza els nombres d’incidéncia mitjancant una matriu de
tipus o X o1, la matriu d’incidéncia

By = (Egj)v

1 estableix un resultat fonamental que relaciona aquestes matrius amb
els nombres de Betti, tal com ell els havia definit a 1’Analysis Situs.
En efecte, Poincaré utilitza el teorema de Frobenius (del qual, de fet,
en dona una demostracié independent) segons el qual la matriu d’in-
cidéncia admet una reduccié en la forma PE,Q = (p;;), on P i Q) son
matrius unimodulars, amb

Pij = 0,7 7"é Js pii|pi+1,i+1a 1
pi =0 & 1>, =rang L.

Poincaré demostra aleshores la relacid fonamental

bq = Qg — Vg — Yg+1- (2)

A partir d’aquest punt, el teorema de dualitat i el de la caracteristica
d’Euler es dedeuixen facilment:

e Pel que fa a la dualitat, Poincaré considera la triangulacio dual T de
T i observa que la matriu d’incidéncia corresponent és la transposta
de la matriu d’'incidéncia de T, més concretament, que £ ., = E;.
Per tant, ;.1 = ¥, 1 com 1 = 0,1, de (2) se segueix que

*
n—p+
* % * * _ _
n—p+1 — anprrl - ’ynprrl - ’Yn,erQ =Qp1 =Y = Vp-1= bpfl

Poincaré prova, per un procés de subdivisio baricéntrica, que b} = b;,
per la qual cosa dedueix finalment el teorema de dualitat

bn—i = b;.
e Pel que fa a la caracteristica d’Euler, la formula (2) dona immedia-

tament
D (=) (=1)b,

i, per tant, la invariancia de la caracteristica.
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El nou treball de Poincaré obra molts interrogants: la invariancia to-
pologica dels b;, la triangulabilitat de les varietats, etc. que no seran
resolts fins a uns quants anys després. Hem de remarcar que la Topo-
logia Combinatoria és una disciplina dificil, mancada d’un llenguatge
adequat per atacar els diversos problemes que planteja. En aquest con-
text d’invariants numeérics poc estructurats, només un treball de fina
orfebreria permetria a Hermann Kiinneth, els anys 1923/24, fer el cal-
cul dels nombres de Betti d’'un producte de compexos simplicials, tal i
com assenyala Friedrich Hirzebruch, [Hi|.

Com a resultat dels entrebancs que sorgeixen en 'analisi de la topolo-
gia de les varietats, 'any 1913 James W. Alexander i Oswald Veblen
es proposen fonamentar el treball de Poincaré en unes bases solides i
dotar-lo de técniques de demostraci6 adequades, establint un progra-
ma de treball que s’haurd de desenvolupar en el temps. Fruit d’aquest
treball, any 1922, Veblen publica el llibre Analysis situs.

Tot i I'esfor¢ de Veblen, encara quedava molta feina per fer, com de-
mostra el segiient comentari de Saunders MacLane :

era extremadament dificil entendre la topologia combinatoria seguint
el llibre de Veblen sense un mestre; ’any 1931 ho vaig intentar i vaig
fracasar,

i és en aquest context que el punt de vista de Noether esdevindria clau.

Abans de situar el paper d’Emmy Noether en el desenvolupament de
I’homologia hem d’esmentar una altra gran figura de la Topologia a
principis del segle XX, Lutzien Brouwer. Entre els anys 1910 i 1912,
Brouwer desenvolupa nous métodes de demostracié i prova alguns re-
sultats fonamentals. Aixi, introdueix I'aproximacioé simplicial d’una
aplicacioé continua i el grau d’una aplicacié, i amb aquest bagatge de-
mostra un seguit de resultats clau que representaven un repte per a la
nova disciplina emergent: la invariancia de la dimensio, la invariancia
del domini, el teorema de Jordan-Brouwer, el teorema del punt fix; i
analitza les singularitats dels camps vectorials.

En definitiva, Brouwer remarca la importancia de les apliacions conti-
nues simplicials en I'analisi de la topologia de les varietats. Dieudonné
[D2] resumeix les contribucions de Poincaré i Brower de la forma se-
giient:
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es pot assegurar que Poincaré va definir els objectes de la Topologia
Algebraica, perd que va ser Brouwer qui va imaginar els métodes mit-
jancant els quals els teoremes sobre aquests objectes es poden provar.

4. EL. PANORAMA EN TEMPS D’EMMY NOETHER

Com ja hem esmentat, a mitjants dels anys 20, Emmy Noether es
trobava immersa en un procés de refonamentaci6 de ’algebra en el qual
es primen les estructures sobre els elements particulars i les operacions
associades. Per a Noether, les relacions numeériques nomeés esdevenien
clares i aplicables quan eren aillades dels objectes particulars que les
conformaven, establint-se mitjancant conceptes valids universalment.

Per il-lustrar el paragraf anterior basta referir-nos a 'article Abstrakter
Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionenkdrpern,
publicat 'any 1927 ([N2], [J]), en el qual Noether introdueix conceptes
i resultats que avui en dia estan a la base de qualsevol presentaci6é de
I’algebra, i que podem estar temptats d’imaginar que sempre hi han
estat, tot que és aleshores que prenen carta d’identitat. Aixi, Noether
introdueix els morfismes entre moduls:

Si M i M sén moduls sobre R, diem que M és homomorfa M, M ~ M,
si tot element de M representa un i només un element de M; i per
aquesta correlacié la diferéncia i el miltiple per un element de R es
representen per ells mateixos,

i els moduls quocient:

Si U és un R-modul contingut en M aleshores s’obté un modul M
homomorf a M —el modul de classes de residus M |U— prenent con-
gruéncia modul U com la relacié d’igualtat |...| recollim els elements
iguals de M en una classe i concevim aquestes classes com els elements
de M.

Aquesta darrera frase és molt significativa, ja que Noether és la primera
que analitza un quocient com a conjunt per se, de forma abstracta i
com un objecte a analitzar individualment (els grups d’homologia en
serien una aplicacié evident). Aquest tractament de 1'dlgebra és el que
s’anomenaria ’algebra basada en la teoria de conjunts de Noether (cf.

[M]).
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Un cop establertes les nocions d’homomorfisme i de quocient, Noether
demostra els teoremes d’isomorfisme. Per exemple, enuncia el primer
teorema d’isomorfisme en la forma:

Primer teorema d’isomorfisme. Sigui M el modul de classes de
residus M|U i C' un divisor de U. Aleshores hi ha un isomorfisme
M|C ~ M|C.

(En I'enunciat anterior Noether utilitza un llenguatge heretat de 1’arit-
meética segons el qual C' és un divisor de U si U C C, que és la mena
de relacié que trobem entre els ideals i divisors de Z.)

Podem imaginar el punt de vista adoptat per Noether com ’embri6 de
la noci6é de categoria abeliana desenvolupat per S. MacLane (qui, per
cert, va participar als seminaris de Noether a Gottingen a finals dels
anys 20) i, sobretot, per A. Grothendieck, ja que les categories abelianes
donen el context adequat on els morfismes i els teoremes d’isomorfisme
adquireixen tot el seu valor.

Noether assenyala la importancia de les estructures i les seves relaci-
ons mitjancant els homomorfismes. Una mostra més d’aquest punt de
vista és ’analisi del teorema de Frobenius utiltzat per Poincaré, as-
senyalat en la secci6 anterior. Noether inverteix la prova del teorema
per establir directament el teorema de classificacié dels grups abelians
finit generats, del qual deduix el resultat de Frobenius. Per a Emmy
Noether, els grups son més simples que 'aritmética subjacent. De fet,
és en aquest context en el qual trobem 1'tinica referéncia a la topologia
en els treballs de Noether ([N1]):

El teorema sobre els grups és el més simple; en l'aplicaci6 d’aquest
teorema —e.g. pels nombres de Betti i de torsi6 en topologia— no cal
fer referéncia al teorema dels divisors elementals.

En el curs 1926,/27 Emmy Noether visita Brouwer a Holanda, on troba
un grup de matematics joves i prometedors que assisteixen als seminaris
i conferéncies de Brouwer. En aquells anys, per Holanda passen la
major part dels joves topolegs europeus, com ara Alexandroff, Hopf,
Hurewicz, Uryshon o Vietoris. Sota la influéncia de Brouwer, aquests
topolegs emfasitzaran el paper de les aplicacions continues per damunt
dels espais i varietats. Noether, que al seu torn estd remarcant la
importancia dels morfismes en I’Algebra, coincideix amb Alexandroff i
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Vietoris i exerceix una clara influéncia en el primer, com ho mostra el
segiient comentari d’Alexandrof:

la meva teoria de particions continues d’espais topologics [descompo-
sici6 canodnica d’una aplicacio continual va sorgir en gran mesura de la
influéncia de les converses amb ella [Emmy Noether| [.. .| quan ambdoés
ens trobavem a Holanda.

A partir d’aquell moment, Alexandroff i Hopf assisteixen regularment
als seminaris d’Emmy Noether a Gottingen, i desenvolupen part de la
seva recerca sota la influéncia dels novedosos punts de vista que ella
proposa, com evidencien les paraules recollides al proleg del Topologie
recordades a la introduccio.

Hopf ho recorda, ’any 1966, amb les segiients paraules (|[Ho2|):

Alexandroff i jo vam aprendre d’E. Noether els fonaments de la teoria
d’homologia pels complexos simplicials. Es a dir, si X" és el grup
de cadenes r-dimensionals i @ : X" — X" I’homomorfisme vora,
aleshores 90 = 0. Aixo significa que 0X"t! C Z7, on Z" denota el
nucli de  : X" — X"~ 1 El grup H" = Z" /90X ! és li-ésim grup
d’homologia, i es té
b; = rangH".
Aquesta igualtat era la traducci6 dels teoremes d’isomorfisme en aquest
context
X")zm=ox™, Z'JoX"T = H" .

Hopf va ser un dels pioners en la utilitzacié dels grups d’homologia i
de l'algebra associada, constatant ben aviat els avantatges de disposar
de les eines que proporcionaven les idees d’Emmy Noether aplicades a
la topologia. Ho assenyala explicitament en el seu treball sobre punts
fixos. En efecte, Hopf estudia els punts fixos d’una aplicacié continua
qualsevol f: X — X, on X és un complex simplicial de dimensi6 fini-
ta n. Per fer-ho, introdueix el morfisme f, , induit per f en I’homologia
g-ésima (un cop més estem simplificant la presentacio utilitzant el llen-
guatg actual, mentre que Hopf va utilitzar en primera instancia una
complicada combinatoria) i, seguint el treball de Solomon Lefschetz,
introdueix el nombre de Lefschetz

M) = Y (1) %r(feg),

0<q<n
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per provar el resultat segiient:

Teorema del punt fix. Suposem que [ no té punts fixos, aleshores

A(f) = 0.

Hopf redueix la prova d’aquest resultat al que anomenara una formula
d’Euler-Poincaré generalitzada

Y EDr(fy) = Y (1) (fey),

0<q<n 0<q<n

on els f, son els morfismes associats a una aproximaci6 simplicial d’ f
entre els complexos de cadenes. D’aquesta formula Hopf en va donar
dues proves, en la segona de les quals va utilitzar tota la poténcia de
les idees de Noether, cosa que explicava en la forma segiient ([Hol|):

Vaig ser capag d’emmarcar la prova original d’aquesta formula d’Euler-
Poincaré generalitzada en un context més simple i més clar al llarg
d’una série d’exposicions que vaig fer a Gottingen I'estiu de 1928,
introduint-hi, sota la influéncia de la Senyora E. Noether, les idees de
teoria de grups.

Al llarg dels anys 30 les idees de E. Noether implementades per Ale-
xandroff i Hopf van impregnar tota la Topologia Algebraica, tot i que
amb algunes reticéncies. Alexandroff comenta:

Hopf i jo vam adoptar immediatament el punt de vista, d’Emmy Noe-
ther, perd per algun temps ens vam trobar entre un reduit grup de
matematics, ja que no va trobar una acollida favorable per part de
molts topodlegs d’autoritat.

Bona mostra de la desconfianca sobre els nous métodes proposats per
Noether i implementats per Alexandroff i Hopf, i ’acceptacio posterior,
n’és I'actitud de Lefschetz. L’any 1930 Lefschetz escriu en el proleg del
llibre Topology, |L1]:

La connexié amb la teoria abstracta de grups és clara... De fet tot
el que segueix pot enunciat-se en termes de la teoria de grups. ks
simplement una qiiesti6é de terminologia.
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Anys més tard, en el llibre Algebraic Topology, publicat el 1942 (|1.2]),
Lefschetz canviaria aquest punt de vista i assumiria plenament el plan-
tejament de Noether:

Com ha assenyalat Emmy Noether, la relacié entre cadenes, cicles, ...,
I"Gnica forma adequada d’expressar-la, requereix la teoria de grups.

Observaci6o: Hem d’assenyalar que els grups d’homologia van ser in-
troduits independentment per Vietoris, i pel seu estudiant Walther
Mayer (en aquest sentit, vegeu [D1|, [M1] i [R]), en el context de I’ho-
mologia dels espais métrics (Vietoris, 1927) i del calcul de ’homologia
mitjancant I’homologia de peces més simples (Mayer, 1929), com per
exemple, quan formulen la igualtat

X(AUB) = x(A) + x(B) = x(AN B).

5. COMENTARIS FINALS

Emmy Noether no va treballar directament en els problemes de la To-
pologia, perod sota la seva influéncia els grups d’homologia esdevenen
el tema central de la Topologia Algebraica. Coneixem aquesta influ-
éncia mitjancant els testimonis dels seus contemporanis, sobretot els

d’Alexandroff i Hopf.

Podriem concloure que Emmy Noether va introduir, en un sentit encara
naive, la functorialitat en Topologia. En paraules de MacLane, [M2]:

Al 1930, Emmy Noether va emfasitzar la idea de que I’homologia no
tractava simplement dels nombres de Betti, sin6 de grups abelians |[. . .|
els grups d’homologia donaven una imatge algebraica de la topologia
—una primera versi6 de la idea final |...] del que avui anomenariem
functors |[...]

Aquest punt de vista functorial va permetre, a partir dels anys 30, un
desenvolupament espectacular de la Topologia Algebraica. Assenyalem
alguns dels items més significatius en el desenvolupament de I’homolo-
gia dels espais topologics:

e 1935 En la conferéncia internacional de Moscou, Alexander i Whitney
defineixen 'anell de cohomologia

HP(X) x HY(X) — H""(X),
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per a tot espai topologic X.
e 1944 Eilenberg introdueix I’homologia singular.
e 1945 Eilenberg i MacLane introdueixen les categories i els functors.
e 1945 Eilenberg i Steenrod desenvolupen la teoria axiomatica de 1’ho-
mologia.

Amb el temps, la visié conceptual de Emmy Noether déna lloc a una
nova disciplina, 1’algebra homologica, i les seves aplicacions apareixen
en els llocs més insospitats. Tot i aix0, el paper d’E. Noether es va
diluint. En paraules de David Blanco, [BI]:

Noether pertenece a la estirpe de los creadores que con el paso del
tiempo acaban por volverse invisibles: sus puntos de vista, tan cues-
tionados en su dia, han terminado por asimilarse con tal intensidad
que quienes hoy manejan sus ideas piensa que pertenecieron al dlgebra
desde tiempos de los griegos.
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