
¿SE PUEDE OÍR LA FORMA DE UNA RED?

JOACHIM VON BELOW

Resumen. El espectro del laplaciano sobre un dominio acotado
de RN bajo condiciones de tipo Dirchlet o Neumann ¿determina la
forma del dominio? La solución completa de este problema espec-
tral inverso clásico se hizo esperar. En particular, el caso m = 2 fue
el más resistente y fue resuelto finalmente en 1992 por C. Gordon,
D. Webb, S. Wolpert y P. Bérard mediante contraejemplos. Para
una red, es decir la traza de un grafo topológico, se plantea el mis-
mo problema para el laplaciano bajo condiciones de transición de
continuidad en los nudos de ramificación y de la ley de Kirchhoff en
todos los nudos. La resolución se obtiene con ayuda de una reduc-
ción a un problema de valor propio para la matriz de adyacencia
combinatoria del grafo. Las mismas técnicas espectrales se aplican
para determinar los valores propios debidos a la estructura de la
red y el comportamiento asintótico de los valores propios.

Esta disertación aborda el problema siguiente: ¿podemos reconstruir
la forma de una red compuesta de nudos y aristas, en particular la
estructura combinatoria del grafo abstracto de la red, con ayuda de los
valores propios y sus multiplicidades del Laplaciano definido sobre la
red? Previamente, recordemos cómo se resolvió el problema análogo en
dominios o sobre variedades.

1. El caso de un dominio o de una variedad

Uno de los problemas espectrales inversos más famosos es el siguien-
te. Consideramos la ecuación de ondas utt = ∆D/Nu en un dominio
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acotado Ω de Rm bajo condiciones de frontera de tipo Dirichlet o Neu-
mann, es decir las soluciones se anulan sobre la frontera o sus derivadas
normalizadas exteriores. La separación de variables nos lleva a la de-
terminación de los valores propios del Laplaciano

∆v = −λv

bajo dichas condiciones de frontera. Entonces se plantea la pregunta
siguiente: ¿podemos reconstruir la forma de Ω, es decir su frontera,
a partir de los valores propios o de los valores propios y sus multi-
plicidades? De hecho, ya en 1892, A. Shuster escribió en un libro
sobre la espectroscopía that it might be interesting to find a shape of
a bell by means of the sounds which it is capable of sending out. [que
puede ser interesante encontrar la forma de una campana mediante los
sonidos que es capaz de emitir.] En matemáticas, el mismo problema
fue planteado por H. Weyl (1911), S. Bochner (1950) y otros, pero
sin resolverlo, véase [18]. Finalmente M. Kac popularizó el problema
de nuevo en un artículo de 1966 [19] mediante la famosa pregunta “Can
one hear the shape of a drum?" [¿ Se puede oír la forma de un tam-
bor?], pero igualmente sin resolverlo.

Con más detalle, supongamos que dos dominios Ω1 y Ω2 tienen los
mismos valores propios y también las mismas multiplicidades corre-
spondientes. ¿ Podemos concluir que Ω1 y Ω2 son congruentes, es decir
isométricos?

σ
(
∆

D/N
Ω1

)
m
= σ

(
∆

D/N
Ω2

)
?

=⇒ Ω1
∼= Ω2

Naturalmente, la implicación inversa es verdadera, y en dimensión
m = 1 podemos calcular inmediatamente la longitud ` del intervalo
con la fórmula λk(Ω) = `−2π2k2. Pero en dimensión superior, la solu-
ción completa del problema se hizo esperar; en particular, el caso m = 2
fue el más resistente.

De hecho, para el operador de Laplace - Beltrami sobre variedades, J.
Milnor [20] encontró toros isoespectrales no isométricos de dimensión
16 en 1964, y M. Kneser construyó el mismo fenómeno para dimen-
sión 12 en 1966. En 1971 M. Berger, P. Gauduchon y E. Mazet
[11] demostraron que todos los toros isoespectrales de dimensión 2 son
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isométricos. Por el contrario, M.–F. Vignéras [25] construyó en 1980
variedades compactas isoespectrales de dimensión m y no isométricas
para todo m ≥ 2. En 1982 para el caso euclídeo, H. Urakawa [24] dio
un contraejemplo en R4, mientras que el caso m = 2 se hizo esperar
todavía durante diez años. En 1992, este caso fue resuelto finalmente
por C. Gordon, D. Webb y S. Wolpert [15, 16] y P. Bérard [10]
mediante contraejemplos, es decir, no podemos oír la forma de un tam-
bor. Investiguemos el bello contraejemplo siguiente de S. J. Chapman
[13]. Los dos dominios en la figura 1, evidentemente no congruentes,

a

b

c

d

e

gf

a−B−G

a−D−F

−c

−F

−G

b−E+f

d−E+g

−A
−C
−E

−B
+c
−D

Figura 1. Dos dominios isoespectrales y no congruentes

se componen de triángulos isósceles congruentes. Si llamamos a, b, c . . .
etc. a las restricciones de una función propia del dominio a la izquier-
da, entonces obtenemos otra para el dominio a la derecha mediante las
restricciones definidas por las fórmulas indicadas, donde la mayúscula
designa la reflexión respecto del eje de simetría del triángulo. En cierto
sentido, el carácter poligonal de la frontera en este contraejemplo es
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típico: hasta hoy, no conocemos la respuesta para dominios con fron-
tera suave. Un resultado nuevo en el caso de dominios fue establecido
por W. Arendt [2] resolviendo el problema "Does diffusion determine
the body?"[¿ La difusión determina el sólido?] Dicho de otra manera,
supongamos que los dos semigrupos de evolución generados por los
Laplacianos en Ω1 y Ω2 son conjugados para todo t ≥ 0:

e−t∆Ω1 = U−1e−t∆Ω2 U
?

=⇒ Ω1
∼= Ω2

por un isomorfismo U : L2(Ω1) → L2(Ω2) respetando el orden de L2.
¿Podemos concluir que los dominios son congruentes? La respuesta
es afirmativa bajo condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann,
pero negativa para condiciones de frontera que incluyan identificaciones
entre partes de la misma.

2. Grafos y el Laplaciano sobre redes

Para investigar el problema inverso de valores propios para el Lapla-
ciano sobre redes, recordemos y precisemos algunos términos de la
teoría de grafos. Un grafo finito Γ es una tripleta (V, K,∈) que consiste
en el conjunto de los vértices o de los nudos V = {vi 1 ≤ i ≤ n}, en
el conjunto de las aristas o de los brazos K = {kj 1 ≤ j ≤ N} y en
la relación de incidencia ∈⊂ V × K. Excepto si se dice lo contrario,
supondremos que todos los grafos son simples, es decir que el conjun-
to de las aristas K(Γ) es una colección de subconjuntos binarios del
conjunto de los vértices, dicho de otra manera, el grafo no contiene ni
bucles ni brazos múltiples. Además, supondremos que todos los grafos
son conexos, es decir que dados dos vértices cualesquiera de V (Γ) exis-
te un camino en Γ que los une. Se llama grado γ(v) de un vértice v al
número de aristas incidentes con v: γ(v) = #{e ∈ K v ∈ e}. Distin-
guimos los vértices terminales Vb = {vi ∈ V γi = 1} de los nudos de
ramificación Vr = {vi ∈ V γi > 1}, en particular los nudos de ramifi-
cación esencial Ves = {vi ∈ V γi > 2}.

Aquí un grafo Γ se dota de una estructura métrica, es decir, sin perder
generalidad, es un grafo topológico, cuyos vértices son un subconjunto
V (Γ) de puntos en Rm y cuyas aristas son los soportes kj := πj ([0, `j])
de arcos parametrizados πj por su parámetro de longitud xj de manera
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al menos C2, y tienen sus extremos sólo en V (Γ). La derivada ∂
∂xj

se
denotará por ∂j. La red G definida por Γ es la traza del grafo topológico
Γ en Rm, en particular un subconjunto conexo y compacto de Rm,

G =
N⋃

j=1

kj ⊂ Rm.

Una matriz muy importante para la descripción de Γ es la matriz de
incidencia D(Γ) = (dij)n×N definida por

dij =





1 si πj(`j) = vi,

−1 si πj(0) = vi,

0 en caso contrario.

Describe la orientación de la red y la derivada normalizada exterior en
los nudos. Para una función u : G → R ponemos uj := u ◦πj : [0, `j] →
R la restricción sobre la arista kj y en un vértice vi para los valores y
derivadas abreviamos

uj(vi) := uj(π
−1
j (vi)), ∂juj(vi) :=

∂

∂xj

uj(xj)
xj=π−1

j (vi)

etc.

Precisemos ahora las condiciones de transición en los vértices, siendo la
primera la condición de continuidad en los nudos de ramificación, que
está incluida en la condición u pertenece a C(G), es decir que si dos
aristas kj y ks confluyen en el vértice vi ∈ Vr, entonces las restricciones
uj y us coinciden ahí:

∀vi ∈ Vr : kj ∩ ks = {vi} =⇒ uj(vi) = us(vi).

La segunda condición de transición en todos los vértices es la ley de
Kirchhoff clásica:

(K)
N∑

j=1

dij∂juj(vi) = 0.

Es decir, en cada vi ∈ V , la suma de las corrientes incidentes al mismo
se anula. Notamos que el término dij∂juj(vi) es la derivada exterior,
pero la ley de Kirchhoff no depende de la orientación definida por la
matriz de incidencia. En un nudo terminal, la ley de Kirchhoff es jus-
tamente la condición de Neumann. Para µ ∈ N, los espacios de Banach
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Cµ(G) sobre la red se definen por

Cµ(G) = {u ∈ C(G) ∀j ∈ {1, ..., N} : uj ∈ Cµ([0, `j])}
y dotados por la norma habitual u k,G =

∑N
j=1 uj Ck([0,lj ]). El índice

K indicará la validez de la ley de Kirchhoff en todos los nudos.

El Laplaciano ∆K
G sobre una red G se define como el operador que envía

una función u al vector
(
∂2

j uj

)
N×1

de las derivadas segundas sobre las
aristas, y cuyo dominio de definición es el espacio C2

K(G) ó H2
K(G).

∆ = ∆K
G =

(
u 7→ (

∂2
j uj

)
N×1

)

Los valores propios µ de ∆K
G son reales y no positivos. Integrando por

partes y debido a las condiciones en los vértices, calculamos que la
suma a la izquierda es no positiva y también el valor propio µ:

µ

N∑
j=1

∫ `j

0

u2
jdxj =

N∑
j=1

∫ `j

0

uj∂
2
j ujdxj

= −
N∑

j=1

∫ `j

0

(∂juj)
2 dxj +

N∑
j=1

[uj∂juj]
`j

0

= −
N∑

j=1

∫ `j

0

(∂juj)
2 dxj +

n∑
i=1

u(vi)
N∑

j=1

dij∂juj(vi)

︸ ︷︷ ︸
=0

≤ 0

Ahora podemos plantear el problema espectral inverso para el Lapla-
ciano: si los espectros de éste sobre dos redes G1 y G2 coinciden re-
spetando las multiplicidades, es decir las redes son isoespectrales, ¿pode-
mos concluir que las dos redes son isométricas, y en particular que los
grafos abstractos Γ1 y Γ2 son isomorfos?

σ
(
∆K

G1

) m
= σ

(
∆K

G2

) ?
=⇒ G1

∼= G2 =⇒ Γ1 ' Γ2

Recordemos que las redes G1 y G2 se llaman isométricas (G1
∼= G2)

si existe un homeomorfismo H : G1 −→ G2 tal que para cada arista
k ⊂ G1, la restricción H

∣∣
k
sea un difeomorfismo isométrico sobre una

arista de G2. En particular, H preserva las longitudes. Además, los
grafos abstractos Γ1 y Γ2 se llaman isomorfos (Γ1 ' Γ2) si existe una
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biyección β entre V (Γ1) y V (Γ2) tal que dos vértices cualesquiera v y
w son vecinos en Γ1 sii β(v) y β(w) son vecinos en Γ2.

De ahora en adelante, excepto si se dice lo contrario, supondremos que
todas las longitudes valen 1:

`j ≡ 1.

Entonces
G1

∼= G2 ⇐⇒ Γ1 ' Γ2

y el problema de valores propios para el Laplaciano se escribe

(1)





u ∈ C2(G),

∂2
j uj = −λuj para todo 1 ≤ j ≤ N,
N∑

j=1

dij∂juj(vi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n (K).

3. Laplaciano y adyacencia

Para determinar los valores propios y sus multiplicidades, transfor-
mamos el problema (1) en otro que respeta la adyacencia del grafo. Se
llamamatriz de adyacencia del grafo Γ a la matrizA = A(Γ) = (eih)n×n

definida por

eih =

{
1 si vi y vh son vecinos en Γ,

0 en caso contrario.

Por la simplicidad del grafo el índice del brazo que une dos vértices
está definido de manera única:

s(i, h) =

{
s si ks ∩ V = {vi, vh},
1 en caso contrario.

Recordemos que el producto de Hadamard de dos matrices se define por

A ? B = (aik) ? (bik)n×n = (aikbik)n×n .

Además, denotamos el vector con todas sus coordenadas iguales a 1
por e = (1)n×1. Para una función u : G → R la distribución de sus
valores en los nudos se describe por el operador

n =
(
u 7→ (u(vi))n×1

)
: RG → RV (Γ)
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Además, u determina de manera única la matriz U(x) = (uih(x))n×n

cuyos elementos se definen con la variable real x ∈ [0, 1] así:

(2) uih(x) := eihus(i,h)

(
1 + dis(i,h)

2
− xdis(i,h)

)
, x ∈ [0, 1].

La construcción es tal que en x = 0 la matriz resultante se escribe, con
ϕ = n(u), en la forma

U(0) =




ϕ1 ϕ1 · · · ϕ1 ϕ1
...

...
...

...
ϕi ϕi · · · ϕi ϕi
...

...
...

...
ϕn ϕn · · · ϕn ϕn




︸ ︷︷ ︸
ϕ e∗

? A.

Utilizando estas fórmulas el problema (1) se transforma en el problema
(3) siguiente, que consiste en determinar matrices U no nulas tales que

(3)





uih ∈ C2([0, 1]) para todo 1 ≤ i, h ≤ n

eih = 0 ⇒ uih = 0 para todo 1 ≤ i, h ≤ n

U′′ = −λU en [0, 1]

U(0) = ϕ e∗ ?A (continuidad en Vr(Γ))

U∗(x) = U(1− x) para todo x ∈ [0, 1]

U′(0) e = 0 (ley de Kirchhoff)

De ahora en adelante pondremos

Φ := U(0) = ϕ e∗ ?A, Ψ := U′(0),

y recordemos las reglas simples

(4) (M ? eϕ∗) e = Mϕ y (M ? ϕ e∗) e = Diag(Me)ϕ.

Introducimos la matriz de transición estocástica por filas

Z = Diagi (Ae)−1A = Diagi

(
γ−1

i

)A.

Para λ = 0, una solución se representa de manera lineal U(x) =
Φ + x (Φ∗ − Φ) , y la ley de Kirchhoff se transforma en la condición
(Φ∗ − Φ) e = 0. Entonces concluimos que

(Φ∗ − Φ) e = 0 ⇐⇒ Aϕ = Diagi (Ae) ϕ ⇐⇒ Zϕ = ϕ.
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Como el grafo es conexo sii la matriz A es indescomponible, podemos
concluir con ayuda del teorema de Perron - Frobenius que la multipli-
cidad de 0 vale 1 y U(x) = const. A.

En el caso λ > 0 tenemos la solución fundamental

(5) U(x) = cos(x
√

λ)Φ +
sin(x

√
λ)√

λ
Ψ.

La fórmula U∗(x) = U(1− x) implica que

U(1) = Φ∗ = Φ cos
√

λ +
sin
√

λ√
λ

Ψ,

y la continuidad Φ = ϕ e∗ ?A en el caso sin
√

λ 6= 0 da

U′(0) = Ψ =

√
λ

sin
√

λ

(
eϕ∗ − cos

√
λϕe∗

)
?A.

Luego, usando la ley de Kirchhoff Ψ e = 0, se verifica

(A ? eϕ∗) e− cos
√

λ (A ? ϕe∗) e = 0,

es decir, la importante ecuación característica

(6) A(Γ)ϕ = cos
√

λDiagi (γi) ϕ.

Esto es parte del resultado siguiente.

Teorema 1. ([3]) Un número λ ≥ 0 es un valor propio de −∆K
G sii o

bien
ϕ = (u(vi))n×1 = 0 y sin

√
λ = 0

o bien ϕ es un vector propio del valor propio cos
√

λ de la matriz es-
tocástica por filas Z = Diagi

(
γ−1

i

)A(Γ). Las multiplicidades geométri-
cas son

M(λ) =





1 si λ = 0,

m(cos
√

λ,Z) si sin
√

λ 6= 0,

N − n + 2 si cos
√

λ = 1,

N − n + 2 si cos
√

λ = −1, Γ bipartido,
N − n si cos

√
λ = −1, Γ no bipartido.
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Recordemos que se llama bipartido a un grafo que admite una colora-
ción de los vértices a dos colores, es decir, el conjunto de vértices puede
separarse en dos clases disjuntas tales que todas las adyacencias tengan
lugar solamente entre ellas y ninguna entre vértices de la misma clase.
Además, en las fórmulas se esconde el corrango corank(Γ) del grafo
definido por N − n + 1.

Demostración: En primer lugar investigamos el caso de los valores pro-
pios debidos a la estructura de la red, es decir, aquellos valores propios
que no lo son sobre una arista individual bajo condiciones de Dirichlet
o de Neumann. Dicho de otra manera

sin
√

λ 6= 0.

Debemos demostrar que el operador lineal n =
(
u 7→ (u(vi))n×1

)
es-

tablece un isomorfismo entre los espacios propios:

ker
(−∆− λI; C2

K(G)
) n∼= ker

(
Z − cos

√
λI

)

Pero bajo la condición sin
√

λ 6= 0, una distribución en los nudos ϕ = 0
implica que u = 0 sobre cada arista, es decir que n es una inyección.
Para el carácter exhaustivo, sea ϕ = (ϕi)n×1 ∈ ker

(
Z − cos

√
λI

)
.

Luego, para cada arista kj ∈ K(Γ) existe una solución única uj ∈
C2([0, 1]) tal que para kj ∩ V (Γ) = {vi, vk}

∂2
j uj = −λuj en [0, 1],

uj(vi) = ϕi, uj(vk) = ϕk.

Finalmente, la pertenencia al núcleo corresponde a la validez de la ley
de Kirchhoff. Concluimos que existe una solución única u ∈ C2

K(G) del
problema (1) con n(u) = ϕ. Esto termina la demostración en el caso
sin
√

λ 6= 0.

En segundo lugar, investigamos los valores propios resultantes de un
solo brazo, es decir

sin
√

λ = 0.

Aquí debemos distinguir el caso cos
√

λ = 1 del caso opuesto cos
√

λ =
−1. En el primero, necesariamente ϕ ∈ Re, ó sea Φ = Φ∗, y una
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solución propia del problema (3) está dada por

U(x) = cos(x
√

λ)A.

Todas las soluciones propias que quedan y independientes de ésta se
representan en la forma λ−

1
2 sin(x

√
λ) Ψ con una matriz Ψ perteneciente

a M+(Γ):
M+(Γ) :=

{
Ψ ≺ A Ψ∗ = −Ψ, Ψe = 0

}
,

donde
(ψih)n×n = Ψ ≺ A : ⇐⇒ (eih = 0 ⇒ ψih = 0) .

Este espacio es isomorfo a kerD(Γ) mediante el isomorfismo

h1 =
(
y 7−→ (

eih dis(i,h) ys(i,h)

)
n×n

)
.

Entonces
dim kerD(Γ) = corank(Γ) = N − n + 1.

Para el caso cos
√

λ = −1, notamos que necesariamente U(0) = Φ =
−Φ∗, es decir ϕ 6= 0 sii Γ es bipartido. En este caso, de nuevo

U(x) = cos(x
√

λ) ϕ e∗ ?A
es una solución propia de(3). Todas las soluciones propias que quedan
y independientes de ésta se representan en la forma λ−

1
2 sin(x

√
λ) Ψ

con una matriz Ψ perteneciente a M−(Γ):

M−(Γ) :=
{
Ψ ≺ A Ψ∗ = Ψ, Ψe = 0

}
.

En el grafo bipartido Γ podemos elegir la orientación de fuentes y sumi-
deros. EntoncesM−(Γ) es isomorfo a kerD(Γ) mediante el isomorfismo
h2

h2 =
(
y 7−→ (

eih ys(i,h)

)
i,h∈N

)
,

y podemos concluir como antes.

Si Γ no es bipartido, entonces todas las soluciones propias se anulan
en todos los vértices. El resto de la demostración es más técnica y
larga que la del caso bipartido; omitimos los detalles y remitimos a [3,
Sec.5]. ¤
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Todos los valores propios, sus multiplicidades y sus soluciones propias
pueden verse en el cuadro siguiente.

λ M(λ) µ ∈ σ(Z) ϕ = n(u) U

0 1 1 ϕ = e U = A
sin
√

λ 6= 0 m(µ,Z) µ = cos
√

λ Zϕ = µϕ cos(x
√

λ)ϕe∗ ?A
ϕ 6= 0 + sin(x

√
λ)

sin(
√

λ)
eϕ∗ ?A

− sin(x
√

λ)

tan(
√

λ)
ϕe∗ ?A

sin
√

λ = 0 N − n + 2 (1) ϕ = c e cos(x
√

λ)cA
cos

√
λ = 1 c ∈ R +λ−

1
2 sin(x

√
λ)Ψ

0 < λ = 4π2k2 Ze = e Ψ∗ = −Ψ, Ψe = 0,
Ψ ≺ A

sin
√

λ = 0 N − n + 2 (−1) ϕ = c ζ cos(x
√

λ)c ζe∗ ?A
cos

√
λ = −1 c ∈ R +λ−

1
2 sin(x

√
λ)Ψ

Γ bipartido Zζ = −ζ
λ = (2k + 1)2π2 Ψ∗ = Ψ, Ψe = 0,

Ψ ≺ A
sin
√

λ = 0 N − n — 0 λ−
1
2 sin(x

√
λ)Ψ

cos
√

λ = −1
Γ no bipartido
λ = (2k + 1)2π2 Ψ∗ = Ψ, Ψe = 0,

Ψ ≺ A

4. Aplicaciones

Como primera aplicación se obtiene el comportamiento asintótico de los
valores propios. Denotando el valor propio k–ésimo por λk, y evaluando
la función que cuenta los valores propios

#{λ λ ≤ (2πk)2} = 2Nk + 1,

demostré en 1985 [3], e independientemente Ali Mehmeti en 1986 [1] y
Nicaise en 1987 [22], que los valores propios crecen como k2, es decir con
la misma potencia que en el caso de un solo intervalo. A este respecto,
las redes se comportan como dominios de dimensión 1.
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Corolario 1.

ĺım
x→∞

#{λ λ ≤ x}√
x

=
N

π
y ĺım

k→∞
λk

k2
=

π2

N2
.

Corolario 2. Dos redes G1 y G2 isoespectrales tienen el mismo número
de vértices y el mismo número de aristas. Además, el carácter bipartido
es una invariante isoespectral.

Demostración: Por hipótesis, sabemos que las matrices estocásticas por
filas Z1 y Z2 son isoespectrales

σ(Z1)
m
= σ(Z2).

Por construcción, la matriz Z tiene solamente valores propios reales y es
diagonalizable. Entonces, como el orden de Z es justamente el número
de vértices, obtenemos la primera igualdad deseada

n1 =
∑

µ∈σ(Z1)

dim ker (Z1 − µ In) =
∑

µ∈σ(Z2)

dim ker (Z2 − µ In) = n2

y la segunda por la igualdad de los corrangos
N1 = corank(Γ1) + n1 − 1 = corank(Γ2) + n2 − 1 = N2.

Finalmente, para la invariabilidad del carácter bipartido, recordemos
de [3] que Γ es bipartido sii −1 ∈ σ(Z). ¤

El último resultado se aplica inmediatamente para obtener una respues-
ta afirmativa, parcial todavía, a la pregunta:

Corolario 3.

σ
(
∆K

G1

) m
= σ

(
∆K

G2

)
=⇒ G1

∼= G2

si las redes G1 y G2 son ambas caminos, o ambas circuitos, o ambas
estrellas.

Otra aplicación es que hay una relación entre las multiplicidades y
el grupo de automorfismos Aut(Γ) del grafo. Notamos que Aut(Γ) es
justamente el centralizador de la matriz de adyacencia en el grupo
simétrico de los vértices {β ∈ Sn PβA(Γ) = A(Γ)Pβ}.
Corolario 4. Si el orden de Aut(Γ) no es una potencia de 2, entonces
el espectro del Laplaciano contiene múltiples valores propios debidos a
la estructura de la red.
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Notemos algunas generalizaciones. Para condiciones de transición más
generales de tipo dinámico, es decir, una transición proveniente de una
relación entre la derivada normalizada exterior y la derivada temporal,
una ecuación característica se obtiene como sigue. Una ley de Kirchhoff
en la forma

ρiu(vi) +
∑

j

dijaj(vi)∂juj(vi) = λσiu(vi)

se escribe, al nivel de las matrices de adyacencia, en la forma
[
L(−1) ? A ? U′(0)

]
e = Diag (r− λs)ϕ,

donde L designa la matriz de longitudes adyacentes. Entonces, con la
matriz

B := L ? A(−1/2)

se plantea la ecuación característica

0 = det

{
A(1/2)

[
sin

(√
λB

)](−1)

− 1√
λ
Diag (r− λs)

−Diag
((

A(1/2) cos
(√

λB
)

?
[
sin

(√
λB

)](−1)
)

e

)}

que es trascendente en general, pero el uso de un determinante finito
es la parte importante de este resultado, véase [3, Sec.4].

De hecho, el resultado asintótico susodicho se aplica para determinar
igualmente el crecimiento de los valores propios del problema de tipo
Sturm–Liouville sobre una red G con aristas de longitudes arbitrarias




u ∈ C2(G),
1

rj

∂j (aj ∂juj)− qjuj = −λuj para todo 1 ≤ j ≤ N,

ρi1u(vi) + ρi2

∑
j

dijaj(vi)∂juj(vi) = λσiu(vi) para todo 1 ≤ i ≤ n,

ρ2
i1 + ρ2

i2 > 0, (σi 6= 0 ⇒ σiρi2 > 0) para todo 1 ≤ i ≤ n,
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que contiene la mencionada ley de Kirchoff dinámica. En 1988 [5] de-
mostré que el problema se trata como un problema de frontera y de
valores propios S-hermitico [23]

Fy = −λGy

con operadores apropiados, aunque la condición de frontera dependa
del parámetro valor propio. En particular, se obtienen la existencia
de una base de Hilbert compuesta de funciones propias, desarrollos en
serie espectrales, principios variacionales y el cociente de Rayleigh, que
se escribe en la forma

R(u) =

N∑
j=1

∫ `j

0

(
rjqju

2
j + aj(∂juj)

2
)
dxj +

n∑

i=1,ρi2 6=0

ρi1

ρi2γi

u2(vi)

N∑
j=1

∫ `j

0

rju
2
jdxj +

n∑

i=1,ρi2 6=0

σi

ρi2γi

u2(vi)

.

Por lo demás, notamos el efecto amortiguador del término dinámico
disipativo en el cociente. El espectro se desplaza a la izquierda respecto
del caso sin este término. En particular, los principios de mín - máx
se aplican para reducir la determinación del comportamiento asintótico
de los valores propios al caso constante susodicho. De nuevo, los valores
propios crecen de manera cuadrática:

Corolario 5. ([4, 6])

ĺım
k→∞

λk

k2
= C > 0, C = π2

(
N∑

j=1

∫ `j

0

√
rj

aj

dxj

)−2

.

Pero, la deducción de la constante de Weyl C necesita algunas técnicas
suplementarias. En todo caso, el orden del crecimiento de los valores
propios sobre redes es el de un intervalo, y la constante de Weyl no es
nada más que la de un intervalo compuesto de todas las aristas de la red
con coeficientes a y r eventualmente discontinuos. La estructura de la
red se pierde completamente, y las redes se comportan como intervalos
a este respecto.
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5. Un contraejemplo

La ecuación característica se simplifica mucho para las redes regulares
de grado γ y enlaza directamente los espectros del Laplaciano y del
operador de adyacencia. Recordemos que un grafo Γ se dice γ–regular
si todos los grados de los vértices son iguales a γ. En este caso, la
ecuación característica se reduce a
(6) A(Γ)ϕ = γ cos

√
λ ϕ,

y los vectores ϕ de funciones propias son vectores propios de la matriz
de adyacencia. Para las multiplicidades, recordemos las fórmulas de
antes.

Corolario 6.

γ cos
√

σ(−∆K
G ) =





σ (A(Γ)) si Γ es bipartido,
ó un circuito impar,

σ (A(Γ)) ∪ {−γ} en caso contrario.

Además

M(λ) =





1 si λ = 0,

dim ker
(
A− γ cos

√
λ In

)
si sin

√
λ 6= 0,

N − n + 2 ó N − n si sin
√

λ = 0.

Este caso combinatorio es el truco esencial para resolver el problema
inverso en general. Dos redes isoespectrales pueden ser no isométri-
cas, porque sus grafos abstractos pueden ser no isomorfos. Debemos
solamente encontrar dos grafos regulares Γ1 y Γ2 no isomorfos con
σ (A(Γ1))

m
= σ (A(Γ2)). La teoría algebraica de los grafos conoce mu-

chos grafos generales isoespectrales y no isomorfos, véase [12, 14], pero
los ejemplos regulares son un poco más difíciles de encontrar y podemos
utilizar el de Hoffman and Ray - Chaudhuri [17] como sigue.

Ejemplo 1. Los dos grafos 4–regulares en la figura 2 con n1 = n2 = 12
vértices y con espectros

σ (A(Γ1)) ≡ (4, 2, 2, 2, 0, 0, 0,−2,−2,−2,−2,−2) ≡ σ (A(Γ1))

son no isomorfos, porque el grafo a la izquierda es planar, mientras
que el grafo a la derecha no lo es, como vemos en la figura 3, donde
debemos identificar los nudos blancos en cada grafo.
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Entonces, podemos concluir que, en general, no se puede oír la forma
de una red; a este respecto, las redes se comportan como dominios de
dimensión superior [6, 7].

Figura 2. Dos grafos isospectrales.

Figura 3. Los dos grafos en la figura 2 no son isomorfos.

6. Redes infinitas

¿Qué pasa para redes infinitas? En primer lugar, notamos que la mis-
ma ecuación característica (6) y las mismas fórmulas para las multi-
plicidades de los valores propios del teorema 1 son válidas usando el
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corrango del grafo infinito en vez de N − n + 1, véase [8]. En segundo
lugar, podemos citar el resultado siguiente que J. A. Lubary y yo
mismo descubrimos en 2005.

Teorema 2. [8] Todos los árboles T con aristas de la misma longitud
1 y con un número finito de vértices terminales, pero infinitos nudos de
ramificación esencial, son isoespectrales. Su espectro en C2

K(T )∩L∞(T )
consiste en valores propios y satisface

σ(p)

(−∆K
T ; C2

K(T ) ∩ L∞(T )
)

= [0,∞)

con las multiplicidades

∀λ ∈ [0,∞) : M(λ; T ) = ∞.

Pero ¿ hay ejemplos con multiplicidades finitas? En este contexto pode-
mos citar el ejemplo siguiente de [9].

Figura 4. Los grafos B1 y B2 del ejemplo 2.

Ejemplo 2. Los dos grafos 3–regulares B1 y B2 en la figura 4 son
isoespectrales, pero no isomorfos. De hecho,

σ(p)(A) = [−3, 3] y σ(p)

(−∆K
G , C2

K ∩ L∞
)

= [0,∞)

y

m (µ,A(Bi)) =





1 si µ = ±3,

2 si − 3 < µ < −1 ó 1 < µ < 3,

3 si µ = ±1,

4 si − 1 < µ < 1.

Entonces, para el Laplaciano en C2
K ∩ L∞, obtenemos en ambos casos

con corank(Bi) = ∞
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M
(
λ,−∆K

G (Bi)
)

=





1 si λ = 0,

m
(
3 cos

√
λ,A(Bi)

)
si λ ∈ (0,∞) y sin

√
λ 6= 0,

∞ si λ ∈ (0,∞) y sin
√

λ = 0.

Figura 5. Los grafos de las pavimentaciones K4 y K2.
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Figura 6. Las inyecciones espectrales de Γ1 en K4 y K2.
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Presentamos ahora dos grafos con multiplicidades finitas e infinitas para
el operador de adyacencia. Tomamos los grafos de la pavimentación de
Kepler K2 con hexágonos y de la pavimentación de Kepler K4 con
cuadrados y octágonos, véase la figura 5. Los dos espectros en C2

K ∩L∞

del Laplaciano son la semirrecta real positiva y el del operador de
adyacencia A es el intervalo [−3, 3]:

σ(p)(A) = [−3, 3] y σ(p)

(−∆K
G , C2

K ∩ L∞
)

= [0,∞).

Podemos demostrar esto mediante una inyección espectral del espectro

σ(p) (A(Γ1), `
∞(Z)) = [−2, 2],

por lo demás igual al espectro puntual, del camino simple y bilateral-
mente infinito Γ1 = (Z, K,∈) con la adyacencia natural de los enteros
eih = 1 :⇔ |i − k| = 1 en el espectro de K2 ó K4. Para toda sucesión
propia acotada asociada a µ sobre el camino Γ1 que satisface x ∈ `∞(Z)
con µxk = xk−1 + xk+1, encontramos una sucesión propia acotada aso-
ciada a µ+1 como la dibujada en la figura 6, donde solamente aparecen
los índices de los elementos. Descubrimos de esta manera que el inter-
valo [−1, 3] pertenece al espectro puntual deseado. La parte restante se
obtiene por el carácter bipartido porque éso es sinónimo de la simetría
del espectro respecto del origen.

El valor 3 es simple en ambos casos, y también 0 para el Laplaciano.
Realmente encontramos aquí un fenómeno curioso. El valor propio 1
tiene no sólo multiplicidad infinita, sino que además su espacio propio
contiene un subespacio isomorfo a `∞(Z), especialmente de dimensión
no numerable. Se llamará agujero negro a todo valor propio, de un en-
domorfismo, que tenga esta propiedad. Obtenemos el agujero negro 1
en K4 con `∞(Z)2 como un subespacio isomorfo de los espacios propios
E±1 (A, `∞(K4)) como sigue. A lo largo de cada vertical en la figura 7
prescribimos cualquier valor y su opuesto según negro y blanco respec-
tivamente y a lo largo de cada horizontal también. Atención, vértices
vecinos del mismo color, que no están sobre la misma horizontal o la
misma vertical, no tienen necesariamente el mismo valor. Para K2, el
agujero negro 1 se encuentra de la misma manera asignando los colores
negro y blanco como en la figura 8. Obtenemos `∞(Z)2 como un subes-
pacio isomorfo de los espacios propios E±1 (A, `∞(K2)). No queremos
demostrar los detalles de la igualdad entre la multiplicidades, pero si
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pedir al auditorio que encuentre una demostración simple de la identi-
dad de las multiplicidades...

xk

xi    

Figura 7. El agujero negro 1 de K4.

     

x

y

−y −x

Figura 8. El agujero negro 1 de K2.
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7. ¿Podemos oír de verdad una red?

Finalmente, investiguemos los valores propios debidos a la estructura de
la red contra los resultantes de un solo brazo. O dicho de otra manera,
queremos comprender por qué los triángulos suenan bien, mientras que
los tetraedros son cacofónicos. Consideramos el grafo completo Γ = Kn

con la matriz de adyacencia A = ee∗ − In y la red G correspondiente
con longitudes de aristas iguales a 1. La ventaja de este grafo es que
tiene sólo una sucesión de valores propios debidos a su estructura de la
red. Los valores propios del Laplaciano λ, sus multiplicidades m(λ) y
posibles distribuciones en los nudos ϕ pueden verse en la tabla espec-
tral siguiente:

(1) λ = 0, m(0) = 1, ϕ = e

(2) λ = 4π2k2, k 6= 0, m(λ) = 2 + 1
2
n(n− 3), ϕ = e

(3) λ = π2(2k + 1)2, k 6= 0, m(λ) = 1
2
n(n− 3), ϕ = 0

(4) cos
√

λ = −(n− 1)−1, m(λ) = n− 1, ϕ ∈ ker ee∗

¿ Cuándo esta red es cacofónica? Si todas las longitudes de onda tienen
cocientes racionales, entonces todas las frecuencias de la red pertenecen
a los sonidos armónicos de una sola cuerda. Recordemos que las raíces
de las frecuencias se comportan como los inversos de las longitudes de
onda. Entonces, la red del grafo completo es cacofónica sii

arc cos
−1

n− 1
6∈ πQ.

Veamos qué pasa en el caso más simple no trivial, es decir para n = 3.

Aquí Γ = K3 es un triángulo, A = ee∗ − I3 =




0 1 1
1 0 1
1 1 0


 su matriz
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de adyacencia, y la tabla espectral se reduce a

(1)λ = 0, m(0) = 1, U(x) = rA, r ∈ R∗
(2) λ = 4π2k2, m(λ) = 2

U(x) = cos(x2πk)




0 c c
c 0 c
c c 0


 + sin(x2πk)

2πk




0 b −b
−b 0 b
b −b 0




(3) λ = π2(2k + 1)2, m(λ) = 0

(4)−1
2

= cos
√

λ, λ =

(
2

3
+ 2k

)2

π2, m(λ) = 2, e∗3ϕ = 0

U(x) = cos(x
√

λ)ϕe∗3 ?A+ sin(x
√

λ)

sin
√

λ

(
e3ϕ

∗ − cos(
√

λ)ϕe∗3
)

?A

Notamos que el tercer caso no contribuye al espectro. Más impor-
tante es que los valores propios definidos por −1

2
= cos

√
λ, es decir√

λ =
(

2
3

+ 2k
)
π, son múltiplos racionales de π. De hecho, respecto

de un tono fundamental, digamos "do",
√

λ = 2
3
π corresponde a una

quinta, es decir "sol". Concluimos que el triángulo suena bien y que su
espectro puede ser el de una cuerda.

1 2 433/2

sol sol’
do’’      do’do

Figura 9. La gama asociada al grafo del triángulo.

En el caso n = 4 obtenemos el tetraedro Γ = K4 con A = ee∗ − I4, y
sus valores propios, sus multiplicidades y funciones propias con posibles
distribuciones en los nudos ϕ pueden verse en la tabla siguiente.
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(1) λ = 0, m(0) = 1, U(x) = rA, r ∈ R

(2)λ = 4π2k2, m(λ) = 4 c ∈ R, Ψ∗ = −Ψ, Ψe4 = 0, Ψ ≺ A
U(x) = c cos(x2πk) (e4e

∗
4 − I4) + sin(x2πk)

2πk
Ψ

(3) λ = π2(2k + 1)2, m(λ) = 2, ϕ = 0

U(x) = sin(xπ(2k+1))
π(2k+1)

Ψ, Ψ∗ = Ψ, Ψe4 = 0, Ψ ≺ A

(4) −1
3

= cos
√

λ, arc cos −1
3
6∈ πQ, m(λ) = 3, e∗4ϕ = 0

U(x) = cos(x
√

λ)ϕe∗4 ?A+ sin(x
√

λ)

sin
√

λ

(
e4ϕ

∗ − cos(
√

λ)ϕe∗4
)

?A

Como soportes de los elementos que se anulan en los nudos y pertenecen
a bases de los espacios propios en el caso de una sola arista, se presentan
los circuitos en la figura 10 para los casos (2) y (3) de la tabla. En el
caso (2) debemos añadir la matriz U(x) = c cos(x2πk) (e4e

∗
4 − I4).

La sucesión de valores propios debidos a su estructura de la red se
define por −1

3
= cos

√
λ y es incompatible con las frecuencias de una

arista en la red porque

arc cos
−1

3
6∈ πQ.

Pero ¿podemos oír de verdad las frecuencias que corresponden a −1
3

=

cos
√

λ? Con este fin, construí el grafo físicamente en 1986 con la ayu-
da del Laboratoire de Mécanique Paris VI en un experimento real.
Naturalmente es imposible realizar un tetraedro con cuerdas tensadas.
Pero una realización con vigas sería inapropiada y poco hábil, porque
la ecuación de ondas describe vigas con poca precisión, y es mejor
modelizarlos con el Bilaplaciano, las llamadas vigas de Euler. Por el
contrario, la ecuación de ondas describe bien y con precisión cuerdas
que se hacen vibrar. Entonces debimos crear una construcción auxiliar
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2

(2.)

(3.)

Figura 10. Soportes de funciones propias que se anulan
en los nudos para (2) y (3).

L

L/10

Figura 11. Oír las frecuencias inmanentes del tetraedro.

para fijar el tetraedro compuesto de cuerdas, sin perturbar sus frecuen-
cias bajas. La solución fue simple: sólo tuvimos que fijar cada vértice
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con una arista auxiliar adyacente con un nudo de fijación de forma que
la longitud de ésa fuese un décimo de la longitud de las aristas del
tetraedro u otra fracción pequeña. Entonces tomamos dos cuerdas de
la misma longitud y tensión y fijamos la primera entre dos nudos de
fijación y todos los nudos del tetraedro como vemos en la figura 11 a
la izquierda, y la segunda de la misma manera entre los otros nudos
de fijación para obtener la configuración en la figura 11 a la derecha.
Entonces tensamos toda la red teniendo en cuenta el cociente constante
igual a un décimo entre aristas de fijación y aristas intrínsecas y colo-
camos todo ello en un tetraedro de fijación compuesto esencialmente de
hierro colado, que es plumeado en la figura 12. Realmente, este ajuste
fue el paso más difícil de todo el experimento. Para hacer resaltar las
frecuencias inmanentes deseadas, amortiguamos todas las aristas ex-
cepto una del tetraedro y primero grabamos el espectro de esta cuerda
sola. Entonces hicimos vibrar toda la red de cuerdas y lo grabamos
suprimiendo el espectro de la arista sola con un filtro de sonidos de
Fourier. Por una parte, la cacofonía nos molestó mucho, y por otra
tuvimos la gran satisfacción de oír la frecuencia debida sólo a la red
cos

√
λ = −1

3
. Habíamos encontrado una red que se podía oír.

Figura 12. Fijación del tetraedro.
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