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Infinits nombres primers a la Euler

10 - 2yt =cs), —3 log(1 - ;) ~ log ¢(s)
o

—log(1 — x) = x + O(x?),0 < x < § déna

1 1
> o5 = 109¢(s) + > O)

P p
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Infinits nombres primers a la Euler

10 - 2yt =cs), —3 log(1 - ;) ~ log ¢(s)
o

—log(1 — x) = x + O(x?),0 < x < § déna
3L —log¢(s)+ 3 O(33)
5 pS 5 p25

Fents —1,¢(1) = 20, 1 = 400,¢(2) = 22, & < o0
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Infinits nombres primers a la Euler

10 - 2yt =cs), —3 log(1 - ;) ~ log ¢(s)
o

—log(1 — x) = x + O(x?),0 < x < § déna

1 1
> o5 = 109¢(s) + > O)

P P
Fents —1,¢(1) = X0 5 = +00,((2) = X2 7 < +00
1
IEREE
p

p
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Infinits nombres primers a la Euler

10 - 2yt =cs), —3 log(1 - ;) ~ log ¢(s)
o

—log(1 — x) = x + O(x?),0 < x < § déna

1 1
> o5 = 109¢(s) + > O)

P p

Fents —1,¢(1) = 20, 1 = 400,¢(2) = 22, & < o0

"Hi ha més primers que quadrats”
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El calcul de ¢(2)

© 1

Jacob Bernouilli: 37~ - =7 Soluci6 d’Euler el 1734:
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El calcul de ¢(2)

Jacob Bernouilli: >~ 7, # =7 Soluci6 d’Euler el 1734: P(x) polinomi
de grau n, P(0) =1, ay, a,...,ap arrels

PO)=(1-2)(1-2).. (1—*)

ai a
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El calcul de ¢(2)

Jacob Bernouilli: >~ 7, # =7 Soluci6 d’Euler el 1734: P(x) polinomi
de grau n, P(0) =1, ay, a,...,ap arrels

P(x - 2yy1- = -z
()= (1= (1= ) (1)
Cert per a funcions més generals:

f(x):l—:1——x

peralaqual a,=nr,ne Z,n#0.
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El calcul de ¢(2)

Jacob Bernouilli: 3°°, = =1 Soluci6 d’Euler el 1734: P(x) polinomi
de grau n, P(0) =1, ay, a,...,ap arrels

P(x) = (1—;1)(1—;2) (1—*)

Cert per a funcions més generals:
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Calcul de ¢(2k), k € N

Altres coeficients amb les formules de Girard-Newton. Coeficient de

x4
1 1 1 1 1 = 1
5 2 n2m2:27r4<(zr72) _Zn“)
1<n<m n=1 n=1

don ¢((4) = X5 = &
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Calcul de ¢(2k), k € N

Altres coeficients amb les formules de Girard-Newton. Coeficient de

x4

11 1 1 (S, &1

5 2 n2m2:27r4<(zr72) _Zn“)
1<n<m n=1 n=1

, oo -

don ((4) = 332, = .

Relacié amb nombres de Bernouilli

ii_ B 1(27T)2kB
nek 2(2k)1 %K

n=1
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Seéries trigonomeétriques

Euler (i també Bernouilli, d’Alembert, Clairaut)

f(x) = % + 3 (ansin2mnx + by cos 2mnx)
n=1
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Seéries trigonomeétriques

Euler (i també Bernouilli, d’Alembert, Clairaut)

f(x) = % + 3 (ansin2mnx + by cos 2mnx)
n=1

1 1
b, = 2/ f(x)cos2rnxdx,n>0,a, = 2/ f(x)sin2rnx dx,n > 1
0 0
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Seéries trigonomeétriques

Euler (i també Bernouilli, d’Alembert, Clairaut)

X) = % +Y (ansin2rnx + by cos 27nx)

1 1
b, = 2/ f(x)cos2rnxdx,n>0,a, = 2/ f(x)sin2rnx dx,n > 1
0 0

foz’r h(x)g(x) dx = 0, h # g; Férmula de Bessel-Pitagores

o0

/f )2 o = bj IS @2
-2+ 32
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Seéries trigonomeétriques

Euler (i també Bernouilli, d’Alembert, Clairaut)
X) = bo + i(a sin2mnx + b, cos 2wnx)
- 2 — n n

1 1
b, = 2/ f(x)cos2rnxdx,n>0,a, = 2/ f(x)sin2rnx dx,n > 1
0 0

foz’r h(x)g(x) dx = 0, h # g; Férmula de Bessel-Pitagores

B1S
/f o= 3+ 5 3 (eh+ )

Amb f(x) = x¥,0 < x < 1, hom pot trobar ¢(2k).

I\)\—L
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Un problema

Férmula de Bessel general: {h;(x)} és un sistema ortonormal en un
interval /,

[ o dx—a,,-a/@c,, o=
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Un problema

Férmula de Bessel general: {h;(x)} és un sistema ortonormal en un
interval /,

[ o dx—a,,-a/@c,, o=

Sistemes ortonormals on sumar f(x) = 3, 1 hi(x)?
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Un problema

Férmula de Bessel general: {h;(x)} és un sistema ortonormal en un
interval /,

[ o dx—a,,-a/@c,, o=

Sistemes ortonormals on sumar f(x) = 3, 1 hi(x)?

Bases d’ongetes:
hnk(x) =22h(2kx — n),(n—1)2=k <x <M=K n=1,...2%

_k
Cn,k = 2 21}’2”,/( = Zk %
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Un problema

Férmula de Bessel general: {h;(x)} és un sistema ortonormal en un
interval /,

[ o dx—a,,-a/@c,, o=

Sistemes ortonormals on sumar f(x) = 3, 1 hi(x)?

Bases d’ongetes:
hnk(x) =22h(2kx — n),(n—1)2=k <x <M=K n=1,...2%

Cnk = 2‘5%,En,k =Yk
Base de Haar, f(x) = 33, +R«(x), R funcions de Rademacher.

Interpretacio probabilista de f que permeti de calcular fo x)? dx
d’'una altra forma?
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Una prova elemental d’Antonio Cérdoba

C(2) =20 % = i e T Lo iy = 46(2) + X0 @Ry
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Una prova elemental d’Antonio Cérdoba

Q) =01 7 = Xkt ke + Lo e = 462 + ko e
€@ = § 3200 (Jo ¥ ox) (J; v o)
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Una prova elemental d’Antonio Cérdoba

@) =20 7% = 2k (217)2 +Z;O:O(2;(1T)2 = 1¢2) + > (2;<1T)2
€@ = § 320 (Jo ¥ ox) (Jy v o)

=4 J0 Js Seto(x®y®)dxdy = 4 [§ fo 1oz dx dy =

LS ke dxdy
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Una prova elemental d’Antonio Cérdoba

C(2) =20l % = X (217)2 +Z;O:O(2;(1T)2 =3¢+ X, (2;<1T)2
(@)= § 30 (Jg 1 o) (g y** o)

= %f(; f01 Skeo(XPy?) dx dy = %f(; f01 17)1(72}/2 dxdy =

= %f_11 f11 17)1(72}/2 dx dy

Canvi de variable x = tanh(u), y = tanh v déna

1 [roe pFe du dv
C(z)zg/,oo /,Oo cosh(u — v)cosh(u + v)

iambs=u—-v,t=u+v

Joaquim Bruna Euler, series i funci6 zeta de Riemann



Una prova elemental d’Antonio Cérdoba

C(2) =20l % = X (217)2 +Z;O:O(2;(1T)2 =3¢+ X, (2;<1T)2
(@)= § 30 (Jg 1 o) (g y** o)

= %f(; f01 Skeo(XPy?) dx dy = %f(; f01 17)1(72}/2 dxdy =

= %f_11 f11 17)1(72}/2 dx dy

Canvi de variable x = tanh(u), y = tanh v déna

1 [roe pFe du dv
C(z)zg/,oo /,Oo cosh(u — v)cosh(u + v)

iambs=u—-v,t=u+v

1 < gs \Z g2
C(z)_6</m coshs) 6

N +oo +oo g
perque (X = es)ffoo cocéis = 2[0 1+))((2 =
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Sobre nombres irracionals

Com saber si o és irracional?
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Sobre nombres irracionals

Com saber si o és irracional?

Estratégia: trobar racionals % tals que lim,, gp|a — %| =0.
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Sobre nombres irracionals

Com saber si o és irracional?

Estratégia: trobar racionals % tals que lim,, gp|a — %| =0
Rao: si
=5.(p.q)=(P.Q) =1,15-8|=|L2|> L q5-2/> %

Joaquim Bruna Euler, series i funcio zeta de Riemann



Sobre nombres irracionals

Com saber si o és irracional?

Estrategia: trobar racionals % tals que lim, gn|a — —| =0.
Rao: si
a=E.(p.q)=(P.Q) =115 2= | 2|> L qf 2> 1
Exemple:
1 1 1 P, 2
1+ 1 — —|=le— < —
e-(t+ttstgttal=le-al=min
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Sobre nombres irracionals

Com saber si o és irracional?

Estrategia: trobar racionals % tals que lim, gn|a — —| =0.
Rao: si
a=E.(p.q)=(P.Q) =115 2= | 2|> L qf 2> 1
Exemple:
1 1 1 P, 2
_ | = L B
e-Ottotgttul=le- o= m

No es coneix si el nombre d’Euler v = lim,(1+ 3 +--- + 1 —log n) és
racional o no.
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Sobre nombres irracionals

Com saber si o és irracional?

Estrategia: trobar racionals % tals que lim, gn|a — —| =0.
Rao: si
a=E.(p.q)=(P.Q) =115 2= | 2|> L qf 2> 1
Exemple:
1 1 1 P, 2
_ | = L B
e-Ottotgttul=le- o= m

No es coneix si el nombre d’Euler v = lim,(1+ 3 +--- + 1 —log n) és
racional o no.

Ni e+ m,7° ¢(2k + 1),k > 1
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La irracionalitat de ((3), una prova recent amb

metodes d’Euler

R. Apery prova el 1978 la irracionalitat de ¢(3).
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La irracionalitat de ((3), una prova recent amb

metodes d’Euler

R. Apery prova el 1978 la irracionalitat de ¢(3). Prova simplificada
(F.Beukers-A.Cordoba): partim de

1 log st
g(s)_—é/o/op > ds
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La irracionalitat de ((3), una prova recent amb

metodes d’Euler

R. Apery prova el 1978 la irracionalitat de ¢(3). Prova simplificada
(F.Beukers-A.Cordoba): partim de

1 1
_1/ log st ds it

Pr un polinomi amb coeficients enters de grau < nen s, t —

stlogst B,
// T dsdt = Anc(3) ~

amb Ap, B,, C, enters i C, que divideix [m.c.m.(1,2, ..., n)]®
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La irracionalitat de ((3), una prova recent amb

metodes d’Euler

R. Apery prova el 1978 la irracionalitat de ¢(3). Prova simplificada
(F.Beukers-A.Cordoba): partim de

1 1
_1/ log st ds it
o 1—st

Pr un polinomi amb coeficients enters de grau < nen s, t —

stlogst B,
// T dsdt = Anc(3) ~

amb A,, B,, C, enters i C, que divideix [m.c.m.(1,2, ..., n)]® Tria
Po(s,t) = Pa(8)Pa(t), amb Py(t) = L &[s"(1 — s)"] (Legendre)
produeix

AC(3) — 2] < O(VZ — 1)
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logn
dp=m.cm[1,2,...,n =< Hp'ogp = H glogn —
p<n p<n
(n) , n(1+<) n(1+2)
n™" < teorema dels nombres primers < n'len =g
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logn
dp=m.cm[1,2,...,n =< Hp'ogp = H glogn —
p<n p<n
(n) , n(1+<) n(1+2)
n™" < teorema dels nombres primers < n'len =g

Per tant C,, < e3n(1+¢)

B
CnAnK(S) o Cn;\n’ < CeSI‘I(1+€)(\/§_ 1)4n _

Cle® ) (v2 —1)4" = CA", A < 1
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Lequacio funcional de ¢ a I'Euler

C(2K) = 524 i = A(@m)2, o2 S = (1 - 2179)(s) = o(s)
1 1 A 1

11 A 1
=gt =
11 1
¢(6):1f6—§+¥_"'__(1_E)AWTG
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Lequacio funcional de ¢ a I'Euler

C(2K) = oo e = An(@m)2 5000, S = (1= 219)((s) = (s)

ns

1 1 1 1

_ _ 2
¢(2)—§—?+?——(1—§)A1ﬂ
1 1 1 1 4
O(4) = 54— gyt gg = (1= 5)em
1 1 1 1 6
Aplica x Z a la série geométrica
XXX = —
1+x
1—2x+3x2—4x3+~~~:¥
(1+x)?
1—x
1_22 22_423 R
X+ 3°x X° + (5 x)°
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Fent x = 1:

O(—1)=1-243-4+4+5—...= — =1

d(-2)=1-224+32-424+...=0

¢(_3):1—23+33_43+:_£:_1 ><2><3><247_1A2
16 23
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Fent x = 1:

O(—1)=1-243-4+4+5—...= — =1

O(—2)=1-224+3-424+...=0

S(-B)=1-2P1F s 2 qxoxax !

16 P

Observa que (1 — n) = ®(n) = W cos(3m)
spern, (n—1)! per(n).
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Fent x = 1:

O(—1)=1-243-4+4+5—...= — =1

O(—2)=1-224+3-424+...=0

2 24 -1
_ 3 3 3 _ _
¢(—3)—1—2 +3 —4 +.“__ﬁ__1><2><3>< 23 A2

Observa que (1 — n) = ®(n) = W cos(3m)
spern, (n—1)! per(n).
Conjectura:

¢(1—s)=n"2""51(s) cos S?ﬂ((s)

Equacié funcional (cette conjecture paroitra sans doute fort hardie”)
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Lequacio ¢ de Riemann. La hipotesi de Riemann

C(s):Z%,SRs>1

n>1
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Lequacio ¢ de Riemann. La hipotesi de Riemann

C(s):Z%,SRs>1

n>1

Equaci6 funcional — ¢ s’estén com a funcié meromorfa en tot el pla,
amb un Unic pol simple en z = 1, i zeros "trivials”en z = —2k, k € N.
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Lequacio ¢ de Riemann. La hipotesi de Riemann

C(s):Z%,SRs>1

n>1
Equacié funcional — ¢ s’estén com a funcié meromorfa en tot el pla,
amb un Unic pol simple en z = 1, i zeros "trivials”en z = —2k, k € N.
Tots els altres zeros sén a la banda critica 0 < *z < 1, simetrics
respecte Rz = 1,3z = 0.
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Lequacio ¢ de Riemann. La hipotesi de Riemann

C(s):Z%,SRs>1

n>1
Equacié funcional — ¢ s’estén com a funcié meromorfa en tot el pla,
amb un Unic pol simple en z = 1, i zeros "trivials”en z = —2k, k € N.
Tots els altres zeros sén a la banda critica 0 < *z < 1, simetrics
respecte Rz = 1,3z = 0.
¢(z) # 0,Rz =1 — Teorema dels nombres primers: si 7(x) =
ndmero de p primers p < x,

m(x) _
x—oo x/logx
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Lequacio ¢ de Riemann. La hipotesi de Riemann

C(s):Z%,SRs>1

n>1
Equacié funcional — ¢ s’estén com a funcié meromorfa en tot el pla,
amb un Unic pol simple en z = 1, i zeros "trivials”en z = —2k, k € N.
Tots els altres zeros sén a la banda critica 0 < *z < 1, simetrics
respecte Rz = 1,3z = 0.
¢(z) # 0,Rz =1 — Teorema dels nombres primers: si 7(x) =
ndmero de p primers p < x,

m(x) _
x—oo x/logx

Informaci6 sobre la distribucié de zeros de ¢ en la banda critica —

control de 7(x) — g%
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Lequacio ¢ de Riemann. La hipotesi de Riemann

C(s):Z%,SRs>1

n>1
Equacié funcional — ¢ s’estén com a funcié meromorfa en tot el pla,
amb un Unic pol simple en z = 1, i zeros "trivials”en z = —2k, k € N.
Tots els altres zeros sén a la banda critica 0 < *z < 1, simetrics
respecte Rz = 1,3z = 0.
¢(z) # 0,Rz =1 — Teorema dels nombres primers: si 7(x) =
ndmero de p primers p < x,

m(x) _
x—oo x/logx

Informaci6 sobre la distribucié de zeros de ¢ en la banda critica —
control de 7(x) — g%

Hipotesi de Riemann (HR): tots els zeros de ¢ a la banda critica son
aRz=1.
2
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Cap a una reformulacio de HR. La transformacio de

Fourier i de Mellin

fel (RL/%O [f(x)] dx < +oo,?(g) - /+oo f(X)eixg dx
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Cap a una reformulacio de HR. La transformacio de

Fourier i de Mellin

+oo
reti®), [ 10]dk < +oc.He) = ¢ aix

\/ﬂ /+oo

feL2(R),/:°|f(x)|2dx,?(g)— lim f/ f(x)e™*¢ dx, q.p.t.

f — isometria de L2(R) en L3(R) : [|f|2 = [ |f(x)|2 dx = |73
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Cap a una reformulacio de HR. La transformacio de

Fourier i de Mellin

+oo
reti®), [ 10]dk < +oc.He) = ¢ aix

\/ﬂ /+oo

feL2(R),/:°|f(x)|2dx,?(g)— lim f/ f(x)e™*¢ dx, q.p.t.

f — isometria de L2(R) en L3(R) : [|f|2 = [ |f(x)|2 dx = |73

?(f) = <f7 e§>, eg(x) = \/12?6—")‘5

Férmula d’inversio:

. +oo
f(x) = 7 )e—'X€d§,f=/_ (f, &:)ee dE,

+oo
V 27T /—oo (6
e¢ "frame continu’de L2(R)
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Teoremes tauberians de Wiener

Operador T acotats en L2(R) ( || Tf|l2 < C||f|2), invariant per
translacions IT (si 7af(x) = f(x — X), T(7nf) = 7A(T¥))
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Teoremes tauberians de Wiener

Operador T acotats en L2(R) ( || Tf|l2 < C||f|2), invariant per
translacions IT (si 7af(x) = f(x — X), T(7nf) = 7A(T¥))
diagonalitza:

(TFH(&) = ME)T(©), IM(€)| < C

T operador acotat IT ~ M multiplicador funcié acotada
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Teoremes tauberians de Wiener

Operador T acotats en L2(R) ( || Tf|l2 < C||f|2), invariant per
translacions IT (si 7af(x) = f(x — X), T(7nf) = 7A(T¥))
diagonalitza: A

(TF)(€) = M(E)F(E), IM(¢)| < C

T operador acotat IT ~ M multiplicador funcié acotada

Subespais tancats E de L?(R) invariants per translacions (IT) ~
operadors T IT, T? = T ~ multiplicadors M amb M? = M
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Teoremes tauberians de Wiener

Operador T acotats en L2(R) ( || Tf|l2 < C||f|2), invariant per
translacions IT (si 7af(x) = f(x — X), T(7nf) = 7A(T¥))
diagonalitza:

(TFH(&) = ME)T(©), IM(€)| < C
T operador acotat IT ~ M multiplicador funcié acotada

Subespais tancats E de L?(R) invariants per translacions (IT) ~
operadors T IT, T? = T ~ multiplicadors M amb M? = M

Expressié general d’'un subespai tancat IT de
[2(R) : Es = {f € [?(R) : f{(£) =0 q.p.t.£ € S}
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Teoremes tauberians de Wiener

Operador T acotats en L2(R) ( || Tf|l2 < C||f|2), invariant per
translacions IT (si 7af(x) = f(x — X), T(7nf) = 7A(T¥))
diagonalitza:

(TFH(&) = ME)T(©), IM(€)| < C
T operador acotat IT ~ M multiplicador funcié acotada

Subespais tancats E de L?(R) invariants per translacions (IT) ~
operadors T IT, T? = T ~ multiplicadors M amb M? = M

Expressié general d’'un subespai tancat IT de

[2(R): Es = {f € L3(R): f(¢) =0 gq.p.t.£ € S}

Teorema tauberia de Wiener en L2(R): subespai E de L2(R) IT dens
siinomés si {¢: f(¢) =0, f e E} té mesura zero— 7, f generen
(topologicament) L2(R) si només si f(¢) # 0 q.p.t. &
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Teoremes tauberians de Wiener

Operador T acotats en L2(R) ( || Tf|l2 < C||f|2), invariant per
translacions IT (si 7af(x) = f(x — X), T(7nf) = 7A(T¥))
diagonalitza:

(TFH(&) = ME)T(©), IM(€)| < C
T operador acotat IT ~ M multiplicador funcié acotada

Subespais tancats E de L?(R) invariants per translacions (IT) ~
operadors T IT, T? = T ~ multiplicadors M amb M? = M

Expressié general d’'un subespai tancat IT de

[2(R): Es = {f € L3(R) : f{(¢&) = 0 q.pt.£ € S}

Teorema tauberia de Wiener en L2(R): subespai E de L2(R) IT dens
siinomés si {¢: f(¢) =0, f e E} té mesura zero— 7, f generen
(topologicament) L2(R) si només si f(¢) # 0 q.p.t. &

Teorema tauberia de Wiener en L'(R): 7,f de f € L'(R) generen
topologicament L'(R) si només si f(¢) # 0 per a tot ¢
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Versions multiplicatives

fe LP(R), g(t) = f(logt),t > 0, ;" |g(t)[PL = [*°° |F(x)[P dx
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Versions multiplicatives

fe LP(R), g(t) = f(logt),t > 0, ;" |g(t)[PL = [*°° |F(x)[P dx

g€ LP((0,4), 9), A= [1Z g eX)e'X£ dx = - [ g(t)te &
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Versions multiplicatives

fe LP(R), g(t) = f(logt),t > 0, ;" |g(t)[PL = [*°° |F(x)[P dx
g € LP((0, +OO), t \/2? fjoo ex)elx5 dx — 7f+oo g(t)t’f %
h e LP(0,00),9(t) = tﬁh( ), Mph(i€) = f f)th o
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Versions multiplicatives

fe LP(R),g(t) = (Iogt ), t >0, f (£)Pe = +;O|f(x)lpdx
g € LP((0, +oo) \/27 f_+°° eX)elxg dx — ffﬁo ()t %
h € LP(0,0), g(t) = t h(t), Mph(i€) = f B+ g
Mh(s) = = J, h(t)t~" ot

Transformada de Mellin; en L'(0, o) definida en fts = 1; en [2(0, o)
definida en Rs = 1.
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Versions multiplicatives

fe LP(R),g(t) = (Iogt ), t >0, f (£)Pe = +;O|f(x)|f’dx
g € LP((0,+00), & \/27 [f>g eX)elxg dx — ffﬁo g(b)te o
h € LP(0,0), g(t) = t h(t), Mph(i€) = f B+ g
Mh(s) = = J, h(t)t~" ot

Transformada de Mellin; en L'(0, o) definida en fts = 1; en [2(0, o)
definida en Rs = 1.

Diagonalitza els operadors en LP(0, co) invariants per dilatacions:
D.f(t) = ﬁf(é),a >0
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Teorema tauberia de Wiener multiplicatiu en L': subespai E de
L'(0,00) ID (D, E = E) dens en L'(0, +o0) si i només si

{&, Mh(1 +i§)=0,he E} =10.

Les dilatades D, h, o > 0 generen topologicament L' (0, +o00) si i
nomeés si Mh(1 +i¢) #0
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Teorema tauberia de Wiener multiplicatiu en L': subespai E de

L'(0,00) ID (D, E = E) dens en L'(0, +00) si i només si
{&,Mh(1 +i¢) =0,he E} = 0.

Les dilatades D, h, o > 0 generen topologicament L' (0, +o00) si i

nomeés si Mh(1 +i¢) #0

Expressié general dels subespais tancats ID de L2(0, +c0) :

1

2

Teorema tauberia de Wiener multiplicatiu en L2: un subespai E de
L2(0, ) ID dens en L?(0, +oc) si i NnoMés si

Es={he LP(0,4): Mh(s)=0se SC - + iR}

{s=%+i§,Mh(s):07he E}

té mesura zero. Les dilatades D, h, o € R generen topologicament
L2(0,+00) si i només si Mh(s) # 0 qg.p.t. s,Rs =}
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Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1
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Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1

Wap(t) = (Damp)(t) = vVav(a(t — b)), [|Wapll2 = 1
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Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1

Wap(t) = (Damp)(t) = vVav(a(t — b)), [|Wapll2 = 1

Analisi amb ondetes:
f € L2(R), Wi(a,b) = (f,Wap) = [ H()Wap(t) o
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Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1

Wap(t) = (Damp)(t) = vVav(a(t — b)), [|Wapll2 = 1

Analisi amb ondetes:
f e [2(R), Wi(a,b) = (f,Wap) = ["2 f(t)W,p(t) dlt

Sintesi amb ondetes: f = [, [*%° Wi(a, b)V,, dadb

Joaquim Bruna Euler, series i funcio zeta de Riemann



Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1

Wap(t) = (Damp)(t) = vVav(a(t — b)), [|Wapll2 = 1

Analisi amb ondetes:
f e [2(R), Wi(a,b) = (f,Wap) = ["2 f(t)W,p(t) dlt

Sintesi amb ondetes: f = [, [*%° Wi(a, b)V,, dadb
Parseval-Pitagores: |f||3 = [ | |Wf(a, b)|? dadb
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Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1

Wap(t) = (Damp)(t) = vVav(a(t — b)), [|Wapll2 = 1

Analisi amb ondetes:
f e [2(R), Wi(a,b) = (f,Wap) = ["2 f(t)W,p(t) dlt

Sintesi amb ondetes: f = [, [*%° Wi(a, b)V,, dadb
Parseval-Pitagores: |f||3 = [ | |Wf(a, b)|? dadb

Discretitzacions = bases ortonormals d’ondetes
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Dilatades i traslladades. Ondetes

Ve LA(R), W3 = [[w(D)dt =1

Wap(t) = (Damp)(t) = vVav(a(t — b)), [|Wapll2 = 1

Analisi amb ondetes:
f e [2(R), Wi(a,b) = (f,Wap) = ["2 f(t)W,p(t) dlt

Sintesi amb ondetes: f = [, [*%° Wi(a, b)V,, dadb
Parseval-Pitagores: |f||3 = [ | |Wf(a, b)|? dadb
Discretitzacions = bases ortonormals d’ondetes

Res d’aix0 és possible només amb translacions o només amb
dilatacions = generadors per translacions o generadors per
dilatacions
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Una formulacio de Salem

/Oota+i£1dtr(s)(12‘5)4(3)3 +ig,0 1
; ol 11 = ,S=o0 U< o<
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Una formulacio de Salem

ot A
/ ————dt=T(s)(1 —2'"5)(s),s =0 +i,0< o < 1
0

el +1

La no anulacié de ( en s = o equival al fet que les funcions

D.k, k(t) = &, generen L'(0, +o0)
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Laproximacié de A. Beurling a la hipotesi de Riemann

p(t) = t — [t], part fraccionaria de ¢
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Laproximacié de A. Beurling a la hipotesi de Riemann

p(t) = t — [t], part fraccionaria de ¢

[T abera= 1O
Ay

s—1 S
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Laproximacié de A. Beurling a la hipotesi de Riemann

p(t) = t — [t], part fraccionaria de ¢

[T abera= 1O
0

t -1 s
Sigui E el subespai generat per py(t) = (%) 0p(1),0<0,t<1.

E= {h(t)—zckﬂ chek_o 0 <6 <1}
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Laproximacié de A. Beurling a la hipotesi de Riemann

p(t) = t — [t], part fraccionaria de ¢

[T abera= 1O
.

-1 s
Sigui E el subespai generat per py(t) = (%) 0p(1),0<0,t<1.

E= {h(t)—zckﬂ chek_o 0 <6 <1}

(Beurling-Nyman-Baez) Sén equivalents, 1 < p < 2:

@ La funcié ¢ no té zeros en Rs > /10

@ Lespai E és dens en LP(0,1)

© La funcié 1 caracteristica de [0, 1] és aproximable
Q 1=3 ckn(%) en LP(0,0)

©@ Hom pot utilitzar tan sols 6y = ‘; en els enunciats anteriors
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Explicacio de la relaci

Pel teorema tauberia de Wiener, les 3 cyp(£),6 > 0, generen
L2(0, +00).
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Explicacio de la relaci

Pel teorema tauberia de Wiener, les 3 cyp(£),6 > 0, generen

[2(0, 400).
+oo 5
/ P(?)t871 dat = 0 _ 0 C(S)
0

s—1 S

/1 h(t)ts_1 dt = — ( )Zk Ckek 1 C chek — S/ 1+h(t))ts_1 at
0
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Explicacio de la relaci

Pel teorema tauberia de Wiener, les 3 cyp(£),6 > 0, generen

[2(0, 400).
+oo 5
/ P(?)t871 dat = 0 _ 0 C(S)
0

s—1 S

03
/ h ts 1dt ( )Zk CkVg 11— C chek — S/ 1+h(t))ts_1 at
Desigialtat de Holder: & > |[1 + hl|p, 1 + 1 = 1

q
- chem P
q(Rs - 3)

q|g|a
()¢0%s>;+€|3|
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Una "prova”de la hipotesi de Riemann

>« Ck0; quasi-invers de ¢ si h+ 1 és petit.
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Una "prova”de la hipotesi de Riemann

>« Ck0; quasi-invers de ¢ si h+ 1 és petit.

on p(k) és la funcié de Mdebius = (—1)™ si k és producte de m
primers diferents, = 0 si m té divisors quadrats
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Una "prova”de la hipotesi de Riemann

>« Ck0; quasi-invers de ¢ si h+ 1 és petit.

1.
Mo -5 =<0
o) =10 = 50 = S utk
p k

on p(k) és la funcié de Mdebius = (—1)™ si k és producte de m
primers diferents, = 0 si m té divisors quadrats cx = p(k), Ok = .
Pero efectivament

A1) =3 uk)pl ) = 1,0 < £ < 1

Conseqiéncia de 3", 45 — o, Soks1u(k) [§] =1,y > 1 (férmula

d’inversié de Moebius).
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Una "prova”de la hipotesi de Riemann

>« Ck0; quasi-invers de ¢ si h+ 1 és petit.

on p(k) és la funcié de Mdebius = (—1)™ si k és producte de m
primers diferents, = 0 si m té divisors quadrats cx = p(k), Ok = .
Pero efectivament

h(t) = Zu(k)p(klt) — 1.0<t<]

Conseqiéncia de ., 45 — 0, Soks1u(k) [§] =1,y > 1 (férmula
d’inversié de Mdebius).

Perd només puntualment!. Si la convergéncia fos en L2(0, 1), la
hipotesi de Riemann estaria provada.

Joaquim Bruna Euler, series i funcio zeta de Riemann



Convergéncia puntual vs convergencia en L?

Séries de Fourier:

oo
o .
=5 + n; a,sin2mnx + b, cos 2mnx)

N
Snf(x) = % + Z(an sin27nx + bp COS 27NX)

n=1

If = Snfl5 = 3 pon(@h + b7) — 0
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Convergéncia puntual vs convergencia en L?

Séries de Fourier:

oo
o .
=5 + n; a,sin2mnx + b, cos 2mnx)

N
Snf(x) = % + Z(an sin27nx + bp COS 27NX)

n=1
If = Snfl5 = 3 pon(@h + b7) — 0
Carleson, durissim: Syf(x) — f(x)q.p.t.x
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|ldea de la prova

Dapo = ﬁ(pag — 0po) — E invariant per D,,0 < a < 1
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|ldea de la prova

Dapo = 17(,00“9 — 0p) — E invariant per D,,0 < o < 1

he L?(0,1) — Mh(s) 1)ts=" dt holomorfa en Rs > 1.

= 5= Jo h(

Joaquim Bruna Euler, series i funci6 zeta de Riemann



|ldea de la prova

D,py = 17(/0010 —0ps) — E invariant per D,,0 < o < 1
he L2(0,1) — Mh(s) = - J3 h(t)ts=" dt holomorfa en Rs > 1.
Espai de Hardy H?(B) de H holomorfes en B = {s > 1} tals que

—+o00
sup |H(o + i€)|? d¢ < 400

1 —
o'>§ o0
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|ldea de la prova

D,py = 1T(pae —0ps) — E invariant per D,,0 < o < 1
he L2(0,1) — Mh(s) F fo 1)ts=" dt holomorfa en Rs > 1.
Espai de Hardy H?(B) de H holomorfes en B = {s > 1} tals que
+oo
sup |H(o + i€)|? d¢ < 400

1 —
o'>§ o0

Cada H esta completament determinada pel seu conjunt de zeros
Z(H) al semipla B, per la funcié |H| en s = } i per una mesura
singular py en Rs = %; uy = 0 si H prolonga analiticament.
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|ldea de la prova

D,py = 17(/0010 —0ps) — E invariant per D,,0 < o < 1
he L2(0,1) — Mh(s) = - J3 h(t)ts=" dt holomorfa en Rs > 1.
Espai de Hardy H?(B) de H holomorfes en B = {s > 1} tals que

+oo
sup |H(o + i€)|? d¢ < 400

1 —
o'>§ o0

Cada H esta completament determinada pel seu conjunt de zeros
Z(H) al semipla B, per la funcié |H| en s = } i per una mesura
singular py en Rs = %; uy = 0 si H prolonga analiticament.

Les dilatades D, h(x),a < 1 generen topologicament L2(0,1) si i
només si Z = ), uy = 0 (H funci6 externa).
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|ldea de la prova

D,py = 17(/0010 —0ps) — E invariant per D,,0 < o < 1
he L2(0,1) — Mh(s) = - J3 h(t)ts=" dt holomorfa en Rs > 1.
Espai de Hardy H?(B) de H holomorfes en B = {s > 1} tals que

+oo
sup |H(o + i€)|? d¢ < 400

1 —
o'>§ o0

Cada H esta completament determinada pel seu conjunt de zeros
Z(H) al semipla B, per la funcié |H| en s = } i per una mesura
singular py en Rs = %; uy = 0 si H prolonga analiticament.

Les dilatades D, h(x),a < 1 generen topologicament L2(0,1) si i
només si Z = ), uy = 0 (H funci6 externa).

Descripci6 dels subespais E densos en L?(0, 1) invariants per les
dilatacions Dma <1: ﬂHEEZ(H) = @, ianeIMH(/) =0, I C R.
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|ldea de la prova

D,py = 17(/0010 —0ps) — E invariant per D,,0 < o < 1
he L2(0,1) — Mh(s) = - J3 h(t)ts=" dt holomorfa en Rs > 1.
Espai de Hardy H?(B) de H holomorfes en B = {s > 1} tals que

—+o00
sup |H(o + i€)|? d¢ < 400
0>% —0oo
Cada H esta completament determinada pel seu conjunt de zeros
Z(H) al semipla B, per la funcié |H| en s = } i per una mesura
singular py en Rs = %; uy = 0 si H prolonga analiticament.

Les dilatades D, h(x),a < 1 generen topologicament L2(0,1) si i
només si Z = ), uy = 0 (H funci6 externa).

Descripci6 dels subespais E densos en L?(0, 1) invariants per les
dilatacions Dma <1: ﬂHEEZ(H) = @, ianeIMH(/) =0, I C R.

M(po)(2) =
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MOLTES GRACIES
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