LES EQUACIONS D’EULER DELS FLUIDS NO
VISCOSOS

JOAN SOLA-MORALES

La généralité que j’embrasse, au liew d’éblouir nos lumieres,
nous découvrira plutét les véritables loix de la Nature dans tout
leur éclat, & on y trouvera les raisons encore plus fortes, d’en
admirer la beauté & la simplicité. (L. Euler)

REsuM. El sistema d’equacions en derivades parcials que modela
el flux d’un fluid no viscés, un liquid o un gas, publicat el 1756,
va ser una de les descobertes més transcendentals de L. Euler. El
plantejament d’aquestes equacions representa un important mo-
ment de trobada entre la matematica, I’enginyeria i la fisica, i,
basicament, pot dir-se que en aquella ocasi6é per primera vegada a
la historia unes equacions en derivades parcials apareixen com un
model indiscutible d’un fenomen fisic.

En aquest escrit intentarem exposar alguns dels problemes ma-
tematics que aquestes equacions han generat al llarg dels seus dos-
cents cinquanta anys d’existéncia, sense entrar en la investigacio
especifica de la seva génesi historica. Les connexions dels proble-
mes generats per aquestes equacions amb diverses branques de la
matematica, com ara la Geometria i I’Analisi Matematica princi-
palment, han estat molt grans i importants, i volem destacar que
segueixen generant problemes rellevants de la recerca matematica
actual.

També descriurem una mica com aquestes equacions séon utilit-
zades en la modelitzaci6 matematica, és a dir, com a partir d’elles
s’obtenen equacions més senzilles, adaptades a la representaci6
de fenomens concrets. També és rellevant la relaci6 d’aquestes
equacions amb les equacions de Navier-Stokes, que potser sén més
conegudes o més importants avui en dia perqué inclouen els efectes
viscosos. Tot i aix0, la comparacié entre unes i altres equacions ens
portaria al problema general de la comparaci6é entre la mecanica
conservativa i la dissipativa, que és un tema sobre el que també
valdria la pena de reflexionar, potser en una altra ocasio.
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Introduccié

El tema d’aquest escrit és el de les Equacions d’Euler dels fluids no vis-
cosos. Es un tema que considero molt important, especialment dins del
mon de les Equacions Diferencials, que seria el meu particular micro-
moén com a matematic, perd que també és molt important dins del
moén en general de la Matematica, com intentaré demostrar, i també
de ’Enginyeria i de la Fisica.

Las traducci6 de la frase de L. Euler amb la que he encapcalat aquest
escrit podria ser mes o menys la segiient: Aquesta generalitat que jo
abraco, en lloc d’enlluernar els nostres pensaments, ens descobrira més
aviat les veritables lleis de la natura en tot el seu esclat i hom hi trobara
raons encara més fortes d’admirar-ne la bellesa i la simplicitat.

Voldria posar 'accent en qué aqui no esta parlant de la bellesa i la
simplicitat de les matematiques, sind de la bellesa i la simplicitat de
les lleis de la naturalesa. Aixi ho diu amb prou claredat. No cal que
defensi el paper de L. Euler com a creador de bellesa i simplicitat
matematica, pero si que m’agradaria de posar de manifest aquest altre
punt de vista, tampoc molt allunyat, pero significativament diferent.

La Historia, la Matematica, la Fisica i ’'Enginyeria les podem imaginar
com quatre regions que tenen diverses interseccions entre elles i també
alguna intersecci6 entre totes quatre. La primera cosa que vull dir és
que les Equacions d’Euler de la mecanica de fluids es troben en un
lloc molt central d’aquesta interseccié entre les quatre regions i que
aquest lloc tan central apareix també destacat per la preséncia que
han mantingut aquestes equacions fins als nostres dies.

Per tant, aquest sistema d’equacions podria ser mirat des d’un punt
de vista més especialment historic, més especialment fisic o més espe-
cialment tecnologic. L’altra cosa que vull dir és que el meu punt de
vista sera principalment matematic. Intentaré marcar la relacié entre
les Equacions d’Euler i alguns dels problemes que considero més cen-
trals de la Matematica. No em sento molt capag de fer una analisi
historica de d’aquestes equacions i les referéncies que faré a la Fisica
i ’Enginyeria seran una mica laterals. El que voldria és reivindicar el
paper d’aquestes equacions dins de la Matematica.
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Dins del mén de la Matematica també m’imagino tres grans regions,
que son la de la Geometria, la de 1’Analisi i la de la Modelitzacié
Matematica. Les equacions en derivades parcials en general, i en par-
ticular les Equacions d’Euler, intersecten aquestes tres regions de for-
ma molt important. I la meva intenci6 és situar el sistema d’Equacions
d’Euler dins d’aquestes tres interseccions. Deixo una mica de banda
el tema de la Analisi Numérica, que també estaria present en els tres
casos. Pero és un tema molt important, al qual seria interessant de
poder-li dedicar una atencié més particularitzada.

Euler i les Equacions Diferencials

Abans d’entrar a parlar de les Equacions d’Euler de la Mecanica de
Fluids, voldria parlar d’altres intervencions importants d’Euler en el
mon de les Equacions Diferencials. Son intervencions importants que
es mantenen vives avui en dia. Coses que els professors i investigadors
en Equacions Diferencials tenim sovints presents en la nostra docéncia
i en la nostra recerca.

Les equacions d’Euler-Lagrange. Les equacions d’Euler-Lagrange
es corresponen a allo que Euler en deia “problemes isoperimétrics en un
sentit molt ampli”, latissimo sensu accepti. El problema isoperimétric
propiament dit consisteix en trobar, entre totes les corbes tancades
del pla que tenen una longitud donada, aquella que abraga una area
maxima, que com és ben sabut resulta ser la circumferéncia.

El problema isoperimétric és un problema en el que es tracta de mini-
mitzar (o maximitzar) una quantitat que ja no depén d’un nombre finit
de variables, sin6 una funcié 'argument de la qual és també una funcio,
0 en aquest cas una corba. Aquest argument ja no depén d’un nombre
finit de variables, sin6 que varia en un espai de funcions de dimensio
infinita. La quantitat que s’ha de minimitzar no rep el nom de funcio,
sind que és coneguda com un funcional. Aixo representa un canvi molt
gran del punt de vista d’Euler respecte dels que el van precedir.

Comencem per recordar un exemple especialment important, que és el
problema de la minimitzacié del funcional de Dirichlet, o integral de
Dirichlet en un domini 2, per exemple contingut en el pla (x,y):
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Minimatzar
1
Elu] = —/(ufC + ui)dxdy
2 Jq

entre totes les funcions u(x,y) definides a Q) tals que u(x,y) coincideix
amb una funcié donada ¢(x,y) quan (x,y) es troba a la frontera de Q.

Es un resultat ben conegut, obtingut per Dirichlet, pero amb els mé-
todes deguts a L. Euler, que la funcié que minimitza la integral de
Dirichlet és la funcié harmonica a €2 que a la frontera de €2 coincideix
amb ¢:

Upy + Uyy (= Au) =0 a (L
u(z,y) = o(z,y) a 0.

Aix0 és el que s’anomena el problema de Dirichlet, que és un dels pro-
blemes que han resultat més rics i més suggerents de la matematica dels
darrers cent-cinquanta anys. I cal remarcar que el sistema que déona
la soluci6 soén les equacions d’Euler, o d’Euler—Lagrange, del funcional

Un altre exemple, també ben conegut, en aquest cas provenint de la
mecanica de particules, o la mecanica lagrangiana, és el que se'n diuen
Equacions d’Euler-Lagrange corresponents a un determinat lagrangia.

Per recordar aquestes equacions, ens fixarem en un cas particular, que
és el problema de les corbes geodésiques. Quan la funcié lagrangiana
es redueix a l’energia cinética, que és el cas en que no actuen forces
exteriors, o, millor dit, que les tiniques forces que actuen son les forces
de lligadura que fan que la particula es mantingui sobre la superfi-
cie, aleshores la trajectoria de la particula haura de coincidir amb una
geodésica.

Les geodésiques d'una superficie sén les corbes de longitud minima
entre totes les corbes d’aquesta superficie que passen per dos punts
donats. També és un problema isoperimétric, latissimo sensu: Tenim
una funcié fixada en el seu contorn, en els seus extrems, i per dins la
deixem variar fins a minimitzar una certa quantitat. Aquesta quantitat
és la longitud S[z(t)] (o també pot ser 'accio A[x(t)], perqué déna lloc
a les mateixes solucions). Se n’escriuen les equacions d’Euler—Lagrange
i es poden aixi obtenir les geodésiques:
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Sttt = [ /o w020
Alz(t)] = /L(x(t),a:’(t))dt = /gx(t)(x'(t),x’(t))dt.

(Aqui g és la métrica de la superficie).

Les solucions d’aquest problema de miminitzacié hauran de complir les
corresponents Equacions d’Euler-Lagrange:

oL d oL
oxk  dto(x*)

Ara vull recordar una petita cosa que tindra importancia més tard quan
parli de fluids. Les geodésiques en zones d’una superficie on la curvatu-
ra de Gauss és positiva tenen tendéncia a tallar-se entre elles, mentre
que en les zones de curvatura negativa tenen tendéncia a allunyar-se
les unes de les altres. Aixo es reconeix per exemple en les geodésiques
del tor de revolucio, perqué les geodésiques properes a l'equador exte-
rior oscil-len al voltant d’aquest, mentre que les properes a 'equador
interior se n’allunyen.

El Métode de les Poligonals d’Euler. Una altra cosa molt conegu-
da és el Meétode de les Poligonals d’Euler per resoldre aproximadament
o numéricament el problema de valor inicial per a equacions (o sistemes
d’equacions) diferencials ordinaries. Es tracta de:

Trobar una funcio y(x) definida per 0 < x < ¢ tal que compleixi

%zf(:v,y(x)) per 0 <z < /{
y(0) = yo (donat).
En aplicar el Métode d'Euler es divideix l'interval (0,¢) en N parts

14
iguals d’amplada h = N’ i es defineix y; ~ y(jh) per

Yn+1 = yn+hf<nhvyn)
pern=0,---N—1.
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Aquest métode apareix per primera vegada a la obra Institutionum
Calculi Integralis, de 1768. Ha de ser considerat un descobriment molt
rellevant, base de tots els métodes numerics que després es van de-
senvolupar, especialment a partir de Runge, a finals del segle XIX, i
que encara avui s’ensenya i s’analitza curosament en tots els cursos
d’Analisi Numerica.

Altres equacions diferencials degudes a Euler. Hem esmentat
dues contribucions molt importants d’Euler sobre Equacions Diferen-
cials. De manera resumida, podem llistar a continuacié també les
seglients:

e Les Equacions d’Euler dels fluids no viscosos, a les quals dediquem
les seccions posteriors, i que constitueixen la part principal d’aquest
article.

e El problema de tres cossos i el problema restringit de tres cossos.
La Mecanica Celeste és la font de molts temes d’equacions diferencials.
Precisament va ser L. Euler el primer que va estudiar el problema
restringit de tres cossos.

e L'elastica d’Euler. Es el segiient problema no lineal amb condicions
als extrems. Es tracta de trobar la funcié 0(x) definida per 0 < x < ¢
tal que

BO"(x) + Rsin(6(z)) =0, 6(0)=0, 6()=0.

Si la variable z fos el temps, per comptes de ser una variable d’espai,
aquesta seria ’equaci6é de les oscillacions d’un péndol. Pero és una
variable d’espai, i no és un problema de valor inicial siné un problema
de contorn. Es correspon amb el problema fisic segiient:

Tenim una barnilla encastada a terra, amb un pes en el seu extrem
superior. Si el pes és petit, I'inica soluci6 d’equilibri és la vertical.
Pero quan el pes va creixent, van apareixent més solucions, de les quals
només és estable la primera que es bifurca. Pero després n’hi ha d’al-
tres, se’n bifurquen d’altres, que sén inestables. En aquest tema, Euler
es va anticipar molts anys a la moderna teoria de la bifurcarcié que més
aviat atribuim a Poincaré i al seu principi d’intercanvi d’estabilitats.
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e Les equacions d’Euler del moviment d’un solid rigid, referides als seus
eixos principals d’inércia:

LdQ Jdt + (I3 — 15)05 = 0,
]QdQQ/dt + (]1 — ]3)9391 = 0,
[3d93/dt + (]2 — ]1)9192 =0.

e L’Equaci6 de Cauchy-Euler (o equaci6 equidimensional):

ar 1dn—1y dy
L Y e ol =0.
A, T don +a, 11 e + alxdw + agy

Les Equacions d’Euler dels fluids no viscosos

Euler va estar interessat durant molts periodes de la seva vida en temes
de mecanica fluids, com quan va escriure la Teoria del so i de la fisica de
Paire (1727-1737). Després va tenir un fort compromis amb el disseny
de vaixells i va escriure Scientia Navalis (1749) sobre la construccié de
vaixells. Encara no necessitava una mecanica de fluids molt complexa.

Aquesta teoria la va necessitar per a elaborar la Théorie plus complete
des machines que son mises en mouvement par la réaction de [’eau
(1754), és a dir per les turbines. Les equacions d’Euler propiament
dites apareixen per primera vegada aqui i molt més desenvolupades en
els tractats de mecanica de fluids que van venir més tard: Principes
générauzr du mouvement des fluides (1755) 1 Traité de mécanique des

fluides (1766).

Voldria destacar que I'aparici6é dels problemes de la mecanica de fluids
en Euler ve clarament de motivacions aplicades, i fins i tot de I'engi-
nyeria, com ara l’enginyeria naval i el disseny de turbines. Per una
discussié més detallada d’aquestes qiiestions em plau remetre al lector
al treball [PERE84| de C. Perell6.
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Les Equacions d’Euler. Escrivim ara les Equacions d’Euler pel cas
incompressible i homogeni, en el que la densitat p és una constant:

1
V-7=0 a
v-n=20 a 0f).

Una incognita és el camp de velocitats o, que depén de I'espai i el temps.
Es la formulaci6 euleriana de la mecanica de fluids (o en general dels
medis continus): no ens preocupem per les trajectories concretes de
les particules, sind que només volem conéixer el camp de velocitats en
cada instant del temps. En un cert punt de 'espai volem saber quina
és la velocitat de la particula que en aquell moment passa per alla.
En contraposici6 a les variables lagrangianes, que esmentarem després,
aqui les variables independents son 1’espai i el temps, no les particules.
L’altra incognita és la pressio p, que també depén de I'espai i del temps.

Hem escrit també una condicié de contorn que correspon al cas en que
les parets del recinte que conté al fluid estan immobils.

En components cartesianes, amb ¥ = (u,v,w), les equacions d’Euler,
sense incloure la condicié de contorn, tenen la forma segiient:

Up + Uy, + VUy + WU, = —py/p
vy + uvy + vy + wu, = —p,/p
Wy + uw, + vwy, +ww, = —p,/p
Uy + vy +w, = 0.

El terme ¢ + (U- V) és la derivada material de la velocitat, que no és
més que 'acceleracio de les particules referida a la posici6. La primera
equaci6 és exactament la llei de Newton, atés que p és la pressio i
—Vp la forca per unitat de volum. L’equacié V - v = 0 ens diu que el
fluid és incompressible. Queden quatre incognites: les components de
la velocitat i la pressi6. El model es correspon amb una determinada
hipotesi sobre quins son els esforcos a l'interior del fluid, que és on
intervé d’'una manera molt important que el fluid no sigui viscos.

En les equacions de Navier—Stokes, que aqui no estan escrites, la primera
equaci6 conté un terme addicional que té a veure amb la viscositat i que
és un multiple de la laplaciana de . Si hom recorda I’equacio del calor i
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el caracter dissipatiu que té la laplaciana posada d’aquesta manera, les
equacions de Navier—Stokes, en comparaci6 a les d’Euler, produeixen
una dissipacioé que esta basada en que els esforcos en un punt del fluid
dificulten el moviment de les particules contigiies. També la condicid
de contorn seria diferent per a les equacions de Navier-Stokes: en el
cas viscos les particules de fluid que estan en contacte amb les parets
han d’estar en repos.

El cas compressible isentropic és el cas més senzill dels dels fluids com-
pressibles, perd no el més realista en moltes situacions. En aquest cas
hi ha una relacié funcional entre la pressio i la densitat. Es el cas tipic
per a gasos en condicions no extremes. Normalment la llei p = P(p)
té una forma concreta, com per exemple una poténcia de la densitat,

p=ap’.

(pO) + (pU - V)T+ (V- (pt)T=—=Vp aQ
pr+ V- (pt) =0 a
p="P(p), p=0,

v-n=0 a 00

Com abans, la primera equacié expressa el balang de la quantitat de
moviment. La segona és la conservacié de la massa. La condici6 de
contorn ¥ - 17 = 0, valida per a fluids compressibles i no compressibles,
diu que les particules es mouen de manera parallela a la paret.

Vigéncia actual. L’opini6 que tenia el mateix L. Euler sobre aquest
sistema d’equacions no pot ser mes clara, ja que va deixar escrit: Per
sublims que siguin les recerques sobre fluids que devem als senyors
Bernoulli, Clairaut © d’Alembert, aquestes es sequeixen naturalment de
les meves dues formules generals, a les quals vaig ser portat immedi-
atament pels primers axiomes de la mecanica.

Aquesta opini6 potser podria semblar una mica vanitosa, especialment
si es treu del context, perd penso que hem d’admetre que és completa-
ment correcta. Dos segles i mig més tard aquestes equacions es mante-
nen amb la mateixa forma. Naturalment s’hi poden afegir termes, com
la gravetat, la forca de Coriolis, es pot estar estudiant ’atmosfera o el
mar, es pot estar estudiant el flux de petroli en una canyeria, o el que
sigui, pero els principis sén els mateixos.
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I una cosa molt important: aquestes equacions sén no lineals en la seva
naturalesa. Hi ha moltes equacions en derivades parcials, conegudes
des de fa molt de temps, que corresponen a modelitzacions que sén
essencialment linealitzacions o aproximacions. Les equacions d’Euler
han mantingut la seva vigéncia perqué son unes equacions completes.
L’tnica cosa que es pot discutir és el paper de la viscositat en certs
casos, perd pel demés sén unes equacions completes.

Com a prova de I'afirmacioé que les Equacions d’Euler son un problema
matematic viu, vull presentar la realitzacié de dos importants congres-
sos internacionals sobre aquest tema, realitzats aquest mateix any, i
tres llibres de gran nivell matematic que s’han publicat en els darrers
quinze anys.

El primer congrés s’ha titulat Fuler Equations: 250 Years On, i s’ha
celebrat a Aussois (Franga) del 18 al 23 de juny del 2007. No vull repro-
duir aqui el nom dels membres del comité cientific organitzador, pero
qualsevol persona que conegui una mica aquest tema podra confirmar
que es tracta de cientifics de primera categoria mundial en el moéon de
les equacions en derivades parcials i la mecanica de fluids. Si que em
permeto reproduir els titols de les seccions, que son els segiients:

— L’origen de les equacions d’Euler en el context de la recerca en
el segle XVIII.

— Capacitat de les solucions no regulars de les equacions d’Euler
per descriure el comportament turbulent.

— Preséncia o no d’explosions en temps finit a partir de condicions
inicials regulars per a les equacions d’Euler en 3 dimensions.

— Relaci6 amb turbuléncia i amb nombres de Reynolds molt alts.

— Matéria fosca en cosmologia.

— Dinamica de fluids de ’atmosfera.

— Les equacions d’Euler en 'acrodinamica i disseny d’avions.

El que em sembla més notable de la lectura d’aquests titols és constatar,
a més del caracter interdisciplinari d’aquests temes (Matematica, Fisi-
ca, Enginyeria i Historia de la Ciéncia), és també la seva vigéncia i el
seu interes industrial.

Un segon congrés s’ha celebrat a Sant Petersburg (Rissia), ciutat molt
vinculada a la biografia de L. Euler. I s’ha celebrat precisament a
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I’Euler International Mathematical Institute. El titol del congrés ha
estat Mathematical Hydrodynamics, Euler Equations and Related Top-
ics, 1 s’ha dut a terme del 7 al 9 de juny del 2007. L’estil del congrés
ha estat potser una mica mes matematic que ’altre congrés que ja hem
descrit.

Els tres llibres recents que vull esmentar son els segiients. D’una ma-
nera una mica aproximada van en les tres direccions de les tres sec-
cions finals d’aquest mateix escrit: Modelitzaci6 Matematica, Analisi
Matematica i Geometria.

H. Ockendon i J.R. Ockendon (2004), Waves and compressible flow.
[OCOC04|. Es un llibre pensat per a estudiants de Matematica Apli-
cada, pero des del punt de vista de la modelitzacio6 i la motivacioé és un
llibre d'un nivell molt alt.

P.-L. Lions (1996, 1998), Mathematical topics in fluid mechanics.
[PLLI96|, [PLLI98]. Es una extensa obra, en dos volums, dedicada a
I’analisi matematica de les equacions de la mecanica de fluids. Dedica
una part important a les Equacions d’Euler.

C. Marchioro i M. Pulvirenti (1994), Mathematical theory of incom-
pressible nonviscous fluids. [MAPU94|. Es un llibre general sobre les
Equacions d’Euler en el cas incompressible. Encara que també toca
temes de Modelitzacié i d’Analisi, nosaltres I’hem consultat especial-
ment per la part de Geometria i de Sistemes Dinamics.

Teoria classica i flux potencial. Farem ara esment a la teoria classi-
ca de les equacions d’Euler. Una caracteristica important de les equa-
cions d’Euler és que no tenen dissipacid. Per tant és natural que hi
hagi quantitats conservades. Una d’elles és la circulaci6. En el cas
incompressible i homogeni es té el segiient resultat:

Teorema (Kelvin): La circulacio al llarg d’una corba tancada C,

Circ|C]| = j{ U-ds,
c

es manté constant en el temps quan aquesta corba es mou sequint les
trajectories de les particules de fluid.
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Aixo implica que els moviments dels fluids que “originariament” es-
taven en repos, en qualsevol instant de temps tindran la propietat que
la seva circulacio al llarg de qualsevol corba és zero. En aquest cas,
U = V& (potencial de velocitats). Per tant, entre totes les solucions
de les equacions d’Euler n’hi ha unes d’especialment importants, que
son aquelles en que la velocitat és el gradient d’'una funcié. Aquestes
solucions estacionaries s’anomenen fluzos potencials.

En el cas incompressible tindrem a més que V- V® = 0 (equacié de
Laplace), que déna lloc a solucions de les equacions d’Euler si se li
posen condicions de contorn no homogénies (flux F' donat a la vora).

AP=0 af
0D

R

on

Aixo és el que es coneix com a Problema de Neumann per a ’equacid
de Lapalace, i dona peu a la teoria classica de les equacions d’Euler
en el cas potencial. En dimensi6é dos es fa amb variable complexa, que
és l'instrument matematic natural per estudiar funcions harmoniques
en el pla. A la figura segiient es veu un flux de fluid al voltant d’un
objecte com podria ser ’ala d'un avio6.

La teoria de la sustentaci6 d’'una ala d’avi6, deguda a Joukowsky, en-
cara es troba a molts llibres de text de variable complexa, encara que
no estic molt segur que sigui un capitol que s’expliqui massa sovint...
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Modelitzaci6 Matematica amb Equacions en Derivades
Parcials

Hem dit que tractariem de les equacions d’Euler com a equacions en
derivades parcials en relaci6 a tres temes de la matematica: modelit-
zacio, analisi i geometria.

Comencem amb la modelitzacié. La modelitzacié permet relacionar la
matematica amb la no matemética, i essencialment és el que en una ter-
minologia més classica se’n deia plantajament d’equacions. A partir de
problemes que no sén matematics, volem convertir-los, o convertir-ne
una part o algun aspecte, en problemes matematics. Es una activi-
tat cada cop més important en la qual la matematica no va sola, siné
supeditada de vegades, de bracet de vegades, altres vegades amb pro-
tagonisme, en relacié amb I’enginyeria, en relacié amb la fisica, o també
en relacioé a altres ciéncies.

L’aproximaci6 actstica. Vegem un exemple classic de modelitzacio.
Es tracta d’usar les equacions d’Euler, que sén prou complicades, i
obtenir-ne unes de més senzilles, en aquest cas I’equacié d’ones, que és
lineal, per modelitzar un cert fenomen. Fent aixo es pot prescindir de
molts detalls, es poden fer diverses simplificacions, per arribar a una
equacié mes senzilla que descrigui el model.

El fenomen que volem modelitzar aqui és la que se’n diu I’aproximacio
acustica, és a dir, el moviment d’un fluid compressible en el qual les
variacions de pressi6 i densitat siguin petites en comparacié amb les
condicions ambientals. Suposarem que en aquestes condicions ambien-
tals no pertorbades v =0 amb p =py i p = po.

En aquest cas es procedeix a una linealitzacio de les equacions d’Euler,
en un sentit apropiat, i es prova que v = V® per a qualsevol valor del
temps. Aleshores es té:

@tt = CZA(p a Q

0P

— =0 a 0f2

on
on ¢ = P'(py). La primera equaci6 ens diu que ® obeeix I'equacio
d’ones de velocitat c. La segona condici6 ens diu que la velocitat no té
component transversal a les parets del domini.
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Esmentem de passada que si en les condicions ambientals és v = Vj,
aleshores s’arriba a l’equacio

&L (V)20 = 220

ot

en la qual el parametre \170\ /c juga un paper molt important (nombre
de Mach). En efecte, quan el nombre de Mach és < 1 (régim subsonic),
I’equacio6 estacionaria és elliptica, perd quan el nombre de Mach és > 1
(régim supersonic) 'equacio esdevé hiperbolica.

El lector pot consultar els detalls a [OCOCO04].

Ones gravitacionals en flux incompressible i aigiies profun-
des. En aquest segon exemple de modelitzaci6 es tracta de descriure
el moviment de les ones superficials d’un volum d’aigua. Aquest és un
problema particularment dificil perqué hem de resoldre una equacié en
derivades parcials en un domini del qual desconeixem la forma, que és
precisament el que volem saber.

Una de les maneres més simples d’enfocar aquest problema és també
linealitzar-lo, la qual cosa el redueix, introduint un potencial ® per a
les velocitats, a les equacions segiients.

En un recinte de la forma —oo < = < o0, —h < z < 0 busquem
solucions ®(z, z,t) del problema segiient:

AP =0

od

— =0 =—h

0z az

0?® 0o

— +g9—=0 =0.

oz 9, “
Es a dir, es tracta de trobar funcions harmoniques ®(z, z) que com-
pleixen la condicié de contorn senzilla per a z = —h i una altra de més

complicada, que en particular depén del temps, a la superficie z = 0.
Aquestes solucions ens permeten calcular la primera aproximacié de la
forma n(z,t) de la superficie lliure del fluid, —h < z < n(z,t), usant
que

od 0On

0z Ot
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Aquesta situacio esta esquematitzada en la figura segiient. El lector
pot consultar els detalls també a [OCOCO04].

Remarquem, doncs, que una de les utilitats de les Equacions d’Euler
és que unifiquen totes aquestes equacions. Aquestes i moltes d’altres.
En un cert sentit podem entendre la modelitzacié matematica en teoria
de fluids no viscosos com a simplificacions que es fan a partir de les
equacions d’Euler. Naturalment no podria ser d’una altra manera,
perqueé els dos principis essencials de les equacions d’Euler séon forga
indiscutibles: el balang de la quantitat de moviment i la conservacié de
la massa.

Equacions en derivades parcials i Analisi

Pel que fa a l'analisi, considerem el problema d’existéncia i unicitat
de solucié del problema del valor inicial. Es a dir, donada la velocitat
inicial d’un fluid, es tracta de veure si és possible de conéixer la velocitat
a partir d’aquell moment. Com veurem, la situaci6 actual d’aquest
problema és molt diferent si estem en dimensi6 2 o en dimensié 3. Un
fluid en dimensi6 2 vol dir un fluid en qué només dues de les coordenades
son rellevants, en el sentit de que cap de les incognites depén de la
tercera coordenada i que la component de la velocitat en la direccié
d’aquesta tercera coordenada és zero.

Un espai de funcions rellevant en aquest cas és, donat 2 C R",
H(Q)={ie€ L*()"|V -i=0,i-7=0a0d0}.

Son funcions vectorials, amb components de quadrat integrable, amb
divergéncia zero, en el sentit de les distribucions, i tangents a la fron-
tera. La mateixa definici6 d’aquest espai ja té algunes dificultats, pero
ara no ens hi entretindrem. Les dificultats es resolen perqué quan la
divergéncia és zero pot donar-se sentit a la component normal de la
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velocitat, encara que es tracti de funcions definides només quasi per
tot arreu.

Anem ara a donar algunes pinzellades de I'actual estat del coneixement
en relaci6 al problema de valor inicial. El lector interessat pot trobar
més detalls en les referéncies [PLLI96| i [PLLI98] i també en el resum
[FCARO5] d’E. Fernandez-Cara.

Solucions en el cas incompressible. En dimensié 2, el teorema
que segueix mostra que essencialment no hi ha cap problema per a
fluids incompressibles: donada una condici6 inicial, existeixen solucions
definides per tot ¢, i que si les condicions inicials son més regulars, les
solucions s6n també més regulars.

Teorema (Yudovich ’95, P.L. Lions '96): Suposem Q C R? i la condicid
inicial Vo € H amb V x 1y € L>®(Q2). Aleshores ezisteiz una i una sola
solucid (debil) que compleiz T € C([0, 00); W4(Q)?) per tot ¢ € (1,00).
A més, si Ty € WEP(Q), onk €N, i <p<oo, k>1+2/p, aleshores
7 € C([0,00); WEP) i 5, € C([0, 00); WHLP).

Com es diu a la bibliografia citada, pot justificar-se que seria important
conéixer la unicitat de soluci6 afeblint una mica més la condicié V x v €
L*>(2), pero aixo encara és un problema obert.

En canvi, en dimensi6é 3 els resultats que es tenen a l'actualitat son
encara exclusivament locals en el temps, sense que es conegui si aquesta
limitacié és una limitaci6 deguda al métode de demostracié o bé és
deguda a la mateixa naturalesa del problema.

Teorema (Beale, Kato, Majda ’85, vegi’s [ BKMAS5|): Suposem Q2 C
R3 i la condicid inicial vo € H N W2(Q) amb s > 5/2. Aleshores
existeiz T* > 0 (maxim) ¢ una i una sola solucid (débil), que compleix
7€ C([0,T*); W=2(Q)3). A més, si T* < oo, aleshores

T*
/ IV % (-, 1)|dt = oo.
0

Es a dir, existeix una solucié pero només esta definida des de t = 0 fins
a un cert temps maxim 7%. D’aquest temps maxim se’n saben molt
poques coses. De fet, podria ser infinit, pero aixo no és conegut. El
que van demostrar Beale, Kato i Majda és que si el temps d’existéncia
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és finit, és a dir, si no existeixen per tot a temps, hi ha una certa
quantitat que es fa infinita, i aixo és tot que es sap. Algunes indicacions
numeériques semblen mostrar que no és infreqiient que 7™ < oo per a
algunes condicions inicials.

Aix0 em porta a relacionar-ho amb el mateix problema per a les equa-
cions de Navier—Stokes. Per aquestes equacions tampoc se sap en di-
mensio 3 si les solucions existeixen per tot temps ¢ > 0 o be si exploten
en un temps finit. Com és ben sabut, aquest problema és molt famos,
i fins i tot hi ha un premi important que s’ha ofert a qui el resolgui.

Pero jo em permeto d’observar el segiient: Si la resposta fos que per a
les equacions de Navier—Stokes hi ha condicions inicials que donen lloc
a una solucié que explota en un temps finit, hauria de ser més facil de
trobar-les a les equacions d’Euler que no pas a les de Navier—Stokes,
perqué a les de Euler no hi ha dissipacié i per tant les quantitats que
han d’explotar en cert sentit tenen més facilitat de fer-ho.

Solucions en el cas compressible. En aquest cas la situacié encara
és més dificil. En dimensi6é 1, un gas en un tub, per dir-ho breument,
la situacié esta bastant entesa, perd tampoc pod dir-se que és comple-
tament satisfactoria. Pero la situacié és encara menys satisfactoria en
dimensi6 superior.

Si escrivim les equacions en el cas isentropic en dimensié 1, amb p =
ap?, tenim

(pu)t + (puz)w = _ap’y*lpcc
pr+ (pu) =0
p>0.

I és un resultat degut a P. Lax que si les dades inicials son suficientment
regulars, aleshores existeix una tunica solucié regular definida en un
interval maximal 0 <t < T™.

Pero és clar que en molts casos T < oo perqué en fluids compressibles
es produeixen xocs, que representen discontinuitats de les solucions.
Per tant el concepte de soluci6 s’ha d’estendre a admetre solucions
deébils, solucions amb discontinuitats.
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Les solucions debils es defineixen a partir de les equacions d’Euler i
d’una versi6 discreta de les equacions d’Euler, que séon les condicions
de Rankine-Hugoniot, és a dir, les mateixes condicions de conservacio
de la massa i de la quantitat de moviment a través de superficies de
discontinuitat. El gran descobriment de Lax és que per garantir la
unicitat es necessitaven més que els dos principis d’Euler, es necessitava
la condici6 d’entropia, que ha de créixer al llarg dels xocs. En moltes
situacions concretes s’ha vist que es poden construir diverses solucions
a partir de la mateix condici6 inicial si no s’usa la condici6é d’entropia.

El teorema d’existéncia que es té és el segiient, sense esmentar la questio
de la unicitat:

Teorema (Lax, DiPerna, PL Lions, Perthame, Tadmor, Souganidis):
Siguin po, ug € L¥(R). Aleshores existeix una solucié d’entropia defini-
da per tot t > 0.

Equacions en derivades parcials i Geometria

En aquesta darrera seccié volem relacionar les equacions d’Euler amb
problemes geométrics. Ho farem amb dos exemples. El primer posa
de manifest 'estructura Hamiltoniana d’aquestes equacions, i el segon
relaciona les equacions d’Euler amb un flux geodésic en dimensi6 in-
finita.

El moviment de N vortexs és un sistema hamiltonia. El primer
exemple és una aproximacio, coneguda des de fa temps, de les equacions
d’Euler en dimensié 2 i que només recentment s’ha demostrat que és
una bona aproximacié. Es tracta del moviment de N vortexs.

Un wvortex potencial centrat en el punt (x;,y;) € R? és el flux definit
pel camp de velocitats

. L';
?}j(ZL‘,y) = ?j(

on r és la distancia entre (x,y) 1 (z;,y;)-

Y- T X
T )

Un vortex és una soluci6 de les equacions d’Euler, llevat en el centre, i
en aquest punt el seu rotacional és una delta de Dirac. En un vortex
totes les particules giren al voltant del centre amb velocitats que van
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creixent quan ens acostem al centre, com en un remoli. La constant I';
s’anomena intensitat del vortex i coincideix amb la circulacié al voltant
de qualsevol corba tancada que encercli el centre. El flux creat per un
vortex esta esquematitzat a la figura segiient.

Imaginem que tenim diversos vortexs en el pla i cerquem una llei que
ens digui com aquests vortexs evolucionen els uns al voltant dels altres.
Doncs bé, la llei que es correspon amb les equacions d’Euler és sim-
plement que cada vortex es mou com si no hi fos i fossin els altres els
que el fan moure. Es una mica com la llei de gravitacié de Newton en
qué una massa puntual es mou seguint la forga exercida per les altres
forces que hi ha a 'univers, perd aqui no estem parlant d’'un camp de
forces, sindé d’'un camp de velocitats. La velocitat a la que es mou el
centre d’un vortex és una funcio6 de les velocitats dels centres dels altres
vortexs.

Aquesta dinamica té moltes propietats geométriques. Per exemple, és
un sistema hamiltonia. Més concretament, donats N vortexs, cada
vortex es mou sota l'accio dels altres N — 1 (sistema de 2N equacions
diferencials de primer ordre) segons el hamiltonia

1
H=—c > T In((a — 25)* + (v — y;)*)>.
i#j
Aquest sistema hamiltonia és molt diferent del sistema hamiltonia for-
mat per IV cossos sota la influéncia de 'atraccié gravitatoria. Per exem-
ple, mentre que per N cossos les variables conjugades sén les posicions

i els moments, en el cas de N vortexs les variables conjugades séon les
abscisses i les ordenades dels centres.

El lector pot trobar més detalls a [MAPU94].
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Les Equacions d’Euler sé6n un flux geodésic. Finalment consi-
derem un resultat que afirma que les equacions d’Euler sén un flux
geodésic. Abans hem dit, en parlar de sistemes lagrangians, que si la
lagrangiana del moviment d'una particula es redueix a l’energia cinéti-
ca, llavors el moviment de la particula és una linia geodésica, en el sentit
de que les uniques forces que actuen sobre ella sén aquelles forces que
la fan mantenir sobre la varietat diferenciable en la que esta (son les
forces de lligadura). Doncs bé, les equacions d’Euler estan, en un cert
sentit, en la mateixa situacio, ja que les iniques forces sén el gradient
de la pressi6. Pero també pot observar-se que el gradient de la pressio
és inevitable si volem conservar la condicié de divergencia igual a zero,
amb el que podem mirar-lo com una forga de lligadura.

Les equacions d’Euler per a fluids incompressibles es poden escriure
d’una manera molt abstracta com segueix:

on ®;(x) representa les trajectories de les particules. La descripcié és
en termes de les coordenades lagrangianes z, que és la posicié que la
particula ocupava en I'instant inicial. El que diu I'equaci6 és la conser-
vaci6 de la quantitat de moviment, ja que expressa que ’acceleracio és
igual a la forca. La conservacio de la massa s’expressa per 1'equacio

J(®;) =1,

en la que J vol dir el Jacobia.

Aixo és el flux geodésic de la varietat diferenciable (grup de Lie) dels
difeomorfismes del recinte {2 que preserven volum, amb la métrica de
'energia cinética donada per L*(€). Aquest és el punt de vista adoptat
per gedometres com Arnold, Ebin i Marsden.

I ara és el moment d’esmentar un resultat de V.I. Arnold, que pot
trobar-se al seu llibre [ARNO76]. Arnold pot calcular la curvatura en
un punt d’aquesta varietat diferenciable, i troba que és negativa, i no
només aixo, siné que aleshores pot extrapolar una mica els seus calculs
i concloure la impossibilitat de fer prediccions meteorologiques, és a dir,
de preveure el comportament de I'atmosfera terrestre més enlla d’uns
pocs dies.
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