EULER Y LA TEORIiA DE NUMEROS

FERNANDO CHAMIZO LORENTE
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NoOTA PRELIMINAR DEL AUTOR. Este articulo es una versiéon ex-
tendida de la charla que imparti en la Jornada Euler el 14 de
febrero de 2007 en la Facultat de Matematiques i Estadistica de la,
Universitat Politécnica de Catalunya. Agradezco a los organizado-
res la invitacién asi como el permiso para difundir este articulo.

Incluso limitandose a la contribuciéon de Euler a la teoria de
naumeros fue necesaria una seleccién para ajustarse al tiempo fija-
do. Mi decisién fue evitar algunos temas que podrian ser tratados
por otros ponentes, especialmente la combinatoria y el estudio de
las funciones elipticas (que en tiempos de Euler no tenia el valor
aritmético actual). Reconociendo lo arbitrario de la seleccion, he
preferido conservarla aqui para ser fiel al material original.

Un ltimo caveat es que de ningin modo soy un especialista
en historia de las matematicas y que las aserciones originales que
pueda verter en este aspecto deben entenderse como meras opinio-
nes. Me sentiria satisfecho si consiguiera divulgar con acierto una
pequena pero fundamental parte de la teoria de ntimeros en la que
trabajoé este gran genio de las matemaéticas, LEONHARD EULER,
cuyo tricentenario cumpleanos celebramos ahora.

1. EN EL siGLO XVIII

Por mero instinto de superviviencia hay una tendencia entre los espe-
cialistas a sobredimensionar su propia disciplina, y no es raro que vaya

desde el orgullo legitimo o el proselitismo militante a la depredacion
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despiadada o la critica agresiva de lo ajeno. Es por ello que cuando
examinamos las aportaciones de alguien al que se ajusta tan bien el
neologismo “multidisciplinar”, es facil caer en la tentacion de conver-
tirle en uno de los nuestros. Las contribuciones de Euler en teoria de
numeros son espectaculares pero seria una afirmacion injustificable de-
cir que ésta era el objeto de su principal interés. Es muy reveladora la
frase de H.M. Edwards [Ed]:

Una medida de la grandeza de Euler es que cuando uno estudia teorfa
de ntimeros tiene la impresiéon de que Euler estaba principalmente in-
teresado en teoria de ntimeros pero cuando estudia series divergentes
siente que las las series divergentes eran su mayor interés, cuando estu-
dia ecuaciones diferenciales uno imagina que realmente las ecuaciones
diferenciales eran su materia favorita, y asi sucesivamente. . .

Si queremos contrastar esta afirmacion de forma tangible podemos tra-
tar de contar el ntmero de articulos dedicados por Euler a cada una
de estas areas como muestra de la porcion del valioso tiempo que quiso
ocupar con ellas a lo largo de su vida. Por supuesto hay varios errores
de bulto en este intento, el mayor de ellos el que criticamos en muchas
evaluaciones académicas: no es lo mismo contar que leer; también es di-
ficil dividir exhaustivamente la obra de Euler en areas por las continuas
interrelaciones entre ellas. Para no contagiar este burdo recuento con
los propios prejuicios tomemos como referencia la division de [Da] y sus-
tituyamos el término “series divergentes” por “series infinitas”, entonces
el grafico que obtenemos es el del principio de la pagina siguiente.

No hay una conclusion clara que se pueda extraer mas alla del hecho
de que su interés por la teoria de niimeros fue constante a lo largo de
su vida, aunque no fue cronoldgicamente su primer amor (de acuerdo
con [We] el detonante fue la primera carta de C. Goldbach en 1729 y
su insistencia posterior).

Parece pertinente entonces buscar entre los escritos de Euler una frase
elogiosa y lapidaria, como la famosa de C.F. Gauss', para que los teo-
ricos de nimeros podamos justificar nuestras diversiones y adornar los
libros. Pero antes al contrario, los elogios son un poco tibios. Asi dedica

“Las matemaéticas son la reina de las ciencias y la aritmética la reina de las
matematicas”.
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la introduccion de [E134] a justificar la investigacion en teoria de ni-
meros, y después de senalar que contiene “las verdades mas reconditas”
leemos:

Por tanto, incluso si una proposicién ya sea cierta o falsa parece que no
redunda en ninguna utilidad para nosotros, todavia el método mismo
por el cual se establece la certeza o falsedad usualmente abre el camino
para que entendamos otras verdades més tutiles. Por esta razén, creo
firmemente que no he desperdiciado mi trabajo y mi esfuerzo en inves-
tigar estas propiedades que contienen notables propiedades sobre los
divisores de los nimeros. Esta teorfa de los divisores no es de uso vano
sino que alguna vez podria mostrar alguna utilidad no despreciable en
analisis®,

Por otro lado, Euler dedica la segunda parte de sus Elementos de Al-
gebra [EuAl| a la teoria de nimeros y en la introduccion escribe:

Cuando el ntumero de ecuaciones no se ajusta al de incognitas [...| la
materia es una rama particular del algebra llamada andlisis indeter-
minado.

ZVease [We| p.121-122 para una realizaciéon de esta utilidad segiin Euler.
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[. .. ] usualmente se afiade la condiciéon de que los nimeros buscados
sean enteros y positivos, o al menos racionales |...]|. Ocurre que esta
parte del analisis frecuentemente requiere artificios ajustados a ella, los
cuales hacen un gran servicio ejercitando el juicio de los principiantes
y dandoles destreza en los calculos.

.Debemos pensar que para Euler la teoria de ntimeros era solo un ejerci-
cio para abrir la mente de los principiantes? ;un entretenimiento calcu-
listico? juna esperanza de aplicabilidad en otras areas? ;juna disciplina
subsidiaria del algebra bésica en su sentido originario de resolucion de
ecuaciones? Es dificil mantener que la entendiese como algo subordina-
do y tangencial teniendo en cuenta el hecho, no muy conocido, de que
escribio una monografia inconclusa sobre el tema [E792].

Quiza la explicacion esta en la propia genealogia de la teoria de niime-
ros: muchas veces se atribuye a P. Fermat la sistematizacion de esta
area |To| o se dice que las Disquisitiones Arithmeticae [Gal de 1801 son
como los Elementos de Euclides para la geometria (no esta de mas se-
nalar que tres libros de los Elementos ya se dedicaban a la aritmética).
En la Europa de la Tlustraciéon no habia una gran tradiciéon en teoria
de niimeros® que por otra parte estaba alejada de las ideas pragmaticas
imperantes entonces (notese la insistencia en la utilidad en las citas
anteriores), segin Euler [E134]:

No faltan entre los grandes mateméaticos quienes juzgan las verdades
de este tipo como completamente estériles y por tanto indignas para
afanarse en su investigacion.

Por cierto, en contra de lo que normalmente se admite la denomina-
cion teoria de nimeros ya aparece (quiza por primera vez) en uno de
los trabajos de Euler [E279|. Para completar el contexto, notese que,
como senala A. Weil [We|, los primeros matematicos profesionales co-
menzaban a aparecer entonces.

3Segtin [Du| “Los mateméticos estaban entusiasmados por el poder del calculo y
su amplio campo de aplicaciones. En lenguaje moderno se diria que este tema estaba
caliente. Por comparacion la teoria de nimeros apenas se consideraba un objeto
matematico serio”. También en [Sa] (Diciembre 2005) leemos “[Euler| escribi6 96
[sic] articulos en el area y es una medida de la relativa baja estima en la que estaba
la teoria de ntmeros que la mitad de esos trabajos se publicaron péstumamente’.
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La herencia de Fermat es patente en Euler de la misma forma que
Gauss hered6 problemas de Euler. Por completar la genealogia aritmé-
tica colindante con los tiempos de Euler hay que anadir los nombres de
J.-L. Lagrange y A.-M. Legendre.

Euler Gauss
(1601-1665) (1707-1783) (1777-1855)

Lagrange Legendre
(1736-1813) (1752-1833)

Podriamos continuar esta tabla hacia adelante hasta nuestros dias con
innumerables ramificaciones, pero hacia atras no hay tanto que decir.
Por supuesto dos excepciones notables son los trabajos recopilados por
Euclides y los grandes logros de la mateméatica hindi en la ecuacion de
Pell. Esta situacion relativiza también el comentario de C. Truesdell en
la introduccion, siempre muy laudatoria, a [EuAll:

|Euler| recreo la teoria aritmética de nimeros |. . . | El dio a esta materia
una nueva vida y descubrié en ella mayor nimero de grandes teoremas
que todos los matematicos anteriores juntos.

Mas apropiada parece la frase de Edwards citada en [Dul]:
Sélo sus contribuciones a la teoria de los ntimeros serian suficientes
para establecer una reputacién duradera en los anales de las mateméa-

ticas.

Es instructivo analizar lo que puede encontrar el lector actual cuando
compara a Euler con su antecesor Fermat y su sucesor Gauss. En la
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comparacion no hay mucho que decir sobre Fermat, ciertamente es ge-
nial y con seguridad utiliz6 con maestria su método del descenso y otras
técnicas originales para probar muchas de sus afirmaciones, pero no hay
una gran obra donde compilase sus resultados, conocemos muchas de
sus investigaciones aritméticas a través de su correspondencia y ni si-
quiera hay demostraciones que leer (segin se dice, solo se conserva una),
tampoco habia revistas Matematicas donde publicarlas. Gauss, por su
parte, es completamente satisfactorio para el lector actual, los enuncia-
dos en [Ga] son claros y las demostraciones sintéticas e irrepochables,
es notable que una obra juvenil sea tan madura, es como si hubiera
estado pensando en ella durante toda una vida. Euler es muy diferente,
visita recurrentemente los temas sin completarlos, las demostraciones
a veces tienen puntos oscuros con respecto al rigor, experimenta con
los ntimeros, parece como si a menudo escribiera a vuela pluma, tal
como salen los temas de su mente (lo cual no es ilogico habida cuenta
de su extensa obra). Hay un aspecto positivo en ello desde el punto de
vista didéctico y es que es més facil de entender la manera de razonar
de Euler, sus intentos y descuidos nos acercan a la comprension de la
mente del genio mientras que Gauss se muestra impenetrable porque
so6lo vemos el producto en su fase final, las miltiples demostraciones de
la ley de reciprocidad cuadrética no manifiestan diferentes estados, son
completas por si mismas (véase la opinion de Yu. Manin |Le|). Por otro
lado, la forma de proceder de Euler ha dado lugar a una herencia mate-
matica mas generosa, abundantisima. Posiblemente nunca sepamos de
cuantas mateméaticas interesantes privé a las siguientes generaciones
el lema “pauca sed matura” (poco pero maduro) de Gauss, mientras
que Euler ofrece generosamente sus resultados y conjeturas para be-
neficio inmediato de todos, incluido Gauss que en [Ga| hace multiples
referencias a Euler.

2. DIVISIBILIDAD

Fue Goldbach quien parece haber despertado el interés de Euler en
teoria de nuimeros al trasladarle la conjetura de Fermat acerca de la
primalidad de los ntimeros F,, = 22" + 1. De manera natural esto lleva
a considerar la divisibilidad de potencias lo cual condujo a Euler a
redescubrir el pequeno teorema de Fermat y dar su primera prueba
conocida. Euler publicé tres pruebas de este resultado a lo largo de su



EULER Y LA TEORIA DE NUMEROS 85

vida, [E54], [E134] y [E271] ([Su] indica cuatro) pero las dos primeras
tienen solo diferencias formales y Gauss parece reconocer sélo dos* en
|Gal. Volviendo a la comparacion entre ambos genios, notese que [E54]
en el facsimile en [Da] se extiende a lo largo de seis paginas en cuarto,
excesivo para los ojos actuales, mientras que en la traduccion de |Ga]
Gauss resume la demostracion en apenas seis lineas.

La tercera demostracion [E271] es la que parece satisfacer mas a Euler
(véase también el comentario de Gauss en la nota anterior) y le permiti6
una generalizacion bien conocida que basa el actual criptosistema RSA:

Congruencia de Euler-Fermat
Sea ¢p(n) = #{1 < m <n : med(m,n) = 1}, entonces para a y n
coprimos se cumple a®™ =1 (mod n).

La demostracion de la congruencia de Euler-Fermat hoy en dia se redu-
ce a notar que el orden de cualquier elemento del grupo multiplicativo
7} debe dividir al orden del grupo, que es ¢(n). Por supuesto, Euler
no podia apelar a este resultado pero en cierta forma su demostracion
se basa en la idea de la particion en cogrupos [Su], [Di].

El pequeio teorema de Fermat es el caso n = p primo, es decir pla?~!—1
si p 1 a. Incluso este humilde resultado lleva a interesantes preguntas.
Euler ya se percatdé de que era inusual que un niimero compuesto n
verificase n|a"~! — 1. Sin embargo existen algunos n llamados nimeros
de Carmichael, como n = 561, que satisfacen n|a"~! — 1 siempre que
a y n sean coprimos. Se conjetur6d que solo existia un nimero finito de
ellos pero en 1994 W.R. Alford, A. Granville y C. Pomerance |[AGP]
sorprendieron a la comunidad matematica probando no s6lo que hay
infinitos sino que no estan muy dispersos (el espaciamiento esté acotado
por una potencia no muy grande) lo cual choca con los experimentos
numeéricos.

A través del estudio de la divisibilidad de potencias, Euler pudo refu-
tar la conjetura de Fermat probando explicitamente que F5 no es primo
porque 22" 41 = 641-6700417. A pesar de que el resultado ya aparece
en [E54], no encontramos la explicacion hasta [E134] (prueba que los

“En el Art. 50 menciona: “Como el desarrollo de una potencia binomial parecia
bastante ajena a la teoria de niimeros, Euler dio otra demostracién”.
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factores deben ser de la forma 64n + 1 [Su|). En articulos posterio-
res continu6 su interés por el problema numérico de la factorizacion y
generacion de primos grandes (e.g. [E283], [E369]). El progreso de las
computadoras y los algoritmos de primalidad nos permite conocer en
la actualidad que F,, = 22" + 1 es compuesto para 5 < n < 32 y se
conocen otros valores de n no consecutivos para los cuales también F,
es compuesto. De hecho no se ha encontrado ningtin n > 5 tal que £,
sea primo. jLa conjetura de Fermat fue muy arriesgada!

Otro de los temas relacionados con la divisi-
bilidad que trat6 Euler fueron los numeros
amigos y los niumeros perfectos. La inves-
tigacion de los segundos parece comenzar
en [E798]. Recordemos que un namero N es
perfecto si la suma de todos sus divisores
es 2N. Los dos primeros niimeros perfectos
son 6 y 28:

= [y Z 12=1+2+3+6
Euclides de Alejandria 56 =1+92+4+7+14+ 928

Euclides habia probado en el Libro IX de sus Elementos que si 2" 7! —1
es primo entonces 2"(2""! — 1) es perfecto. La contribucién de Euler
fue probar, unos 2000 anos después, que el reciproco se cumple para
los pares, es decir:

Un niimero par N es perfecto si y sélo si N = 2™(2"1 —1) con 2" —1
Primo.

Una de las propiedades fundamentales notada por Euler sobre la fun-
cion que asigna a N la suma de sus divisores, en notacion moderna
o(N), es la multiplicatividad [Sa]. Es decir, si n y m son coprimos
og(mn) = o(m)o(n). Con ella no es dificil probar que si N es per-
fecto y par, digamos N = 2"m con 2 { m, entonces debe cumplirse
o(m)/m = 21 /(2" — 1). La segunda fraccion es irreducible y si la
primera también lo fuera se tendria o(m) = 2" y m = 2" — 1 de
donde se puede deducir que m es primo y el resultado estaria pro-
bado. Para demostrar la irreducibilidad de o(m)/m se emplea que
o(m) = k2" m = k(2" — 1) con k > 1 implicarfa que los cuatro
divisores, 1,k, 2"t — 1, m, asociados a esta descomposiciéon de m son
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incompatibles con la condicion o(m) = k2" por una simple cuestion
de tamano (véase en [Di] una simplificacion).

Hay una pregunta natural, y mas todavia a la luz del resultado de Eu-
ler: ; existen los nimeros perfectos impares? Hasta la fecha el problema
esta abierto. Euler juzgo en [E798] el problema como ‘muy dificil’, tam-
bién limit6 las posibilidades para la factorizacion de estos hipotéticos
nameros en la linea de un resultado conjeturado por R. Descartes |To].
Actualmente la combinacion de trabajo computacional y tebrico permi-
te asegurar que si los nimeros perfectos impares existieran, el primero
de ellos seria gigantesco (al menos varios cientos de cifras).

Las ecuaciones 2" = 1 (mod n) que guiaron una buena parte de las
investigaciones de Euler en divisibilidad estan intimamente ligadas a
la estructura del grupo multiplicativo Z; y a pesar de que Euler no
alcanzo la precision de Gauss en el anélisis de estos grupos cuando
todavia no existia la teoria de grupos, llegd a probar (empleando el
trabajo de Lagrange) que Z; es ciclico, es decir, la existencia de raices
primitivas (véase en Art. 56 de |Gal la opinion de Gauss). El tema por
el hecho de ser clasico no estd acabado en la actualidad y hay una
conjetura de Artin que pregunta, en una forma un poco mas precisa,
acerca de si cada a € Z—{~—1, cuadrados} es generador de infinitos Z;.
Un resultado de D.R. Heath-Brown [HeBr| esta increiblemente cerca
de la conjetura. El caso a = 10 esta relacionado con la aritmética
elemental: Si n no es divisible por 2 ni por 5 es bien conocido que
1/n tiene un desarrollo decimal periddico puro. Con la congruencia de
Euler-Fermat se puede probar que la longitud del periodo es a lo mas
n—1y que si se alcanza, n es primo (por ejemplo esto ocurre paran = 7
y n = 17). La conjetura de Artin implicaria que hay infinitos de esos
primos y que incluso tienen cierta densidad. Como pasatiempo para el
lector se deja justificar que siempre para estos primos la segunda parte
del periodo es el complemento a 9 de la primera parte:

1 _ 1
— = (0142857 ... == 0'0588235294117647 . ..
857 04117647
999 99999999
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3. ECUACIONES DIOFANTICAS

Como indica la cita mencionada en la secciéon introductoria, Euler ex-
tiende en [EuAl] la resolucion de ecuaciones algebraicas al caso en que
las soluciones estan en Z o Q, por ello considera alli muchos tipos de
ecuaciones diofanticas.

Hoy en dia podemos hacer una division en grandes bloques. Una buena
parte de los problemas que traté corresponden a hallar puntos racio-
nales en curvas proyectivas sobre Q. El caso de grado 2 es de género
0, lo que significa que (dando por supuesto que hay un punto racional)
existe una parametrizacion racional. Por ejemplo

t?—1 2t
Terr YT e
lo que permite hallar todas las soluciones racionales de 2% + y? =1 (el
punto (1,0) se obtiene con t = 00). El caso de grado 3 tiene tipicamente
género 1, es decir, es una curva eliptica (suponiendo de nuevo un punto
racional). No se puede parametrizar pero el hecho de que sea isomorfa a
su jacobiana se traduce en que hay una ley de grupo que permite operar
los puntos racionales (un hecho anticipado por Fermat), en palabras de
Euler:

(1) Py =1

[. . .] s6lo podemos dar reglas para aquellos casos en los cuales partamos
de una solucién conocida para encontrar otra nueva, por medio de la
cual podemos entonces encontrar una tercera y proceder sucesivamente
de la misma forma con las otras.

Para géneros superiores D. Mumford probo en 1965 [Mu] que los puntos
racionales deben estar muy espaciados y finalmente G. Faltings [Fa| en
1983 demostré la conjetura de Mordell: que son un ntmero finito.

Deshomogeneizando, los puntos racionales en las curvas de grado 2
o0 3 como antes, estdn asociados a la representacion de 0 por formas
cuadraticas o cubicas ternarias. Por ejemplo, la parametrizacion (1) da
lugar a la bien conocida formula para las ternas pitagoricas (coprimas)
2?4y =2
r =m?—n?, Yy =2mn, z =m?+n’

Sin embargo si queremos hallar puntos enteros en curvas entramos en
terrenos bien distintos: en el caso cuadratico se tiene la teoria de formas
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cuadraticas, que trataremos més adelante, y el caso de curvas elipticas
y de géneros superiores esta relacionado con temas de aproximacion
diofantica. Un teorema de C.L. Siegel de 1929 [Si| afirma que solo puede
haber un nimero finito de tales puntos. Este resultado no es efectivo,
no ofrece ningin algoritmo para hallarlos ni para decidir si hay alguno.
Euler se refiere a esta dificultad en el caso eliptico:

Busquemos entonces transformar la formula a + bz + ca® + dz3 en
un cuadrado y hallar los valores de x con este propésito expresados
como numeros racionales. Como esta investigacion cuenta con muchas
mas dificultades que cualquiera de los casos precedentes, se requieren
mas artificios para encontrar incluso valores fraccionarios y con ello
estaremos satisfechos, sin pretender averiguar valores enteros.

En vez de enumerar las ecuaciones diofanticas de las que se ocup6 Euler,
reservaremos la proxima seccion para las formas cuadraticas binarias
y nos centraremos aqui en una de ellas de especial relevancia: el caso
n = 3 del dltimo teorema de Fermat.

Por supuesto, el altimo teorema de Fermat
no necesita presentacion, siendo uno de los
problemas mateméticos mas difundidos en
los tltimos anos debido a su curioso origen
y a su reciente solucion. Verdaderamente es
una cita casi obligada para cualquier texto
de divulgacion matemética. Como sintesis
brevisima de su historia (véase en [To|, y
con mayor extension en [He|, una discusion
que abarca hasta nuestros dias) recordemos
que proviene de una anotacion de Fermat (alrededor de 1630) en la que
afirmaba que para cada n > 2 la ecuacion

E. Kummer

) oy ="

no tiene soluciones no triviales (zyz # 0) en enteros. El propio Fermat
probo el caso n = 4 y, sin olvidar la contribucion de S. Germain, el ma-
yor avance general hasta el siglo XX lo hizo E. Kummer en 1847 [Ed|
creando la teoria de ideales; ya en 1983 la prueba de la conjetura de
Mordell por Faltings [Fa| permitio concluir (mediante técnicas de geo-
metria aritmética en variedades abelianas) que para cada n solo puede
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haber un namero finito de soluciones (primitivas) de (2); un resultado
poco divulgado de L.M. Adleman y Heath-Brown [AdHB|, basado en
un trabajo anterior de E. Fouvry, implica que para infinitos exponentes
no hay solucion en el llamado primer caso; finalmente A. Wiles dio la
prueba definitiva |Wi| estableciendo una sorprendente relacion, conje-
turada anos atras, entre la teoria de curvas elipticas y la de formas
modulares (mucho més importante que el ultimo teorema de Fermat
en si, que en gran medida es un resultado anecdotico catapultado por
su va lor historico).

Euler prob6 de nuevo el caso n = 4 y su contribucion original fue el caso
n = 3. Su demostraciéon tiene una laguna sutil, que también aparece
ocasionalmente cuando estudia formas cuadraticas, pero que él podria
haber completado (por ello practicamente nunca se le deja de atribuir
este caso del dltimo teorema de Fermat). La prueba y la propia laguna
tienen gran interés para la posterior evoluciéon de la teoria algebraica de
niumeros, por ello respetaremos con cierta fidelidad los pasos principales
dados por Euler tal como aparecen en el capitulo XV de [EuAll.

En la Cuestion 1, plantea el problema: “Se requiere encontrar dos cubos,
2 e y3, cuya suma sea un cubo”. En primer lugar Euler intenta sin éxito
una especie de parametrizacion de la curva eliptica 23 +1 = 3% obtenida
al deshomogeneizar (2) para n = 3, como no puede hacerlo escribe: “por
tanto podemos inferir, con cierto grado de certeza, que es imposible en-
contrar dos cubos cuya suma sea un cubo. Pero estaremos totalmente
convencidos con la siguiente demostracion”. Ciertamente este comenta-
rio y el analisis que no conduce a la solucion dificilmente aparecerian en
un texto de matematicas actual pero son indudablemente ilustrativos
y didacticos.

La demostracién a la que se refiere trata de proceder como en el método
del descenso de Fermat: se parte de una hipotética solucion no trivial de
23 +y3 = 23 y se construye a partir de ella otra ‘menor’, como el proceso
no se puede continuar indefinidamente, se llega a una contradiccion. Lo
primero que hace Euler es escribir x = p+q,y=p—q,condlpypyq
coprimos. Este cambio de variable viene motivado por la factorizacion
de 23 + 9% y con él la ecuacioén se transforma en

2p- (p* + 3¢°) = 2°.
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Suponiendo 3t p (el caso 3|p se trata aparte) se puede demostrar que
2p y p?+3¢> son coprimos. Por razones poco claras, Euler divide ambos
miembros por 8 (esto es irrelevante) y hace la afirmacion absolutamente
irreprochable:

Para que el producto p/4 - (p> + 3¢?) pueda ser un cubo, cada uno de
estos factores, a no ser que tenga un factor comin, deben ser un cubo
cada uno.

La genialidad de Euler es descomponer p? + 3¢ como
(p+qv=3)(p—qv-3),

un truco que empled en otros contextos, por supuesto los factores no
son nimeros enteros, ni siquiera reales pero, y aqui estd la laguna, Euler
con visioén profética aplica la observacién anterior:

Para que p? +3¢? sea un cubo, s6lo tenemos que suponer, como hemos

visto antes p + gv/—3 = (t £ uy/—3)3.
Con esta relacion se puede concluir:
2p = 2t(t + 3u)(t — 3u)

pero como 2p es un cubo y se puede probar que los factores son copri-
mos, tendremos 2t = h3, t + 3u = f3, t — 3u = ¢® y esto da lugar a la
nueva solucion k3 = 2+ ¢ y se puede probar que es mas pequena que
la inicial (intuitivamente, ¢ y u son como raices cubicas de p).

El paso sospechoso en el argumento de Euler esta relacionado con la
factorizacion tinica en anillos de enteros algebraicos (véase la siguiente
seccion) y lo que la salva es que Z[(1 + +/—3)/2] es de factorizacion
unica. Por supuesto que esta nomenclatura y esta orientacion quedan
lejos de las Matematicas del siglo XVIII pero con un lenguaje diferente
el resultado es asequible con los métodos de Euler (de hecho estd muy
relacionado con [E272]).

4. FORMAS CUADRATICAS

Dentro de las formas cuadraticas binarias, Euler se preocupd espe-
cialmente por 22 + ny?, las que hoy llamariamos del género principal.
Leyendo [EuAl| no es dificil imaginar el motivo para tal restriccion:
completando cuadrados az? + bzy + cy® se escribe como ax? + (y?
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y multiplicando por « o por § un nuevo cambio de variable lleva a
2% + ny?. Por supuesto que estos cambios no son invertibles en los
enteros y esta simplificacion pierde gran parte de la teoria de formas
cuadraticas pero todavia alberga una riqueza inusitada.

El tipo de problemas de los que ocup6 Euler a este respecto contintian
los intereses de Fermat y esencialmente se centran en la representacion
de enteros por x2 +ny? y sobre todo en las propiedades de divisibilidad
de los nimeros representados. No es dificil imaginar a Fermat y a Euler
jugando con estos problemas de sencillo enunciado, faciles de contrastar
experimentalmente y que escapaban a veces a sus geniales habilidades.

Por comenzar con uno de los ejemplos més sencillos que ambos supieron
abordar, al factorizar los ntimeros de la forma z?+y? con « e y coprimos
resulta que siempre se obtienen primos de la forma p =4n+1 o0 p = 2,
por ejemplo 8 + 12 =513, 142 +52 =13 -17, 12+ 7> = 2. 52,

De ello se puede deducir el hecho nada trivial de que hay infinitos
primos de la forma 4n + 1 porque dados py,...,pr de este tipo, los
factores primos de (2p1ps...pr)% + 12 afiaden elementos nuevos a la
lista. Ademads, un primo impar se puede escribir como suma de dos
cuadrados si y solo si es de la forma 4n + 1 [E228|.

Otras propiedades similares y mas complejas se observan en otras for-
mas cuadraticas del mismo tipo, por ejemplo los niimeros x2+5y? con x
e y coprimos so6lo pueden tener como factores primos p =2, p =15 o0 en
alguna de las cuatro progresiones artiméticas 20n+1, 20n+3, 20n+7,
20n + 9 (Teorema 10 de [E164]|) pero un primo (p # 2,5) se puede
escribir como 2 4 5y si y s6lo si pertenece a la primera o a la tltima
progresion. Aunque este enunciado involucre so6lo las operaciones de la
aritmética elemental, de ninguna manera es sencillo.

Euler hace de [E164] una declaracion de intenciones para sus investiga-
ciones futuras recopilando una lista de hasta 59 “teoremas” experimen-
tales (en una carta a Goldbach reconoci6 que no tenia las pruebas) y
diversos comentarios al respecto. Alli esta por ejemplo una forma par-
cial de la ley de reciprocidad cuadrdtica, el enunciado completo aparece
en [E552| (véase el comentario en [Le|), esta ley es uno de los resulta-
dos mas notables de la teoria de ntimeros. Para enunciarla en su forma
actual es conveniente definir el simbolo de Legendre para cada p primo



EULER Y LA TEORIA DE NUMEROS 93

yptiN
(E) B {1 si 22 = N (mod p) tiene solucion
P —1 si 2> = N (mod p) no tiene solucion
En el primer caso se dice que N es un residuo cuadrdtico moédulo p. La
ley de reciprocidad cuadratica afirma que si p y ¢ son primos impares

distintos entonces
(72) (Q) — (—1)P-Dla-1/e
q p

y se completa con las leyes suplementarias

(—?1) _(cnEv2 oy (;) _ (—1)-Drs

Esto es totalmente inesperado y ademas profundo. Hubo que esperar
muchos anos hasta que Gauss diera una prueba.

Para ilustrar la aplicacion de la ley de reciprocidad cuadratica mediante
un ejemplo, consideremos la afirmacion de Euler en el Teorema 10 de
[E164], que ya hemos citado antes, diciendo que los divisores primos de
22 +5y? (con x e y coprimos) estén en las progresiones 20n + 1, 20n+ 3,
20n+7, 20n+9, aparte de los casos p = 2y p = 5. En notacién moderna
lo que se requiere es x? +5y* = 0 (mod p). Multiplicando por el inverso
de y* modulo p, se tiene 22 + 5 = 0 (mod p), es decir, que —5 es un
residuo cuadréatico modulo p. Como Euler sabia, el simbolo de Legendre
es multiplicativo, con ello y la ley de reciprocidad cuadratica tenemos

G R OIOREC)

Requiere un breve célculo comprobar que los tinicos residuos cuadrati-
cos modulo 5 son los elementos de las clases de 1 y —1 (son congruentes
a 12 y a 22), por consiguiente p debe cumplir o bien (—1)P~V/2 =1y
p = £1 (mod 5), o bien (=1)?P"Y/2 = —1 y p # 41 (mod 5), lo cual
da lugar a las progresiones de la afirmacion de Euler.

Una vez que uno conoce que Z, es ciclico, se deduce que los elementos

de orden par son justamente las soluciones de z(~1/2 = 1 en este
grupo. Con ello se llega al conocido criterio de Euler que en notacion
moderna se escribe
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N
(—> = NP-/2 para p primo impar p{ N.
p

Notese que la primera de las leyes suplementarias es consecuencia in-
mediata.

Los problemas de representacion por formas cuadraticas son mas com-
plejos que los de divisibilidad. Euler tuvo éxito en los casos x? 4 32,
2% + 2y v 2% + 32, y curiosamente se acerco a otros con un proposito
que podria decirse computacional, en relacién con algoritmos de pri-
malidad. Antes de entrar en ello, veamos un escollo delicado incluso en
un ejemplo sencillo.

La ecuacion z? + > = 13 tiene una tnica
solucion en enteros, 32422, salvo las simetrias
de la ecuacion (z — +zx, y — Ly, x < y).
Podriamos explicar esto en la linea del punto
sospechoso de la prueba de Euler del altimo
teorema de Fermat para n = 3, diciendo que
13 = (3+21)(3 —2i) y que (salvo signos) solo
hay una forma de escribir esto como

(z +iy)(z — iy)
que conduce a la solucién x+1y = 3+42¢. Aqui
3 4+ 2¢ son “primos” en el sentido de que no se pueden descomponer de
manera no trivial como (a+bi)(c+di). Si tratamos de aplicar el mismo
razonamiento a x2+5y2? = 21 tenemos que 21 = (14+2v/=5)(1—2v/=5)
con 1424/—5 “primos” en el sentido anterior, sin embargo ademas de la
solucion 12 +5-22 = 21 se tiene otra, 4> +5-1%2 = 21, que no tiene nada
que ver con esta descomposicién. La razon de este comportamiento
peculiar es que en la segunda ecuacion la factorizacion en “primos” no
es tinica, por ejemplo 3-7 = (1+2v/=5)(1—2y/=5) y jtodos los factores
son irreducibles! Con un lenguaje actual, lo que ocurre es que Z[i| es un
dominio de factorizacion tinica y Z[v/—5] no lo es. La teoria de ideales
nos permite reestablecer la analogia definiendo nimeros literalmente
ideales que expresan por ejemplo lo que tienen en comin 3y 142v/—5
o 7y 14+ 2y/=5 para dar una descomposicién mas fina que siempre es
unica. El paso de los ntimeros “ideales” a los “reales” esta regulado por
cierto grupo abeliano finito, el grupo de clases, cuyos elementos estan

P.G.L. Dirichlet
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asociados a clases de formas cuadraticas y cuyo orden se expresa en
términos de los caracteres reales de cierto Z; a través de la formula del
numero de clases probada por P.G.L. Dirichlet.

La limitacién en el tipo de formas cuadraticas que consideraba Euler
y los margenes de las Matematicas de su tiempo dejaron fuera de su
alcance toda la extension del problema de representaciéon. Sin embargo
hay un tema de profundidad notoria en lo que se llama, siguiendo a
Euler, nimeros convenientes o numeros idoneos. El punto de partida
es que un nimero N = 4n + 1 es primo si y s6lo si se puede escribir
de forma (esencialmente) tinica como N = z? + y?, esto conduce a un
algoritmo efectivo de primalidad y de factorizacion. Euler estudio los
valores de n para los cuales nz?+y? tiene una propiedad similar [E498],
textualmente:

Todos los niimeros contenidos de una sola forma en 22 442 son primos
o dobles de primos donde = e y son primos entre si. He observado que
otras expresiones similares de la forma nz? 4+ y? gozan de la misma
propiedad dando a la letra n valores convententes.

(En realidad hay que leer entre lineas para tener una definicién cohe-
rente |[We|). Euler obtuvo un criterio para detectarlos (véase en [Ed| la
curiosa historia de su prueba) y dio una tabla de 65 de tales nimeros
que empleo efectivamente para fabricar algunos primos grandes. Hoy en
dia podemos traducir todo esto en términos de propiedades del grupo
de clases (los nimeros convenientes ocurren si cada género sélo tiene
una clase) [Co|. Ademéas W.E. Briggs y S. Chowla [BrCh| probaron en
1954 que en la tabla de Euler falta a lo mas un ntimero y que si tal
nimero existiera deberia tener al menos varias decenas de cifras.

Respecto a las formas cuadraticas binarias indeterminadas, el interés
de Euler por la ecuacion de Pell se manifiesta en varios de sus trabajos
[E29], [E279], [E323], [EuAl|, etc. Uno de los mas relevantes es [E323]
donde aparece la soluciéon en términos de fracciones continuas. Con
la notaciéon actual, los coeficientes de la fraccion continua de x son
ap = [1,] con g =y Tp1 = (2, — [2,]) " Para v/N la sucesion de
coeficientes es periodica. A partir de los coeficientes se construyen las
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convergentes p,/q, con p, y g, definidos recurrentemente por

DPn = ApPn—1 +pn727 pP-1 = 1) Do = aGg, ¥
Gn = nQn—1 + qn—2, ¢—1 =0, qo = 1.

La menor solucién en enteros positivos de la ecuacion 22 — Ny? = 1 es
(,9) = (Png» Gn,) donde ng tiene que ver con el periodo de los a,, (ng+1
es el periodo o su doble). Por ejemplo, para N = 13 la sucesion {a,}
es3,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,... que lleva a la solucion (z,y) = (pg, q9) =
(649,180) de z* — 13y* = 1.

Antes de concluir esta secciéon es justo mencionar que los intereses de
Euler se extendieron también a algunas formas cuadréticas no binarias
por ejemplo a través de la fascinacion por la conjetura de Fermat de que
todo numero se puede representar como suma de tres nimeros trian-
gulares (los de la forma n(n+1)/2) y como suma de cuatro cuadrados.
Lo primero fue probado por Gauss y lo segundo por Lagrange (con una
enorme simplificacion inmediatamente posterior de Euler [Di]).

5. LOS ALBORES DE LA TEORIA ANALITICA DE NUMEROS

Euler, de quien F. Arago dijo “podria haber sido llamado, casi sin me-
tafora y ciertamente sin hipérbole, la encarnacion del analisis”, conjugo
su genialidad en analisis y en teoria de niimeros para dar los primeros
pasos en lo que mas tarde se llamaria teoria analitica de niimeros, una
disciplina cuyo nacimiento en toda regla se suele fechar en 1837 con el
trabajo de Dirichlet.

En 1737, en la segunda parte de |E72| Euler establece la formula

2 35 P 11 1 1 1
3 . O — — — —
(3) 1 2 4 p—1 1+2+3+4+5+

donde p recorre los primos. Ciertamente esta igualdad desazona al lec-
tor actual porque la serie del segundo miembro es divergente. Para
nuestra tranquilidad poco después escribe una identidad que utilizan-
do la notacion de Riemann ((s) = 2, n"° es

n=

) () =TT -p)"

p
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Esto es lo que se llama producto de Euler para ((s) o identidad de Euler
(pero hay tantas identidades de Euler. .. ), formalmente (3) es el caso
s =1 de (4). La demostracion es elemental e ingeniosa:

C(s)(1=27%) = Gals),
donde (»(s) es como ((s) pero restringiendo la sumacion a los impares,
es decir, a med(n,2) = 1. De la misma forma

C(s)(1=27)(1 = 37%) = Gals) = 37°Cals) = Co(s),
donde la sumacion en (g(s) se restinge a los n con med(n,6) = 1.
Iterando se deduce, para s > 1, que

((s)(1=2")(1-37%)...(1—=p~*) — 1 cuando p — ©

porque 1 es el tnico nimero natural que no es divisible por ningin
primo.

JPor qué (4) es algo mas que una identidad curiosa? jqué la diferen-
cia por ejemplo de 7 = 45 77 (—1)*"1/(2k — 1)? Para responder es
pertinente usar las palabras de Hardy cuando en §11 |Ha| justifica la
seriedad y belleza de los teoremas mateméticos:

Se puede decir aproximadamente que una idea matemaética es ‘signi-
ficante’ si se puede conectar, de manera natural y esclarecedora, con
un gran complejo de otras ideas matemaéticas.

Por supuesto que conectar 7 con los inversos de los impares es inespera-
do y se puede utilizar para deducir otros resultados pero esta conexion
es débil en comparacion con la que expresa la identidad de Euler (4):
en un lado tenemos los primos (aparentemente caoticos) y en el otro
los naturales (el prototipo de orden), y ademéas hay una variable que se
puede acercar a voluntad a la singularidad para dar mayor importancia
a los términos lejanos de la series. Con ello se crea una relacion basica
entre la aritmética y el analisis.

El primer uso que dio Euler a (4) es una prueba de la infinitud de los
primos. Hoy en dia tomariamos s — 17 en (4) pero cualquiera que haya
disfrutado de la lectura de [Euln| sabra que Euler no se arredraba ante
los infinitos y trabajo directamente con (3), como el segundo miembro
es 00 el primero debe serlo y por tanto no puede haber un ntiimero finito
de primos. ;Qué pensaria Euclides de esta prueba? En realidad Euler
establece su resultado de una forma mas (jo menos?) precisa y afirma
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que JJ(1 —p~™')~™! = log oo donde “logco es el minimo entre todas las
potencias de infinito”.

Otro conclusion que extrajo es que “Los primos son infinitamente mas
numerosos que los cuadrados” porque [J(1 —n~2)"! = 2. Si los primos
crecieran tan deprisa o mas que los cuadrados, deberiamos tener oo =
¢(1) < 2. Con la logica aplastante de log oo < ooy [[(1—n"1)"! = o0,
concluye también que “Los primos son infinitamente menos numerosos
que los naturales”. Hoy en dfa probarfamos que [[(1—n"1)"1/{(s) — oo
cuando s — 17,

El resultado méas importante que alcanz6 en esta linea es que la suma
de los inversos de los primos diverge aunque muy lentamente, para
él la suma es solo de tamano loglogoo (véase en [Du| una prueba
completamente satisfactoria para el lector moderno).

La importante conclusion de todo esto es que gracias a (4) se puede
establecer una relacion entre el crecimiento de los primos y el compor-
tamiento de una funcion, ((s). Euler también construy6 variantes de
los argumentos anteriores para tratar primos en algunas progresiones
aritméticas, especialmente los de la forma 4n + 1, pero hasta Dirich-
let no se pudieron integrar dentro de un mismo marco para probar un
resultado general.

El tema de la distribucién de los primos permanecié durante todo el
siglo XIX y cabe citar los resultado de Chebychev [Sm| (quien por
cierto participoé en la edicion en 1849 de los trabajos de Euler sobre
teoria de niimeros) que se acercaban al teorema de los nimeros primos
que Gauss habia conjeturado tras unos extensos calculos en la forma:

Todt
5 logt

(5) m(z) ~ con m(z) = #{p < x}.
De hecho, numéricamente esta aproximacion tiene un error relativo
notablemente pequeno.

El gran salto vino con Riemann que en su celebérrima y brevisima
memoria de 1859 (véase [Ri] p. 79-86) ‘despejd’ m(x) de (4) en términos
de los ceros de la extension meromorfa de ((s) al plano complejo. Es
més sencillo escribir el resultado poniendo algunos pesos al contar los
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primos:

donde p recorre los ceros de (la extension meromorfa de) ¢ y por razones
técnicas x ¢ Z. Esta formula no se puede aprovechar si no tenemos
cierto control sobre p y sobre la convergencia de la serie, sobre cuando
la podemos truncar. Este es un tema delicado que Riemann no trato por
completo, por ello la prueba de (5), en una forma un poco mas precisa
no lleg6 hasta 1896, con los trabajos independientes de Hadamard y de
la Vallée Poussin.

Cuanto menor sea Rp, menor es la contri-
bucién de la serie infinita anterior para x
grande, lo que se traduce en un menor error
en (5). Se sabe por cierta ecuacion funcio-
nal (también relacionada con el trabajo de
Euler) que si p es un cero con £p > 0, en-
tonces 1 — p también lo es, por consiguiente
la mejor situacion se daria bajo la llamada
Hipotesis de Riemann: Todos los ceros p en
Rp > 0 satisfacen Rp = 1/2. Este antiguo
e importante problema permanece abierto.
En caso de que la afirmacion fuera correcta, se podria deducir

B. Riemann

/ —+O (Vxlogx).

logt

La relacion analitico-aritmética funciona en los dos sentidos: la formula
anterior es cierta siy so6lo si se cumple la hipotesis de Riemann. Es decir,
conocer la distribucién de los primos equivale a saber si los ceros de
cierta funcion meromorfa estan en fila india. Una relacion que, con toda
seguridad, hubiera hecho las delicias de Euler.
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