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1.a) Particulas y observadores. Cantidades relativas

Una particula de masa m > 0 en un espaciotiempo (M, g, 7), es una
curva (no constante) v : I — M tal que

2

g(v'(u),y"(u)) = —m~ y ~'(u) senala al futuro,

(i.e. v'(u) pertenece a la clausura, en T’ M, del cono temporal
7(v(u) ) para cualquier u de I.

Una particula de masa m = 0 se llama un foton. Sim = 1 diremos
que es un observador. El conjunto imagen, Im~, se conoce como la
linea del universo de .

El campo de velocidades v'(u) se llama el momento-energia (o
4-velocidad) de v y %—Z(u) la 4-aceleracion de 7.

Se dice que ~ cae libremente cuando zzl_z’ = 0, es decir, cuando v
es una geodésica de (M, g).



Sea v : I — M un observador. Entonces Yug,u € I,

[ V@ e = -

(ya que el integrando es igual a 1). Por esta razén, al parametro

u € I se le llama el tiempo propio de ; y se interpreta como el
tiempo que marca un reloj que viaja con 7.

Sia: I — M es una curva temporal (i.e. g(/(s),a/(s)) < 0) que
sefala al futuro, entonces es posible reparametrizar @ para obtener
un observador . En efecto, basta tomar

v(u) = a(s(u)), donde wu(s)= /5 V—g(c/(s),a'(s)) ds.



Una motivacion matematica de esta definicién de particula rela-
tivista seria la siguiente:

Imaginemos un cuerpo puntual, que se mueve en una linea recta,
no sometido a fuerza gravitatoria alguna. Sea m > 0 su masa.

El movimiento esta descrito por una funcién C°,
r:R—=R, t— x(t),

que da el vector de posicion, en el instante ¢, desde un punto fijo.

Sea v(t) = L (¢) su velocidad, que supondremos cumple

w(#)] <1, VteR,

(1 es la velocidad de la luz en unidades geométricas).



Para cada (z,m), en las condiciones anteriores, existe una
Gnica particula v : I — L2 := (R? da} — da3,7° = 52-),
0 € I, 12(0) = 0, con Im(v) cerrado, de masa m en el

espaciotiempo IL?, tal que v; = x o 7».

En efecto, basta definir y(u) := ((z o s71)(u),s 1(u)), siendo
s : R — R dada por

s(t) = %/0 V1 —v(y)3dy.

Es decir, reparametrizar convenientemente el grafo ¢t — (z(t),t) de
r en R%

Reciprocamente, si v : I — LL? es una particula de masa
m > 0,0 € I, 72(0) = 0, tal que Im(v) es cerrado,

entonces existe una unica curva x : R — R tal que v, =
x 07, y ademds, |%| < 1 en todo punto de R.



Un observador instantaneo (cualquiera de nosotros “aqui y ahora”)
esun par (z,7),donde z € My Z € T,M, es tal que g(Z,Z) = —1
y Z senala al futuro. Claramente Z representa la 4-velocidad de un
observador en un instante de su tiempo propio.

Asociada a (z, Z) se tiene la siguiente descomposicién ortogonal

T.M = L{Z} ® L{Z}*,

donde L{Z} es el subespacio 1-dimensional de 7, M generado por
Zy

(L{Z}*, 9lrizy)
es un subespacio 3-dimensional definido positivo, que Ilamaremos

el espacio fisico observado por (z,Z) y que representa el espacio
euclideo instantaneo que ve un observador con el como origen.



Sea 7 : I — M una particula con y(u) = z. Segin la descom-
posicidn anterior, escribiremos

v'(u) = eZ + P.

Entonces e = —g(v'(u),Z), que es positivo (aunque m = 0) se
llama la energia que (2, Z) mide de y(u) y a P el 3-momento relativo
a(z,7%2).

Ademds, se define v := 1P como la velocidad de ~(u) medida
por (2, 7).
Ocurre que
0 <ol == Vg(v,v) <1

|v]| =1 <= m =0.



Sim > 0 (y por tanto |[v|] < 1) obtenemos —m? = —e%+¢€?||v]|?,
de donde se sigue que

B m
- VI-TeIP
Por tanto,
e=m<—= v =0,
(estamos usando unidades para las se toma ¢ = 1).

Ahora bien, en el sistema CGS (cegesimal) se tiene que

e:m02

si, y sblo si, la velocidad de ~(u) medida por (z, Z) es cero.



A fin de comprobar en la practica la dependencia de estas canti-
dades del observador instantaneo, consideremos la particula de masa
m, ~y en IL? construida antes a partir de (z,m), m > 0. El observador
instantdneo (7(u), %(v(u))) asigna a y'(u):
dr 0
— —(y(w)).
5 0W)

v =

me
d_ | — (d)2 8u1 )
V1 (%) \V (%)
Mientras que el observador instantaneo (y(u),Z), siendo Z =

2 (1(1)) + 305 (7(u)) asigna a 7/(u)

é:m(5—4%) 5 m(5% — 4) 5
dx 1’
34/1 — ()2 3y/1 — ()2

donde E(y(u)) = 57, (7(w)) + 57, (v(w)).




1.b) La conexién de Fermi-Walker

Intuitivamente, el espacio fisico 3-dimensional que un observador ~
percibe cambia a medida que transcurre su tiempo propio. Esta afir-
macidn se concreta en

TywM = L{'(w)} & L{y'(u)}

para todo u € I. Por tanto, si v observa un vector v # 0 en el
instante u; de su tiempo propio, es decir, v € L{v'(u;)}* y en el
instante uy > u; observa v € L{7'(ug)}*, con ||9]| = ||v]],

i Cémo podra saber v que v se ha obtenido al rotar v?

En el caso muy especial que ~y estuviese en caida libre, el transporte

paralelo a lo largo de  desde u; hasta uy, P, , lleva L{~'(u1)}" en

L{~'(u2)}* y puede decir si v y ¥ tienen la misma direccién espacial,

comparando P} (v) y ©.



Pero,

i Qué podrd hacer v cuando no esté en caida libre para
responder a la misma pregunta?

La herramiente matematica apropiada en este caso pasa por definir
una conexién a lo largo de y (un objeto privado de ) cuyo transporte
paralelo sea una y
anterior.

Para cada observador v : I — M, en el espaciotiempo (M, g, T)

ponemos
T’y(u)M =T, ® Rua

donde T, = L{y'(u)} y R, = T} y, para Y € X(v),
YT, YE € X(v) son tales que
Y =Y +YE,

seglin esa descomposicion.



Representemos por V la conexién a lo largo de v inducida por la
conexion de Levi-Civita de g, i.e.

DY
\Y% a Y es la derivada covariante .
au u
Modificando adecuadamente la conexién inducida sobre v pode-

mos decir:

Teorema. Para cada observador v : I — M, en el espacio-
tiempo (M, g, T) existe una Unica conexién V a lo largo de
~v que cumple

VvY = (VYD) + (VY E)E

donde V € X(I), Y € X(v), y V es la conexién a lo largo
de v inducida por la conexién de Levi-Civita de g.

Se llama a V la conexion de Fermi-Walker de ~.



(1) Si Y € X(7) cumple Y = Y% es decir si Y,
representa un observable para ~y(u), entonces también
VvY = (VVYR)R € R,.

(2) VaY =5+ g(Yoy") 5 — g(Y. 5)7', para todo
Y € X(v).

(3) VuY = DY paratodo Y € X(v), < Dyl — .
(4) @%’y’ = 0, para todo observador 7.

(5) 49(¥1,Y2) = g(V 4 ¥1,Ya)+¢(Y1,V 4 Y3), para cua-
lesquiera Y7, Yy € X(7).



Proposiciéon. Dados un observador v, y uy,us € I, uy < us,
para cada V' € T’,(,,)M existe un unico campo de vectores
Y € X(v) tal que

A

VaiY =0 e Y(w)=V.

du

Ademas la aplicacion PJWZ D Tyu)yM — Ty )M es una

isometria lineal y lleva R, en R,,

Se llama a ]531 , €l transporte paralelo Fermi-Walker de .

U

iCon P .., el observador v es capaz de comparar los

espacios fisicos relativos en dos instantes diferentes de su
tiempo propio!



Decimos que U; € Ry, y Us € R,,, con ||U1|| = ||Us|| > 0 tienen la
misma direccion espacial si
P?;,yl,Ug(Ul) — U2
Equivalentemente, desde un punto de vista mas fisico, si consid-
eramos una base de campos de vectores a lo largo de v y paralelos
Fermi-Walker Y7, Y5, Y3, obtenidos a partir de una base ortonormal

de R,(,,) podremos decir que Uy € R,, y Us € R,, tienen la misma
direccién espacial si

g(Ula}/L(ul)) — g(U27}/’VL‘<u2>>7 1= 17 2737

por eso se llama a u — (Y;(u), Ya(u), Y3(u)) unos ejes giroscopicos
para el observador 7.



1.c) Efectos gravitatorios en términos de curvatura

Imaginemos un observador v : I — M en un espaciotiempo (M, g, 7).
Es natural pensar en la relacion de v con observadores “cercanos”.

Si v es la curva base de una variacién suya por observadores s,
entonces los que tengan “s” pequeio se pueden pensar préximos a
v(= 7). Una tal variacién determina Y € X(v). Si ponemos

Y=Y + g(’y',f/)'y'

entonces Y € X(v) es la proyeccién ortogonal sobre el espacio fisico
relativo de v en cada punto, y puede pensarse como /o que observa
~ de otros observadores cercanos.

Para cada Y € X(v) tal que Y,, € R,, para todo u € I,
llamamos a V%Y la 3-velocidad de Y relativa a v, y a

V.iV.iY la 3-aceleracién de Y relativa a 7.

du du



Usando el tensor de curvatura R de la conexidn de Levi-Civita de
g, cada observador instantdneo (z, Z) dispone de un operador lineal

Uy L{ZY — L{Z}*, Y,(V)=R(Z,V)Z,
que es autoadjunto respecto a g|(zy1 y cumple
traza(Vy,) = —Ric(Z, 2),
siendo Ric el tensor de Ricci de la conexién de Levi-Civita de g.

Si 7y es cualquier observador de un campo de observadores en caida
libre @, definido en un cierto subconjunto abierto de M, e Y € X(v)
tal que Y, € R, es un campo de Jacobi sobre 7y, entonces

A A

VaVaY =0 (Ya).

du du



Asi, la funcion

1 1
gtraza(\IfQ) =3 Ric(Q, Q)

puede verse como una media de las aceleraciones (escalares) de los
observadores de Q.

La experiencia nos dice que la gravedad, en media, atrae. Por
tanto debe ocurrir que

Ric(Q,Q) = 0,

para todo campo de observadores en caida libre, definido localmente,
del espaciotiempo. Como todo v € T),M, que sea temporal unitario y
senale al futuro se extiende localmente a un campo de observadores
en caida libre, ocurrird Ric(v,v) > 0, que, por un argumento de
algebra lineal, debe cumplirse también para todo vector temporal.



Por tanto, la forma matematica de expresar que
los efectos gravitatorios son, en media, atractivos

es la siguiente condicién de curvatura:

Ric(v,v) > 0, para todo v temporal en T,M, Vp € M.

Esta condicidn se llama la

condicion de convergencia temporal,

también se obtiene a partir de la Ecuacién de campo de Einstein (con
constante cosmoldgica cero), y nos da una obstruccién a priori sobre
qué métricas de Lorentz son fisicamente relevantes; de hecho, hay
autores que introducen la nocién de espaciotiempo incluyendo como
parte de la definicién la condicién de convergencia temporal.



También, en cada instante u del tiempo propio de cualquier obser-
vador v de un campo de observadores (), tenemos definido otro
operador

Ag: L{Z} — L{Z}", Ao(V)=-WvQ,

(el signo “-" se escribe por convenio) que no es, en general, ni au-
toadjunto ni anti-autoadjunto respecto a g|L{Z}¢, pero cumple

traza(Ag) = —div(Q),

siendo div(Q) la divergencia de ) respecto a la conexién de Levi-
Civita de g.

Este operador aparece en la conocida ecuacion de Raychaudhuri
div(Vg@) = Ric(Q, Q) + traza(Ag?),

que tan util ha sido en Relatividad para el estudio de singularidades.



Curiosamente, y de manera independiente, gedmetras riemannia-
nos (de la talla de Bochner o Yano) usaban una férmula, que se
reduce a la anterior cuando el campo al que se le aplica tiene di-
vergencia constante, como herramienta para desarrollar la técnica de
Bochner en variedades de Riemann.

Proposicion. Para cada u del tiempo propio de cualquier
observador v de un campo de observadores (), se cumple

A

VY, = —Ag(Y),

du

donde Y € X(7) es la proyeccién ortogonal sobre el espacio
fisico relativo de ~, en cada punto, de Y € X(7), que es
Lie-paralelo sobre ~y con respecto a @Q; es decir, [Q, W] =0
sobre 7y, para toda extension local W de Y.



Este resultado nos permite interpretar la funcién

—% traza(Ag) — % div(Q)

como una media de 3-velocidades (escalares) relativas de los obser-
vadores de (). Pero

traza(Ag) = —div(Q).
Por tanto,

La condicién div(Q) > 0 (resp. < 0) es la forma matematica
para decir que los observadores de () estan, en promedio,
separandose (resp. juntandose).



1.d) Electromagnetismo

La teoria electromagnética relativista (no cuantica) es una de las
partes mas elegantes de la Fisica. Se le califica de formalmente sim-
ple. Por supuesto, el electromagnetismo es, desde el punto de vista
humano, la mas importante de las interacciones.

Si E = E(z,t) y B = B(x,t), © € R?, son los campos eléctrico
y magnético clasicos; o(z,t) es la densidad de carga eléctrica (carga
por unidad de volumen) y j = j(z,t) es la densidad de corriente
eléctrica (carga por unidad de drea y unidad de tiempo) entonces las
ecuaciones de Maxwell (clasicas), con ¢ = 1, 871G = 1, se escriben

=0 (Ley de Biot-Savart)
=0

V X Ley de Faraday)

H @Im m

E
ﬁ

Ql% o+

(
4o (Ley de Gauss)
/ (Ley de Ampere-Maxwell)

<l



Notemos que E. B y j son campos de vectores, dependientes del
pardmetro ¢, sobre R? . Si Gu representa la métrica Euclidea usual de
R? entonces V - B y V - E son las funC|ones dlvB 'y dlvE (relatlvas
a g,) que dependen de (z,t); V x E = RotE, V x B = RotB, y

si B = ZZ 1BZa ) E = Zl ) 15) -, entonces
0B; 0 oOFE; 0
' Z@t@ui y%‘ Z@t@ui

Pongamos uy =t y sea F la 2-forma sobre IL* definida por

3
F = Z E7du7 AN dU4 + (BldUQ N dU3 aF BQdUg VAN dU1 aF Bgdul N dUQ)

1=1

Es importante notar que F' contiene la misma informacién que E y
B juntos.



Sea J = Y. 1JZaa € X(LY), donde j = 327, Zau y Jy = o.
Entonces

- = . . 0B

V-B=0 y VxE+ En =0 — dF" =0,
— — - — OE . -
V-E=4n0 vy VXB—E:AIWL] — divF = 4nJ,

siendo I el campo de tensores 2-contravariante equivalente con F'
respecto de la métrica de Lorentz usual de IL*, g = 3% (du;)? —
(dug)?, y divE' es el campo de vectores sobre IL* definido por

4

$(divE) =Y " (Vx,F)(4,wi),

1=1

siendo w;(X;) = &;;, y ¢ cualquier 1-forma sobre LL*.



Con este truco escribimos las ecuaciones de Maxwell clasicas de
una forma mucho mas sencilla sobre el espaciotiempo de Lorentz-
Minkowski L*. Ademds nos sugiere introducir la siguiente nocién:

Dado un espaciotiempo (M, g, 7), definimos un campo
electromagnético como una 2-forma F' sobre M.

Veamos cémo cada observador instantaneo (z,7) deduce dos
cantidades relativas a partir de F'.

Si representamos por £, el operador de T, M dado por

g(X,F.(Y)) = F(X,Y) VX, YeT.M,

entonces E := F,(Z) € L{Z}"* se llama el vector eléctrico que mide
(2,7) de F.



EnlLt siz ety Z = 6%4(2), el vector eléctrico observado
por (z,7) del campo electromagnético F' que hemos construido es
precisamente

Haciendo esto punto a punto, resulta que que el campo de obser-
vadores 8%4 observa de F' un campo de vectores sobre IL* claramente

identificable con el campo eléctrico clasico E.
Supongamos ahora que M es orientable y sea () el elemento de

volumen métrico correspondiente a g (por ejemplo, 2 = duy A dus A
dus A duy en el espaciotiempo de Lorentz-Minkowski).



Teniendo en cuenta que la aplicacién
L{Z}* — A(L{Z}"), Vi Qv,
donde Qy(X,Y) := Q(X,Y,V, Z), VX,Y € L{Z}*, es un isomor-

fismo de espacios vectoriales; y si F! := FZ|L{Z}¢, entonces existe un
lnico B € L{Z}* tal que

Qp = F.
Entonces a B se le llama el vector magnético que (z, Z) mide de F.
EnL* parazelly Z = 3%4(,2*), tenemos que B es

3

> Bi(2) ;L (2).

1=1

Haciendo esto punto a punto, el campo de observadores 3%4 observa

de F un campo de vectores sobre IL* claramente identificable con el
campo magnético clasico B.



El concepto de campo electromagnético unifica los conceptos pre-
rrelativistas de campo eléctrico y campo magnético, que son concep-
tos relativos. De hecho, en el espaciotiempo de Lorentz-Minkowski

L* si F' = Adus A duy y suponemos A(z) # 0 para todo z € L4, se
tiene lo siguiente:

Vectores observados de F' — Vector Vector
Observador | eléctrico magnético

0 0
(5 2) () p
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La paradoja de los gemelos

Uno de los gemelos abandona la Tierra en una nave espacial

2004
2004

Iﬁl
5 —
- () T

A
A
A i

Cuando Pedro tiene 60 afios, Pablo regresa a la Tierra con solo 40 afios

2064 2044

Pedro :D




Lo paraddgico de esta situacién es que hay una pérdida de simetria
respecto de ambos observadores (en contra de la simetria existente
en otros fendmenos relativistas, como en la contraccién de Lorentz
por ejemplo).

La verdad es que no puede haber simetria entre ambos obser-
vadores:

Pablo esta sujeto a una aceleracién mientras que Pedro no.

Pedro se describe en el espaciotiempo de Lorentz-Minkowski como
el observador en caida libre

AC
nmu) =A+u—m,
' |AC|



mientras que Pablo puede describirse como los dos observadores en
caida libre

AB BC
Vo) = A+ 1 y (1) =B+ 05,
|ABY| | BC||

correspondientes a su viaje de ida y a su viaje de vuelta, respectiva-
mente.

Los vectores AB y BC son temporales y seialan al futuro, por
tanto AC(= AB + BC) es temporal y sefiala al futuro. Segin la
desigualdad de Minkowski lorentziana se tendra:

|AB + BC|| > ||AB|| + ||BC||.



Descripcion espacio-temporal

Cc
Viaje espacio-temporal
de vuelta para Pablo
20 anos
Viaje espacio-temporal
de Pedro [ B LIIACI > [|AB]| +[|BC]|

60 afos

Viaje espacio-temporal
de ida para Pablo

20 anos
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3.a) Teorema de Raychaudhuri

Sea P un campo de particulas de masa m > 0 sobre (M, g, T) y sea
n € C®(M), n > 0 la densidad de masa en el espaciotiempo. La
(totalidad de la) masa la representa el tensor tension-energia

T=nPPoP =pQeQ,
donde p := nm? > 0 es la densidad de energia que miden los obser-
vadores en () := %P, y P’, @’ las 1-formas g-equivalentes a Py Q.

En ausencia de radiacién electromagnética, la ecuacién de Einstein
se escribe

) 1
Ric — Spg = pPQ ®Q,
de donde deducimos:
(1) p= S5, la curvatura escalar de g,

(2) Qp) +pdiv(Q) =0 vy
(3) VqeQ=0.



Supongamos, ademds, que () es irrotacional, i.e. que el operador
Ag es, en cada punto, autoadjunto respecto a g|{g}- (o equivalen-
temente que la distribucién L{Q}* sea integrable). De esta forma
expresamos que, para los observadores de (), la fuente gravitato-
ria no rota. De la ecuacién de Raychaudhuri, teniendo en cuenta la
desigualdad de Schwarz, tenemos

1 1

Qv(@)) < —5p — = (div(Q))*

Tomamos un observador vy de Q) (en caida libre por (3)) y definimos

las funciones f = div(Q) oy, h = p o ~. La desigualdad anterior
junto con (2) proporcionan

1 1
f’S—gh—ng y (logh) = —f,

que mediante una manipulacién elemental nos proporciona:



Teorema. (Raychaudhuri, 1955) Sea (M, g, 7) un espacio-
tiempo sobre el que no hay radiacién electromagnética y
cuya masa estd representada por un campo de particulas
P, de masa m > 0, y densidad n € C*(M), n > 0.
Supongamos que se verifican la ecuacién de Einstein con
T=nP QP

y que el campo de observadores

1

Q.=—P

m
es irrotacional. Si 7 : [0,a) — M es un observador de Q)
tal que (div@),() = b € (—00,0), entonces

a<i
~ ol

Ademds, si se da la igualdad h’mu_}% p(v(u)) = oo.



Recordemos que div(Q)) < 0 se interpreta como que los obser-
vadores estan, en media, aproximandose. La hipétesis div(Q). ) < 0
implica

diV(Q)W(u) <0

para todo u > 0, como consecuencia de la ecuacion de Einstein.

Este resultado se interpreta de una forma bastante desagradable
para el observador 7:

En un tiempo propio finito, v desaparece. Ademas, en los
ultimos instantes de su vida,  percibird que sobre él actiia
una densidad de energia enorme, no acotada.

En breve:
En un universo en contraccion, aquellos observadores que

no perciben rotacion de la fuente gravitatoria, acaban su
vida engullidos en un agujero negro.



El teorema de Raychaudhuri se considera como pionero en la prue-
ba de existencia de agujeros negros. Su prueba es simple y la inter-
pretacién fisica de sus ingredientes y consecuencias muy clara. Sin
embargo, en su dia no fue muy considerado pues supone un mod-
elo relativista del universo (un “dust”) al que se le tachd de poco
realista.

También mediante técnicas de Geometria de Lorentz, Hawking,
Penrose y otros, estudiaron sistemdaticamente en los 70 este tipo de
singularidades del espaciotiempo. La interpretacion fisica de alguno
de los teoremas de Geometria de Lorentz global que obtuvieron es:

Las estrellas, siempre que posean masa suficiente, se der-
rumban sobre ellas mismas por la accién de su propia
gravedad, se transforman en agujeros negros: regiones del
espaciotiempo donde la gravedad es tan fuerte que ni siquiera
la luz podria salir de ellas (por tanto no las podriamos ver).



Pero, histéricamente, el primer teorema de existencia de agujeros
negros lo dio el matematico P. S. de Laplace en 1799. Para ello, usé la
teoria newtoniana de gravitacién (propia de la época) probando que:

Si existiese una estrella con la misma densidad que tiene
la Tierra, y con didmetro 250 veces el del Sol, su gravedad
seria tan potente que los rayos de luz que emite no llegarian
a nosotros, con lo cual seria invisible.

Los cientificos de la época dieron una respuesta de autoridad
afirmando que:

Es imposible que una estrella de esas dimensiones exista.



3.b) Teorema de Hawking

El teorema de Raychaudhuri predice la existencia de una singula-
ridad en el futuro: ciertas geodésicas temporales, inextendibles y que
sefalan al futuro son incompletas por la derecha.

Por contra, en el resultado que veremos a continuacién, debido
a Hawking, obtendremos la existencia de singularidades en el pasa-
do: geodésicas temporales, inextendibles y que sefialan al futuro son
incompletas por la izquierda. Este teorema no es el mas relevante
sobre el tema pero si quizds el mas sencillo de entender.

Debemos notar que la incompletitud de las geodésicas tempo-
rales de un espaciotiempo sélo depende de quien sea la conexién
de Levi-Civita y no de la orientacién temporal. Pero, para interpretar
fisicamente este tipo de resultados, la orientacién temporal es crucial.



Teorema. (Hawking, 1967) Sea (M,g,T) un espaciotiempo vy
supongamos que se verifican:

1. Ric(V,V) > 0 para todo vector tangente temporal V;

2. Existe una hipersuperficie espacial S embebida en M y com-
pacta;

3. La segunda forma fundamental de S relativa a la orientacion
temporal 7 tiene traza positiva en todo punto de S.

Entonces cada geodésica temporal que senale al futuro e intersecte
ortogonalmente a S, digamos v : (—b,0] — M, b >0, v(0) € S'y
7'(0) L TyyM con g(v',7") = —1, cumple

L
©

siendo 3c el minimo de la traza de la segunda forma fundamental
sobre S.



Mientras que en el teorema de Raychaudhuri se predice un colapso
hacia un agujero negro, el teorema de Hawking afirma que alguna
vez, hace ya mucho, existié un big bang: singularidad inicial a partir
de la que surgid el espaciotiempo.

Comentemos que:

(1) Es la condicién de convergencia temporal, que se satisface
si se supone que se cumple la ecuacién de Einstein (con constante
cosmoldgica cero).

(2) Es la forma matemdtica de describir un universo espacial-
mente cerrado.

(3) Es mas dificil de interpretar fisicamente. Veamos de qué for-
ma nos dice que el universo esta en expansion:



Si representamos por V la conexién de Levi-Civita de M, & el
campo de vectores normal unitario de S sehalando al futuroy u,v €
T, M, entonces la segunda forma fundamental de S relativa a & es

h(U,, U) = —g(AU, w)a
siendo
Av = =V &,

el operador de Weingarten con respecto a £. Llamamos a

1
H = - traza(A)

la curvatura media de S relativa a €.



Entonces (3) nos dice que
H>c>0,

sobre todo S, donde ¢ representa el valor minimo de H sobre el
variedad compacta S.

Si movemos S por direcciones normales usando la variacion normal

Vu(p) = exp,(ugy),

entonces para u pequeno v, : S — M define también una hipersu-
perficie espacial compacta de M, y se cumple

vol (S, ¢ (g))) = vol(S) + u % vol(S,¢5(9))),

Uo

donde 1y depende de u y esta comprendido entre el y 0.



Ahora bien,

d

Ul
de manera que

vol(S, ¥, (g —S/HdV>O

d

——1 vol(S,¢y(g)) > 0,

u

para u proximo a 0. Asi, para u > 0 préximo a cero,

vol(S, ¥;,(9)) = vol(5),

que se interpreta como una expansion del Universo.

Brevemente, el teorema de Hawking nos dice que un wniverso en
expansion y espacialmente cerrado debe haber sido singular en el
pasado.



Con respecto al teorema de Hawking hay que hacer dos preci-
siones:

12.- La idea de que el universo esta expandiéndose no es nada
reciente. De hecho, A. Friedmann (1922) y G. Lemaitre (1927) des-
cubrieron, usando una solucién particular a la Ecuacién de Einstein,
que:

El universo deberia estar dilatandose.

Einstein quedé maravillado del argumento que condujo a esta inter-
pretacion fisica (a pesar de lo restrictivo del modelo de espaciotiempo
empleado) pero tard6 en aceptar esta posibilidad.

En 1929, el famoso astrénomo E. Hubble obtuvo una /ey experi-
mental de la expansion de las galaxias (basada en observaciones con
un telescopio) cuyas cifras coincidian con las obtenidas por Fried-
mann y Lemaitre.



2% .- El teorema de Hawking predice la existencia de un primer mo-
mento del universo analizando a la vez una gran familia de soluciones
a la ecuaciéon de Einstein, pero no fue el primero en predecir el big
bang. En efecto, Lemaitre, usando un argumento de continuidad en
su modelo cosmoldgico, penso:

Si hoy en dia el universo se dilata, en el pasado tuvo que
ser mucho mas pequeno, mucho mas denso, condensado
en un atomo primitivo.

G. Gamow (discipulo de Friedmann) predijo en 1948 la existencia
de una cierta radiacion vestigio de los primeros instantes del inicio
del universo.

A. Penzias y R. Wilson descubrieron en 1965 la radiacién de fondo
prevista por Gamow (en 1978 recibieron el premio Nobel de Fisica).



