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Resumen. En este artículo presentamos una aproximación topológica y geo-
métrica al estudio de órbitas periódicas (existencia y localización) tomando
como punto de partida problemas de mecánica celeste. Describimos, a grandes
rasgos, diversas conjeturas abiertas, y presentamos un enfoque novedoso que
incluye problemas de compactificación de trayectorias de escape en astrodiná-
mica.

1. Introducción

Matemáticamente, volver a empezar es volver al punto de partida describiendo
una trayectoria en forma de circunferencia (órbita periódica). Desde un punto de
vista básico en la teoría de sistemas dinámicos, las órbitas periódicas se identifican
con los puntos fijos de una sección de Poincaré. Pero ¿qué nuevas técnicas se han
elaborado para estudiar este problema? El propósito de este artículo es describir
diversas técnicas desarrolladas en las últimas décadas, enunciar las conjeturas más
relevantes del área y anunciar nuevas líneas en las que la autora está trabajando en
la actualidad con su equipo.

Empecemos por el principio: No sorprende saber que fue Poincaré quien dio
los primeros pasos substanciales en este tema: para Poincaré entender las órbitas
periódicas era fundamental para comprender los sistemas en general. Para él se
trataba de un primer paso para comprender la teoría general de sistemas dinámicos
puesto que, a su entender, las órbitas periódicas separaban los sistemas dinámicos en
«islas» donde los sistemas podrían ser mucho más complicados. En boca de Poincaré,
las órbitas periódicas actuarían como auténticos marcadores del «libro de sistemas
dinámicos» separando éstos en diversos grados de dificultad.

En sus propias palabras:
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On peut alors avec avantage prendre [les] solutions périodiques comme pre-
mière approximation, comme orbite intermédiaire [. . .]. Ce qui nous rend ces
solutions périodiques si précieuses, c’est qu’elles sont, pour ainsi dire, la seu-
le brèche par où nous puissions essayer de pénetrer dans une place jusqu’ici
reputée inabordable.

H. Poincaré,
Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste,

Gauthier-Villars et fils, Paris, 1892.

La geometría riemanniana se asocia a la geometría de las distancias, que es
simétrica; pero si en lugar de medir por distancias midiésemos utilizando áreas,
nuestra geometría sería antisimétrica. Se trata de la geometría simpléctica que tiene
su origen en el estudio de problemas físicos. El estudio de las trayectorias de los
planetas viene naturalmente asociado a la geometría de las formas simplécticas. El
conjunto de posiciones y momentos de la física definen un conjunto de cartas del
fibrado cotangente a la variedad de posiciones. Dicho fibrado tiene asociada una
forma diferencial de forma canónica: la forma de Liouville. La diferencial de esta
forma, ω, gobierna las ecuaciones de las trayectorias de las partículas ya que éstas
vienen determinadas por el flujo de los campos hamiltonianos asociados a la energía
total del sistema. Resumiendo, la geometría de las trayectorias es simpléctica y, en
particular, de dimensión par.

Una de las contribuciones más importantes en el estudio de órbitas periódicas
de los sistemas hamiltonianos viene de la mano de Rabinowitz, quien identificó las
órbitas periódicas con los puntos críticos de un funcional, el llamado funcional de
acción. Estos puntos críticos se pueden organizar en un complejo de cadenas de la
misma forma que los puntos críticos de una función dan lugar al complejo de Morse.
Ésta fue la idea genial, implementada por Floer conjuntamente con Zehnder, que
asocia al problema de órbitas periódicas una nueva herramienta: la de la topología
algebraica. Sin embargo, en esta nueva aventura surgen numerosas dificultades ya
que el funcional de acción está definido en un espacio de dimensión infinita. El
análisis jugará un papel fundamental en toda la teoría.

Cuando Poincaré buscaba órbitas periódicas usando métodos de continuación
analítica en [41], demostraba que existían órbitas periódicas que se aproximan al in-
finito. Aunque sus métodos continúan presentes en nuestros días, las nuevas técnicas
en teoría de Floer están desarrollándose a gran velocidad para alcanzar y mejorar
a los clásicos. A pesar de todo, en muchas ocasiones la complicada cohomología de
Floer que permite probar la existencia de órbitas periódicas se reduce a un cálculo
de cohomología de De Rham.

Poncaré ya vaticinó en [41] la existencia de infinitas órbitas periódicas acumu-
lándose en el infinito para el problema circular restringido de tres cuerpos. Este
comportamiento también aparece en las trayectorias de algunos campos de Beltrami
en variedades con borde. Esta coincidencia no es casualidad, ya que Etnyre y Ghrist
[10] demostraron que existe una correspondencia entre campos de Beltrami y cam-
pos de Reeb de estructuras de contacto. Sin embargo, la novedad es que los modelos
detrás del estudio de variedades con frontera (en el caso de campos de Beltrami)
o de compactificaciones de variedades no compactas (como es el caso del mode-
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lo compacto simpléctico singular que completa el modelo hamiltoniano) presentan
singularidades. Éstas están presentes tanto en las estructuras geométricas que las
modelizan como en los campos vectoriales asociados y, por tanto, también en su di-
námica. Las singularidades permiten comprender, desde una perspectiva unificada,
diversos fenómenos naturales en astrodinámica, como las existencia de órbitas de
escape y la existencia de órbitas periódicas singulares.

¿Qué sabemos de estas estructuras singulares? El problema restringido de tres
cuerpos está modelizado por una variedad simpléctica singular vía las transforma-
ciones de regularización (relacionadas con colisión). El segundo problema descrito
arriba sigue los patrones singulares del campo de Reeb en una variedad de con-
tacto singular, extendiendo la correspondencia de Beltrami-contacto a variedades
con borde, como se demuestra en [4]. Estas singularidades en dinámica celeste y de
fluidos dejan una huella significativa que impregna la estructura geométrica subya-
cente. Las ecuaciones que gobiernan la dinámica, originalmente hamiltonianas en
una variedad simpléctica, heredan una estructura singular. Cuando la dinámica se
restringe a un conjunto de nivel de la función hamiltoniana, la geometría inducida
es frecuentemente de tipo de contacto (singular). Las singularidades impregnan la
estructura geométrica, que deja de ser una estructura simpléctica o de contacto para
convertirse en una de Poisson o de Jacobi.

En este artículo daré una visión global de algunas de las conjeturas fundamen-
tales sobre la existencia de órbitas periódicas y describiré las herramientas clásicas,
fuertemente inspiradas en la clásica teoría de Morse, que se han utilizado para ata-
carlas (homología de Floer). La idea del artículo es extender nuestra mirada más
allá de las estructuras regulares. Para ello detallaré, como ejemplo motivador, el
problema restringido de tres cuerpos y la transformación de McGehee usada para
estudiarlo. También describiré la geometría singular subyacente en estas transforma-
ciones de regularización, y expondré cuáles son los resultados obtenidos en el estudio
de órbitas periódicas.

El artículo acaba describiendo nuevas líneas de investigación futura en esta teoría
que se basan en permutar técnicas clásicas en mecánica celeste y dinámica hamilto-
niana con técnicas propias del análisis geométrico en hidrodinámica. Estas técnicas,
que aparentemente pertenecen a mundos distintos, son intercambiables gracias a la
existencia de un espejo entre la geometría de contacto y la geometría de los campos
de Beltrami.

2. Nuestro escenario: La geometría simpléctica y de con-
tacto

Como matemáticos estamos acostumbrados a trabajar con la geometría de las
formas y las distancias de forma riemanniana. Es decir, asociamos una métrica defi-
nida positiva a nuestra variedad. Una vez asociada esta métrica aparecen invariantes
geométricos, como la curvatura, que juegan un papel fundamental en muchas áreas
de las matemáticas y sus aplicaciones.
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Una pregunta natural es qué ocurre si en vez de estudiar la geometría de las
estructuras simétricas le asociamos un forma antisimétrica: éste es el caso de la
geometría simpléctica cuyo origen se encuentra en el estudio de las ecuaciones ha-
miltonianas.

El movimiento de partículas en el espacio se puede formular como un sistema
hamiltoniano donde la energía total del sistema es la función hamiltoniana. Las
ecuaciones clásicas de Hamilton se escriben{

q̇ = −∂H∂p ,
ṗ = ∂H

∂q .
(1)

El movimiento de partículas en la dirección (posición) q en M se modeliza me-
diante un espacio (el espacio de fases) cuya dimensión es el doble de la dimensión del
espacio de posiciones, ya que se considera a la «velocidad» como nuevas coordenadas.
Éstas se conocen en física como posición y momento del espacio de fases. Hay dos
objetos matemáticos asociados naturalmente a este sistema: el fibrado cotangente
de las «posiciones», T ∗(M), y una forma natural asociada, la forma de Liouville. Su
diferencial ω = −dλ =

∑n
i=1 dqi ∧ dpi es una 2-forma exacta no degenerada en el

sentido de que la ecuación ιXαω = α tiene una solución única, el campo Xα, para
cualquier forma α. Para la forma exacta α = −dH, siendo H una función, este cam-
po vectorial se denomina campo vectorial hamiltoniano asociado a la función H. Una
2-forma ω cerrada y no degenerada se denomina forma simpléctica. Las ecuaciones
de Hamilton (1) coinciden con las ecuaciones del flujo del campo vectorial hamilto-
niano asociado a H. Los fibrados cotangentes son los primeros ejemplos naturales
de variedades simplécticas, pero hay muchos otros ejemplos simples. Por ejemplo,
cualquier superficie orientable es una variedad simpléctica.

Obsérvese que de la definición de campo hamiltoniano se obtiene Xf (f) =
df(Xf ) = ω(Xf , Xf ) = 0, es decir, el campo hamiltoniano es tangente a las hi-
persuperficies f = cte. Esta idea tan natural es, en realidad, el principio de Noether
que fue clave en la noción de integrabilidad de un sistema integrable.

El estudio de las propiedades geométricas de las variedades que poseen una for-
ma simpléctica se denomina geometría simpléctica. Un hecho característico de la
geometría simpléctica es que, a diferencia de la geometría riemanniana, no existen
invariantes locales. Así pues, no existe la noción de curvatura simpléctica, y uno
de los primeros teoremas de clasificación en geometría simpléctica sería el siguiente
resultado, que establece un único modelo local asociado a una forma simpléctica.
Teorema 1 (Darboux). Todas las variedades simplécticas son localmente equiva-
lentes.

Concretamente, Darboux demostró que, en el entorno de cualquier punto de
una variedad simpléctica, podemos encontrar coordenadas locales centradas en el
punto (p1, q1, . . . , pn, qn) tal que la estructura simpléctica se escribe localmente como
ω =

∑n
i=1 dpi∧dqi. En otras palabras, la geometría simpléctica local es la geometría

del espacio de fases (fibrado cotangente T ∗M) descrita arriba.
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A la izquierda Gaston Darboux y a la derecha Jürgen Moser. Fuente: Wikipedia.

Los problemas de clasificación global en geometría simpléctica son complicados.
En dimensión 2, puesto que una forma simpléctica coincide con una forma de vo-
lumen, la cuestión se vuelve más sencilla. De hecho, se pueden «deformar» formas
simplécticas que estén en la misma clase de cohomología siempre y cuando exista un
camino de formas simplécticas realizando la deformación.

En dimensión 2, dadas dos formas simplécticas ω0 y ω1 en la misma clase de
cohomología, i.e. [ω0] = [ω1], podemos escribir ω1 − ω0 = dα. El camino lineal de
formas ωt = tω1 + (1− t)ω0 es, en realidad, un camino de formas simplécticas. Las
ecuaciones de Moser (que se asemejan a las ecuaciones de Hamilton descritas antes)

ιXtωt = −α

permiten construir un campo t-dependiente, Xt, cuyo flujo a tiempo 1 da un difeo-
morfismo que conjuga ambas formas simplécticas.

Esta idea fue utilizada por Moser para clasificar las estructuras de volumen. En
particular, dos estructuras simplécticas en una superficie orientable son equivalen-
tes si pertenecen a la misma clase de cohomología. Este resultado no es cierto en
dimensión superior, Dusa McDuff construyó contraejemplos en [28].

El truco descrito arriba se conoce como truco de Moser y, todavía en nuestros
días, continúa siendo una de las técnicas más utilizadas en geometría simpléctica.

A toda estructura simpléctica ω le podemos asociar un paréntesis de Poisson de
la siguiente forma: dadas un par de funciones f, g ∈ C∞(M2n) definimos el paréntesis

{f, g} = ω(Xf , Xg),

siendo los campos Xf y Xg los campos hamiltonianos respecto a ω.
Obsérvese que, en el lenguaje de paréntesis, el principio de Noether se convierte

en la expresión {f, f} = 0. Para poder aplicar la idea de Noether a la integrabilidad
necesitamos introducir nuevas integrales primeras. De la definición de campo hamil-
toniano es sencillo comprobar la igualdad {f, g} = Xf (g). Un sistema integrable en
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A la izquierda Sofia Kovalevskaya (fuente: Wikipedia) y a la derecha Dusa McDuff
(fuente: Gert-Martin Greuel, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach).

Emmy Noether (izquierda) y el problema de dos cuerpos (derecha). Fuente: Wikipedia.

una variedad simpléctica de dimensión 2n viene dado por n funciones (integrales pri-
meras) que conmutan respecto al paréntesis de Lie (es decir {fi, fj} = 0, ∀i, j). Un
ejemplo de sistema integrable es la peonza de Kovalevskaya, donde los momentos de
inercia cumplen una relación concreta. Otros ejemplos vienen dados por el problema
de dos cuerpos, donde se estudia la trayectoria de dos cuerpos que se atraen entre
sí. En este caso, el momento angular total y el momento lineal total son integrales
primeras.

De la condición {f, g} = Xf (g) también deducimos que este paréntesis define
una derivación en cada una de las variables (regla de Leibniz). Claramente es anti-
simétrica (Noether) y se puede comprobar la propiedad X{f,g} = [Xf , Xg], lo cual
implica que cumple también la identidad de Jacobi (i.e., {{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+
{{h, f}, g} = 0 para tres funciones f , g y h cualesquiera).

En general se puede definir una estructura de Poisson no asociada a una estruc-
tura simpléctica (por lo tanto, en una variedad que no tiene por qué tener dimensión
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Vladimir Arnold (fuente: Svetlana Tretyakova vía Wikipedia) y Alan Weinstein
(fuente: Margo Weinstein vía Wikipedia).

par). Una estructura de Poisson general se define como un paréntesis antisimétrico en
una variedad M (no necesariamente de dimensión par) {·, ·} : C∞(M)×C∞(M) −→
C∞(M) que satisface las identidades de Leibniz y Jacobi.

Dado que un paréntesis de Poisson define una biderivación, en geometría de Pois-
son se suele trabajar con el lenguaje de bivectores. Se define un bivector Π como una
sección del fibrado Λ2(TM). La correspondencia entre paréntesis de Poisson y bi-
vectores queda clarificada con la fórmula Π(df, dg) = {f, g}. La condición de Jacobi
impone una restricción adicional a un bivector para que sea Poisson, [Π,Π] = 0, ha-
bitualmente denominada condición de integrabilidad, donde el corchete corresponde
con la extensión del corchete de Lie a los bivectores (corchete de Schouten).

Una de las herramientas clave en el estudio de los sistemas hamiltonianos es
la geometría de contacto. Ésta es la geometría inducida sobre una hipersuperfície
de energía conservada por un campo de Liouville transverso. Estos análogos de las
variedades simplécticas en dimensión impar se denominan variedades de contacto, y
su geometría se describe mediante una forma α que satisface una propiedad de no
integrabilidad, α ∧ (dα)n 6= 0. La dinámica de una variedad de contacto se rige, en
gran medida, por la dinámica de los campos vectoriales Reeb R determinados por
las ecuaciones α(R) = 1 y ιR dα = 0.

3. De Arnold a Weinstein: Las grandes conjeturas

Las últimas décadas han representado un periodo dorado para la topología sim-
pléctica y de contacto (véanse, por ejemplo, los artículos tipo survey [9, 13, 15, 38]).
Dado un sistema hamiltoniano, una de las cuestiones fundamentales que interesa a
topólogos simplécticos, dinámicos y expertos en mecánica celeste, es la existencia
de órbitas periódicas. No solo sigue el programa iniciado por Poincaré [41] (véase
también [7]) para entender la dinámica global de un sistema dinámico, también en-
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cuentra aplicaciones reales de las novedosas técnicas en homología de Floer y de
contacto.

El programa analítico desarrollado por Rabinowitz, Conley y Zehnder para es-
tudiar las órbitas periódicas fue llevado al siguiente nivel por Floer, quien vio en
esta identificación de las órbitas periódicas y puntos críticos de un funcional una
oportunidad para hacer una abstracción de la teoría Morse a dimensiones infinitas
(el funcional en cuestión es el de acción en el espacio de lazos). Floer consiguió desa-
rrollar su teoría inspirándose en la teoría de Morse construyendo un complejo mucho
más sofisticado, el complejo de Floer.

La restricción del hamiltoniano a un conjunto de niveles revela una nueva es-
tructura geométrica: la de la geometría de contacto y, por lo tanto, tiene sentido
preguntarse si existen órbitas periódicas en las hipersuperficies de nivel dadas por
el hamiltoniano. Más en general:
Conjetura 2 (Weinstein). El campo de Reeb de una variedad de contacto compacta
admite al menos una órbita periódica.

Taubes [42] lo demostró en dimensión 3 (véase también la demostración de Hut-
chings [24]). Hofer [22] lo demostró para variedades de tipo overtwisted utilizando
curvas pseudoholomorfas.

En el terreno simpléctico destacamos la conjetura de Arnold que relaciona las
órbitas periódicas con los números de Betti.
Conjetura 3 (Arnold, 1963). Sea Ht : R×M2n → R un hamiltoniano t-dependiente.
Entonces,

#{órbitas periódicas de XHt} ≥
2n∑
k=0

βk.

Como veremos en la siguiente sección, si el hamiltoniano no es dependiente del
tiempo, este resultado es consecuencia de las desigualdades de Morse.

Otras conjeturas muy destacables en el terreno del estudio de órbitas periódicas
son las de Conley y Seifert (en versión hamiltoniana).

La conjetura de Seifert clásica dice que cada campo continuo en la esfera 3-
dimensional S3 tiene una órbita periódica. Paul Schweitzer encontró un contra-
ejemplo C1 a esta conjetura. Más tarde, Krystina Kuperberg [27] proporcionó un
contraejemplo diferenciable de tipo C∞ usando las denominadas «trampas».

La conjetura de Conley se centra en demostrar la abundancia de órbitas perió-
dicas. La siguiente versión fue demostrada por Ginzburg en [14]:
Teorema 4 (Conjetura de Conley). Sea M una variedad compacta verificando la
condición c1(TM)|π2(M) = 0 o negativamente monótona. Los difeomorfismos ha-
miltonianos ϕ de M con un número finito de puntos fijos tienen órbitas periódicas
simples para cada periodo arbitrario.

Hofer y Zehnder [23] demostraron que «casi todas» las hipersuperficies de nivel
dadas por el hamiltoniano tienen órbitas periódicas para una clase muy amplia
de variedades simplécticas (las que tienen capacidad de Hofer-Zehnder finita). Un
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Krystina Kuperberg (fuente: Ana Kuperberg vía Wikipedia) y Viktor Ginzburg
(fuente: ICMAT).

valor a del hamiltoniano H se denomina aperiódico si su hipersuperficie de nivel
{H = a} no contiene órbitas periódicas. Denotemos por APH el conjunto de valores
aperiódicos; la conjectura hamiltoniana de Seifert establece que el conjunto
APH es vacío si H es una función propia de (R2n, ωst) (ver [13]). La conjetura es
falsa, como se demostró en [12] para 2n ≥ 6, y luego en dimensión 4 en [15]. El
contraejemplo usa una construcción inspirada por Kuperberg.

4. De Morse a Floer: Lo que las singularidades nos cuen-
tan

I’ll be your mirror
Reflect what you are, in case you don’t know
I’ll be the wind, the rain and the sunset
The light on your door to show that you’re home

The Velvet Underground & Nico

Clásicamente, la topología siempre ha sido fiel aliada de los sistemas dinámicos.
Este sistema evoluciona condicionado por la «forma del espacio». Topología y geo-
metría, también entrelazadas entre sí de forma natural, han desarrollado sinergias
más allá de lo esperado, siendo la teoría de Morse un ejemplo. La teoría de Morse
se encuentra en el cruce de caminos entre la geometría diferencial y la topología.
La idea básica es la de reconstruir la topología de la variedad teniendo información
sobre los puntos críticos de sus funciones diferenciables. Esta idea de mezclar técni-
cas propias de la geometría diferencial y la topología se ha labrado como una idea
fértil que ha jugado un papel fundamental en la topología diferencial clásica [33] y
moderna.

Los topólogos simplécticos han llevado este maridaje hasta las últimas conse-
cuencias, desarrollando la teoría de Floer para abordar las conjeturas de Arnold y
Weinstein sobre órbitas periódicas. Las ideas de Floer han dado lugar a un nuevo
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c

b2

b1

a

h

Imagen clásica de la teoría de Morse: la función altura en el toro f = h es una
función de Morse.

mundo que se encuentra en su punto álgido en la actualidad: la teoría de Floer [11].
Estas ideas están profundamente inspiradas por la teoría de Morse, ya que remplaza
las singularidades de funciones diferenciables por los puntos críticos de funciones de
acción definidas en el espacio de lazos.

Repasemos a continuación los rasgos más destacables de ambas teorías (para más
detalles, consultar [2] y [3]).

La homología de Morse se construye a partir de los elementos que detallamos a
continuación.

Dada una variedad diferenciable M de dimensión n, diremos que una función
f : M → R es una función de Morse si todos sus puntos críticos son no degenerados.

El lema de Morse da una forma local normal de cómo se expresa la función en
un sistema de coordenadas local en función del índice del punto crítico1.
Lema 5 (Lema de Morse). Sea p ∈ M un punto crítico de f de índice k. Entonces
existe un sistema local de coordenadas (U, (x1, . . . , xn)) centradas en p tal que

f |U = f(p)− x2
1 − · · · − x2

k + x2
k+1 + · · ·+ x2

n.

Dada una función de Morse f : M → R se puede construir un complejo de
cadenas tomando como generadores los puntos críticos de f ordenados por el índice.
Estos puntos están relacionados por el flujo del gradiente riemanniano asociado a
una métrica riemanniana g, − gradg f . El operador de borde del complejo de cadenas
se define como la cuenta de las trayectorias que conectan puntos críticos de distintos
índices. Concretamente, se define por la fórmula

∂kp =
∑

q∈Critk−1(f)

ng(p, q)q,

1Éste índice coincide con el índice de la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana en el
punto en cualquier carta.
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donde ng(p, q) denota al número de trayectorias conectando p y q, y Critk(f) a los
puntos críticos de índice k.

Un punto importante de esta teoría es que se puede demostrar que la homología
de Morse no depende ni de la función de Morse escogida ni de la métrica. De hecho, la
homología de Morse es isomorfa a la homología celular y es, por tanto, un invariante
topológico.

a

f(a) ≤ f(x) ≤ f(b1)

b1

a

f(b1) ≤ f(x) ≤ f(b2)

b2

b1

a

f(b2) ≤ f(x) ≤ f(c)

c

b2

b1

a

f(c) ≤ f(x)

Reconstrucción de la topología del toro a partir de su descomposición celular y los
índices de la función de Morse.

Debido a la invariancia topológica, el isomorfismo con la homología singular se
obtiene como consecuencia de las desigualdades de Morse teniendo en cuenta que
los generadores de la homología de Morse son los puntos críticos de un determinado
índice.
Teorema 6 (Desigualdades de Morse). Dada f : M → R una función de Morse,
denotamos por ck el número de puntos críticos de índice k, y por βk el número
k-ésimo de Betti de M . Entonces,

ck ≥ βk.

En particular,

# Crit(f) ≥
n∑
k=0

βk.

En particular, las desigualdades de Morse demuestran la conjetura de Arnold
en el caso en que el hamiltoniano no sea dependiente del tiempo ya que, al ser
la forma simpléctica no degenerada, los puntos críticos de H son ceros del campo
hamiltoniano XH , que se considera un caso particular de órbita periódica.

Entre las aplicaciones de las ideas de Morse a modelos infinito-dimensionales
destacamos la de Floer, donde ambos, índice y coíndice, son infinito dimensionales.
Floer pertenece a la escuela de Conley y Zenhder, donde se aplicaban técnicas ana-
líticas a problemas de dinámica hamiltoniana y, más concretamente, al estudio de
las órbitas periódicas. El estudio de dichas órbitas se consideró desde los tiempos de
Poincaré, utilizando técnicas clásicas de sistemas dinámicos. El enfoque variacional
para estudiar las órbitas periódicas de los sistemas hamiltonianos comenzó con la
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contribución clave de Rabinowitz, Conley y Zehnder, quienes aplicaron las ideas del
cálculo variacional para encontrar este tipo de órbitas (ver, por ejemplo, [22] y [23]).

Más concretamente, el punto de partida es el siguiente. Estamos interesados en
las soluciones periódicas (de periodo 1) de la ecuación

ẋ(t) = XHt(x(t)),

donde Ht es una función hamiltoniana que depende del tiempo, t. Estas solucio-
nes se pueden pensar como aplicaciones diferenciables x : S1 → M , que son so-
lución de la ecuación anterior. Podemos considerar el conjunto C∞(S1,M) = {x :
S1 → M | x diferenciable}. Este espacio no tiene por qué ser conexo (dos lazos
no homótopos no están en la misma componente conexa), por eso consideramos
LM = {x ∈ C∞(S1,M) | x contractible}, con la topología C∞. Además, nos restrin-
giremos a variedades asféricas que cumplen

∫
S2 ψ

∗ω = 0 para cualquier aplicación
diferenciable ψ : S2 → M (esta condición la cumplen, por ejemplo, las variedades
cuyo segundo grupo de homotopía se anula).

Andreas Floer. Fuente: Wi-
kipedia.

Definimos el funcional de acción como la aplica-
ción AH : LM → R dada por

AH(x) =
∫ 1

0
Ht(x(t)) dt−

∫
D2
u∗ω,

siendo u cualquier extensión de x al disco (aquí uti-
lizamos la condición de asfericidad).

La diferencial de AH en el punto x en la dirección
Y ∈ TxLM se escribe

dAH(x) · Y =
∫ 1

0
ω(ẋ(t)−XHt(x(t)), Y (t)) dt.

Como la forma simpléctica ω es no degenerada, esto
implica que las soluciones de la ecuación que quería-
mos se corresponden con los puntos críticos. Es decir,
esto demuestra el siguiente teorema de Rabinowitz:
Teorema 7 (Rabinowitz). Para variedades compactas asféricas existe una corres-
pondencia biyectiva entre puntos críticos del funcional de acción y órbitas periódicas.

Con Rabinowitz, la búsqueda de órbitas periódicas dejó de seguir recetas sim-
plificadas de cálculo de secciones de Poincaré y se convirtió en un delicado estudio
de puntos críticos de un funcional en el espacio de lazos. Rabinowitz deja, pues, la
búsqueda de órbitas periódicas en manos del análisis más abstracto.

Floer contribuyó con un gran paso adelante para acercar el análisis en dimen-
sión infinita recurriendo al imaginario colectivo del topólogo algebraico que persigue
diagramas para resolver un problema «de forma algebraica» a partir de sucesiones
exactas largas. Así, Floer imitó la idea de reconstruir la topología de la variedad
a partir de sus puntos críticos (como lo hace la teoría de Morse [33]) y construyó
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el complejo de Floer conectando este enfoque variacional con la teoría de curvas
pseudoholomorfas.

El complejo de Floer tiene como generadores las soluciones de la ecuación
ẋ = XHt(x)

identificadas por Rabinowitz como los puntos críticos del funcional de acción. De la
misma manera que en la teoría de Morse los puntos venían clasificados por un índice
(el de la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana en el punto crítico), en el
caso de Floer se utiliza el índice de Conley-Zehnder. Para definir la homología de
Floer se necesita introducir el concepto de estructura casi compleja en una variedad.
Una estructura casi compleja J en M es una sección de TM ⊗ T ∗M tal que

J2 = − Id .

Diremos que es calibrada por la forma simpléctica ω si
ω(JX, JY ) = ω(X,Y ), ∀X,Y ∈ X(M) (el conjunto de campos vectoriales);
ω(X, JX) > 0, ∀X ∈ X(M).

En particular, induce una estructura riemanniana en M . La forma de definir el
análogo de las líneas de gradiente en homología de Morse es considerar las soluciones
de la ecuación de Floer. Las soluciones en (M,ω, J) vienen dadas por las aplicaciones
u : (−ε, ε)× S1 →M que cumplen

∂u

∂s
+ Ju

∂u

∂t
+ graduHt = 0,

que son curvas pseudoholomorfas. Se requiere «energía finita» para conseguir que u
conecte efectivamente los puntos críticos:

E(u) = −
∫
R
dAH ·

∂u

∂s
=
∫∫

R×S1

∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 < +∞.

En estas condiciones es posible definir el operador de borde del complejo, con-
tando en el espacio de móduli de soluciones de la ecuación de Floer asociado a dos
puntos. De esta forma, se define una homología de Floer (solo para variedades as-
féricas, lazos contractibles, y con ciertas condiciones adicionales necesarias que no
describo con detalle aquí, como la condición de no degeneración). Un resultado fun-
damental de esta teoría es que la homología de Floer (como pasaba en el caso de la
homología de Morse) no depende de los datos auxiliares usados para definirla. Por
lo tanto, no depende de ω, de Ht ni de J , lo cual no deja de ser sorprendente (o,
decepcionante, según se mire), ya que el origen de toda la teoría era detectar las
órbitas periódicas de un hamiltoniano concreto.

Esto nos dice que, en particular, la homología de Floer es isomorfa a la de Morse
(con un corrimiento de índice), siendo un invariante topológico de la variedad.
Teorema 8. La homología de Floer, HF , de una variedad simpléctica (M2n, ω) es
isomorfa a la homología de Morse, HM (con un corrimiento de índice):

HF•(M) ∼= HM•+n(M).

Eso demuestra, en particular, la conjetura de Arnold para variedades asféricas.
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5. La geometría simpléctica y de contacto del problema
restringido de tres cuerpos

Uno de los problemas que surgen en dinámica espacial es el de describir la tra-
yectoria de varios cuerpos cuyo movimiento viene condicionado por su atracción
mutua.

El problema se conoce como el clásico problema de tres cuerpos o, más general-
mente, el problema de n cuerpos. En sus versiones restringidas, uno de los cuerpos
tiene masa despreciable y se intenta aproximar por la versión de n− 1 cuerpos.

Para el problema de dos cuerpos, tanto el momento total lineal L como el angular
J son integrales primeras del sistema. Eso quiere decir que las órbitas están trazadas
sobre las subvariedades L = cte y J = cte. Clásicamente, la integración del problema
de dos cuerpos se produce al simplificar primero por L y conseguir convertir el
problema inicial en el conocido problema de Kepler.

El problema de tres cuerpos dista de ser teórico, ya que el sistema Tierra-Luna-
Sol sigue ese paradigma. Los problemas restringidos aparecen cuando consideramos
el movimiento de un satélite.

Es conocido desde Poincaré que el problema de tres cuerpos es no integrable;
sin embargo, gran parte de la teoría deriva de conseguir diversos resultados, como
el de la existencia de órbitas periódicas, a partir de los problemas restringidos. El
lenguaje simpléctico permite formular y tratar el problema de las trayectorias de los
campos hamiltonianos de forma efectiva.

Centrémonos ahora en el problema circular restringido (plano) de tres cuerpos.
En éste, consideramos el movimiento de un cuerpo sin masa bajo el campo gravi-
tacional de otros dos cuerpos que siguen las leyes de Kepler. La versión plana del
problema restringido supone que el movimiento tiene lugar en un plano. El hamil-
toniano coincide con la energía total del sistema, que es la suma de las energías
cinéticas y potencial:

H(q, p) = ‖p‖
2

2 + 1− µ
‖q − q1‖

+ µ

‖q − q2‖
= T + U

donde µ es la masa reducida del sistema.
Al estudiar el problema restringido circular plano considerando las simetrías del

sistema, conviene realizar un cambio a coordenadas polares q = (r cosα, r senα).
Tras el correspondiente cambio en las coordenadas momento, la función hamiltoniana
queda

H(r, α, Pr, Pα) = P 2
r

2 + P 2
α

2r2 + U(r cosα, r senα)

donde Pr, Pα son los momentos asociados y U(r cosα, r senα) representa la energía
potencial del sistema en las nuevas coordenadas. El cambio de McGehee se utiliza
para estudiar el comportamiento de las órbitas próximas al infinito. Este cambio
viene dado por

r = 2
x2 . (2)
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Problema restringido de tres cuerpos.

La función hamiltoniana en las nuevas coordenadas momento Pr = −x
3

4 Px se escribe

H(r, α, Pr, Pα) = x6P 2
x

32 + x4P 2
α

8 + U(x, α).

Si consideramos el cambio de McGehee sin cambiar las coordenadas momento
correspondientes (2), obtenemos una función hamiltoniana más simple, pero la forma
simpléctica adquiere una singularidad y deja de ser una forma diferenciable en x = 0:

ω = 4
x3 dx ∧ dPr + dα ∧ dPα.

Sin embargo, el dual de esta forma tiene sentido como estructura de Poisson.
El estudio de estas formas diferenciales con singularidades ha sido formalizado en
[31] en el caso de orden 1, y son denominadas b-formas. La notación de b viene del
estudio de variedades con borde. El estudio de su geometría simpléctica y de Poisson
se ha realizado en [19]. En particular, esta forma se denomina forma b3-simpléctica.

Este modelo presenta un tipo de singularidades que, más generalmente, son del
tipo:

(bm-simplecticas)
ω = 1

xm1
dx1 ∧ dy1 +

∑
i≥2

dxi ∧ dyi;

(m-dobladas)
ω = xm1 dx1 ∧ dy1 +

∑
i≥2

dxi ∧ dyi.

En la siguiente sección analizaremos en detalle y describiremos con total propie-
dad estas estructuras.

Ahora pretendemos analizar la geometría de contacto del problema restringido
de tres cuerpos y estudiar el efecto de las posibles singularidades. En particular
describimos una aplicación de la conjetura de Weinstein a este problema.
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Geometría de contacto: La restricción a H = cte induce una estructura de con-
tacto cuando existe un campo de Liouville transverso a la hipersuperficie. En el caso
singular, esta estructura puede admitir singularidades.

Albers, Frauenfelder, Van Koert y Paternain [1] dieron un paso adelante en el
estudio teórico de las órbitas periódicas del problema restringido de tres cuerpos
aplicando la conjetura de Weinstein en la dimensión 3 a este problema. Su estrategia
es considerar los conjuntos de niveles de los hamiltonianos y estudiar la existencia
de campos vectoriales de Liouville transversos (condición requerida para tener una
estructura de contacto inducida). Sin embargo, como la compacidad es una hipótesis
necesaria para que la prueba de Taubes funcione, Albers, Frauenfelder, Van Koert
y Paternain tuvieron que compactificar primero usando la técnica de regularización
clásica de Moser [26], por lo que prueban la existencia de órbitas periódicas no para
el problema inicial sino para el regularizado.

L3

L4

L5

L1 L2

Esquema de los puntos de Lagrange.

Utilizando su método, no es
posible localizar las órbitas pe-
riódicas más allá de localizarlas
en una hipersuperficie de nivel
del hamiltoniano. El estudio de
la topología del problema depen-
de en gran medida de la geografía
de los puntos lagrangianos, que
son los puntos críticos del hamil-
toniano, representados en la figu-
ra. En [1], los autores prueban
que, para c < H(L1), la hiper-
superficie de nivel c es una varie-
dad de contacto y aplican la con-
jetura de Weinstein para demos-
trar que el problema restringindo
de tres cuerpos tiene una órbita
periódica para cada valor de la
energía c < H(L1).

Los resultados de [1] identifican la topología de contacto en los conjuntos de nivel
de H y prueban la existencia de órbitas periódicas, pero no localizan estas órbitas
con respecto a la línea en el infinito/conjunto de colisiones (ya que la regularización
de Moser elimina este conjunto singular). Sin embargo, éste no es el caso de la
regularización de McGehee [30], donde la línea en el infinito se identifica con el
conjunto singular de la estructura b3-simpléctica descrita arriba.

A continuación, motivados por estos ejemplos, formalizamos el estudio de esta
geometría simpléctica singular.
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6. Un curso acelerado en geometría simpléctica singular

En esta sección damos un repaso rápido a los conceptos fundamentales desarro-
llados en geometría b-simpléctica y geometría singular siguiendo fundamentalmente
las referencias [16], [17], [18], [19], [20] y [21].

Las variedades b-simplécticas o b-Poisson corresponden a un tipo de variedades
de Poisson que son de dimensión par (digamos que de dimensión 2n) tal que el
producto exterior de orden n del bivector de Poisson Πn corta la sección cero de
ΛnTM de forma transversa. Estas variedades son simplécticas fuera del conjunto
donde Πn se anula (conocido como lugar singular, Z).

El estudio de las variedades de b-Poisson se puede abordar usando técnicas próxi-
mas a las simplécticas. Para ello, es necesario poder tratar dichas estructuras como
formas. Eso se puede conseguir cambiando el fibrado cotangente por otro fibrado
y redefiniendo las nuevas formas como secciones diferenciables de un nuevo fibrado
que esconde las singularidades.

Para definir este fibrado consideramos sus secciones locales: un b-campo es un
campo tangente a la hipersuperficie singular Z. Usando un argumento à la Serre,
el espacio de b-campos se puede identificar con secciones de un nuevo fibrado deno-
minado fibrado b-tangente, bTM . Las b-formas son secciones del álgebra exterior
de su dual (el fibrado b-cotangente bT ∗M := (bTM)∗) y han sido utilizadas am-
pliamente por Melrose para estudiar el teorema del índice en variedades con borde
[31], y por Nest y Tsygan [37] para el estudio de la cuantización por deformación de
variedades con borde.

Si imponemos tangencia a la hipersuperficie singular Z hasta ordenm, obtenemos
un nuevo fibrado, el bm-tangente, y las formas tienen singularidades de orden m
y se denominan bm-formas. Una b-forma simpléctica es una b-forma de grado 2,
cerrada y no degenerada como sección de Λ2(bT ∗M). En [19] probamos que hay una
correspondencia entre b-formas simplécticas y estructuras de b-Poisson.

En particular, se puede definir un complejo de b-formas que da lugar a la b-
cohomología, que es isomorfa a la cohomología de De Rham suma directa con la
cohomología de Z en grado −1. El uso del lenguaje de estas estructuras de Poisson
con el lenguaje de formas ha permitido importar técnicas del mundo simpléctico,
como la técnica del camino de Moser. En particular, gracias a ello se ha podido de-
mostrar un teorema de coordenadas acción-ángulo para las variedades b-simplécticas
[25], obteniendo importantes aplicaciones a teoría KAM, útiles para el estudio de
teoría de perturbaciones en variedades con borde.

Una estructura b-contacto en una variedad de dimensión 2n+1 viene dada por una
b-forma que verifica α ∧ (dα)n 6= 0. En total analogía con el espejo b-simpléctico/b-
Poisson: una estructura de b-contacto se puede visualizar como una forma de Jacobi
structure en una variedad de dimensión impar.

Las variedades b-simplécticas se asemejan a las variedades simplécticas dobladas.
De hecho, en [21] demostramos que una variedad b-simpléctica se puede desingula-
rizar como una variedad simpléctica doblada. Una estructura simpléctica doblada
viene dada por una 2-forma ω en una variedad M2n simpléctica fuera de Z, tal que
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Toros de Liouville asociados a un sistema integrable. En el centro, con distinto color,
el toro de Liouville singular.

ωn corta la sección cero del fibrado Λn(TM) transversalmente y cuya restricción a
Z tiene grado maximal. Las variedades simplécticas dobladas se pueden visualizar
como variedades simplécticas que se doblan por la hipersuperficie singular (de hecho
su estudio está relacionado con el estudio de las variedades de origami [40]), que son
denominadas así por el estudio en papiroflexia y que son variedades dobladas. Las
variedades tóricas de origami se pueden reconstruir a partir de una superposición de
politopos de Delzant (puzzle de variedades tóricas).

A la izquierda, auténtico origami (fuente: Wikipedia); a la derecha, origami asociado
al blow-up radial de dos superficies de Hirzebruch.

7. El problema restringido de tres cuerpos y geometría
singular: Nuevos resultados

Ahora que ya disponemos del lenguaje de formas singulares, retomemos los resul-
tados de Albers, Frauenfelder, Van Koert y Paternain [1] sobre el problema restringi-
do de tres cuerpos plano y circular. Lo hacemos en el contexto singular e intentamos
obtener y localizar nuevas órbitas periódicas.

Empezamos describiendo el hamiltoniano en coordenadas rotacionales: H(q, p) =
|p|2

2 −
1−µ
|q−qE | + µ

|q−qM | + p1q2 − p2q1. Tras efectuar el cambio de McGehee nos pre-
guntamos si la hipersuperficie de nivel c tiene una estructura de b3-contacto.
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Junto con Oms demostramos un nuevo resultado sobre la existencia de órbitas
periódicas para el problema restringido de los tres cuerpos (plano y circular):
Teorema 9 (Miranda-Oms, [35]). El campo Y = p ∂

∂p es un b3-campo de Liouville
que es transverso a la hipersuperficie de nivel c para c > 0, y las hipersuperficies de
nivel (Σc, ιY ω) para c > 0 son variedades de b3-contacto.

1. El lugar singular es un cilindro.
2. El campo de Reeb admite infinitas órbitas periódicas en el conjunto singular.

¿Qué ocurre con las variedades de bm-contacto en general? ¿Se puede demostrar
un teorema de Weinstein para los campos de Reeb singulares?

Más en general: ¿qué ocurre con los análogos al teorema hamiltoniano de Sei-
fert en el contexto singular? Una primera idea sería desingularizar las estructuras
usando las técnicas de desingularización desarrolladas conjuntamente con Guillemin
y Weitsman en [21] donde, en particular, se deducen obstrucciones topológicas a la
existencia de estructuras bm-simplécticas sobre una variedad dada:

Toda variedad b2k-simpléctica admite una estructura simpléctica.
Cualquier variedad b2k+1-simpléctica admite una estructura simpléctica dobla-
da.

El problema de aplicar las técnicas de desingularización y luego aplicar la conje-
tura de Weinstein (regular), Hamiltoniana-Seifert (regular), etc., es que el funcional
de acción puede no depender de forma diferenciable de la deformación que lleva las
estructuras b2m a las estructuras regulares.

No obstante, pudimos demostrar el siguiente resultado:
Teorema 10 (Miranda-Oms, [35]). Cualquier variedad de bm-contacto 3-dimensional
con superficie singular compacta Z admite infinitas órbitas periódicas localizadas
en Z.

Un punto clave de la demostración de este teorema es que el campo de Reeb es
tangente a la superficie crítica Z, que a su vez es simpléctica. Además, el campo de
Reeb es hamiltoniano a lo largo de Z, de hamiltoniano HZ . Las órbitas periódicas
surgen como las soluciones regulares de la ecuación HZ = cte en dimensión 2.

En [35] también dimos un resultado de existencia de órbitas periódicas en varie-
dades denominadas overtwisted, no compactas, adaptando los resultados de [22] para
estructuras no compactas. En particular, conseguimos nuevos resultados en el caso
singular, ya que dada una variedad de bm-contactoM con hipersuperficie singular Z,
M \ Z es una variedad de contacto no compacta.

A pesar de todo, en [35] queda pendiente entender cómo buscar «órbitas singu-
lares». Encontrar estas órbitas singulares es interesante, ya que incluye una serie de
órbitas relevantes en sistemas dinámicos: como las órbitas heteroclínicas y las órbitas
homoclínicas. Curiosamente, también incluye el estudio de trayectorias de escape en
mecánica celeste ya que, en muchas ocasiones, éstas se pueden compactificar como
órbitas periódicas tras utilizar transformaciones de regularización.



650 Mirando hacia el futuro

Una estrategia para conseguir esta hazaña sería repetir el «recetario» de Rabino-
witz y Floer [11] y permitir órbitas que fuesen topológicamente círculos con puntos
marcados como soluciones críticas del funcional de acción. Para ello, deberíamos
cambiar la estructura diferenciable del espacio de lazos y extender los complejos de
Floer para que dichas soluciones sean admisibles.

γ2

γ1

Z

γ

En la izquierda, órbitas singulares. En la derecha, órbitas singulares vs. trayectorias
de escape.

Otro punto de vista se centra en buscar trayectorias de escape como primera
aproximación a encontrar las órbitas singulares periódicas, dado que en un pequeño
entorno de la hipersuperficie singular coinciden. Este punto de vista es interesante
desde la perspectiva de astrodinámica, ya que las trayectorias de escape (véanse,
por ejemplo, los trabajos [32], [7] y [8]) son una de las cuestiones centrales de su
estudio y las variedades bm-simplécticas o bm-contacto [34] se pueden pensar, en
numerosas ocasiones, como compactificaciones de modelos simplécticos o de contacto
no compactos.

8. Mirando hacia el futuro a través del espejo
‘It seems very pretty,’ she said when she had finished it, ‘but it’s RATHER
hard to understand!’ (You see she didn’t like to confess, even to herself,
that she couldn’t make it out at all.) ‘Somehow it seems to fill my head
with ideas–only I don’t exactly know what they are!

Lewis Carroll,
Through the Looking-Glass: And What Alice Found There.

En esta última sección desvelamos nuevas estrategias de futuro para demostrar la
existencia de órbitas singulares y órbitas de escape. Como Alicia, necesitamos nuevas
técnicas que nos permitan entender el problema que consideramos atractivo, pero
difícil de entender. En particular, necesitamos un espejo que permita transformar
nuestra estructura de contacto (simpléctica. . . ) en otra estructura matemática donde
la búsqueda de órbitas singulares o trayectorias de escape se pueda conseguir con
nuevas técnicas.

Para las estructuras de contacto, Etnyre y Ghrist [10] demostraron que existe
una correspondencia entre campos de Reeb de una estructura de contacto y campos
de Beltrami.

Recordamos brevemente qué son los campos de Beltrami y qué técnicas de la
hidrodinámica permiten importar a nuestro terreno que nos permitan avanzar en
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el estudio de las órbitas singulares. Una excelente referencia para introducirse en el
estudio de los campos de Beltrami es el artículo [39].

Las ecuaciones de Euler modelizan la dinámica de un fluido no viscoso e in-
compresible. Clásicamente, escritas en el contexto euclídeo 3-dimensional, se pueden
generalizar para cualquier métrica y cualquier variedad 3-dimensional (M3, g) como{

∂X
∂t +∇XX = −∇P,

divX = 0,

donde X es la velocidad, ∇ el gradiente riemanniano y P la presión. La función de
Bernoulli está dada por B = P + 1

2g(X,X). Cuando el flujo no depende del tiempo,
obtenemos las llamadas soluciones estacionarias. Denotando por α = ιXg y por µ
el volumen asociado, las ecuaciones de Euler estacionarias se pueden escribir como{

ιX dα = −dB,
dιXµ = 0.

Una clase importante de soluciones estacionarias la dan los campos de Beltrami
(que incluyen los flujos ABC y los campos de Hopf). Los campos de Beltrami verifican
rotX = fX, con f ∈ C∞(M). Los campos de Beltrami con f 6= 0 se llaman
rotacionales. Si X es un campo de Beltrami rotacional que no se anula, entonces la
1-forma α = ιXg es de contacto.

De hecho, el espejo contacto/Beltrami funciona en las dos direcciones:
Teorema 11 (Etnyre y Ghrist, [10]). Existe una correspondencia (módulo repara-
metrización) entre campos de Beltrami rotacionales no singulares y campos de Reeb
para alguna estructura de contacto.

Z1

γ1

Z2

Z3

γ2

γ3

Diversas órbitas de escape
(γ1 no es periódica).

Usando esta identificación, en [4] probamos que
dicha correspondencia se puede extender a varieda-
des de b-contacto que a su vez modelizan variedades
con borde. En [5] demostramos que la correspon-
dencia se puede generalizar a cualquier dimensión
impar.

Etnyre y Ghrist ya utilizaron el espejo cuando
aplicaron la conjetura de Weinstein en dimensión 3,
para demostrar la existencia de órbitas periódicas
para los campos de Beltrami.

En [36] demostramos que podemos aplicar el
teorema 10 de la sección anterior a través del espejo.
Lo interesante es que, en numerosos casos, la fun-
ción hamiltoniana HZ tal que XHZ |Z = R|Z (campo
de Reeb) es una autofunción del laplaciano asociado a la métrica de la correspon-
dencia Reeb/Beltrami. Por lo tanto, se pueden aplicar las técnicas de Uhlenbeck [43]
de análisis geométrico para demostrar la existencia genérica de órbitas singulares
periódicas para un conjunto muy representativo de estructuras de contacto.
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La técnica también permite dar cotas inferiores sobre el número de órbitas de
escape utilizando las desigualdades de Morse que hemos presentado en la sección 4
de este artículo.

Este hallazgo abre nuevas puertas para resolver muchos problemas abiertos en
mecánica celeste sobre trayectorias de escape utilizando técnicas propias del análisis
geométrico. Pretendemos explorar los análogos en dimensión superior que permiti-
rían, por ejemplo, abordar más precisamente el estudio iniciado por Xia [6] sobre
singularidades sin colisión y órbitas de escape en el problema de cinco cuerpos, así
como otros problemas en mecánica celeste (ver también [8], [26], [29], [30], [32] y [41]).
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