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1 Introduccid

1.1 L’aritmetica modular

L’aritmetica modular és una branca de les matematiques, concretament de la teoria de
nombres. Tracta sobre els residus i les diferents operacions aritmetiques que es poden fer
amb conjunts reduits d’enters. Té diferents aplicacions i moltes d’elles més importants
del que poguem pensar. Un exemple classic i quotidia de 'aritmetica modular és en el
rellotge: per a nosaltres les 15h sén les 3 de la tarda, i les 21h sén les 9 de la nit. Es a
dir, busquem sempre el seu "residu”al dividir entre 12 o, de forma més entenedora, un
cop s’arriba a les 12 es torna a comencar des de 0. Aixi que, per exemple, les 25h serien
la 1.

1.2 Motivacions

Inicialment, quan vaig haver d’escollir un tema per al Treball de Recerca vaig dubtar
molt i ja havia escollit un altre tema abans no em vaig decidir per aquest. Pero el fet de
trobar un treball de matematiques del qual no havia sentit mai a parlar i que tenia un
contingut algebraic em va motivar. Potser el que menys m’agradava era que el tema és
principalment teoric, pero no em va fer enrere.

També em va motivar el fet que era un treball proposat per la Facultat de Ma-
tematiques de la Universitat Politecnica de Catalunya (UPC), que és on havia fet classes
de preparacié pel Cangur i Olimpiada.

I, el que finalment em va fer decidir per aquest tema, va ser el repte que suposava,
perque el que sabia sobre el tema era zero i, tot i que sabia que no seria facil, em va
motivar més a intentar-ho.

1.3 Objectius

Els objectiu principals del treball sén:

e Mostrar la Llei de la Reciprocitat Quadratica i explicar d’una forma clara i entene-
dora una de les seves multiples demostracions.

e Trobar un metode eficag, sitematic i mecanic per a calcular Simbols de Jacobi i



Legendre, fent servir les seves propietats i la Llei de la Reciprocitat Quadratica.

Com a objectiu secundari vull analitzar com seria el procés informatic de definicié i
elaboracié d'un programari que calculi Simbols de Legendre.

El treball és introductori a I'aritmetica modular (o superior, com I’anomenava Gauss)
i per tant, vull que aquest sigui el més entenedor possible, ja que el tema en si no és
senzill. A més, també tinc la intencié d’aprendre més sobre 'aritmetica modular i les
eines d’escriptura en matematiques, que sé que en un futur em pot ser molt beneficids.

1.4 Estructura

En el treball trobarem diferents parts amb un contingut bastant diferent. Primerament
una part introductoria a la historia i a un dels matematics més importants d’aquest camp
de les matematiques: Carl Friedrich Gauss. També trobarem una part d’ambientacio
historica.

També trobem un petit apartat amb aplicacions i la situacié de ’aritmetica modular
a 'actualitat.

A continuacié trobem el cos, la base matematica del treball. La part més bibliografica
i potser la més important, sense la qual el treball mancaria d'un important objectiu.
Segueix 'estructura d’escriptura matematica i intenta ser el maxim fidel als documents
de divulgacié pedagogica matematica, dividint els conceptes en proposicions, teoremes,
aprofitant i posant exemples per millorar la comprensio, adjuntant taules...

Trobem després la part de la Llei de la Reciprocitat quadratica, amb totes les versions
trobades escrites i una de les més de dues-centes demostracions que s’han trobat.

Tot seguit trobem 'apartat referent al calcul de simbols de Jacobi i Legendre, la part
més practica i d’aplicacié dels coneixements del punt anterior, tot comparant el metode
manual amb 'escriptura informatica. En aquest punt en concret he rebut I’ajut d’un pro-
gramador i la meva feina és, basicament, de comparacié dels dos metodes i aprenentatge
i comprensié d’un llenguatge informatic.

I finalment, un apartat amb les conclusions i valoracions del treball, tot allo que he
apres i el que pretenia aprendre abans d’acabar-lo.



1.5 Metodologia

A T’hora de buscar informacié he buscat documents de text i audiovisuals via internet i
d’altres que m’han recomanat alguns experts en el camp. També he consultat el llibre
d’aritmetica modular més conegut de Carl Friedrich Gauss, les Disquisitiones arith-
meticae traduides al catala per una antiga professora del meu centre, Griselda Pascual

Xufré.

Per acabar, dir que tot el treball ha estat editat per un programa anomenat ” Winedt” el
qual compila el llenguatge Tex (Annex1). Per tant, hi ha també una part d’aprenentatge
del codi i comprensié de les comandes. El motiu pel qual escric el treball amb aquest
programa és perque la majoria de texts matematics sén escrits en aquest codi i permet
una millor escriptura de les diferents formules i simbols que he necessitat per fer el treball.

Us deixo doncs, amb el meu treball i espero que 'explicacié del qual sigui entenedora,
planera i que no es faci massa feixuga la lectura de les diferents parts.



2 El pare de l’aritmetica modular: Carl Friederich
Gauss

2.1 Biografia

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)”El princep dels matematics”

No és exagerat el titol postum de ” Princep”del matematics, encunyat en una moneda,
amb la que el rei Jorge V de Hannover honora a Gauss després de la seva mort. Segons
E.T.Bell , i és una opinié compartida per la majoria dels historiadors de la ciencia, Ar-
quimedes, Newton i Gauss son tres homes que constitueixen una classe especial entre els
grans matematics (...). Gauss va elevar I'aritmetica superior a la categoria de reina de les
matematiques.

Carl Friedrich Gauss, va néixer a Brunswick, actual Alemanya, 'any 1777 i va morir a
Gotinga, I'any 1855. Matematic, fisic i astronom alemany, encara avui, dos segles després
del seu naixement, les seves idees i els seus innovadors metodes segueixen sent actuals. Es
va interessar i va fer descobriments en gairebé totes les branques de les matematiques, tant
pures -Teoria dels nombres, Analisi, Geometria- com aplicades - astronomia, Geodesia,
Teoria d’errors- i en Fisica -Magnetisme, Optica, Teoria del potencial...-.

Va néixer en el si d’'una familia humil. Des de molt petit, va donar mostres d’una
prodigiosa capacitat per a les matematiques. Hi ha moltes anecdotes sobre la seva precog
genialitat. Una de les més famoses és que quan tenia vuit anys el seu professor d’aritmetica
va proposar el problema de sumar els cent primers nombres naturals : 14+2+3...4+100.



Gauss va escriure un sol nombre en la seva pissarra, mentre que tots els altres alumnes
I'omplien de interminables sumes. Gauss va ser I'inic que va donar la resposta correcta.

El matematic Martin Bartels era ajudant del professor Buttner, a I’escola de Brunswick
on estudiava Gauss. Des que Gauss va coneixer a Bartels, es van accelerar els seus
progressos an matematiques. Els dos estudiaven junts, es recolzaven i desxifraven manuals
sobre algebra i analisi elemental. Durant aquests anys, es van comencar a gestar algunes de
les idees i formes de veure les matematiques que van caracteritzar posteriorment a Gauss.
Es va adonar, per exemple, del poc rigor en moltes demostracions de grans matematics
que el van precedir com Newton, Euler i altres més.

Als 14 anys va coneixer al Duc de Brunswick, Ferdinand. El duc va quedar fascinat
pel que havia sentit del noi i es va fer carrec de totes les seves despeses perque la seva
educaci6 fos completa.

Als 16 anys va tenir les primeres idees intuitives sobre la possibilitat d’altre tipus de
geometria. El seu gust per I'aritmetica va perdurar tota la seva vida.

Gauss va estudiar al Collegium Carolinum on, sorprenentment, adquiri també coneixe-
ments en llengiies com el llati i el grec amb facilitat. En aquesta epoca ja havia descobert
la 1lei dels minims quadrats.

L’any 1801 va publicar el llibre Disquisitiones Arithmeticae, amb sis seccions dedicades
a la Teoria de nombres, donant a aquesta branca de les matematiques una estructura
sistematitzada. En la ultima seccié del llibre, exposa la seva tesi doctoral. Aquest mateix
any, va predir 'orbita de Ceres aproximant parametres per minims quadrats.

En 1809 va ser nombrat director de I’ Observatorio de Gotinga. En aquest mateix any,
va publicar Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solem ambientium
descrivint com calcular l'orbita d’un planeta i com refinar-la posteriorment.També va
profunditzar sobre equacions diferencials i seccions coniques.

L’any 1809 va ser nombrat director de I’ Observatorio de Gotinga carrec en el que va
estar tota la vida. En aquest mateix any, va publicar Theoria motus corporum coelestium
in sectionibus conicis Solem ambientium descrivint com calcular I'orbita d’un planeta i
com refinar-la posteriorment. Va morir la seva primera dona al donar a llum el seu tercer
fill. Es va tornar a casar i va tenir tres fills més. Cap el 1820 va desenvolupar eines per a
tractar les dades observacionals, entre la que destaca la corba de distribucié d’errors de
Gauss (Campana de Gauss) que és un pilar de 'estadistica.

Interessat en molts camps de les matematiques i la fisica, va inventar 1’heliotrop pel
seu interes en la geodesia, i va investigar el magnetisme, investigacié que va culminar amb
la instal-lacié del primer telegraf electric (1833). Relacionats amb aquesta materia, van



ser el principis de la teoria electrica del potencial publicats ’any 1840. El seu interés per
a la fisica el va orientar també cap a la mecanica, I'actstica, la capil-laritat i sobretot
I'optica, disciplina sobre la que va publicar el tractat d’investigacions dioptriques (1841)
que demostra que qualsevol sistema de lents es pot reduir sempre a una sola lent amb
les caracteristiques adequades. Aquesta potser va ser la darrera aportacié fonamental de
Gauss.

Gauss va morir a Gottingen, Hannover (ara part de la Baixa Saxonia, Alemanya) el 1855
i fou enterrat al cementeri d’Albanifriedhof .

NIEDERSACHSEN



2.2 Context Historic

Per a la historia occidental, el S XVIII és el darrer dels segles de la Edat Moderna, i
el primer de I'Edad Contemporania. En el S. XVIII, la il-lustracié domina I’Europa de
Gauss. Aquesta manera de pensar, en la que la rad s'imposa a les supersticions i ”il-lumina
per a regenerar el mon”, influeix en tots els aspectes de la vida de la societat del S.XVIII.

En els diferents aspectes, es pot destacar:
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e Religié: entre el cristianisme reformista i I'ateisme.

e Racionalitzaci6 de l'estat i la societat.

e Reconciliar la burgesia i la noblesa.

e Millores economiques, millores agraries i inici de la industrialitzacio.
e Increment important de poblaci

e Perdua de poder de les monarquies absolutes. L’any 1793 el rei Lluis XVI de Franca
mor a la guillotina.

e Desenvolupament cientific.



En relacié amb I'important desenvolupament cientific, hi ha diferents fets importants a
remarcar:

* Llei de conservacié de la materia de Lavosier (1743-1795): La massa dels productes
d’una reaccié quimica és igual a la massa dels reactius de la reaccio.

* Llei de les proporcions reciproques o Llei de Richter ( 1762- 1807): Les masses
d’elements diferents que es combinen amb una mateixa massa d’un element donat
son les masses relatives d’aquells elements quan es combinen entre si, o bé multiples
o submultiples d’aquestes masses.

* Llei de Coulomb (1736-1806): La llei diu que la forca electrostatica que hi ha entre
dues carregues electriques puntuals és directament proporcional a la magnitud de
les carregues i inversament proporcional al quadrat de la distancia que les separa.

Altres fets importants del S.XVIII:

e Celsius idea l’escala termometrica que porta el seu nom.
e S’inocula la primera vacuna, contra la verola.

e S’inicia el coneixement de les galaxies.

La matematica il-lustrada:

Les matematiques d’aquest periode, continuen explorant els camps oberts durant el S
XVII i basant-se principalment en el sentit comu. Tot i ser un periode productiu, a finals
de segle, apareix cert pesimisme que es reflexa en una carta que Lagrange envia al seu
amic D’Alambert 'any 1781
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2.3 Disquisitiones arithmeticae

ARITHMETICAE

O fdanLs FEOMCESED GAVEd

Gauss inicia les seves investigacions sobre teoria de nombres, durant la seva estancia
al Collegium Carolinum, 'any 1795. El llibre el comenga a escriure al llarg de la seva
estancia a la Universitat de Gottingen.

L’any 1801 es publica la seva primera obra mestre, les Disquisitiones arithmeticae.
Aquestes disquisicions cobreixen la Teoria elemental dels nombres com a parts de l'area
que actualmente coneixem com a Teoria algebraica de nombres. Amb les disquisicions,
Gauss converteix la Teoria de nombres en una branca de les matematiques tant important
com l'analisi o la geometria.

Gauss va dedicar el llibre al seu mentor, el Duc de Brunswick:

”Penso que ningd no ignora que és habitual en Tu una tan insigne liberalitat vers tots
els que sembla que es dediquen a cultivar les millors disciplines, i que no sén excloses
del Teu patrocini aquelles ciencies que sén considerades per la gent més abstruses i més
allunyades de la utilitat de la vida comuna, perque Tu mateix t’adones fins a ’arrel de
I'intim i necessari vincle de totes les ciencies entre elles, amb una ment molt savia i molt
coneixedora de totes les coses que interessen per tal d’augmentar la prosperitat de la
societat humana”.

En el prefaci del llibre descriu com va enfocar ’estudi: ” Les investigacions contingudes
en aquest volum, pertanyen a aquella part de les Matematiques que tracta particularment
sobre els enters, a vegades les fraccions, pero sempre s’exclouen els irracionals”.

Les disquisicions estan organitzades en 7 seccions:

11



1. Sobre els nombres congruents en general.

2. Sobre les congruencies de primer grau.

3. Sobre els residus de potencies.

4. Sobre les congruencies de segon grau.

5. Sobre les formes i equacions indeterminades de segon grau.
6. Aplicacions varies de les questions precedents.

7. Sobre les equacions que defineixen seccions de cercles.

Hi ha una vuitena seccié que s’hauria d’haver publicat posteriorment, pero mai no es va
fer. Es va editar després de la seva mort, en les seves obres completes.

12



3 Aplicacions de l’aritmetica modular i la llei de la
reciprocitat quadratica

Al llarg de la historia, 'aritmetica que tracta els residus i les congruencies no s’ha ano-
menat aritmetica modular. Primerament se la coneixia com a "matematica superior”,
titol donat per Gauss, i 'objectiu d’aquesta era merament intel-lectual. Pero a partir
del S.XX se li trobaren aplicacions en camps com la criptografia, la teoria de codifica-
ci6 i la informatica. A partir de llavors, i sempre parlant en aquests camps d’aplicacio,
se 'anomena ”aritmetica modular”. En matematiques pures no s’utilitza aquest terme,
se 'anomena com a ”Teoria algebraica de nombres”que designa un marc més ampli que
tracta també, per exemple, les nocions d’enters algebraics i la Teoria de Galois.

Particularment, des que se li troba una aplicacié a aquest ambit de les matematiques
el seu desenvolupament no ha parat. Cada cop s’avanca més en aquest camp, sobretot en
I’ambit de la criptografia i la informatica, ja que en la eépoca en que vivim aquestes dues
disciplines s6n molt presents en la nostra vida.

Un exemple d’aplicacié és el test de primalitat Solovay-Strassen, que utilitza el criteri
d’Euler (Teorema 12.). El que fa és calcular diferents (£) a partir de dos metodes: el
criteri d’Euler i una variacié de 'algoritme d’Fuclides. Si el resultat dels dos difereix,
llavors n no és primer, i si és el mateix, llavors n pot ser primer o no. Com que la meitat
dels 1,2...,n—1 coincidiran (amb n no-primer), el que fa és repetir el procés amb diferents

a de forma que s’arriba a un ”primer probable”.

13



4 Part Teorica

4.1 Aritmetica modular

4.1.1 L’anell Z/mZ

e Dos nombres a i b € Z s’anomenen congruents entre si modul m si la seva diferencia
és divisible entre m (és a dir, tenen el mateix residu al dividir-los entre m), o dit
d’altra forma : a — b = km. Es denota aixi : a = b (mod m)

e Tot enter a és congruent a un unic r, amb 0 < r < m, que correspon al residu de
dividir @ entre m. Amés, sia=bic=d , llavorsa+c=b+d i ac = bd. Per tant
el conjunt d’aquests r té estructura d’anell i 'anomenarem Z/mZ.

4.1.2 Element invers

e Un element a € Z/mZ s’anomena invertible si existeix un b tal que ab =1 (mod m),
cosa que només és possible si i només si med(a, m) = 1.

e El fet de que a sigui coprimer amb el modul es demostra a partir de l'identitat de
Bézout (veure Annex2), que diu que si med(a,m) = d, llavors existeixen x,y tals
que compleixen ax + ym = d.

Aquesta expressid es pot traduir a ax = d (mod m) i, per tal de que x sigui I'invers
d’a, med(a,m) =11 es compleix la condicio.

e Una forma facil de trobar I’element invers d’un nombre és fent servir ’algorisme
d’Euclides a 'equacié diofantica ax +ym = 1 (veure Annex2), on a és el nombre en
qiiestio, x és I’element invers d’aquest i m és el modul.

e El conjunt d’elements invertibles en Z/mZ I’anomenarem per U(Z/mZ).

Proposicio 1. Si un element té invers, aquest és unic.

Demostracio. Ens disposem a demostrar-ho per reduccié a I’absur.Posem per cas que
existeixen 2 elements, b i ¢, inversos d’a. Tindriem que:

ab=1 (modm) ac=1 (mod m)

per tant
ab=ac (mod m)

14



i multiplicant els dos membres per b

b=c (modm)

[ arribem a contradiccid. Per tant, existeixen tants elements en U(Z/mZ) com a entre

0 im tals que med(a,m) =1

Corol.lari: Si m és un primer senar p, llavors U(Z/pZ) = Z/pZ — {0}

Exemples: En la taula segiient podem veure tots els inversos dels nombres de Z/117Z
i les congruencies en fer el producte. Fixem-nos que al ser 11 un nombre primer, tots els

elements tenen invers.

mod(11)
1 2 3 a4 5 6 7 8 9 10
2 4 ] 8 10 1 3 5 7 9
3 6 9 1 4 7 10 2 5 8
4 8 1 5 9 2 6 10 3 7
5 10 4 9 2! 8 2 7 1 6
] 1 7 2 3 = 9 - 10 2
7 3 10 6 2 9 5 1 8 4
8 5 2 10 7 a4 1 9 ] 3
9 7 5 2! 1 10 8 ] 4 2
10 9 8 7 6 = - 3 2 1
1 7] = 3 3 2 8 7 5 10

Observacié: fixem-nos que els tnics que son els seus propis elements inversos sén 1 i

p — 1, ja que un nombre és el seu propi invers si
2=1 (mod p)
22 —~1=0 (mod p)

(x4+1)(x—1)=0 (mod p)
r ==l

Teorema 2 (de Wilson). Un nombre enter p és primer si, i només si:

(p—1!'=-1 (mod p)

15




Demostracio.  Utilitzarem els elements invertibles a ’hora de demostrar el teorema.

Posem per cas que p no és primer. Llavors, el producte (p — 1)! tindra tots els factors
de p. Per tant,

(p—1)!= (mod p)

Pero, si p és primer, tots els elements 2, ..., (p — 2) tindran invers dins de 2,...,(p — 2) i
multiplicats donaran 1. Per tant, podrem transformar ’expressio:

p—1N=(1-2-3-..-p-2)p-1)=1-1-1..)p-1)=(p—-1)=—-1 (mod p)

]

4.2 La funcié ¢ de Euler

Sigui n un enter. Definim ¢(n) com la quantitat de nombres naturals més petits que n i
primers amb n. Per la proposicié anterior, p(n) = |U(Z/mZ)|.

Exemples: (1) = 1,9(2) = 1, p(15) = 8....
Si p és primer:

plp) =p—1

") =pF = = -1 =1 - "

Demostracié.  Volem demostrar que (p¥) = p* — p*~1. En el conjunt {1,2,3,...,p*} hi
ha exactament p*~! miltiples de p, que serien {1p,2p,3p, ..., (P"~1)p}, i aquests sén els
unics no primers amb p. O

Proposicié 3. La funcid d’Euler és multiplicativa, és a dir, o(nm) = p(n)p(m) sempre
que med(m,n) = 1.

Demostracio. Sigui z € Z. Denotem per Zj a Z/kZ i [z] al valor de z dins de Zj.
A partir d’aqui, anomenem [z, [2]m 1 [2]n, amb m i n coprimers. Llavors, definim la
correspondencia:

Loy = iy, X Dy

[2]mn — (a,b)

16



On a = [z], i b = [z],. Aquesta correspondeéncia és injectiva, és a dir, a elements
diferents de Z,,,, corresponen parelles diferents de Z,, X Z,,. Per a demostrar-ho, imaginem
que de [21]mn # [22)mn Obtenim a; = ay i by = by. Tindriem que:

a1 = z1 + kn

= 21— Z="N
a9 = 2o +pn

[gualment, per a by i by arribem a que z; — 2o = m. Per tant:
21 — R9 = n . . . , . ~
. ¢ 1tenint en compte que m i n sén coprimers = z1—29 = MM = [21]mn = [22)mn
21— R =1

1 arribem a contradiccio.

A més, la quantitat d’elements dins de Z,,, i de Z,, X Z,, és la mateixa (mn elements),

per tant, la correspondencia és també bijectiva.

Seguint aquesta mateixa norma i notacid, volem demostrar que, si U(Z,,,,) és el conjunt

d’elements invertibles en Z,,, la correspondencia segiient:
U(Zpn) = U(Zp,) x U(Zy)
és també bijectiva.
Es a dir, que z és invertible a Z,,,, quan a i b ho sén a Z,, i Z,, i viceversa.
Primer demostrarem que si z € U(Zyy,), lavors z € U(Zy,) i z € U(Zy,).
Sabem que med(z, mn) = 1. Llavors, si
d=mcd(z,n) =dn=dmnidlz=d=1
Si med(z,n) = 1, llavors z € U(Z,). De la mateixa manera, z € U(Z,,).

Ara, demostrarem que sia € U(Z,,)ib € U(Z,,), existira un z, amb [z], = a i [z],, =

que complira z € U(Zy,y).

Sabem que
z=a+kn=0+pm
i que
med(a,n) =1
med(b,m) =1
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Sid|z,n = d|la = z—np. Es a dir, d|a,z,n i com que med(a,n) = 1, d = 1. De la mateixa
manera, ho fem per b i per m. Llavors:

med(z,n) =1

med(z,m) =1
Si tenim un d|z, mn, llavors o bé d|m o d|n, ja que m i n sén coprimers. Pero, com que
med(z,n) = 11med(z,m) =1, llavors med(z,mn) =11 2z € U(Zpy). O

Proposicio 4. Per a qualsevol n < 1 es compleix que:

-l (-

pi|n

on p; son tots els primers divisors de n.

Demostracid.  Partim de n = pf-...-pF. Sabent que ¢(nm) = p(n)p(m) si med(m,n) =

1 i el valor de ¢(p*), podem dir que:
L Ly
en)=10—-—)p"-...- (1 = —)p"
()= (1= gl e (1= =)
Per definici6, n = plfl -...- pkr per tant queda demostrat. [
Proposicié 5. Sip és un nombre primer i senar, llavors el grup d’elements d’U(Z/p*7)
és ciclic d’ordre p* — p*~'. Es a dir, existeiz un g tal que:
U(Z/p"Z) ={g" :r =1,....p" = p" '}
Dit d’altra manera, existeiz un g del qual podrem obtenir tots els elements de U(Z/p*7Z)
si ’elevem a poténcies d’exponent desde 1 fins a p* — pF=1.

Dada 1til: en el cas de k = 1 (un primer qualsevol) és interessant observar que 'ordre
és de p— 1 = ¢(p).

Exemple: Sigui p = 3 i k = 2. Llavors agafem el conjunt U(Z/97Z), els elements del
qual sén {1,2,4,5,7,8} i provem que obtenim amb diferents elements.

Agafant el 4 obtenim: 4! =4, 42 =7, 43 = 1. Es a dir, no obtenim tots els elements

del conjunt U(Z/Z).

Provem ara amb el 2: 2! = 2,22 = 4,23 = 8,2 = 7,2° = 5,20 = 1. Fixem-nos en
que I'iltim exponent és 6 = 3% — 327! i que hem generat el conjunt d’elements U(Z/97Z).
Llavors, direm que el 2 és un generador d’U(Z/97Z).

Es essencial veure que cal que p sigui senar. Per exemple, U(Z/8Z) no és ciclic. De
fet, té 4 elements pero tots sén d’ordre 2 (és a dir, satisfan g = 1)
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4.2.1 Equacions lineals i sistemes d’equacions

Anomenarem equacié lineal a aquella de la forma az = b (mod m).

Proposicié 6. Si med(m,a) = 1, l'equacio tindra una unica solucio.

Demostracio. Procedirem a fer la demostracié per reducci6 al’absurd. Com que med(a, m)=1
sabem que a tindra un element invers. Llavors, una solucié a 1'equacié seria xo = a='b ja

que
aro =aa 'b=0b (mod m)

Imaginem que existeixen dues solucions, xg, ;. Sabriem que
ary =b (mod m)
r1=a'b=xy (mod m)

Per tant, g = x; i arribem a contradiccio. O

Proposicié 7. Si med(m,a) = d, ezistiran exactament d solucions de l'equacid ax = b
(mod m).

Demostracio. La congruéncia ax = b (mod m) equival a que existeixi algun enter y tal
que ax — ym = b.

Tenint en compte que med(a, m) = d, d divideix b. Per tant, podem dir que a = d’'d,b =
b'd,m = m/d, i transformar la primera equacié en una reduida: a’z =V (mod m').

Aquesta equacié reduida si que tindra una tinica solucié t € Z/mZ, ja que med(a’, m') =
1. Per tant, un element xy € Z/m'Z és solucié de 'equacié no reduida exactament quan
xg =t (mod m'), és a dir, xo =t + zm/ per algun enter z.

Per tant, hi ha exactament d solucions, que corresponen a 0 < z < d. O
Teorema 8 (Petit de Fermat). Sigui p un primer i a un enter, llavors a? = a (mod p)Va.

En particular, si med(p,a) =1, llavors a?~* =1 (mod p).

Demostracio. Seguirem el metode d’induccié. En el cas a = 1 és obvi. Suposem que val
per a = n. Comprovem que es compleix per a = n + 1. Cal que comprovem que

m+1)P=n+1
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Si desenvolupem (n + 1)? ens déna que

(n+1)P=n"+1 (mod p)

ja que tots els factors <i) amb 0 < k < p seran multiples de p. I finalment, com que
n? = n (mod m) per hipotesi inductiva,
m+1)P=n"+1=n+1 (mod p)
O
Teorema 9 (d’Euler). Si mcd(a,m) = 1, llavors a*™ = 1 (mod p) per a qualsevol a

enter. Per tant, a?™ =1 és lelement invers de a.

Demostracio.  Siguin {ry,...,7,(m)} tots els naturals primers amb m menors que aquest.
Ara multipliquem cada r; per a, i cadascun d’aquest 7;a sera congruent a un tunic altre
r;. De forma que tindrem:

ary - .. ATp(m) =711 oo Tpmy  (mod m)

Llavors:

af "™ () Tm)) ST e Tpimy (mod m)
I aixd és només possible si a¥™ =1 (mod m) (es pot simplificar als dos membres ja que
med(a,r;) = 1). O

Teorema 10 (Teorema xines del residu). Siguin my, ..., m, enters positius coprimers dos
a dos. El sistema d’equacions

r=a (modmy) ;... z=a, (modm,)

té solucio per a qualssevol aq, ...,a,. Aquesta solucio és unica modul el producte de tots
els mq,...,m,.

Demostracio.  Sigui M = my - ... - m,. Llavors, qualsevol m; (1 < j <r) divideix a M i
med(M/m;, m;) = 1. Com que med(M/m;, m;) = 1, sabem que existiran b; tals que:

M

—b; =1 d m;

h=1 (mod m)

A més, per a tot m; # m; tindrem:
M
—0b; =0 (mod m;)

my;
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A partir d’aquests b; construirem la suma
T
M
w = Z —bjaj
im0 't
Peral<:i<r:

,
M M
w = g —bja; = —ba; =a; (mod m;)
— M m;
Jj=0
Per acabar, suposem que existeixen dues solucions x i y diferents, que
r=a;=y (modm;)

Per tant, x — y és divisible per m;, i com que tots els m; sén coprimers entre si, x — y sera
tambe divisible per M, per tant:

r=y (mod M)

i arribem a contradiccié. Per tant, w és 'inica solucié del sistema. O
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4.3 Residus Quadratics
4.3.1 Definicié

Sigui p un primer imparell. Un enter a, coprimer amb p, és un residu quadratic modul p
si existeix un x tal que:

2:

r*=a (mod p)

En el cas contrari, a és un no-residu quadratic modul p.

Exemples: Les dues taules segiients mostren els diferents residus quadratics modul 11
i modul 7 respectivament.

X
xh2 1 4 9 < 3 3 o 9 4 1
residus | .
149,53
mod{11)
x |
xn2 1 4 2 2 4 1|
residus e
mod(6) | =

4.3.2 Propietats

Proposicio 11. Ezactament la meitat dels enters a, amb 1 < a < p — 1 seran residus
quadratics modul p.

Demostracié. En el conjunt S = {1222 ..., (7%1)2} no existeixen dos nombres congru-
ents entre si, ja que, imaginem el cas de dos nombres enters 1 < a < b < ’%1 tals que
b> = a®. Aixo significaria que (b + a)(b—a) = 0 (mod p) cosa que és impossible ja que
1<b—a< ’%1 il<b+4+a<p—1 (cap dels dos pot ser 0 o un muiltiple de p).

Ara només cal comprovar que S conté tots els residus quadratics.

Suposem que a és residu quadratic modul p és a dir, que existeix un z tal que 22 = a

(mod p). Perd com que 2z? = (p — 2)?, podem suposar que 1 < z < ’%l(si cal, canviant z
per p — z). Per tant, a € S. ]
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4.3.3 El Simbol de Legendre

El simbol de Legendre ve donat pel seglient:

° (%) = 1si med(a,p) =11 a és un residu quadratic modul p

. (5) = 0 si med(a, p) # 1

° (%) = —1 si med(a,p) = 11 a és un no-residu quadratic modul p
A més, si
a=b (mod p)
llavors

()=C)

Exemples:

e (3) =1, jaque4=2? (mod 7)

J (%) = —1 ja que no existeix un x enter tal que 2> = 3 (mod 7).
1

[ ]
—
~|z

) =0 ja que med(14,7) # 1

Hi ha 3 casos importants que cal saber i que ens permetran, posteriorment, calcular

qualsevol simbol de Legendre aplicant la Llei de reciprocitat quadratica. I sén, per a
qualsevol p primer:

. (113) =1, que és obvi ja que 12 =1 (mod p)

* <_1> = (D% {—118isipp5513(l(rrl§§d4é>l)

2\ _ 22 [ 1sip=1,7 (mod 8)
* <p>_( b {—181]953,5 (mod 8)
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Teorema 12 (Criteri d’'Euler). Sigui p un nombre primer imparell i a un enter qualsevol

coprimer amb p. Llavors:
(2) =a"7 (mod p)
p

-1

Demostracié.  Primer, observem que (a%)2 =a’' =1 (mod p) i, per tant, a7 = +1

(mod p).
Aixi, només cal demostrar que quan <%> = 1 també a7 = 1 (mod p) i viceversa, cosa
que implicaria que si (%) = —1 lavors "z = —1

Sigui g un generador de U(Z/pZ) i suposem que a és un residu quadratic modul p, és
a dir:
a=ai=(9")° =g*
per a algun z( i algun r. Llavors,

T = gQ’”% = (gp’l)’" =1

Suposem ara que a'z° = 1. També que a = ¢", per a algun r. Llavors gr% =1,ip—1

divideix a @ i 2 divideix a r, per tant a = (g2)2, i a és un residu quadratic modul

p. [

Teorema 13. Sigui p un primer imparell i sigui a i b enters coprimers amb p. Llavors:
(5)-G)6)
p p p
Demostracio. Immediata a partir del criteri d’Euler. [

4.3.4 El Simbol de Jacobi

Per a qualsevol enter a i qualsevol enter positiu imparell n, el simbol de Jacobi es defineix
com el producte dels simbols de Legendre dels factors primers de n:

O (&) )

Fixem-nos, doncs, que en el simbol de Jacobi que el resultat sigui 1 no significa estricta-
ment que a sigui un residu quadratic de n. Posem un exemple:

B ()¢
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Com podem veure, el simbol de legendre (3|49) déna 1, mentre que 3 no és un residu
quadratic modul 49, ja que no ho és modul 7. En canvi, si el resultat és —1, a si que és

un no-residu quadratic modul n.
El simbol de Jacobi comparteix moltes propietats amb el simbol de Legendre. Son:

“2> =1 si med(a,n)=1.

) = (2) (L) Navors (n

(-%) = (£) (%) Navors (%) = 1 si med(a, mn)=1.
. no1 [1sin=1 (mod 4)
o (3)=(-1" {—131 p =3 (mod 4)

(_1)% 1sin=1,7 (mod 8)
—1sip=3,5 (mod 8)

—~
S v
~—~

I

Gracies a totes aquestes propietats, podem fer servir els simbols de Jacobi en el calcul
de simbols de Legendre. Ja que, amb ”denominador” primer, el simbol de Jacobi és un
simbol de Legendre, pero podem aplicar propietats directament a numeradors i denomi-

nadors no primers.
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5 La Llei de la Reciprocitat Quadratica

5.1 Versions

Cadascun dels diferents matematics que es van ocupar d’aquest fenomen van formular-la
de diferents maneres. La més difosa avui en dia és, pero, la versié de Legendre, tot i que
a vegades val més utilitzar alguna altra versio.

Versié de Legendre: Per a dos primers imparells p i ¢:

()=

On el simbol (g) és el simbol de Legendre. En cas de parlar de simbols de Jacobi, p i ¢

només han de ser imparells i coprimers.

Versié d’Euler: Si p i ¢ sén primers imparells diferents, llavors (§> = 1 si i només

si p = &b (mod 4q) per a algun enter imparell b.

Versié de Gauss: Siguin p i ¢ primers imparells. Llavors:

e Si p és de la forma 4n + 1, llavors ¢ és un residu quadratic modul p si i només si p
és un residu quadratic modul q.

e Sip és de la forma 4n + 3, llavors ¢ és un residu quadratic modul p si i només si —p
és un residu quadratic modul q.

5.2 Demostracio

Aquesta llei és de gran importancia i té diverses aplicacions en les seves diferents expres-
sions. Es per aixo que després de la primera demostracié publicada per Carl Friedrich
Gauss en el seu llibre Disquisitiones arithmeticae se n’han trobades més de dues-centes!
Totes utilitzen diferents propietats, algunes més i d’altres menys elementals. La majoria
requerien d’un coneixement superior matematic a I’hora de comprendre-les, pero la que
he decidit donar és la que, personalment, considero més facil i grafica a I’hora d’entendre
i copsar.

La demostracio que us donaré utilitza el Lema d’Eisenstein i preten explicar de forma
molt grafica la llei.
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Teorema 14 (Lema d’Eisenstein). Siguin p i g dos primers imparells diferents. Llavors:

(%) = (—1)ulov/r]

on [x] designa la part entera 1 el sumatori recorre tots els u € {2,4...p— 1} naturals parells
entre 1 7 p.

Demostracio. Donat un u denotem per r(u) el menor residu positiu de gu modul p. Per
exemple, amb p =131 ¢ =11, u=2,4,6,8,10,12 i els r(u) = 9,5,1,7,6, 2.

Amb aquesta definicié, el menor residu positiu de (—1)"®r(u) modul p sera sempre
parell, perque si r(u) és parell (—1)"®r(u) = r(u), que és parell. En canvi, si r(u) és senar,
(—1)®™r(u) = —r(u) =p —r(u) (mod p)ip—r(u) és parell.

A més tots ells sén diferents, perque si (—1)"®r(u) = (—1)"®r(t), Havors:
(-1)™qu=(=1)""qt  (mod p)
(—1)" Wy = (—1)"®¢
u ==+t

I forgosament u =t ja que els dos sén parells i p és senar. Com que hi ha exactament 7%1
d’aquests i tots sén diferents, els podem reordenar de forma que:

(—1)7@2q . (—1)@Ddg. . (—1)) <1%1) g=24. .. (?) (mod p))

Multiplicant pels inversos de 2, 4... (”;1) successivament als dos membres (cosa que podem

fer ja que sén tots coprimers amb p) obtenim:

(p—1)

q 2

(_1)r(2)+r(4)+...+r<”2;1) (mod p)
D’altra banda,

u

qu=7p [q_} + 7(u)

p
i com que p és imparell i u parell, sabem que [%] i r(u) tenen la mateixa paritat. I com
que al elevar (—1) a un nombre només importa la paritat, podrem dir que:
q’%l = (_1)Zu[qu/p}

p—1

i pel criteri d’Euler, que diu que a 2 = (%) (mod p) queda demostrat. [
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A partir de la versié de Legendre, el que pretenem demostrar és que:

(_1)Zu[qU/p]+Zu[pu/q] _ (_1)%%1

Demostracio.  Sirepresentem ¢ i p en dos eixos cartesians, ens adonem que la ) [qu/p]
compta exactament la quantitat de punts de coordenades enteres amb abscissa parell i
ordenada estrictament positiva dins del triangle ABC en el diagrama segiient en color
taronja, on AB =pi BC = q:

A B

Per a veure-ho més clar, posem l'exemple de p =13 i ¢ = 11.

I A

13
Podem comprovar que la quantitat dels punts és la part entera de la fraccio %. Es

pot comprovar fent semblanca. Per exemple, en el punt d’abscissa 6, I"”’altura”que li
correspon es pot trobar fent:
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6-11

13

que equivaldria a ‘%”. Per tant, la quantitat de tots aquests punts és ) [qu/p]. Ara cal
trobar un metode eficient per contar aquests punts. Agafarem els punts segiients marcats
en la figura :

A=(0,0),B=(p,0),C = (p,q),D=1(0,9)
W = (0, %)7X = (§7O>7Y = (1507 %)72 = (%,9).

h =

2

D EZ C
w i
Y 1

A Ex B

Primer observem que el nombre de punts que formen les columnes de punts senceres
és ¢ — 1 que és sempre parell. Per tant, podem dir que la paritat de la quantitat de punts
dins la regié XYCB és la mateixa que la de ZCY (marcats en color vermell i blau en la
segiient figura), ja que un nombre parell és sempre la suma de dos parells o dos senars.

P B

Fixem-nos ara que el triangle AXY és igual que el YZC i que els punts dins d’YZC
corresponen als que trobariem dins del AXY en cordenades d’abscissa imparell. Per tant,
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com que a l’hora d’elevar —1 a algun nombre el que compta és la paritat, podem dir
que comptar tots els punts dins del triangle ABC amb cordenades d’abscissa parell és el
mateix que comptar els que hi ha dins del triangle AXY amb abscissa parell i imparell.
Anomenarem « aquesta quantitat. Per tant,

Ara, si invertim els eixos i fem el mateix per (§> veiem que la quantitat de punts és la

que hi ha dins del triangle AWY, i 'anomenarem (. Per tant,

<%> <§>:=<—1V%—1yh:<_1f%q

pero a+ [ és la quantitat de punts de coordenades enteres estrictament positives dins del
rectangle AWYX que és, exactament,

p—1 ¢—1

2 2

i queda demostrat. [
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6 Calcul de simbols de Legendre i Jacobi

6.1 Metodes per realitzar el calcul

En l'apartat de residus quadratics hem parlat del simbol de Legendre i com, a partir de
saber tres casos concrets els podem calcular tots. El metode a seguir consisteix en anar
reduint el simbol en els seus factors primers (Teorema 13.) i anar invertint els simbols
seguint la Llei de la Reciprocitat Quadratica. Posem un exemple:

(1) - (1) (o)

Aquest metode pot semblar eficient, perd aconseguir trobar els factors primers d’un
nombre pot arribar a ser molt dificil. Llavors pensem, com podriem calcular-ho...?

Existeix un simbol el qual no requereix que els dos nombres siguin primers per fer
servir la Llei de la Reciprocitat quadratica, i és el de Jacobi. Aixi, com que només cal
que els dos siguin imparells, el que cal fer és "factoritzar”els dosos que puguem trobar en
el "numerador” i aplicar la llei de la Reciprocitat quadratica. I dividir entre 2 si que és
una tasca senzilla. Posem un exemple:

(@) (8)- (- () ) 0)-
— (e (F) = (5) = o =

Per tant, el procés consisteix en una serie de calculs que sén sistematics, programables.
Els diferents calculs que cal fer son:

e Factoritzar els dosos del denominador, i aplicar la formula corresponent.

e Invertir els nombres aplicant la llei de la reciprocitat quadratica.
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e Buscar el minim residu.

I aixi successivament. I I'inic que vas és multiplicant cert nombre de —1. I com que, és
un simbol de Jacobi amb ”denominador” primer, si que el fet que sigui 1 6 —1 ens diu si
el primer nombre és unr esidu quadratic modul el segon.

Pero hi ha una altra manera de calcular simbols de Jacobi que evita que hi apareguin
nombres parells, pero llavors n’apareixen de negatius. Consisteix en canviar qualsevol
nombre parell sempre per el seu corresponent negatiu. Per exemple: 6 = —29 (mod 35),
i en aquest cas després es factoritzaria el —29 en 29 i —1, de forma que la formula que
aplicariem seria la del (’71) El mateix exemple d’abans seria:

B =TT @=@F=F)=F)E) =07 )=

n-1 5-111-1
(U (8) = (DD () = (2) = 1
Com podem veure, el procés és molt feixuc quan el primer parell que agafes és molt

petit, ja que llavors vas "reduint”molt poc a poc el denominador. Pero provem ara amb
un altre:

34\ _ (=11\ _ (=1Y\ (11\ _ -1 11y Lo145-1 45N (1)
(5)=(F)=(F) (H) =)= (5)=CD"7= = (1) =(7) =1
Quan la diferencia entre els dos és menor que la meitat del denominador, el canvi del
positiu pel negatiu és beneficiés. Per exemple, 14 = —5 (mod 19) i per aixo val més la

pena fer el (—1]19) i (5/19) que no el (2|19) i (7]19) degut a la facilitat de les formules i
la major "reduccié” del numerador.
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6.2 Sistematitzacio del procés

Com hem vist en I'apartat anterior, el calcul es pot ordenar i organitzar de forma que
podem trobar un cicle que ens permeti calcular els simbols informaticament. En ’esquema
que he realitzat i que trobem a continuacié, podem veure el procés i totes les seves parts
1 operacions.

Introaib +

. J
/ Bés
¢ primer? NO

S
L l l Retoma[la:?‘n,l'bj

Comprovac
i fimal

AL finali
resuftat

Retoma {b/a) —S|—

F

f

| canviaa perr

=3
| mod b

Adsono

residy NO
quadratic ¢ S|

asbh ? J

NO a=0med2? | —§|
.?

| L 4

|
L — — Aepeteix n vegades fins que asl mod 22 — — — — — — Acurmula +1

L’apartat comprovacié final és un procés que comprova si has arribat ja als casos en
que ni numerador ni denominador poden ser reduits, que son els casos de (%) , (’71) , (%)
Un cop s’arriba a aquests casos, cal multiplicar tots els 11 —1 acumulats i donar el resultat

final. La rutina que es mostra en 1’esquema a continuacié correspon aquesta comprovacio:

(2/b){a:2/b)

/ LRO(acurmu

la+-1)
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COMPROVACIO

FINAL
Y v
[mb/b) {1/b) (-1/b) (2/b) {a/b)
Y h 4 h h 4
h 4
Formula, Fasrrmula,
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Ara que ja hem mostrat 'esquema dels processos, en el segiient apartat intentarem
trobar una possible transcripcio a llenguatge informatic per al procés ja explicat anteri-
orment.
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6.3 Programacié i informatitzacio del procés

El que pretenem aconseguir en aquest apartat és pensar i crear un codi informatic que ens
permeti realitzar el calcul d’una forma eficag. Per tant, cal aconseguir una transcripcid
del llenguatge matematic i estructurat que hem estat comentant en els apartats anteriors
en un d’informatic.

Per a fer la transcripcié de llenguatge matematic a informatic he hagut de contactar
amb un programador, ja que el meu coneixement en informatica no és suficient. El
llenguatge usat és el de Visual Basic. NET Studio, creat per Microsoft. Es un llenguatge
estructurat de molta difusié en 'ambit informatic. Per aixo explicarem pas a pas el procés
i que significa cada frase, per tal de comprendre la totalitat de les funcions i comandes.

Per a poder entendre millor el codi sencer (veure Annex3), cal tenir alguns conei-
xements previs sobre el llenguatge. Per entendre’ns, en la definicié de les variables i
funcions hem utilitzat la nomenclatura metodologica dels programadors de Microsoft Dy-
namics NAV, on a les variables se les anomena en funcié del seu caracter. Per exemple,
una variable general s’escriuria sempre amb g , com g¢_intA on ”int”vol dir integer (en-
ter). De la mateixa forma, una variable local (que pertany només a la funci6 en concret,
no al procés general) s’escriuria am loc davant, com intALoc. i, una variable que fa de
paramatre, se 'anomena per prm, com per exemple intprmA.

També cal que sapiguem diferenciar entre les funcions "booleanes” (el resultat de les
quals només pot ser o veritable o fals) i les funcions corrents, el resultat de les quals depen
del que es faci.

A Tinici de qualsevol procés cal declarar primer totes les variables que utilitzaras. En
I’inici del codi trobem les variables de la segiient forma:

private double g_inta = 0O;

private double g_inté = 0;

private int g_intResultado = 0;
private string g_txtResultadol y
private string g_txtResultadoz g

En la figura veiem com les variables g_intA i g_intB son declarades incialment com
a 0. Aquestes dues variables son les dues variables a introduir, que, com veurem en el
programa, les dues variables a l'inici sén 0. El resultat de la operacié, g_intresultado
la declara inicialment també com a 0, i els dos textos que es mostren en la finestra com
a buit, que es senyala per 77 (variables g_txtResultadol i g_txtResultado?2).

*Nota: en la declaracié, la majoria de variables les trobem anomenades amb el prefix

35



double, que el que fa és declarar les variables com a decimals. Tot i que durant el nostre
procés només treballem amb enters, determinar les variables com a decimals admet un
rang més ampli de variables. També s’utilitza el prefixt string per determinar que una
variable és de text.

Després de declarar les primeres variables, la funcié primera i principal és la funcié
Calcular. En aquesta funcié s’hi troben tots els processos que es farien al calcular el
simbol. Les variables es tornen a declarar localment en aquesta funcié, tal i com es
mostra a continuacio:

public void Calcular()
i

g-intResultado = 1;

g_txtrResultadol T
g_txtrResultado2
TestParametres();

double intALoc = g_intA;
double intBLoc = g_intB;

Com podem veure, ara comenca donant a la variable g_intresultado un 1, ja que,
com que al llarg del procés ”"acumulem”1,—11 0, perque al final dongui 1,—1 o 0 es multipli-
ca la variable per tots els acumulats i dona el resultat. El text segueix estant buit i a les dos
variables de caracter general les anomena ara per variables locals, anomenades intALoc
i intBLoc. A l'inici del procés, cal comprovar que el segon nombre introduit és senar i pri-
mer, per aixo cal fer una comprovacié previa als dos parametres. La funcié que comprova
els parametres és la funcié TestParametres, que explicarem més endavant.

A partir d’aqui comenca la funcié de calcul en si, on trobem dues parts: la primera,
que és la part de calcul amb els diferents passos i reduccions, i la segona, en que es dona
els resultats numerics i textuals del procés.

El codi de la part de calcul és el segiient:
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bool blnFinal = TestComprobacioFinal(intALoc, intBLoc);
if (bInFinal)

f
do
{
bool binTest = false;
if (intALoc >= intéLoc)

intALoc % intBLOC;
true;

intALocC
binTest

S/Treure factors 2 del numerador.
f ('blnTest)

i
1 : : :

binTest = QuitarFactores2(ref intALoc, intBLoc);
}

//L1ei reciprocidad quadratica.
it (!binTest)
il
PermutarpParametros{ref intaLoc, ref intBLoOC);
binTest = true:

}

binFinal = TestComprobacioFinal(intaLoc, 1ntBLOC);

¥ while ('bInFinal);

Es important veure que totes les funcions internes que hi ha dins de la Calcular agafen
com a referencia de variable les intALoc i intBLoc.

En aquesta funcié trobem a l'inici la comprovacié que s’ha arribat al final amb les
dues variables locals, que seria el text que diu

bool blnFinal = TestComprovaciéFinal(intALoc, IntBLoc). Just a continuaci6
diu que, mentre el resultat de la comprovaci6 sigui fals (no s’hagi arribat al final) faci
certs processos amb certes ordres. Aquesta part de la funcié correspon a ’escrit
if (!blnFinal) do i while (!'blnFinal). Els que fara és un bucle d’operacions , que
és bool blnTest=false i que només s’inicia un cop comprovat que no ha arribat al final,
i, a més, només comenca un cop la comprovacié final és falsa.

La seqtiencia d’operacions que cal fer a les dues variables correspon als passos dels que
hem parlat amb el calcul a ma i, un cop un és cert un dels passos, torna ”cert”a la funcié
blnTest, i per tant, torna a comprovar si esta al final i torna a fer el procés sempre que no
hagi arribat al final ((!blnFinal)). Les operacions que busca i comprova, sén, per ordre:

e Sia>b,es canvia a pel corresponent r = a (mod b) més petit, que és la comanda
a%b. Si aix0 no és cert, segueix i comprova el segiient.

e Si la operacié anterior és falsa (if (!blnTest)) busca si el nombre és parell,
amb al funcié QuitarFactores2 amb les variables intALoc i intBLoc. La funcié
QuitarFactores?2 la definirem més endavant.
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e Si segueix sent falsa ’anterior, ara permuta els parametres fent servir la llei de la
reciprocitat quadratica.

Com podem veure, el procés queda tancat.

Després d’anar acumulant 1, —1 i 0, arribem a un punt en que ens trobem un simbol
del tipus (1|n), (—1|n) o (2|n). Llavors, la comprovacié final ens donaria cert, i per tant
hem de donar el resultat en forma numerica i text. Aix0 segueix de la part que hem
comentat anteriorment, i el codi que li correspon és el seglient:

9 txtResultadol = g ineesultado. TOSTr |I'E.‘I,:_I;
switch 'r_; intResultado)
case 1:
g txtResultado? = "<" + g inta. Tostringl() + » 85 residu guadratic mddull <" + g_inte.ToString() +
break;
case -1:
g rxtResultado? = "< # g_inta. ToString() + » &5 un WO residu guadratic mbdul <" + g_ints. ToString(
break;
case 0O:
E;_E-L!F!r'.ul'..nln." - " @ g_inta. T::-*.'.r'i"l:_|f} W » &5 slltiple de « + g_inte. TosStr ing(
o @ak;

El que primer trobem és que ens transforma la variable de text 1 (g_txtResultadol)
en una imatge textual de la variable nimerica del resultat (g_intResultado). Es a dir,
transforma un nombre en text. A partir d’aqui, ens obre un conjunt de casos en els quals
caldra prendre certes decisions en funcié de la variable resultat. Aquesta part correspon
al text on diu switch (g_intResultado). Els diferents casos seran:

e Cas g_intResultado= 1: la segona variable de text (g_txtResultadol) dira: "La
variable introduida a l'inici és un residu quadratic modul la segona”.

e Cas g_intResultado= —1: la segona variable de text (g_txtResultadol) dira:
”La variable introduida a I'inici és un NO residu quadratic modul la segona”.

e Cas g_intResultado= 0: la segona variable de text (g_txtResultadol) dira: "La
variable introduida a l’inici és un multiple de la segona”.

Fixem-nos que en els tres casos escriu el text entre cometes, en cas contrari no s’entendria
com a text. Pero hi ha una part que no esta entre cometes, que correspon a l’escrit de
g_intA.ToString() i g_intB.ToString(). Aquestes dues ja seran text pel fet de dur la
funcié ToString, que significa ”canvia a text”.

Un cop hem parlat de la funcié principal, anotarem les funcion secundaries que trobem
en el procés general de calcul i d’altres que sén previes i que comproven els paramatres.
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Comengcarem per la primera que ens trobem, la funcié TestComprovacioFinal, el codi
de la qual és:

private bool TestComprobacioFinal{double intprma, double intprms)

&

bool binFinal = true:
int aux = 0;
Ly

i
aux = Conmvert.,ToInt3Z2(intprma);

catch(Exception ex)

return false:
4

switch (aux)
1
case 0:
Acumulasigno(0);
break;
case 1:
Acumulasigno(l);
break:
case 2:
Acumulasigno(Resulvadorormulaz (intprme));
break;
case -1:
Acumulasigno(resultadoFormula_1(intprme));
break;
default:
binFinal = false;
break;

-

! ,
return binFinal;

En aquesta funcid, el que volem verificar és si hem arribat ja a un simbol irreductible,
com seria el cas de (1|n), (—1|n), (2|n) o (0|n).

Es tracta d’una funcié booleana, amb solucié inicial ”cert”. Llavors, anomena una
variable auxiliar aux que la determina com a 0 inicialment. A partir d’aqui, intenta
transformar la variable auxiliar en la variable d’entrada intprmA pero com a enter, no
com a decimal (la variable estava declarada a I'inici de la funcié com a double, decimal).
Si hi ha un error (catch(Exception ex)) a la transformacié (és a dir, si la variable
d’entrada no és entera), cal que surti resultat ”fals”. En cas contrari, obre una funci6 de
casos com abans. La transformacio a variable entera és necessaria precisament per aquest
pas, ja que amb variables decimals no es pot realitzar la funcié switch.

Hi ha 5 casos diferents de la variable intprmA, que sén els segiients:

e Si la variable és 0, s’acumula un 0 i es trenca el procés (es queda la variable resultat
com estava: ”cert”)

e Si la variable és 1, s’acumula un 1 i es trenca el procés, com en 'anterior.
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e Si la variable és 2, s’acumula un 1 o un —1 aplicant la funcié ResultadoFormula?2,
que correspon a la formula de (2|n).

e Sila variable és —1, s’acumula un 1 o un —1 aplicant la funcié ResultadoFormula_1,
que correspon a la formula de (—1|n). Llavors, es trenca el procés.

e [ sila variable és qualsevol altre (default), es canvia el resultat per ”falsi es trenca
el procés.

Veiem com, només si es tracta d’un simbol final, la funcié de comprovacioé déna ”cert”.
Per aixo, en la funcié calcular tots els processos per a calcular i reduir els simbols només
es duen a terme mentre que el resultat de la comprovacio sigui ”fals”.

La seglient amb la que ens trobem és la funcié QuitarFactores2 que a la funcio
calcula veiem que agafa de referéncia intALoc i intBLoc. A dins del procés, les canvia i
anomena per intprmAEntrada i intprmBEntrada. Veiem-ne el codi:

Erivate bool QuitarFactores2{ref double intprmaeEmtrada, double intprmBEntrada)

: bool blnsalida = false;

1E'h1"le (intprmAEntrada % 2 == 0)

intprmaEntrada = intprmaEntrada / 2;
blnSalida = true;
Acumu lasigno(ResultadoFormulaz (intprmEEntradal);

return binsalida;

Com podem veure, torna a ser una funcié booleana, de veritable o fals. Comenca
amb la variable fent-la falsa, i llavors el procés dura mentre el nombre sigui parell, com
diu a while(intprmAEntrada\’%2==0. Mentre sigui parell, canvia la variable per la se-
va meitat: intprmAEntrada = intprmAEntrada / 2; i torna "cert”. I, després d’aixo,
acumula un signe amb la funcié AcumulaSigno amb el resultat de la formula de (2[p).

La funcié que trobem a continuacié i que feia referencia dins de la funcié calcular
és la funcié PermutarParametros. En aquesta funcié s’aplica la Llei de la Reciprocitat
Quadratica. El codi que li correspon és el segiient:
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private void pPermutarParametros(ref double intprmagntrada, ref double intprmeEntrada)

double intprmAaux = intprmAEntrada;
double intprmBaux = intprmBENtrada;

Acumulasigno(LleiReciporcitatqQuadratica(intprmAEntrada, intprmBEntrada));
TNCPrmAENtrada = intprmBaux;
intprmBENtrada = intprmaaux;

}
private int Lleireciporcitatquadratica(double intprma, double intprme)

double decMumerador = ((intprma - 1) / 2) * ({intprme - 1) / 2);
if ((decnumerador % 2) = 0

return 1;
else

return -1;

Com a les anteriors, té de referencia les primeres variables, les intALoc i intBLoc,
pero les reanomena com a intprmAEntrada i intprmBEntrada. En la primera part,
senzillament anomena dues variables auxiliars, que seran igual a les variables d’entrada.
Es a dir, intprmAaux=intprmAEntrada i viceversa.

A partir de llavors, acumula un signe amb la funcié AcumulaSigno a partir del resultat
de la funcié LleiReciprocitatQuadratica. Un cop fet aixo, intercanvia els valors, tal
com farfem amb la Llei (intprmAEntrada=intprmBaux i intprmBEntrada=intprmAaux).

Aprofitarem la mateixa imatge per parlar de la funcié LleiReciprocitatQuadratica.
L’objectiu d’aquesta funcié és donar-nos o bé un 1 o bé un —1, ja que el resultat d’aquesta
"s’acumulara”amb la funcié AcumulSigno.

Senzillament, el que fa és operar les variables seguint la Llei de Reciprocitat Quadratica,
anomenant el resultat del producte decNumerador. Llavors, si (1f) decNumerador és pa-
rell, és a dir, si és congruent amb 0 modul 2, el resultat és 1. Recordem que, en la Llei de
Reciprocitat Quadratica, trobem un —1 amb un exponent d’un producte de dues fracci-
ons. Per tant, si el resultat del producte és parell, llavors el resultat és 1. En canvi, si no
és parell (else), el resultat és —1.

La funcié de la que parlarem a continuacié és una funcié clau, ja que és la que ens
déna el resultat final. Aquesta funcié és la funcié AcumulaSigno. El codi és el segiient:
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private void Acumulasigno(int intprmAcumular)

if ((intprmacumular != 1) &% (intprmacumular '= -1} &% (intprmAcumular !'= 03})
throw new Exception( Control. Només poden acumularse 0,1 & -1.");
g_intResultado = g_intResultado * intprmacumular;

La variable en aquesta funci6 ve sempre d’alguna altra funcié, i per tant sempre arriba
en forma d’1,0 6 —1. Llavors, la reanomena per intprmAcumular.
A partir d’aqui comprova que tot el que li arribi de variable siguin 1,—1 1 0, ja que en cas
contrari el resultat del simbol no seria 1,—1 6 0.
Aquesta part correspon a
if ((intprmAcumular != 1) && (intprmAcumular != -1) && (intprmAcumular != 0))

que, literalment vol dir ”si la variables no és 1, no és —1 i no és 0 mostra un error
dient que només es poden acumular 1,—1 1 0”. Aquest procés és un suport, un procés que
es pot estalviar pero que assegura que no es donguin irregularitats.
Llavors, a continuacié multiplica la variable del resultat, g_intResultado, pel nombre
que acumula, que és intprmAcumular. Per tant, al final quan es déna el resultat, ha
canviat en funcié dels ”signes”que ha acumulat.

Dins del procés d’acumular signes, hi ha dues formules, una de les quals no s’utilitza
degut al procés que hem escollit per calcular. Una és la formula per a (2|n) i laltre per
a (—1|n). Tot i aixo, parlarem de les dues perque sén importants.

La funcié que utilitza la formula de (—1|n) ’anomenarem ResultadoFormula_1, el
codi de la qual és el segiient:

private int ResultadoFormula_1({double intprmg}

double decNumerador = {(intprmg - 1) / 2;
if ((decNumerador % 2) == 0)

return 1;
eglse

return -1;

La variable dins de la funcié I'anomena per intrprmBin’anomena una altra, decNumerador
com a resultat de la multiplicacié de 'exponent de (-1) en la formula de (—1|n), que és
(—1)nT_1, que es veu escrit en (intprmB - 1) / 2;. Llavors, en funcié de si és parell la
decNumerador déna com a resultat 1 o —1, com podem veure escrit en

if ((decNumerador % 2) == O)return 1; else return -1;.

Tot i aix0, com hem vist en el primer metode de calcul de simbols, aquest pas no es
fa servir.
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Si ara ens fixem en la funcié que calcula els simbols del tipus (2|n) amb la seva
corresponent formula, podem veure que no és gaire diferent. El codi és el segiient:

private int ResultadoFormula2(double intprme)

double decMumerador = ((intprmgé * intprmg) - 1) / 8;
if ((dechumerador % 2) == GE

return 1;
else

return -1;

Com podem veure, és exactament igual que la de (—1|n) només que la formula canvia,
n“—1

ja que la de (2|n) és (—1) "=

I, per acabar de parlar del procés, hi ha una funcié el motiu de la qual és corroborar
que el que tu introdueixes és un simbol de Legendre , i s’anomena TestParametres. El
codi és el segiient:

private void TestrParametres()

1f {g_intA <= 0 || g_intE <= 0)
throw new Exception(”Han de donar-se parametres diferents de zero 1 positius.”);
SAAF (Anta = 1n13§
Vi throw new Exception(”el parametres no poden ser iguals.");
if (Espar(g_inte)) i
throw new Exception(”Parametre 2 no pot ser parell.”);
if ('esPrimer(g_inte)) :
throw new Exception(“Parametre 2 ha de ser primer.");

Es una funcié de comprovacié de casos, com podem veure pels if. Agafa com a
variables els primers paramatres que introduim, g_intA i g_intB. Passa per 4 condicions,
que son:

e Si la primera o la segona variables séon < 0, déna un error, dient que s’han de donar
parametres positius i diferents de zero.

e Si els dos parametres son iguals, llavors dona un error, dient que és diferent. Aques-
ta possibilitat esta cancelada amb doble barra (//) ja que, obviament, si els dos
nombres sén iguals, el resultat del simbol és 0.

e Si la comprovacié de la funcié EsPar amb la segona variable és certa (és a dir, si el
nombre és parell), déna un error, dient que la 2na variable ha de ser imparell.

e Si la comprovacié de EsPrimer és falsa, és a dir, si no és primer, déna un nou error,
dient que el 2n parametre ha de ser primer.
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Dins de la comprovacié hem vist dues funcions que ens disposem a explicar ara. La
primera és la funcié EsPar, el codi de la qual és:

private bool EsPar(double intprmTestear)

return (intprmTestear % 2 == 0);

Es una funcio senzilla on 1"inic que fa és comprovar si la la variables és parell, és a
dir, si intprmTestear\%2 == 0. Al ser una funcié booleana, com posa en bool, només
retorna veritat o fals.

La 2a funcié que veiem en el TestParametres és la funcié EsPrimer. Aquesta funcio
és, senzillament, el que s’anomena per test de primalitat. Veiem com funciona aquest, tot
llegint el seu codi:

private bool EsPrimer(double intprmTestear)

if (intprmTestear == 3)
return true;

bool binsalida = true;
double max = math. sgrr{intprmTestear);
}f (intprmTestear > 3)

double intAux = 3;
do

binsalida = (intprmTestear ¥ intAux) != 0;
TNCAUX = iMCAUX + 2
} while ((binsalida != false) && (intAux <= max));
h|

J/Nota: para el caso 1 y 2 devuelve verdadero y no puede ser negatiwvo.
return blnsalida;

Es tambe una funcié booleana, I'ojectiu de la qual és dir-te si el nombre introduit en
forma de variable és o no nombre parell. Comenca donant una condicié: si el nombre és 3,
llavors és primer. Correspon a la part on diu if (intprmTestear == 3) return true;.
Llavors obre una altre funcié booleana, que comenca amb el resultat ”veritable”. El que
fa és comprovar si el nombre és divisible entre els nombres a partir de 3 i tots els segiients
sumant 2 (aixi t’evites comprovar els parells). Ho prova aixi fins arribar a comprovar
I’arrel quadrada del nombre, ja que és el nombre més gran que podem trobar que forma
part dels factors primers que composen la variable si ja hem descartat els anteriors que
s’haurien de multiplicar amb els més grans que 'arrel.

La part en que dictamina que dividira per nombres del tipus 342k < y/n és la segiient:
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if (intprmTestear > '3)

double intaux
do

EH

binsalida = (intprmTestear % intaux) != 0;
intaux = iNTCAUX + 2
T while {(b1nsalida '= false) && (intAaux <= max));

La part escrita blnSalida=(intprmTestear \), intAux) != 0, on != vol dir #, ens
diu que el test és cert sempre que la variable no sigui divisible entre la variable auxiliar, és
a dir, els nombres del tipus 3k+2. Per tant, la variable ”cert /fals”de la funcié booleana és
certa sempre i quan la variable d’entrada intprmTestear no sigui divisible entre la variable
intAux que, un cop no ho és , se li suma 2, com podem veure a intAux = intAux+2.
Aquest procés s’ha de repetir mentre (while) la variable cert/fals blnSalida no sigui
falsa ((blnSalida != false)) i la variable ”"divisora” intAux sigui més petita o igual a
l'arrel quadrada de la variable: intprmTestear ((intAux <= max)).
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7 Conclusions i valoracio

7.1 Conclusions

Com a conclusions del treball, podem dir que I'aritmetica modular és una branca de les
matematiques que ha sorgit molt tard a diferencia d’altres branques com al geometria
o l'algebra, pero que el seu desenvolupament ha estat igual de rapid o major que el
d’aquestes. Es, llavors, una de les parts de les matematiques més contemporanies i alhora
de les més usades actualment.

També que és més facil en general calcular simbols de Jacobi i Legendre a partir d’un

metode sistematic i organitzat que utilitzi la simplificacié de simbols del tipus (%) que
no el metode de simplificar (;1), ja que aquest ultim és més o menys llarg en funcié dels

n
dos nombres inicials.

Finalment, puc dir que el llenguatge LaTeX et permet escriure textos matematics més
facilment que altres editors de text com poden ser el Microsoft Office Word o 1’Open
Office, ja que treballa amb un sistema d’escriptura lineal i no d’insercié de formules i
grafics.

7.2 Valoracid

A Tinici d’aquest treball em vaig plantejar molts dubtes a ’hora de si m’agradaria el tema
que havia escollit. Al principi em pensava que sobre el que es basaria el meu treball era
sobre la Llei de la Reciprocitat Quadratica i les seves demostracions. Pero, al llarg del
procés d’elaboracié del treball vaig veure que el que més m’agradava i més interessant
trobava era el calcul de Simbols de Legendre, junt amb la part d’infomatica.

Malgrat aixo, he apres aritmetica modular, he estat capag d’entendre i explicar d’una
manera més o menys entenedora la demostracio de la llei i he estructurat i esquematitzat
un procés de calcul de simbols de Legendre i Jacobi. Per tant, podem dir que he complert
tots els objectius que em proposava a l'inici del treball i que la valoracié general és
satisfactoria.

A més, he apres a escriure en codi LaTeX i he pogut escriure tot 'apartat de base
matematica amb el mateix format majoritariament utilitzat per la comunitat matematica.
Considero que aquests coneixements em seran beneficiosos en el meu futur com a estudiant
i sé que ja tindré una part de la feina feta a I’hora d’aprendre a escriure textos matematics
més complexos.
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9 Agraiments

Per comencar, voldria agrair el suport i I’ajuda rebuda per part de la meva tutora del
treball, Dolors Ametller, sobretot en el procés d’aprenentatge del codi LaTeX i sobre
I’estructuracio i correccié del treball.

També agrair tot el material i consell rebut d’en Bernat Plans, vicedega del centre de
documentacié de la Universitat Politecnica de Barcelona, del qual vaig escollir una de les
seves propostes de treball de recerca. Li agraeixo també el suport en l'apartat de base
teorica d’aritmetica modular.

Vull destacar ’ajut rebut a I'hora d’elaborar el codi per al programa informatic d’en
German Alhama (llicenciat en Matematiques) i en Eleuterio Daimiel, programadors in-
formatics d’'una empresa de software de Barcelona.

Per acabar, agrair tot el suport incondicional rebut per part dels meus pares, que han
estat alla sempre que ho necessitava.
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10 Annexos

10.1 Exemple d’escriptura en Latex (fragment del treball)

A continuacié adjunto una part del treball escrit en llenguatge LaTex. Cal remarcar que
tot el treball (excepte la portada) ha estat escrit i editat utilitzant aquest llenguatge.

A Tinici trobem el ”head”, que és on es configuren les caracteristiques que vols que
tingui el teu document i els diferents paquets de continguts que vols que s’utilitzin en
aquest.

A continuacié trobem el ”body”, que correspon al document escrit. Es tot allo que
esta entre begin{ document} i end{document}.

*Nota: les pagines que corresponen al codi no estan comptabilitzades dins de 1’enu-
meracié de pagines general.
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\documentclass[12pt]{article}

\usepackage{amsmath,amssymb}
\usepackage{amsfonts}
\usepackage{amsthm}
\usepackage{graphicx}
\newtheorem{prop}{Proposici\“o}
\newtheorem{teo}[prop]{Teorema}
\newcommand{\Ip}{\left(}
\newcommand{\rp}H{\right)}
\usepackage{eurosym}

\usepackage[catalan]{babel}
\selectlanguage{catalan}
\usepackage[latinl]{inputenc}

\parskip .3cm

\topmargin O cm

\oddsidemargin .2cm

\itemsep .2cm

\textwidth 16cm

\textheight 20cm

\begin{document}

\section{Part Teodrica}

\subsection{Aritmética modular}
\subsubsection{L"anell $\mathbb{Z}/m\mathbb{Z}$}

\begin{itemize}

\item Dos nombres $a$ 1 $b$ $\in$ $\mathbb{Z}$ s"anomenen congruents entre si modul $m$ si la
seva diferéncia és divisible entre $m$ (és a dir, tenen el mateix residu al dividir-los
entre $m$), o dit d altra forma : $a-b=km$-

Es denota aixi : $a\equiv b\pmod{m}$

\item Tot enter $a$ €s congruent a un unic $r$, amb $0\leq r<m$, que correspon al residu de
dividir $a$ entre $m$. A més, si $a\equiv b$ 1 $c\equiv d$ , llavors $a+c\equiv b+d$ 1
$ac\equiv bd$- Per tant el conjunt d"aquests $r$ té estructura d"anell i1 I"anomenarem
$\mathbb{zZ}/m\mathbb{Z}$-

\end{itemize}

\subsubsection{Element invers}

\begin{itemize}

\item Un element $a\in \mathbb{Z}/m\mathbb{Z}$ s"anomena invertible si existeix un $b$ tal que
$ab\equiv 1\pmod{m}$, cosa que només és possible si i1 només si $\mbox{mcd}(a,m)=1%.

\item EI fet de que $a$ sigui coprimer amb el modul es demostra a partir de I"identitat de
Bézout (veure Annex2), que diu que si mcd$(a,m)=d$, llavors existeixen $x,y$ tals que
compleixen $ax+ym=d$-\\Aquesta expressié es pot traduir a $ax\equiv d\pmod{m}$ i, per tal
de que $x$ sigui I"invers d"$a$, mcd$(a,m)=1$ 1 es compleix la condicio.

\item Una forma facil de trobar I"element invers d"un nombre és fent servir l"algorisme
d"Euclides a I"equaci6 diofantica $ax+ym=1$ (veure Annex2), on $a$ és el nombre en qlestio,
$x$ és I element invers d"aquest i $m$ és el modul.

\item EI conjunt d"elements invertibles en $\mathbb{zZ}/m\mathbb{z}$ 1"anomenarem per
SUQ\mathbb{Z}/m\mathbb{Z})$-

\end{itemize}

\begin{prop}Si un element té invers, aquest és unic.\end{prop}
\begin{proof}\hspace{0.25cm}Ens disposem a demostrar-ho per reduccié a I"absur.Posem per cas que

existeixen $2$ elements, $b$ 1 $c$, Inversos d"$a$- Tindriem que:
$$ab\equivi\pmod{m}\hspace{0.5cm}ac\equivi\pmod{m}$$

per tant$$ab\equiv ac\pmod{m}$$
i multiplicant els dos membres per $b$ $$b\equiv c\pmod{m}$$

I arribem a contradiccié. Per tant, existeixen tants elements en $U(\mathbb{Z}/m\mathbb{z})$ com
$a$ entre 0 1 $m$ tals que mcd($a,m)=1$\end{proof}

\underline{Corol.lari:} Si $m$ és un primer senar $p$, llavors
$SUQ\mathbb{Z}/p\mathbb{zZ})=\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}-\{0\}$

\underline{Exemples:} En la taula segient podem veure tots els inversos dels nombres de

$\mathbb{z}/11\mathbb{z}$ i les congruéncies en fer el producte. Fixem-nos que al ser 11 un
nombre primer, tots els elements tenen invers.

\begin{figure}[h]



\centering
\includegraphics[width=15cm]{Taulal}
\end{figure}

\underline{Observacio}: fixem-nos que els Unics que so6n els seus propis elements inversos so6n 1 i
$p-1$, Ja que un nombre és el seu propi invers si $$x"2\equivi\pmod{p}$$
$$xM2F-1\equivO\pmod{p}$$ $$(x+1) (x-1)\equivO\pmod{p}$$ $x=\pmls$$

\begin{teo}[de Wilson] Un nombre enter $p$ és primer si, I només si: $$(p-1)"\equiv-1\pmod{p}$$
\end{teo}

\begin{proof}\hspace{0.25cm} Utilitzarem els elements invertibles a I"hora de demostrar el
teorema.

Posem per cas que $p$ no és primer. Llavors, el producte $(p-1)!$ tindra tots els factors de $p$.
Per tant, $$(p-1)!\equivO\pmod{p}$$Perd, si $p$ és primer, tots els elements $2,...,(p-2)$
tindran invers dins de $2,...,(p-2)$ 1 multiplicats donaran 1. Per tant, podrem transformar

|

expressio
$$

(

p_

1

)

!

\

equiv

(1\cdot2\cdot3\cdot. . .\cdot(p-2)) (p-1L)\equiv(l\cdotli\cdotl.. . ) (p-D\equiv(p-1)\equiv-1\pmod{p}$$
\end{proof}

\subsection{La funcié $\varphi$ de Euler}

Sigui $n$ un enter. Definim $\varphi(n)$ com la quantitat de nombres naturals més petits que $n$
i primers amb $n$. Per la proposicié anterior, $\varphi(n)=|UQ(\mathbb{z}/m\mathbb{z})|$-\\

\underline{Exemples:} $\varphi(1)=1,\varphi(2)=1,\varphi(15)=8...%-

Si $p$ és primer:

$\varphi(p)=p-1$

$\varphi (pM{k}H)=pMk}-p k-1}=(p-1)p~{k-1}=(1-\frac{1H{pHpk}$
\begin{proof}\hspace{0.25cm} Volem demostrar que $(p~{k})=pk}-p~{k-1}$. En el conjunt
$\{1,2,3,...,pMk}\}$ hi ha exactament $p~{k-1}$ multiples de $p$. que serien $\{1p, 2p,

3p, ---,(pk-1Pp\}$, 1 aquests son els unics no primers amb $p$.
\end{proof}

\begin{prop}La funcid d"Euler és multiplicativa, és a dir, $\varphi(nm)=\varphi(n)\varphi(m)$
sempre que $\mbox{mcd}(m,n)=1%.\end{prop}

\begin{proof}\hspace{0.25cm}Sigui $z\in\mathbb{z}$. Denotem per $\mathbb{zZ} k$ a
$\mathbb{zZ}/k\mathbb{z}$ 1 $[z] {k}$ al valor de $z$ dins de $\mathbb{z} k$. A partir daqufi,
anomenem $[z] {mn}$. $[z1 m$ 1 $[z] n$, amb $m$ 1 $n$ coprimers. Llavors, definim la
correspondéncia:

$$\mathbb{Z} {mn}\rightarrow\mathbb{z} {m}\times\mathbb{zZ} n$$ $$[z] {mn}F\rightarrow(a,b)$s$

On $a=[z] m$ 1 $b=[z] n$- Aquesta correspondéncia és injectiva, és a dir, a elements diferents de
$\mathbb{Z} _{mn}$ corresponen parelles diferents de $\mathbb{z} {m}\times\mathbb{z} n$. Per a
demostrar-ho, imaginem que de $[z {1}]1 {mn}\neq[z_{2}1 {mn}$ obtenim $a {1}=a {2}$ i1 $b_{1}=b 2%.
Tindriem que:

$$

\

left

\

begin

{

matrix
Ya_1=z_1+kn\\a_2=z_2+pn\end{matrix}\right\}\Rightarrow\begin{matrix}z_1-z_ 2=\dot{n}\end{matrix}$$

Igualment, per a $b_1$ 1 $b_2$ arribem a que $z_1-z 2=\dot{m}$. Per tant:

$$\left. \begln{matrlx}z 1-z 2= \dot{n}\\z 1-z_2=\dot{mP\end{matrix}\right\}\ \mbox{i tenint en
compte que \textit{m} i \textit{n} soén coprimers}\Rightarrow z_1-z_ 2=\dot{\bar{nm}}\Rightarrow
[z_ 1] _{mn}=[z_2] {mn}$$i arribem a contradiccio.




A més, la quantitat d"elements dins de $\mathbb{z} {mn}$ 1 de $\mathbb{z} n\times\mathbb{Z} m$ és
la mateixa ($mn$ elements), per tant, la correspondéncia és també bijectiva.

Seguint aquesta mateixa norma i notaci6, volem demostrar que, si $UQ\mathbb{z} {mn})$ és el
conjunt d"elements invertibles en $\mathbb{zZ} {mn}$ la correspondéncia segient:
$$UQ\mathbb{zZ} {mn})\rightarrow UQ\mathbb{Z} {m})\times U(\mathbb{Z} n)$$és també bijectiva.

Es a dir, que $z$ és invertible a $\mathbb{z} {mn}$ quan $a$ i $b$ ho s6n a $\mathbb{z} {m}$ i
$\mathbb{z} {n}$ 1 viceversa.

Primer demostrarem que si $z\in UQ\mathbb{Z} _{mn})$, llavors $z\in UQ\mathbb{Z}_{m})$ 1 $z\in
UQ\mathbb{z}_{n})$-

Sabem que mcd$(z,mn)=1$. Llavors, si $$d=\mbox{mcd}(z,n)\Rightarrow d|n\Rightarrow d]mn\
\mbox{i}\ d]z\Rightarrow d=1$$

Si mcd$(z,n)=1%$, llavors $z\in UQ\mathbb{z} {n})$. De la mateixa manera, $z\in
UQ\mathbb{z} {m})$-

Ara, demostrarem que si $a\in UQ\mathbb{z} {n})$ 1 $b\in UQ\mathbb{z} {m})$., existira un $z$, amb
$[z]1_n=a%$ i $[z] _m=b$, que complira $z\in UQ\mathbb{Z}_ {mn})$-

Sabem que $$z=a+kn=b+pm$$ 1 que
$$\begin{matrix}\mbox{mecd}(a,n)=1\\\mbox{mcd}(b,m)=1\end{matrix}$$

Si $d]z,n\Rightarrow d]Ja=z-np$- Es a dir, $d]a,z,n$ 1 com que mcd$(a,n)=1$, $d=1$-. De la mateixa
manera, ho fem per $b$ i1 per $m$.-
Llavors:$$\begin{matrix}\mbox{mcd}(z,n)=1\\\mbox{mcd}(z,m)=1\end{matrix}$$

Si tenim un $d|z,mn$, llavors o bé $d|m$ o $d|n$, ja que $m$ i1 $n$ son coprimers. Pero, com que
mcd$(z,n)=1$ 1 mcd$(z,m)=1%, llavors mcd$(z,mn)=1$ 1 $z\in UQ\mathbb{z} {mn})$-\end{proof}

\begin{prop}Per a qualsevol $n<1$ es compleix que: $$\varphi(n)=n\prod {p {i}|n}{} \lp
1-\frac{1}{p_{i}}\rp $$ on $p {i}$ s6n tots els primers divisors de $n$-\end{prop}

\begin{proof}\hspace{0.25cm}Partim de $n=p {1}k {1}}\cdot.. \cdot p {r}~{k {r}}$. Sabent que
$S\varphi(nm)=\varphi(n)\varphi(m)$ si $\mbox{mcd}(m,n)=1$ i el valor de $\varphi(p~{k})$, podem
dir

que
$$\varphi (nN)=C-\frac{1}{p {1}P)p {13 {k {1} F\cdot. . \cdot(1-\frac{1}{p {r}Pp {r}{k {r}}$$Per
definicio, $n=p {1}k _{1}}\cdot.. \cdot p {r}*{k {r}}$ per tant queda demostrat.\end{proof}

\begin{prop}Si $p$ €s un nombre primer i senar, llavors el grup d"elements

d*suQ\mathbb{z}/p {k}\mathbb{z})$ és ciclic d"ordre $p {k}-p~{k-1}$. Es a dir, existeix un $g$

tal que: $$UQ\mathbb{zZ}/pkF\mathbb{Z}P)=\{g™N{r}:r=1, .. .,p{Kk}-pMk-1}\}.$$Dit d"altra manera,

existeix un $g$ del qual podrem obtenir tots els elements de $U(\mathbb{Z}/p~{k}F\mathbb{z})$ si
I"elevem a poténcies d"exponent desde $1$ fins a $p M {k}-p~{k-1}$-\end{prop}

\underline{Dada Gtil:} en el cas de $k=1$ (un primer qualsevol) és interessant observar que
I"ordre és de $p-1=\varphi(p)$-

\underline{Exemple:} Sigui $p=3% i $k=2%. Llavors agafem el conjunt $U(\mathbb{zZ}/9\mathbb{z})$,
els elements del qual s6n $\{1,2,4,5,7,8\}$ 1 provem que obtenim amb diferents elements.

Agafant el $4$ obtenim: $4~{1¥\equiv4a$, $4°2F\equiv7$, $4°{3}\equivi$. Es a dir, no obtenim tots
els elements del conjunt $UQ\mathbb{Z}/\mathbb{z} 9)$.-

Provem ara amb el 2:

$2~M{1F\equiv2  2r{2F\equiv4 2 {3 \equivs, 22 {4F\equiv7 2 {5F\equiv5, 2~ {6}\equivi$. Fixem-nos en que
I"altim exponent és $6=3"{2}-3"{2-1}$, 1 que hem generat el conjunt d"elements
$UQ\mathbb{Z}/9\mathbb{z})$. Llavors, direm que el 2 és un generador
d"sUQ\mathbb{zZ}/9\mathbb{Z})$-

Es essencial veure que cal que $p$ sigui senar. Per exemple, $U(\mathbb{z}/8\mathbb{Z})$ no és
ciclic. De fet, té 4 elements pero tots sén d"ordre $2$ (és a dir, satisfan $g"2=1%$)

\subsubsection{Equacions lineals i sistemes d"equacions}

Anomenarem equacid lineal a aquella de la forma $ax\equiv b\pmod{m}$-

\begin{prop}Si $\mbox{mcd}(m,a)=1%, 1"equacié tindra una Unica solucié.\end{prop}
\begin{proof}\hspace{0.25cm}Procedirem a fer la demostracié per reducci6é a 1 absurd. Com que

mcd($a,m$)=1 sabem que $a$ tindra un element invers. Llavors, una solucidé a I"equaci6 seria
$x_0=an{-1}b%$ ja que $$ax_O\equiv aa™{-1}b\equiv b\pmod{m}$$

Imaginem que existeixen dues solucions, $x _0,x_1$. Sabriem que $$ax_Il\equiv b\pmod{m}$$
$$x_1\equiv a™{-1}b\equiv x_O\pmod{m}$$



Per tant, $x O\equiv x_1$ i1 arribem a contradicci6.\end{proof}

\begin{prop}Si $\mbox{mcd}(m,a)=d$, existiran exactament $d$ solucions de I"equacid $ax\equiv
b\pmod{m}$-\end{prop}

\begin{proof}\hspace{0.25cm}La congruencia $ax\equiv b\pmod{m}$ equival a que existeixi algun
enter $y$ tal que $ax-ym=b$.\\

Tenint en compte que $\mbox{mcd}(a,m)=d$, $d$ divideix $b$. Per tant, podem dir que
$a=a"d,b=b"d,m=m"d$, 1 transformar la primera equacid en una reduirda: $a"x\equiv b="\pmod{m"}$-

Aquesta equacid redurda si que tindra una Unica solucid $t\in\mathbb{z}/m\mathbb{z}$, ja que
$\mbox{mcd}(a”,m")=1$. Per tant, un element $x_O\in\mathbb{Z}/m"\mathbb{z}$ és solucid de
I"equacié no redurTda exactament quan $x_O\equiv t\pmod{m*}$, és a dir, $x_0=t+zm"$ per algun
enter $z%-

Per tant, hi ha exactament $d$ solucions, que corresponen a $0\leq z<d$.\end{proof}
\begin{teo}[Petit de Fermat]

Sigui $p$ un primer 1 $a$ un enter, llavors $a™{p}\equiv a\pmod{p}\forall a$.

En particular, si $\mbox{mcd}(p,a)=1$, llavors $a~{p-1}\equiv 1\pmod{p}$-\end{teo}

\begin{proof}\hspace{0.25cm}Seguirem el métode d"inducci6. En el cas $a=1%$ és obvi. Suposem que
val per $a=n$. Comprovem que es compleix per $a=n+1$- Cal que comprovem que $$(n+1L){p}F\equiv
n+1$$

Si desenvolupem $(n+1)"{p}$ ens dbéna que $$(n+1)pH\equiv n{p}+1\pmod{p}$$ jJa que tots els
factors $\displaystyle{p \choose k}$ amb $0<k<p$ seran multiples de $p$. 1 Finalment, com que
$n{pH\equiv n\pmod{m}$ per hipotesi inductiva, $$(n+1){pF\equiv n{p}r+i\equiv
n+1\pmod{p}$$\end{proof}

\begin{teo}[d"Euler]

Si $\mbox{mcd}(a,m)=1$, llavors $a{\varphi(m)}F\equivi\pmod{p}$ per a qualsevol $a$ enter. Per
tant, $ar{\varphi(m)-1}$ és l"element invers de $a$-\end{teo}

\begin{proof}\hspace{0.25cm}Siguin $\{r {1}, ...,.r_{\varphi(m)}\}$ tots els naturals primers amb
$m$ menors que aquest. Ara multipliquem cada $r_{i}$ per $a$, i1 cadascun d aquest $r {i}a$ sera
congruent a un unic altre $r_{j}$. De forma que tindrem: $$ar_{l1}\cdot...\cdot
ar_{\varphi(m)RNequiv r_{1}\cdot...\cdot r_{\varphi(m)N\pmod{m}$$ Llavors:
$sa™{\varphi(m3}(r_{1}\cdot.. _\cdot r_{\varphi(m)}P\equiv r_{1}\cdot...\cdot
r_{\varphi(m)}\pmod{m}$$l aixo és només possible si $ar{\varphi(m)}F\equiv 1\pmod{m}$ (es pot
simplificar als dos membres ja que $\mbox{mcd}(a,r {i})=1%)-\end{proof}

\begin{teo}[Teorema xinés del residu]

Siguin $m {1}, ...,m_{r}$ enters positius coprimers dos a dos. El sistema d"equacions $$x\equiv

a {1R\pmod{m {13\ \ \ ;...;\ N\ \ x\equiv a {r}\pmod{m {r}}$$ té solucid per a qualssevol

$a {1},...,a {r}$. Aquesta solucidé és unica modul el producte de tots els $m {1},...,m {r}$.
\end{teo}

\begin{proof}\hspace{0.25cm}Sigui $M=m_{1}\cdot.. . \cdot m {r}$. Llavors, qualsevol $m {j}$
($1\leq j\leq r$) divideix a $M$ 1 $\mbox{mcd}M/m_{j}.m {jH)=1%.

Com que $\mbox{mcd}M/m_{j}.m {j})=1%, sabem que existiran $b_{j}$ tals que:
$$\Frac{M}{m_{33}}b_{iF\equiviNpmod{m_{j}}$$A més, per a tot $m {i}\neq m {j}$
tindrem:$$\frac{M}H{m_{g}}b_{gF\equivO\pmod{m {i}}$$A partir d aquests $b_{j}$ construirem la
sumag$sw=\sum_{i=0}{rF\frac{MHm {J}}b_{Jra {J}$$Per a $1\leq i\leq
r$:$w=\sum_{J=03{rP\frac{MHm {J}}b {J}a {gJFH\equiv \frac{MH{m {i}}b {i}ta {iF\equiv
a_{i}\pmod{m_{i}}$$

Per acabar, suposem que existeixen dues solucions $x$ 1 $y$ diferents, que $$x\equiv a_{i}\equiv
y\pmod{m_{i}}$$Per tant, $x-y$ és divisible per $m {i}$, 1 com que tots els $m {i}$ sén coprimers
entre si, $x-y$ sera tambe divisible per $vM$, per tant:$$x\equiv y\pmod{M}$$i arribem a
contradicci6. Per tant, $w$ és I"Unica solucid del sistema.\end{proof} \end{document}




10.2 L’algorisme d’Euclides

L’algorisme d’Euclides és un metode 1til i eficac per a calcular el maxim comu divisor de
dos nombres naturals qualssevol. El procés consiteix en una serie de divisions successives.

Utilitza els residus i es basa en que, si a i b, amb a > b, existeix un ¢; tal que:

a=qb+ry i r<b

De la mateixa manera, existira un ¢, tal que:

b:q27”1—|—7“2 1 ro < T1

Aquest procés es repeteix fins que s’arriba a rp, = 0. Llavors, el maxim comu divisor
d’a i b sera r,_;. Per exemple, a = 2346 i b = 456:

e 2346 = 456 x 5 + 66
e 456 = 66 x 6 + 60
e 66 =60%1+6

e 60=6+x10+0

Per tant, el med (2346, 456) = 6.

Si arrosseguem calculs:
6 = 66—60 = 66— (456 —66%6) = 7+66—456 = 7(2346 —5%456) —456 = 72346 — 5*456

Aquest meétode ens permet trobar els inversos d’elements quan estem en Z/mZ. Posem
per exemple que volem trobar I'invers de 19 dins de Z/31Z. Aplicant 1’algorisme:

e 31 =19%x1+12
e 19=12%x1+7
e 12=7Tx1+5

e 7T=5x%x1+2

53



e Hh=2x2+1

e 2=1%x2+0

Tornem a arrossegar els diferents passos:
1=5-2%2=5-2%(7T—5%1)=3%x5—-2x7=3%x(12—-7Tx1)—2x7=
= 3%12—5+7 = 3%12—5%(19—12%1) = 8%12—5%19 = 8%(31—19%1)—5%19 = 8%x31—19%13

Per tant, I’element invers de 19 és —13 = 18 (mod 31).

Sabem que aquest metode sempre servira per l'identitat de Bézout, que diu que, si
a i b sén naturals qualssevol, sempre existiran x i y enters tals que ax + by = d, on

d = mcd(a, b).
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10.3 Codi del programa de Calcul de Simbols de

using System;

using System.ComponentModel;
using System.Drawing;

using System.windows. Forms;

namespace Cuadratic
?uh1ic partial class Forml : Form
ublic Forml()

nitializecomponent ();

private double g_inta = 0;
private double g _inte = 0]
private int g_intResultado = 0;
private string g_txtResultadol =
private string g_txtResultado? =

= ¥
vy,
2

Quh1ic void Ccalcular()

g_intResultado = 1;
g_txtResultadol = "";
g_txtResultado2 = "";
TestParametras():

double intALoc = g_intA;
double intBLoc = g_inte:;

bool blnFinal = TestComprobacioFinal(intaLoc, intBLoc);
}f ('bInFinal)

?a
boal blATest = false:
}f {intALoc »>= intBLoc)
intaALoc = intALoc % intBLoc;
bInTest = true;
J/Treure Tactors 2 del numerador.
if (!'bInTest)
blaTest = quitarractores2(ref intaLoc, TALBLOC):
J/L1ei reciprocidad quadratica.
Ef {'bInTest)

permutarParametros{ref intaLoc, ref intBLoc);
bInTest = true;
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}
blnFinal = TestComprobacioFinal({intALoc, intBLoc);
} while ('bInFinal);

3
g_txtrResultadol = g_intrResultado. Tostring();
?w1tch (g_intrResultado)

case 1:
9. txtResu]taduz = "x" & g_1ntA Tostring() + "> és5 residu quadratic modul
<" + g_intE. Tostr'tng{j + "=

break;
case -1:
g IxtResultado? = "<" + g_1ntA Tostring() + "> &5 un MO residu quadratic modul
" + g_inte. Tostrfng() - 2

break;

case 0:
g txtnesu]taduz = "<" + g_intA.ToString() + "> és miltiple de
<" + g_intE. Tostr{ng{J + "=

break;
}

?rivate void TestParametres()

if (g_intA <= 0 || g_intB <= Q)
throw new Exception{"Han de donar-se parametres diferents de zero i positius.");
FAF (inta = 1ntﬂg
I throw new Exception({"El parametres no poden ser iguals.”);
if (EsPar(g_inte))
throw new Exception{”Parametre 2 no pot ser parell.");
if ('EsPrimer (g_inte))
throw new Exception(”Parametre 2 ha de ser primer.");

rivate bool EsPar(double intprmTestear)

return (intprmTestear % 2 == 0);

rivate bool EsPrimer(double intprmTestear)

if (intprmTestear == 3)
return true;

bool blnsalida = true;
double max = Math. sgrr(intprmTestear);
if (intprmTestear = 3)

double intaux = 3;
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do

binsalida = (intprmTestear % intAux) '= 0;
intAux = intaux + 2;
} while ((bInsalida '= ?a]se) && (intAux <= max));

k
S/Nota: para el caso 1 y 2 devuelve verdadero y no puede ser negatiwvo.
return blnsalida;

?r1vate bool TestComprobacioFinal (double intprma, double intprmg)
bool binFinal = true;

int aux = 0;
I
aux = Corwvert.ToImt32({intprma);

Eatch(Exception ex)

return false;

switch (aux)

case 0:
Acumulasigno(0);
break;

case 1:
Acumulasigno(l);
break;

case 2:

acumulasigno(ResultadoFormulaz (intprme));
break;

case -1:
acumulasigno(resultadoFormula_1(intprmel);
break;

default:
bInFinal = false;
break;

}
return blnFinal;

private bool QuitarFactoresZ(ref double intprmaEntrada, double intprmEEntrada)
bool binsalida = Talse;
while (intprmagntrada % 2 == 0)
! intprmaentrada = intprmagntrada / 2;

binsalida = true;
acumulasignofresultadoFormulaz (intprmBEntrada));
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}

return binsalida;

%rfvate vold AcumulaSigno(int intprmacumular)

if ((intprmAcumular != 1) && (intprmAcumular !'= -1) && (intprmacumular != 0))
throw new Exception("control. Només poden acumularse 0,1 & -1.7);
g_intresultado = g_intResultado * intprmacumular;

private int reswltadoFormula? (double intprmé)

double decNumerador = ({intprme = intprme) - 1) / 8;
i ((dechumerador % 2) == 9

return 1;
else

return -1;

b

private int rResultadorFormula_l{double intprme)

double decNumerador = (intprmg - 1) / 2;
if ((decNumerador % 2) == 0)

return 1;
elze

return -1;

T
grfvate void PermutarParametros(ref double intprmaeEntrada, ref double imtprmBEntrada)

double intprmaaux = intprmAEntrada;
double intprmBaux = intprmBEnTrada;

acumulasignofLleiReciporcitatQuadratica(intprmaentrada, intprmBEntradal);
intprmaEntrada = inTprmeaux;
3 intprmBEntrada = intprmaaux;

rivate int LleiReciporcitatquadratica(double intprma, double intprme)
double decnumerador = ((intprma - 1) / 2) * ((intprme - 1) / 2);
if ((dechumerador % 2) == ﬂg
return 1;

else
return -1;

1
Erfuate void buttonl_click(object sender, Eventargs &)
trry

g_intA = (double)numericupbownl.value;
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g_inté = {double)numericupbownz.value;
Calcular();

labell.Text = g_txtResultadol;

label2. Text = g_txtResultado?;

catch (Exceprtion ex)
MessageBox. Show(ex.Message);

}
rivate void numericupbownl_valuechanged{object sender, Eventargs &)

g_txtResultadol = "";
?_txtResu1tad92 - "%

abell. Text = g rCxtResultadol;
label2.Text = g_txtResultado?;

rivate void numericupDownz_valueChanged{object sender, Eventargs &)
g_txtResultadol = "";
_txtResultado? = “";

abell.Text = q _txtResultadol;

label2.Text = g_txtResultado?;
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